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大意
本书主题是初等意义上的代数, 面向数学和相关专业的低年级本科生或自学者. 内

容属于现代数学及其应用的核心基础.
“代数” 的原义是解方程的技巧, 如今的代数更包括关于代数结构的一切研究; 对于

何谓代数结构, 稍后将作初步解释. 两种涵义既有差异又密切相关; 其词义的演变史, 同
时也是先贤们以具体问题为锚, 逐步锻造更简洁更有力的数学工具, 从而逐步接近数学
实相的发展史.

本书将从代数的经典根源起步, 逐渐引入现代观点. 经典代数问题是解方程, 尤其
是多项式方程组, 而其中相对容易的一类是线性方程组

a11X1 + · · ·+ a1nXn = b1

a21X1 + · · ·+ a2nXn = b2

...
...

am1X1 + · · ·+ amnXn = bm,

此处 X1, . . . , Xn 代表待解的变元. 应用中的许多问题都有此类表述. 对此, 经典的求解
技术是 Gauss–Jordan 消元法和行列式理论, 它们是在称为矩阵的数学对象上操作的.
四则运算是表述并处理经典代数问题的必需. 现代意义的代数学探讨带有类似于

加法或乘法等运算的集合, 称为代数结构, 以及这些集合之间保持运算的映射, 称为 “同
态”. 代数学以集合论的语言表述. 例如 “域” 是带有四则运算的集合, 要求除法的分母
非零, 并且服从于结合律, 交换律与分配律等种种性质; “环” 是舍弃除法运算和乘法交
换律得到的结构. 域的初步实例是有理数域 Q, 实数域 R 和复数域 C, 它们都有四则运
算. 环的初步实例是整数环 Z, 其中的除法仅在整除情形才有意义; 尺寸为 n × n 的所
有复矩阵也构成环 Mn×n(C), 其乘法一般不满足交换律. 域和环的实例远不仅于此, 而
代数结构也不仅限于域和环.

代数结构的另一则关键例子是某个域 F 上的向量空间, 其元素 (称为 “向量”) 可
以彼此相加, 或者用 F 的元素来乘. 当域 F 给定, 向量空间之间的同态又称为线性映
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射或线性变换. 向量空间理论是本书的重头戏, 而矩阵提供了具体操作向量空间和线性
映射的工具.

从代数观点看, 线性方程组理论能够从向量空间和线性映射的视角来理解; 从几何
观点看, 向量空间又能解释中学数学所熟知的平面和空间向量运算. 代数运算与几何直
观由此得到关键的, 尽管还只是初步的综合.

除此之外, 常用的代数结构还有群 (对称性的体现), 模 (不妨视为一般的环上的向
量空间), 它们对于经典问题都有精彩应用. 掌握了这些结构就能进一步涉足标准形, 张
量积和 Witt 理论等较为复杂的概念. 当一切就绪, 读者便能有充足准备来探索代数学
的进阶主题, 例如 [10] 或其它标准教材的内容.

方针
本书力图兼顾教材和自学的双重取向, 但由于底稿是讲义, 教材属性更加突出.
作为面向本科低年级, 主要是大一学生的教材, 本书对读者所要求的背景基本不超

出高中理科数学的内容, 重叠部分亦不少; 之所以称 “基本”, 一则是因为高中教学内容
因时而异, 各省市, 各校乃至于各人的状况又有不同; 二则是肯定人人皆有学习的良知
良能, 体现为自见不足能努力追赶, 接触新知能虚心探索. 因此, 本书对于背景知识并非
机械地取最大共约数, 而容许些许弹性; 目的是引人向上, 不是冰冷的门槛.

本科低年级的代数类课程一般是与数学分析同步学习的, 自学时也应当如此. 正如
同数学分析的进阶内容涉及向量空间的语言 (例如线性微分方程), 随着本书的推进, 文
中也会适度涉及一些数学分析的简单内容, 范围不超过定义及基本性质, 多数场合是作
为例子或习题来运用.

在筹划本书的过程中, 笔者主要将代数学理解为一种教学单元, 它由学习者在特定
阶段必须习得的一整套知识和技巧所构成, 这些主题皆与代数的词义有所联系. 其实,
各式教材所教授的 “代数” 多是一种标签, 或者说是整理知识的一套框架. 无论如何设
想代数学的本质, 作为教学框架的 “代数学” 都不可能完全符应, 因为它是权衡诸多现
实考量的产物; 一句话, 它属于教务范畴.
笔者以为教学框架的组织需要照顾至少四个点: (1) 概念本身的历史顺序. (2) 可

读性. (3) 理论的规整, 流畅和优雅气韵, 业内人士谓之 “自然”. (4) 经济性, 体现为篇幅
精简. 四点之间两两没有先天的一致性. 比方说, 行列式最早的表述方式既不易读, 也
难言优雅或经济; 更自然的理论框架往往需要更长的预热; 经济和易读又趋于互斥, 除
非思路有所创新. 本书侧重后三点, 而在难以兼顾时更倾向于第二和第三点. 至于代数
类课程在传统上有何内容, 并非主要考量.

特别地, 笔者对现存的教学体系采取了批判地继承的态度. 教学方法与教学内容应
当随时推移. 只要人类的数学事业不断前进, 学生掌握同等知识的时间便会不断提早,
而只要社会形式臻于良善, 则最优秀的教育资源必然会朝一切愿意学习的人平等敞开.

话虽如此, 必然仍有不少读者认为本书偏重经济性, 呈现为较高的学习坡度. 具体
感受当然因人而异, 何况经济的考量虽然体现为冷酷外表, 内里却有真实的温柔, 因为
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它悉心照顾人的有限性: 面对当代数学的宏伟大厦, 一生是过于短暂了.
本书对于数学史着墨不多, 特别是关于人的部分. 这方面的通俗书籍和网络资源颇

为丰富, 顾及篇幅, 不必也不宜再添砖加瓦; 即便不知数学家的生平逸事, 损失的也只是
谈资, 对于学习并无障碍.
最后对本书采用的术语和符号略作说明. 这两者都是社会共识的沉淀物, 出于约定

俗成; 但术语是否达意, 以及符号是否明晰易懂, 运用中仍有客观的高下之分, 数学之外
的明显例子是公制单位和英制单位的使用. 术语方面, 本书总体遵循 [9], 少数明显不
妥处另译. 符号方面, 本书尽量遵循当前国际学界惯例, 这在多数情况下也是最明晰的
写法.

提要
本书正文分成十六章, 书末有两则附录. 每一章末尾都附有若干习题, 基本按照各

节内容来排序, 综合性的习题则不受此限. 多数习题带有提示. 原则上, 正文内容不依
赖习题的结论, 但习题可能依赖于先前的其它习题.

各章和附录内容摘要如下, 所涉及的术语和概念将在正文中仔细解说.

▷ 第一章: 综观 作为全书起点, 本章以解方程为线索, 简介代数学的经典渊源, 然后
着力探讨线性方程组; 求解所用的 Gauss–Jordan 消元法简单高效, 后续将反复
现身.

▷ 第二章: 集合, 映射与关系 现代数学建立在集合论的语言上, 代数学尤其如此. 本
章阐述全书所需的集合语言, 初学者需留意的重点包括集合的积和无交并, 等价
关系与相应的商集, 以及基数的概念. 整数的算术和同余式虽是作为集合操作的
示例而纳入本章, 但它们也是后续内容的重要线索.

▷ 第三章: 环, 域和多项式 本章首先引入环和域的概念与实例, 它们是先前运用的
整数集和各种数系的抽象化. 所谓的域, 既可以是由一些复数在四则运算之下生
成的集合, 也可以是貌似更抽象的域, 譬如有限域; 后者有许多实际应用. 其次, 本
章将严格地定义多项式及其算术, 并且明确作为抽象符号的多项式和多项式函数
在一般的域上有何区别. 最后, 我们将介绍何谓域的特征.

▷ 第四章: 向量空间和线性映射 向量空间在全书中扮演要角. 本章先从线性方程组
的讨论入手, 提供代数的动机, 然后定义一个域上的向量空间, 基, 维数和线性映
射. 矩阵虽然已在消元法的讨论中出现, 但在全书后续内容中, 它们更多地是作为
具体操作线性映射的一种手段. 关于矩阵的大部分运算都有线性映射层次的对应
物, 但矩阵技巧仍不可或缺.

▷ 第五章: 行列式 就历史来看, 行列式也是由线性方程组求解所催生的概念, 其计
算在高阶情形趋于复杂, 但仍有重要的理论价值. 本章将从置换的概念出发, 自
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几何观点引入交错形式的概念, 再将行列式定义为 n 元交错形式在线性映射
之下的缩放比例. 之后, 我们将以矩阵语言给出行列式的具体算法及一般性质.
Cayley–Hamilton 定理和迹的讨论对于后续各章尤其重要.

▷ 第六章: 重访环和多项式 本章回归多项式的讨论, 借助向量空间的理论作进一步
的探究. 作为必要的准备, 本章开头将介绍环的理想, 相应的商环, 然后讨论整环
的唯一分解性质; 这些内容属于代数结构的入门知识. 特别地, 本章末尾将以商环
构造有 q 个元素的有限域, 其中 q 是某个素数 p 的幂.

▷ 第七章: 对角化 大致上, 对角化是在共轭 (又称 “相似”) 意义下将一个线性映射
或 n× n 矩阵简化的技术. 本章先从线性递归数列的通项公式说明对角化的用处,
然后介绍何谓特征值和特征向量, 以此给出关于对角化的若干判准和算法. 并非
所有 n × n 矩阵都能对角化, 然而本章末尾将证明在代数闭域 (譬如复数域) 上,
一切 n× n 矩阵都能上三角化.

▷ 第八章: 双线性形式 双线性形式在数学及其应用中频繁出现, 它们也能以矩阵处
理. 本章始于一般定义, 然后探讨非退化性质和线性映射的伴随, 这部分内容比先
前各章稍加抽象. 在特征 6= 2 的域上, 对称和反对称双线性形式特别常见, 对称版
本又称为二次型, 相关内容是本书的重点之一. 本章最后关于双重对偶和商的讨
论也是相对抽象, 然而必须掌握的概念.

▷ 第九章: 实内积结构 对于熟悉的平面和空间向量, 我们有长度和夹角的概念; 两
者在一般的实向量空间中统合为称为内积的一类双线性形式. 本章讨论内积的基
本概念和诸般性质, 然后相对于给定的内积深入探讨正交或自伴的线性映射. 后
半部探讨的奇异值分解等主题皆关乎内积, 应用广泛; 由于实内积空间在数据科
学等场景中自然地出现, 这是毫不意外的.

▷ 第十章: 复内积结构 内积也可以在复向量空间上定义, 复内积不再是双线性形式,
而是所谓的半双线性形式. 它们和实内积有许多共性, 前一章的许多定理都有相
应的复版本. 作为应用, 本章末尾将取道复数来推导实正交变换的标准形, 然后研
究三维空间的旋转, 称为四元数的数学对象将在此发挥作用, 而不用环的概念便
无法精准地理解四元数.

▷ 第十一章: 群的概念 大而化之地说, 群是对称性的体现, 它在代数结构的谱系中
占据比环, 域和向量空间更基本的地位. 经过之前各章的历练, 读者应当能迅速把
握群的定义和基本性质; 特别地, 矩阵理论提供了关于群的大量实例. 本章后半部
将从群论视角回首高次方程求解的问题, 接着确定空间中五种正多面体的对称群;
前者关乎群论的历史渊源, 后者是初等几何与代数技巧的二重奏.

▷ 第十二章: 模论入门 域 F 上的向量空间可以设想为带有来自 F 的乘法运算的加
法群. 若将 F 换成一般的环, 便有了模的概念. 模和向量空间既有通性, 也有许多
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根本差异. 本章前半部着眼于模论的基本概念, 后半部则关注主理想环 (例如多项
式环或整数环) 上的有限生成模, 这一特例对于矩阵或线性映射的标准形理论尤
其有用, 能以矩阵来计算.

▷ 第十三章: 标准形 标准形理论旨在判断两个 n × n 矩阵是否共轭, 或说是精确描
述所有 n × n 矩阵的共轭类; 更加抽象地说, 其目的是分类 n 维向量空间上的单
个线性映射. 本章将给出称为有理标准形和 Jordan 标准形的两种方案, 并解释其
算法. 模论在此将显现其威力.

▷ 第十四章: 仿射空间与射影空间 初等几何学中的向量能够以实向量空间的语言来
理解, 虽然这摆脱了坐标系的桎梏, 但零向量依然表征了直观中一个选定的原点.
仿射空间可以大略地设想为不带原点的空间, 它们有纯粹代数的定义, 而且对许
多几何问题更为自然; 例如在实仿射空间中可以自然地开展多面体和多面锥的严
谨理论, 从代数观点看, 它们相当于线性不等式组的解集. 另一方面, 射影空间则
可设想为向有限维仿射空间添加一系列 “无穷远点” 的产物. 这些概念无论在理
论或实践方面都极有用.

▷ 第十五章: 向量空间的张量积 在选定的域上, 张量积是将两个向量空间 V 和 W

的元素形式地配对的一种手段, 由此得到新的向量空间 V ⊗W ; 它的具体刻画适
合以双线性形式的语言表述. 本章始于张量积的一般理论, 然后介绍对称代数与
外代数, 及若干应用, 这些构造频繁用于几何等领域中.

▷ 第十六章: 二次型的 Witt 理论 对于特征 6= 2 的域 F , 第八章已介绍过二次型的
基本概念, 并在 F 是实数域或复数域的情形予以完整分类. 本章则借助更强的代
数工具来处理二次型, 相关结论主要是 E. Witt 的贡献. 特别地, 我们将定义 F

上的 Witt 环和 Grothendieck–Witt 环, 这两种代数结构蕴藏关于 F 上的所有二
次型的根本信息, 而且在 F 为实数域, 复数域或有限域的情形有简单描述. 许多
结论都能进一步推及称为 Hermite 形式的结构.

▷ 附录 A: 集合论补遗 内容包括从公理集合论严谨地构造非负整数集, 证明基数的
一些简单性质, 以及介绍集合论中的 Zorn 引理. 代数学的一些底层事实依赖于
Zorn 引理, 例如它蕴涵每个向量空间都有基. 这些内容虽然基础, 但并非阅读正
文所必需, 读者可酌情取用.

▷ 附录 B: 范畴引论 范畴论是具有高度概括力与启发性的一套数学语言. 范畴和函
子的定义仅需基本的集合论, 并且提供了理解一般代数结构的制高点; 但若没有
处理具体结构的经验, 便不可能真正把握范畴的思想, 这也是本书置相关内容于
附录的主因. 此处的材料只是引论, 并非系统性的介绍, 而且将频繁引用正文内容
作为示例.

以下是各章和附录之间的依赖关系, 以及各章的大致属性, 由于涉及的有时只是每
章之中的个别内容, 图示关系仅是概略的, 不必拘泥.
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第一章

第二章 第三章 第四章

第五章 第六章 第七章

第八章 第九章 第十章

第十一章

第十二章 第十三章

第十四章第十五章

第十六章

附录 A

附录 B

基础 一般代数结构 向量空间和矩阵 延伸内容

指引
对于学生 各章和附录之间的依赖关系已有图解, 请读者斟酌阅读顺序. 时间充足时,
循序阅读是最稳妥的. 前十章是代数学的初步事实, 应当扎实掌握. 后六章则相对进阶,
但总归属于代数学的基础部分.

第一章除 Gauss–Jordan 消元法之外的内容属于启发之用, 请放松阅读. 第十三章
的标准形理论在一部分教材中占据核心地位, 它可以仅用矩阵语言来处理, 但本书选择
以模论解释, 因此将相关内容后置. 第十四章和第十六章和其余部分关联较少, 应当在
行有余力的前提下学习, 否则略去无妨.

两份附录的内容对于数学工作者皆属常识. 附录 B 未用于正文, 但考虑到范畴论
的效用, 建议读者一旦对正文内容有相当掌握即可阅读, 或者跟随正文的学习进度反复
查阅, 逐渐推进.

本书内容既有理论的或抽象的方面, 也有具体的一面. 数学的抽象方面让一部分初
学者望而生怯, 对另一部分人又仿佛摇曳着诱人的光芒. 公允地说, 两方面对于代数学
不可偏废. 一个人的抽象能力和具体能力就好比双手, 每人自有其惯用手, 左右开弓亦
不乏其例, 但双手协作方能成事. 无论左撇子还是右撇子, 常人不会放任哪一只手萎缩,
更不至于自残; 然而在数学的学习中, 特别是一部分自学者群体, 倒是颇有些以思维能
力残疾为荣的怪论. 所谓矫枉必须过正, 在当前的互联网时代, 问题更多在于对具体面
向的忽视. 侈言对数学有单刀直入的顿悟, 却连本书为数不多的具体内容都无法掌握,
无有是处.

书中大部分抽象定义都附有相应实例, 算法或关于其思路的解释, 读者应力图全部
掌握, 否则对定义的理解便不完整. 各章节中间穿插的练习也有助于巩固学习成果. 这
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些练习或者是直接的验证, 或是例行的简单计算, 又或者有详细提示; 一部分简单练习
对于后续内容还是必要的. 因此读者应当尽量在进入下一节之前完成所有练习.
具体性的一个重要面向是算法, 另外则是图像, 或谓几何直观. 不妨将图像的角色

分成两类.

? 问题或定义本身即基于图像, 例如实内积的基本性质, 三维空间的正交变换, 多面
体等; 几何方法对此自是题中之义, 而问题本身的表述也应该伴以图像, 甚至于
“以图为证”, 目击而道存.

? 图像协助思维, 例如用来理解低维特例, 或作为证明的手段, 又或者提供理解问题
的新视角.

无论对于哪种情形, 几何直观皆可谓船坚炮利, 但它并非自外部强加的; 倘若将图像, 尤
其是呈现于纸张或显示设备上的影像 (相对于真实无妄的 “心像”) 执为解释数学概念
的排他准则, 它们便不再是工具而是枷锁了. 在初学一般维数或一般域上的向量空间
时, 尤其应当有此认知.

各章末尾的习题可能比练习费力, 然而难题多有提示, 部分题目有前后承接的关系,
建议读者尽力完成, 一时无法做完也不影响后续阅读. 习题包含一定数量的计算题, 特
别是在早期各章. 不经手算则难以理解算法的本质, 读者勿等闲视之.

安排习题的目的是帮助读者掌握书中内容和拓展知识. 特别地, 本书习题不为应
试, 然非不能应试; 只要读者充分掌握书中内容和习题, 取得高分不会有任何困难.

对于教师 首先是个人经验的方面. 笔者曾经基于本书内容讲授一学年的本科一年级
基础课程, 每周 4 节课, 每学期包括考试在内计有 16 周. 授课对象主要来自北京大学
数学科学学院, 以及信息科学学院, 元培学院等, 但不限于此.

虽然对象以数学专业的学生为主, 然而不属于实验班系列课程, 默认的背景知识仍
不超过高中理科数学, 仅假定学生扎实掌握课内知识, 并且具有一定程度的探索精神.

粗分到章, 笔者能触及除了第十四章和两份附录以外的内容. 细分到节, 则有跳过
者 (例如 §5.11, §6.5, §11.8, §11.11, §15.8, §15.9, 第十六章的大部分内容, 等等), 有略
讲者 (§1.2, 第二章关于集合论的细部讨论, §3.6, §6.8, §§6.10–6.11, §11.10 等等). 其中
一部分确实只能割舍, 一部分是考虑到多数学生已有涉猎, 另有一部分则由课后作业和
助教予以补充.

授课时采用板书. 使用投影片能够提速, 但教学效果难免受影响. 笔者未制作配套
的投影片课件, 如有同行愿意从事这方面的工作, 笔者无任欢迎.

在讲法方面, 巨细靡遗地讲授是不切实际的, 也不是最优解. 由于编撰时已经顾及
自学需求, 只要教师充分了解学生情况, 留一些支线内容自学是合理的. 此外, 习题课在
授课过程中起到关键作用. 按学院安排有两节习题课, 上学期每周, 下学期隔周; 助教们
除解题和答疑外还补充了不少内容. 如果能在整个学年内安排每周至少三节的习题课,
效果想必更佳.
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在课时受限或需要和别班同步的情况下, 可以考虑省略或延迟关于商空间的相关
内容. 如果数学分析课程能覆盖集合论, 省去为佳. 如果学生学过初等数论, 则算术入
门和同余式也可以省去或快速带过.
布局方面, 本书不刻意将代数学中的线性部分 (线性方程组, 矩阵, 向量空间) 与其

它部分相区隔, 也不鼓励这种安排.
对于向量空间, 笔者认为无论就理论或应用考量, 都应该在一般的域上处理, 但选

择从包括线性方程组在内的解方程问题切入. 考量之一是为环和域提供具体线索, 顺带
衔接高中内容. 二则是因为若不掌握消元法, 则即便对于标准 n 维空间中的有限向量
组, 都缺少具体算法来判定其是否线性相关, 或者是否生成全空间. 从教学的立场看, 在
线性方程组之前引入向量空间未必合适.

如果课时充裕, 不妨在课程或习题课中讲解数学软件的使用. 如果教师选择介绍范
畴论, 宜安排在课程最后.
习题方面, 本书的计算类题目相对较少, 尤其是在矩阵与行列式的部分; 有需求的

教师不难以其它文献满足. 随着本书内容的深入, 计算题与证明题的边界将逐渐消失.
本书没有超纲题目. 相对困难的证明题常有提示; 对于专业人士, 提示几近于完整

证明, 或者提供了证明的详细蓝图. 一部分习题是笔者认为重要的拓展知识, 另有部分
习题则是代数学中广为人知的事实, 教师们应该不难找到参考材料.

致谢
本书的主体基于笔者于 2020–2024 年间在北京大学讲授的本科课程, 个别内容基

于先前在中国科学院大学的授课材料. 谨向全体同学和助教们致谢, 没有他们的参与和
反馈就不可能有这部讲义.
撰写过程中, 笔者广泛参考了既有的著作, 包括北京大学的系列教材, 以及许多从

本科时期便给予笔者启发的经典名著. 书繁不及备载, 谨向众多先辈和同行们致敬. 珠
玉在前, 笔者生硬缝补者有之, 擅出己意者有之, 祈望读者谅解.

此外, 也感谢北京大学出版社陈小红和曾琬婷两位编辑的专业工作和宝贵意见.
最后, 许多师友和读者对书稿提供了建议和指正, 无法一一备述, 记忆所及者包括:

丁一文, 高剑伟, 孙超超, 万铖睿, 薛江维 (按照姓名拼音排序). 在此致谢.
♣♣♣ 致谢待补: 更长名单.

李文威

2024 年秋

于门头沟
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体例
阅读顺序 为了帮助读者制定计划, 各章和附录的开头附有各节的阅读顺序, 其中图形

§ x.a § x.b

的意涵是 § x.a 必须先于 § x.b 阅读, 或者说 § x.b 依赖于 § x.a. 由于具体的依赖程度
有所区别, 图形只提示大致顺序, 并非绝对. 无论如何, 不等式 a < b 在图中恒成立, 因
此只要时间充裕, 按编号顺序阅读总是可行的方案.

标签 遵循数学教材的惯例, 本书将重要的陈述分成以下几类, 赋予标签和编号.

▷ 定义 关于数学对象或数学概念的界定.

▷ 约定 主要用于解释符号或习惯用语.

▷ 命题 泛指各种数学命题的陈述.

▷ 定理 较为重要或者具有总结性的数学命题, 通常是各章节的核心结论.

▷ 引理 为了证明定理或命题而预备的辅助性结果, 其表述或证明往往比较复杂. 因
此, 从技术的观点来看, 引理也同样包含数学的精华.

▷ 推论 从先前陈述的命题或定理简单推得的结论.

▷ 例 关于定义或命题的具体实例或简单应用, 经常附有简短的论证.

▷ 注记 关于定义或命题的讨论或补充说明, 为了强调或方便参照而加以标明.

▷ 练习 为了巩固读者对先前内容的了解而布置的练习, 夹杂在正文中间. 练习往往
是简单的操演, 通常带有提示; 许多练习对于熟悉相关内容的读者应当是不证自
明的. 一部分练习可能被之后内容所引用, 因此读者应当尽力在阅读途中完成所
有练习.

▷ 算法 对所论的数学问题提供适合于笔算或编程的详细步骤, 然而不涉及代码, 仅
以自然语言表述. 算法和数学命题或其证明的界限有时是模糊的.

定义和数学命题经常可以混搭, 这是因为一则定义的合理性往往需要论证. 由此便
产生了定义–定理, 定义–命题之类的名目.

命题, 定理, 引理和推论之下通常紧接着给出证明, 除非是特别明显的推论, 或一些
较为深入或离题的证明, 在后一场合将给出参考书目.

证明的结尾以 标记. 在一部分场合, 为了增进阅读体验, 证明也可能延后给出,
甚至并入附录.
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编号 为了方便后续的参照, 书中的定义, 命题等内容都按照

z.j.s, z =章, j =节, s =顺序

的格式连续编号, 例如 “定理 1.1.1”. 数学公式按照同样模式编号, 但是为了方便区分,
另加圆括号记为

(z.j.s)

的格式, 例如 “(1.1.1)”.
对于书中的各章, 节和附录, 我们将按照诸如

第一章, §1.1, §§A.1–A.3

的格式进行参照.

符号
习惯用语 表达式 A := B 意谓 “A 被定义为 B”.

为了便利数学命题的表述和阅读, 当我们写下诸如 “设 A (或 B, 或 C) ..., 则 A′

(或 B′, 或 C ′) 成立” 的语句, 其意涵是: 设 A ... 则 A′ 成立, 设 B ... 则 B′ 成立, 设
C ... 则 C ′ 成立.
下述形式的写法也将频繁出现

f =

{
g, P,
h, Q;

它的意涵是当 P 成立时 f = g, 当 Q 成立时 f = h.
当我们说一个数学对象 (譬如一个数, 映射, 集合...) 是 “良定义” 的, 是指我们定

义它的方法没有歧义, 不依赖定义过程中任何辅助资料的选取, 从而给出一个确定的数
学对象.

逻辑符号 本书所使用的数学语言以基本的逻辑符号为底层, 主要是逻辑连接词和
量词:

符号 p ∧ q p ∨ q p =⇒ q ¬p ∀x ∃x

解读 p 而且 q p 或 q p 蕴涵 q 非 p 对所有 x 存在 x

连接词 量词

对于 p =⇒ q, 常见的说法是 “p 仅当 q” 或者 “q 当 p”. 特别地, p ⇐⇒ q 相当于
说 “p 当且仅当 q”.
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本书并不会在严格规范下使用形式语言, 只是偶尔将 ∧, ∨, ∀, ∃ 和 ⇐⇒ 等符号作
为方便的简写来使用.

数学语句只能为真或为假, 不许两者兼具或皆非. 语句的真假可以通过真值表来剖
析. 举例来说, 读者应当明白语句 “p 蕴涵 q” 的真假是按照下表规定的:

p q p 蕴涵 q

真 真 真

真 假 假

假 真 真

假 假 真

特别地, p 真方有可能触发 “p 蕴涵 q” 为假. 基于这一道理, 涉及全称量词的语句

∀满足性质 P 的 x, q 成立.

应当被理解为
∀x,

(
x满足性质 P =⇒ q 成立) ,

它仅在确实存在满足性质 P 的 x 时才可能触发为假. 若不存在这般的 x, 或者说当全
称量词 ∀ 取在空集上, 则此语句按规定为真.

集合 由元素 a, b, c, . . . 构成的集合记为 {a, b, c, . . .}; 对于任意集合 S, 符号 s ∈ S 代
表 s 是 S 的元素, 而 S 中满足某个给定性质 P 的元素所成的子集表作{

s ∈ S : s满足 P} 或 {
s ∈ S

∣∣ s满足 P} .
符号 S ⊂ T 代表集合 S 包含于 T , 容许相等1); 若 S ⊂ T 而 S 6= T , 则称 S 严格

包含于 T , 或称 S 是 T 的真子集, 记为 S ⊊ T .
集合 A 对 B 的差集记为 A∖B := {a ∈ A : a /∈ B}.
数组的符号是 x = (x1, . . . , xn) 或 (xi)

n
i=1 的形式; 计顺序, 也容许重复. 这种记法

当然适用于 xi 为其他数学对象的情形, 而下标 i 也可以遍历一般的集合 I 而不只是正
整数, 记如 (xi)i∈I 的形式, 或简记为 (xi)i. 数组中的 xi 称为 x 的第 i 个分量或坐标.

1)一些教材将这里的 ⊂ 写作 ⊆, 而以 ⊂ 表示严格包含关系.
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数系 熟知的几种数系记为
Z Q R C

整数集 有理数集 实数集 复数集.
⊂ ⊂ ⊂

非负整数集记为 Z≥0, 正整数集记为 Z≥1, 正实数集记为 R>0, 依此类推.
整数 a 和 b 的最大公因数记为 gcd(a, b), 最小公倍数记为 lcm(a, b).
对所有实数 x, 记不超过 x 的最大整数为 bxc, 换言之 bxc := max{n ∈ Z : n ≤ x}.
虚数单位记为 i ∈ C, 它满足 i2 = −1. 当 D ∈ R≤0 时, 本书规定 √D := i

√
|D|;

作为特例, i =
√
−1.

复数 z 的实部记为 Re(z), 虚部记为 Im(z). 复数 z 的共轭记为 z.

多项式 本书的惯例是以大写字母 X,Y, Z, . . . 代表多项式的变元, 亦即自变量. 在必
须强调变元的场合, 我们也记以 X,Y, Z, . . . 为变元的多项式 f 为 f(X,Y, Z, . . .), 而对
f 代值 X = x, Y = y, . . . 的产物记为 f(x, y, . . .).

映射 从集合 A 到 B 的映射 f 常以箭头符号写作 f : A→ B, 其像集记为
im(f) := {f(a) : a ∈ A} ⊂ B.

对任意子集 A′ ⊂ A, 记 f |A′ : A′ → B 为 f 在 A′ 上的限制; 另外记 A′ 在 f 下的像
为 f(A′) := im(f |A′). 在必须强调映射以 A 的元素为 “输入” 的场合, 我们也采取类似
f(·) 的记法.

映射 A
f
B 和 B

g
C 的合成记为 g ◦ f : A→ C, 简记为 gf . 具体定义是

(gf)(a) = g(f(a)), a ∈ A.

为了区别集合 A 和其元素在映射 f : A → B 下的像, 我们经常以符号 f : a 7→ b

或 a
f
b 代表 f(a) = b. 在具体描述一个映射时, 我们将频繁使用诸如

f : A→ B

a 7→ f(a)

的写法.
任意集合 A 到自身的恒等映射 a 7→ a 记为 idA, 不致混淆时也简记为 id.
谨介绍关于映射的几则标准术语和符号.

术语 定义条件 符号

单射 (或嵌入) a 6= a′ =⇒ f(a) 6= f(a′) f : A ↪→ B

满射 对每个 b ∈ B 都存在 a ∈ A 使得 f(a) = b f : A↠ B

双射 (或一一对应) 既单又满 f : A
1:1

B
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所以 f : A → B 是满射当且仅当 im(f) = B. 若 f 是双射, 其逆映射2) f−1 映
f(a) ∈ B 为 a ∈ A.

对于一般的映射 f : A→ B 和任意子集 B′ ⊂ B, 记
f−1(B′) := {a ∈ A : f(a) ∈ B′} ,

称为 B′ 对 f 的原像或逆像.
注意: 本书视 “映射” 与 “函数” 为同义词. 在其他语境中, “函数” 有时意指映至复

数集的映射, 这种区别只是语言习惯.

连加与连乘 我们经常使用连加与连乘符号
n∑
k=1

ak = a1 + · · ·+ an,

n∏
k=1

ak = a1 · · · an,

及其种种变体. 当连加 (或连乘) 的下标集为空时, 将对应的空和 (或空积) 规定为 0 (或
1) 是很方便的.

作为连乘的特例, 阶乘定义为 n! =
∏n
k=1 k, 而 0! = 1. 本书将二项式系数记为(

n

k

)
:=

n!

k!(n− k)!
, 0 ≤ k ≤ n.

矩阵 大致地说, 矩阵是以横行竖列的表格形式来表示的数组, 它们的完整定义和深入
研究是本书正文的主题, 此处仅解释符号. 具有 m 行 n 列的矩阵称为 m× n 矩阵, 本
书将这种矩阵写作

A =


a11 · · · a1n
... . . . ...

am1 · · · amn

 =

...
· · · aij · · ·

...


 第 i 行

第 j 列

的形式; 称 aij 为 A 的第 (i, j) 个矩阵元, 取在选定的数系 Q, R, C 或更广泛的代数结
构中; 这些矩阵所成的集合相应地记为 Mm×n(Q), Mm×n(R), Mm×n(C), 依此类推. 有
时对 m× n 矩阵也采取 A = (aij)1≤i≤m

1≤j≤n
的记法.

上述矩阵 A 的转置是交换行和列的角色所给出的 n×m 矩阵, 记作

t
A =


a11 · · · am1

... . . . ...

a1n · · · amn

 = (aji) 1≤i≤n
1≤j≤m

.

2)用函数的术语来说, 逆映射就是反函数.
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14 导言

本书经常将矩阵元为零的部分留白表示, 例如
1

1

 =

1 0

0 1

.

行列式 行列式的严格定义同样是本书正文的主题. 在符号方面, 本书记 n × n 矩阵
A = (aij)1≤i,j≤n 的行列式为

detA 或

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1n
... . . . ...

an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
的形式, 其中 n ∈ Z≥1. 在 n = 0 时赋予行列式定义可以简化一些命题的表述: 在此场
合, 规定相应的 “空行列式” 为 1.

单位 本书谈及角度时一律采取弧度制.
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第一章 综观

从古至今, 代数一词的内涵历经种种变化. 本章目的是以方程求解为线索, 在中学
数学的基础上简述代数的源与流. 在本章触及的各种代数问题中, 线性方程组和相应的
Gauss–Jordan 消元法 (§§1.3–1.4) 相对简单, 同时又是探究其他问题的基础, 它们将在
全书的前半部分承担关键角色. 其余部分虽然和后续内容没有严格的逻辑先后关系, 但
涉及的例子和思路仍将反复回响.

阅读顺序
§1.1 §1.2 §1.3 §1.4

1.1 何谓代数
“代数” 一词源于公元 9 世纪左右波斯学者 al-Khwārizmī 的著作 Al-Kitāb al-

mukhtaṣar fī ḥisāb al-jabr wa’l-muqābala, 其中的阿拉伯语名词 al-jabr 在拉丁文中被
转写为 algebra, 亦即欧洲各地语言中的代数. 这部著作标志了代数学自西方数学传统
中脱胎而出的第一步. 尽管代数学的内涵和应用范围嗣后大有扩张, 我们无妨先沿这条
历史线索上溯, 特别是从词源入手, 来探索代数学关注的基本问题及其风格.

且看 al-Khwārizmī 的大作. 书名中的 al-jabr 和 al-muqabala 可以大略地翻译为解
方程时的移项和相消. 他在书中考察的问题是一元一次和二次方程, 我们以现代语言简
要地回顾.

? 一次方程 aX + b = 0, 其中 X 是变元, 而 a 和 b 是给定的系数, a 6= 0. 为了求解
X, 先作移项得到 aX = −b, 然后两边同除以 a, 得到唯一解 X = −b

a .

? 二次方程 aX2 + bX + c = 0; 仍然设 a 6= 0. 以配方法消去一次项, 将方程转化为

a

(
X +

b

2a

)2

− b2

4a
+ c = 0,

对之移项, 同除以 a, 开方再移项, 得到熟知的二次方程公式解

X =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
.
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16 第一章 综观

清代数学家李善兰将这些初等操作解释为 “补足相消之术”, 两种技巧在一次和二
次方程的实例中已经悉数体现了. 之所以能如此列出一般的方程, 并讨论其通解, 前提
是以抽象的变元 X, Y 等来代替具体之数. 在中国数学史上, 不晚于金, 元之际所出现
的 “天元术”, 也正是以代表未知数的变元来布列方程的一种手段.

有鉴于此, 古典意义的代数学可以理解为以变元代替具体数字, 通过移项等运算来
求解方程的一门技艺.

这个初步定义又引出一系列的问题: 何谓数字, 何谓方程, 以及更重要的是: 何谓
技艺? 我们将从几个初步例子来审视这些问题.

数的概念 自从人猿相揖别, 在人类所发现或曰创造的各类 “数” 中, 最基本的是正整
数 1, 2, 3, . . ., 或称自然数. 数字感是人心的基本官能, 所有古文明都有各自的计数体系,
至于说计数在多大程度上是一种先天能力, 又是成熟于哪一个成长阶段, 这些问题最好
留给发展心理学来回答.

考虑正整数之间的比例, 就顺理成章地得到了正有理数. 至于负数, 数学史家习惯
将其溯源至欠账或财务亏损的表达法, 尽管负数因此具备了冷峻的实在感, 但它在西方
文明登堂入室的时间要晚得多: 无论古希腊学者或 al-Khwārizmī 的著作都只论正系数
的方程和正数解. 相反地, 中国汉代的《九章算术》则毫无心理负担地接受了负数, 并
给出了相应的运算法则.

加, 减, 乘法在整数集 Z 上通行无阻; 加减乘除 (要求除数非零) 在有理数集 Q 上
通行无阻. 由此观之, 可以说数的概念愈广, 操作就愈方便.

与计数同样基本的另一心理官能是度量, 包括长度, 面积和体积. 从给定的单位长
度 1 出发, 有理数并不足以丈量生活中所有的几何对象, 比如等腰直角三角形的斜边长,
或圆面积等问题都避不开无理数. 古巴比伦人不担心这类问题: 以单位等腰直角三角形
的斜边长为例, 他们直接取 √2 在 60 进制下的近似值

1 +
24

60
+

51

602
+

10

603
= 1.41421296...

古希腊学者不能接受这种办法. 如果说万物皆数, 那么斜边的长度又该如何安放?
Euclid 在《几何原本》中的权宜之计是将数字的运算化为关于线段长度的操作, 从而绕
开了这个问题. 而按现今的观点, 线段的长度无非是正实数. Euclid 的进路影响深远,
但是依后见之明, 《几何原本》中几何化的代数操作既不自然也不方便, 尽管它符合希
腊文明所推崇的严格性.

对于解方程, “数” 的界定不只是哲学问题, 它直接决定我们可以对方程进行哪些操
作,以及有哪些解是可行的. 以二次方程 aX2+ bX+ c = 0为例,若判别式 b2−4ac < 0

则方程无实数解. 依此, 似乎可以说二次方程逼出了复数理论, 但这一理由显得牵强:
既然复数似乎不代表常人知觉所领纳的任何数量或度量, 直接规定这样的方程无解岂
不干脆? 引入复数究竟有何好处, 又有多大必要? 完整的解释需要较为深入的数学知
识. 比方说, 复数具有以下的重要性质.
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§1.1 何谓代数 17

定理 1.1.1 (代数基本定理) 设 f = Xn + an−1X
n−1 + · · · + a0 为以 X 为变元的复系

数 n 次多项式, 其中 n ∈ Z≥1, 则存在 x1, . . . , xn ∈ C 使得

f =

n∏
k=1

(X − xk).

这些 x1, . . . , xn 无非是多项式 f 的复根 (计入重数); 精确到重排, 它们是唯一的.

特别地, 不仅限于二次多项式, 任意非常数多项式都有复数根.
相对于眼下所探讨的初等代数, 代数基本定理是一则超纲的结果, 其所有证明或多

或少都涉及数学分析, 读者可以参考 [11, §3.4 定理 6]. 我们还是暂且回归历史脉络. 引
入复数的一个重要动力是三次方程的研究.

热身: 三次方程的 Cardano公式 公元 11 世纪左右, 波斯学者 Omar Khayyam 发现
了如何以圆锥曲线的交点表达三次方程的正根, 以方程

X3 + b2X = b2c

为例, 其中 b, c > 0, 考虑抛物线 X2 = bY 和位于 Y 轴右侧, 直径为 c 而切原点的圆.
将两者在上半平面的交点表成 (x, x2/b), 如下图所示:

x c− x

x2/b

根据相似三角形的性质可知
x

x2/b
=

x2/b

c− x
,

整理后即是 x3 + b2x = b2c.
对于其他种类的实系数三次方程, Khayyam 同样给出了求根的几何构造. 此法简

则简矣, 却未能像一次或二次方程的情形一般给出明确公式. 它无论在理论或实践层面
的价值都相当有限.
三次方程的第一个完整通解是意大利学者 G. Cardano 在 1545 年出版的著作 Ars

Magna 中写下的. 考虑一元三次方程

X3 + aX2 + bX + c = 0.

其中的系数 a, b, c 可以是任意实数乃至于任意复数, 无关宏旨. 求解的第一步是命
Y = X + a

3 , 将原方程化为
Y 3 + pY + q = 0
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18 第一章 综观

的形式. 由于今后仅考虑形式如上的三次方程, 不妨以 X 代 Y . 后续思路是寻求形如
X = u+ v 的解. 将此代入 X3 + pX + q = 0, 给出(

u3 + v3 + q
)
+ (u+ v)(3uv + p) = 0.

假若能找到 u 和 v 满足方程组

u3 + v3 + q = 0,

3uv + p = 0,

则 u+ v 便是原三次方程的解. 将第一式两边同乘以 u3, 得出 u6 + (uv)3 + qu3 = 0, 或
改写成

u6 + qu3 −
(p
3

)3
= 0. (1.1.1)

若能解 (1.1.1) 和 uv = −p3 的联立, 便有望得到三次方程的解.
我们称 (1.1.1) 为原方程的辅助方程. 尽管辅助方程是 u 的 6 次方程, 它关于 u3

却是二次的. 原三次方程的判别式定义为

D := −4p3 − 27q2. (1.1.2)

解辅助方程, 得
u3 = −q

2
±
√(p

3

)3
+
(q
2

)2
= −q

2
±
√
−3D
2 · 32

.

由熟悉的代数运算可得(
−q
2
+

√
−3D
2 · 32

)(
−q
2
−
√
−3D
2 · 32

)
=

34q2 + 3D

2234

=
−3 · 4p3

2234
=
(
−p
3

)3
.

(1.1.3)

所以只要取 u 和 v 分别为 − q2 +
√
−3D
2·32 和 − q2 −

√
−3D
2·32 的立方根, 则 u 和 v 都是辅助

方程 (1.1.1) 的解. 我们断言:

? 立方根可以适当地取, 以确保 uv = −p3 ;

? 承上, 此时 u+ v 是三次方程 X3 + pX + q = 0 的解.

分成一般情形 p 6= 0 和例外情形 p = 0 来讨论. 在 p 6= 0 的前提下, 任意取立方根
u 和 v, 命 λ := uv/

(
−p3
)
, 则 (1.1.3) 表明 λ3 = 1. 以 λ−1v 代 v 或以 λ−1u 代 u, 即可

确保 uv = −p3 . 之前关于辅助方程的讨论已说明此时 u+ v 给出原三次方程的解.
对于 p = 0 的例外情形, 我们有 −3D = 34q2, 而 − q2 ±

√
−3D
2·32 中必有一者为 0. 所

以此时 uv = 0 = −p3 自动成立, 而且 u3 + v3 = −q. 所以在例外情形下 u+ v 依然给出
解. 断言于是得证.
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§1.1 何谓代数 19

为了得到 X3 + pX + q = 0 的所有解, 取

ρ :=
−1 +

√
−3

2
, 在复数平面上 : 1 = ρ3

ρ

ρ2

于是 − q2 +
√
−3D
2·32 和 − q2 −

√
−3D
2·32 的立方根分别是

u, ρu, ρ2u 和 v, ρv, ρ2v.

这些立方根可以适当地排序, 记为 u1, u2, u3 和 v1, v2, v3, 使得 uivi = −p3 对 i = 1, 2, 3

皆成立. 这就给出了 X3 + pX + q 的三个根 (容许重复):

xi = ui + vi, i = 1, 2, 3. (1.1.4)

练习 1.1.2 说明 x1, x2, x3 两两相异当且仅当判别式 D 6= 0.
提示 考虑先前论证中的立方根 u, v,满足 uv = −p3 ;说明 u+v, ρu+ρ2v, ρ2u+ρv

有所重复当且仅当 u ∈ {v, ρv, ρ2v}. 若此条件成立, 则两边取立方给出

−q
2
+

√
−3D
2 · 32

= −q
2
−
√
−3D
2 · 32

,

以此说明 D = 0.

至此, 我们几乎已完成原方程的求解. 然而推导过程针对系数 p, q 排除了一些例
外情形: 确切地说, 我们默认了 x1, x2, x3 两两相异, 才能说它们穷尽了原方程的解. 这
些都不是本质的困难. 事实上, 对所有 p 和 q 都可以按上述方法构造 ui 和 vi, 其中
i = 1, 2, 3, 并且从根与系数的关系验证因式分解 (练习 1.1.3):

(X − (u1 + v1))(X − (u2 + v2))(X − (u3 + v3)) = X3 + pX + q.

以上考虑的都是方程的复数解, 而在推导过程中论及平方根和立方根时, 也一律在
复数域中操作, 否则无以穷尽 X3 + pX + q = 0 的通解. 这就产生了一些耐人寻味的
观察.

1. 以方程 X3 − 15X − 4 = 0 为例, 判别式 (1.1.2) 为 D = 13068. 易见

X3 − 15X − 4 = (X − 4)(X2 + 4X + 1);

由此知它有三个相异实根. 另一方面, Cardano 公式却给出形如

X =
3

√
2 +
√
−121 + 3

√
2−
√
−121

的通解, 其中 3
√
· · · 代表适当选取的立方根.
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20 第一章 综观

2. 推而广之, 若系数 p, q ∈ R 而 D > 0, 则可以用初等方法说明 X3 + pX + q 的
三个根全实. 尽管如此, 为了对一个现实的三次多项式写下同样现实的三个根,
Cardano 公式中的 √−3D 和 ui, vi 却无可避免地要容许为复数. 这和二次方程
的情形明显不同.

正因如此, Cardano 公式是促使数学家们接受复数的重要推力之一.

练习 1.1.3 请回顾三次方程 X3 + pX + q = 0.

(i) 尝试验证
∏3
i=1(X − (ui + vi)) = X3 + pX + q. 换言之, Cardano 公式的确给出

X3 + pX + q 的所有根, 计入重数.

(ii) 设 p, q ∈ R. 验证当 D > 0 时三根都是实数. 提示 令 ρ := −1+
√
−3

2 . 我们
希望对 i = 1, 2, 3 证明 ui + vi = ui + vi, 这里 z 7→ z 表复数的共轭运算. 由
ui

3 = u3i 可推得 ui
3 = v3i , 因而存在 k ∈ {0, 1, 2} 使得 ui = ρkvi. 再取一次共轭

得到 vi = ρkui. 又由于
uivi = −

p

3
= uivi,

代入上述结果给出 ρ2k = 1. 配合 ρ3 = 1 可得 k = 0.

展望高次方程 推而广之, 考虑形如
Xn + an−1X

n−1 + · · ·+ a0 = 0

的 n 次方程, 其中 a0, a1, . . . , an−1 是给定的系数. 有了 n = 1, 2, 3 时的经验, 自然的问
题是对一般的 n 寻求公式解. 这里所谓的公式, 仅容许用到系数 a0, . . . , an−1 的四则运
算 (当然, 分母非零) 和取 m 次根 m

√
· · · 的运算, 其中 m ∈ Z≥1.

四次方程的公式解是 G. Cardano 及其学生 L. Ferrari 的工作, 同样见于 Ars
Magma; n ≥ 5 的情形则长期困扰着此后的数学家们, 直至 N. H. Abel, P. Ruffini 和 E.
Galois 等人在 18 至 19 世纪之交的工作才彻底解答了这个问题: 五次及以上的方程无
公式解. 其相关思想和技术成为近世代数学的滥觞.
完整解释 Galois 的结果需要较多的理论铺垫, 不属本书范围. 虽然这是一个否定

性的结论, 历代学者对高次方程的研究并不是无用功, 关键在于深入剖析根的置换, 亦
即根的重排. 关于置换的一般理论是后续章节的主题, 此外这还涉及对称多项式的理
论. 在此之前, 我们不妨从三次的情形获取初步印象.
沿用先前关于三次方程 X3 + pX + q = 0 的符号, 记其三个复根为 x1, x2, x3 (计入

重数). 在公式 (1.1.4) 中, 我们通过一个六次辅助方程的解 u1, u2, u3, v1, v2, v3 来表
达 x1, x2, x3. 反过来, x1, x2, x3 也能表达辅助方程的根: 适当地重排 u1, u2, u3 后, 不
妨假定

u2 = ρu1, u3 = ρ2u1,

而因为 uivi = −p3 , 相应地有
v2 = ρ−1v1 = ρ2v1, v3 = ρ−2v1 = ρv1.
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基于 xi = ui + vi 和 1 + ρ+ ρ2 = 0, 容易验证
u1 = (x1 + ρ2x2 + ρx3)/3,

u2 = (ρx1 + x2 + ρ2x3)/3,

u3 = (ρ2x1 + ρx2 + x3)/3,

v1 = (x1 + ρx2 + ρ2x3)/3,

v2 = (ρ2x1 + x2 + ρx3)/3,

v3 = (ρx1 + ρ2x2 + x3)/3.

等式右边可以写作 t(ρ, τ) := 1
3

∑3
k=1 ρ

k−1xτ(k), 其中 τ 遍历所有一对一映射

τ : {1, 2, 3} → {1, 2, 3};

换言之, 求和遍历 (1, 2, 3) 的所有排列 (τ(1), τ(2), τ(3)), 总共有 3! = 6 种. 辅助方程
(1.1.1) 因而可以写作 ∏

τ (u− t(ρ, τ)) = 0.
现在我们将上述公式当作 u1, . . . , v3 的定义. 一旦能从辅助方程解出这六个数, 便

能解原来的三次方程. 这是以下简单练习的内容.

练习 1.1.4 设 X3 + pX + q = (X − x1)(X − x2)(X − x3). 以上述公式定义 u1, . . . , v3.
说明 xi = ui + vi 对 i = 1, 2, 3 成立.

提示 回忆到 1+ρ+ρ2 = 0;其次,三次方程的X2项系数为 0导致 x1+x2+x3 = 0.

这些观察可以说是 Cardano 公式的实质. 推导的关键在于:

▷ 系数可表 辅助方程的系数可以用 p 和 q 代数地表示, 只要辅助方程有公式解, 则
x1, x2, x3 也随之有公式解;

▷ 方程可解 辅助方程是 u3 的二次方程, 因此它确实有公式解.

第一点既可以归结为冗长的计算, 也可以用以后将介绍的对称多项式理论来理解;
事实上, 这是我们取 ∏

τ (u− t(ρ, τ)) 的缘由.
第二点同样可以从根的置换来观照: 定义 σ : {1, 2, 3} → {1, 2, 3} 为轮换, 由

σ(1) = 2, σ(2) = 3, σ(3) = 1 确定. 让轮换依下标重排 x1, x2, x3. 则 u1, . . . , v3 在 σ 的
作用下分为两个 “轨道”:

u1

u2 u3

v1

v2 v3

周期性 ρ3 = 1 导致 u2 = ρu1 而 u3 = ρu2; 基于恒等式

(X − Y )(X − ρY )(X − ρ2Y ) = X3 − Y 3,
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22 第一章 综观

我们推导出

(u− u1)(u− u2)(u− u3) = (u− u1)(u− ρu1)(u− ρ2u1) = u3 − u31.

类似地, v2 = ρ2v1 而 v3 = ρv1, 相同的论证导致

(u− v1)(u− v2)(u− v3) = u3 − v31 .

这就为 Cardano 公式和辅助方程的取法提供了一个基于置换的解释, 本书在 §11.8 还
会回到这个问题.

1.2 各种方程的求解
上一节从代数的历史引向解方程的问题, 进而讨论了一元多项式的求根方法. 解方

程的问题不局限于一元多项式. 既可以考虑更一般的, 代数地定义的方程 (只涉及四则
运算), 也可以对解的范围设限, 比如仅寻求非负实数解, 有理数解, 或整数解等.

求整数解的问题称为解不定方程. 虽然不定方程源远流长, 有最为初等的表述, 其
求解或证明无解的过程却往往最为困难, 需要横跨数学各个领域的技术. 我们且来走马
观花.

平方和问题 给定正整数 m, 试问 X2 + Y 2 = m 是否有整数解? 若有解, 能否确定解
的个数?

在平面 R2 上, X2 + Y 2 = m 描绘的无非是一个圆; 由于此处寻求的是整数解, 几
何图像至多只能说明解的个数有限, 帮助极其有限. 代数工具则可以揭示更深层的结
构: 定义复数集 C 的子集

Z[i] := {x+ iy ∈ C : x, y ∈ Z} .

它包含 Z, 并且对复数的乘法和加减法运算保持封闭, 换言之

x, y ∈ Z[i] =⇒ x± y, xy ∈ Z[i].

进一步, Z[i] 对复共轭运算 x+ iy 7→ x− iy 也保持封闭. 形如 x+ iy 的复数 (x, y ∈ Z)
也称为 Gauss 整数.

平方和问题依此改写为

zz = m, z = x+ iy ∈ Z[i].

由于共轭满足 zz′ = z · z′, 从而 zz · z′z′ = zz′ · zz′, 考虑 Z[i] 的元素 z = x + iy 和
z′ = x′ + iy′, 立见

x2 + y2 = m, (x′)2 + (y′)2 = m′

=⇒ (xx′ − yy′)2 + (xy′ + x′y)2 = mm′.
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综上, Z[i] 的乘性结构说明如何由平方和问题的既有解 “合成” 出新的解.
另一方面, 平方和问题对许多 m 是无解的. 为了演示一类典型例子, 以下运用整数

的简单代数性质来说明
当 m 除以 4 余 3 时, 不定方程 X2 + Y 2 = m 无解.

为此, 观察到对任何整数 m, 若 m = 2d 则 m2 = 4d2 是 4 的倍数, 若 m = 2d + 1 则
m2 = 4(d2 + d) + 1; 因此平方和 x2 + y2 除以 4 的余数只能是 0 (若 x, y 皆偶), 1 (一
奇一偶), 或 2 (皆奇). 关于余数的讨论是同余技巧的体现, 后续将有系统性的解说.
最后, 尚须确定的是 X2 + Y 2 = n 何时有解, 以及有几组解. 为此就有必要更详细

地了解 Z[i] 的代数性质, 或者略施奇技淫巧, 详见稍后习题.

勾股数 我们寻求 X2 + Y 2 = Z2 的不全为 0 的整数解. 注意到 Z 不可能为 0. 等式
两边同除以 Z2 后, 问题等价于求解

X2 + Y 2 = 1, X, Y ∈ Q.

换言之, 我们寻求单位圆上的有理点. 与平方和问题不同, 几何直观在此可以起到帮助,
前提是要适当地融合几何与代数工具. 首先, 单位圆上有一个当然的有理点 P = (1, 0).
过 P 点的直线若不是过 P 的切线, 则总能表达成 tX + Y = t 的形式, t ∈ R 是唯一确
定的: −t 无非是直线的斜率.

? 若 Q = (a, b) 是单位圆上的任一个有理点, P 6= Q, 作过 P 和 Q 的唯一直线 `,
则对应的参数 t 是有理数 −b

a−1 .

? 反之, 考虑 t ∈ Q 和对应的直线 ` : tX + Y = t, 则 ` 交单位圆于两点: 求交点相
当于求解方程

X2 + (t− tX)2 = 1, Y = t− tX.

亦即解 X2 − 2t2

t2+1X + t2−1
t2+1 = 0. 已知点 P 对应 (X,Y ) = (1, 0), 故另一交点 Q

容易反解为
(X,Y ) =

(
t2 − 1

t2 + 1
,

2t

t2 + 1

)
. (1.2.1)

P

Q

综上, 我们通过 Q↔ t 建立一一对应 (a, b) a2 + b2 = 1, a, b ∈ Q

(a, b) 6= (1, 0)

 1:1
Q.
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对应的左侧欠缺美感, 因为它排除了 P = (1, 0). 解决方法倒也简单: 另外容许参数 t

为 ∞, 仅作为一个符号来理解, 而相应的直线 ` 是过 P 的切线; 合理地设想切线在 P

点交单位圆两次, 对应的解自然当是 Q = P 了.
上述推导虽然和 Khayyam 关于三次方程的解法一样是基于几何, 结论 (1.2.1) 的

精确性却无可比拟.

Fermat 方程 作为勾股数问题的自然延伸, 所谓的 Fermat 大定理断言不定方程

Xn + Y n = Zn, n ≥ 3

没有满足 XY Z 6= 0 的整数解; 借由通分, 等价的说法是此方程没有满足 XY Z 6= 0 的
有理数解.

Fermat 大定理的完整证明是 R. Taylor 和 A. Wiles 在 1995 发表的工作. 几
何观点在他们的工作中至关重要. 和之前的例子类似, 所谓几何并不是简单地描绘
Xn + Y n = Zn 的图像, 因为实数解和有理数解的脾性完全不同. 我们需要的是一套能
整合几何直观和代数技巧, 从而能处理不定方程的几何理论. 先前处理勾股数问题的技
巧是代数与几何交融的最简单的例子, 所用的性质是圆锥曲线和直线一般而言交于两
点, 但此法对于 3 次以上的曲线便不再适用.

练习 1.2.1 (D. Zagier) 设 p 为素数, p 除以 4 余 1. 按以下论证说明存在 x, y ∈ Z 使
得 x2 + y2 = p: 定义有限集

S :=
{
(x, y, z) ∈ Z≥1 : x2 + 4yz = p

}
.

(i) 考虑映射 f : S → S 如下

f(x, y, z) =


(x+ 2z, z, y − x− z), 若 x < y − z,
(2y − x, y, x− y + z), 若 y − z < x < 2y,

(x− 2y, x− y + z, y), 若 x > 2y.

验证此定义是合理的, 而且对所有 (x, y, z) ∈ S 皆有 f(f(x, y, z)) = (x, y, z).

(ii) 说明 f : S → S 有唯一的不动点 (x, y, z), 亦即满足 f(x, y, z) = (x, y, z) 的点. 由
此说明 S 的元素个数是奇数.

(iii) 按 g(x, y, z) = (x, z, y) 定义映射 g : S → S, 说明 g 有不动点. 以此说明
x2 + y2 = p 有整数解.
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线性方程组 相对于不定方程和多元高次方程组, 求解线性方程组要简单得多. 线性方
程意指一次方程. 线性方程组是形如

a11X1 + · · ·+ a1nXn = b1

a21X1 + · · ·+ a2nXn = b2

...
...

am1X1 + · · ·+ amnXn = bm

的方程组, 其中 aij 和 bi 是给定的常数 (1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m), 而 X1, . . . , Xn 是变元.
这样的方程可以在 Q, R 或 C 上来考虑, 我们暂且不去明确所用的数系.
根本的问题是: 如何判定方程组是否有解? 若有解, 如何高效地求解? 所有解

(X1, . . . , Xn) 构成的集合 (顺理成章地称为解集) 有怎样的结构?
对于 n = m = 2 的情形, 解法想必是读者熟知的. 在二阶行列式∣∣∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣∣ := a11a22 − a12a21

非零的前提下, 方程组有唯一解

X1 =

∣∣∣∣∣∣b1 a12

b2 a22

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣∣
, X2 =

∣∣∣∣∣∣a11 b1

a21 b2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣∣
.

依然设 n = m; 对于一般的 m 的情形, 我们也有称为 Cramer 法则的行列式解法,
详见 §5.7. 然而它涉及 n+ 1 个 n 阶行列式, 非但需要行列式的一般理论, 所需的计算
量也随 n 增长而暴增; Cramer 法则的用处在于理论层面, 不在计算层面. 我们行将介
绍的 Gauss–Jordan 消元法则提供了一个简单快速的求解手段.

小结 现在进一步解释早先提出的问题: 何谓代数?

? 何谓方程 — 来自经过有限次的加, 减, 乘, 除 (分母非零) 四则运算得到的表达式.

? 何谓数 — 至少包括 Q, R, C 这些常用的数系; 它们都具备四则运算, 但除法要求
分母非零. 注意到 Z 不在列表中, 因为除法在 Z 中不能通行无阻.

? 何谓求解的技艺 — 判定方程是否有解, 如何精确求解, 给出一套尽量高效的算法,
或者至少给出逼近方程的解的手段. 算法是一切应用的核心.

根据关于不定方程的讨论, 可知方程解集的性状和 “数” 的界定密切相关, 采用的
技术也随之而千变万化.
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我们关心的还有解集的结构. 数学中所谓的 “结构” 难以三言两语说清. 结构的一
个重要面向是对称性. 在几何的经典场景中, 对称性意指图像在一族刚体变换作业下的
不变性; 这里所谓的刚体变换包括平移, 旋转, 镜射, 后续章节将有完整讨论. 对称性也
是美感经验的一大要素, 人类对于对称似乎有先天的敏感和爱好, 数学工作者尤其如此.

? 方程 X2 + Y 2 = 1 在平面 R2 上的解集是单位圆, 对任何保持圆心不动的刚体变
换都保持对称, 这些变换包括绕圆心的任意转动, 以及相对于 X 轴或 Y 轴的镜
射等.

? 考虑线性方程组 X + Y = 1, 具体起见, 仍在平面 R2 上求解. 其解集无非是直线:

X

Y

直线上的点对于沿着 (−1, 1) 方向的所有平移都保持不变, 此外, 它相对于直线
X = Y (上图虚线) 的镜射也具有对称性.

? 除了基于图像的对称性, 还有针对抽象对象 (例如代数中使用的变元) 或其间的关
系的对称性. 这种对称有时涉及特定集合或属性在对象的任意重排下, 或在按一
定顺序轮换下的不变性, 但也可以涉及更广的变换. 这类对称性在三次方程的讨
论中已经初露端倪.

上面给出了代数方程的几种典型例子, 那么何谓非代数方程? 典型的例子是涉及极
限, 例如涉及无穷级数的操作, 这类问题是数学分析的主场. 另一类是涉及不等式, 例
如形如

a11X1 + · · ·+ a1nXn ≤ b1
a21X1 + · · ·+ a2nXn ≤ b2

...
...

am1X1 + · · ·+ amnXn ≤ bm

的方程组; 这里取 aij 和 bi 为实数, 所求的解 X1, . . . , Xn 亦然, 这是因为 R 相对于 C
具有额外的 “序结构”: 任两个实数可以合理地比大小.

涉及不等式的方程组也称为半代数的. 中学数学学过的线性规划便涉及这类方程
组. 以 n = 2 情形为例, 解空间一般是由有限多条直线围出的区域, 譬如
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X

Y

的形式. 这类解空间也有特殊的 “结构”: 至少在有界的情形下, 它们是多边形 (高维情
形: 多面体). 线性规划所求的是形如 c1X1 + · · ·+ cnXn 的函数在解空间上的极值. 当
n = 2 时可以画图求解, n = 3 时也可以发挥想象, 但实际应用场景中的 n 成千上万.
如何将低维的几何直觉可靠地推广到一般维数的线性规划? 尽管这是一个半代数的问
题, 线性方法对此仍不可或缺.

若在线性规划的问题中另外要求 X1, . . . , Xn 为整数, 对应的便是整数线性规划问
题. 一如不定方程比求方程的复数解困难, 整数线性规划的难度也远高于线性规划. 按
算法的术语说, 它是一个 NP 完全问题.

1.3 从线性方程组到 Gauss–Jordan消元法
现在聚焦于最简单的一类方程, 即线性方程组. 具体地说, 考虑

a11X1 + · · ·+ a1nXn = b1

a21X1 + · · ·+ a2nXn = b2

...
...

am1X1 + · · ·+ amnXn = bm

(1.3.1)

除非另外声明, 对于变元个数 n 和方程个数 m 不加任何限制, 仅要求它们有限. 为了
讨论方便, 且先假设是在 C 中求解.
线性方程组及其衍生结构将占据本书大半篇幅. 之所以选择它们作为学习代数的

踏脚石, 大致可以点出几个原因:

? 在所有代数方程组中, 线性方程组是充分广泛, 同时又相对简单的一类例子.

? 实际应用中, 线性方程组常见而且重要.

? 对于更复杂的方程和进阶的代数研究, 线性方法往往是必要的工具, 而线性方程
组本身又自然地涉及高次多项式与抽象代数结构的思想. 两方面的技术因而是相
互交融的.

? 最后, 线性方程组的具体求解过程很能体现数学的算法特性.

既然拈出了算法作为一个必要, 有用而且可供操作的面向, 现在便来介绍称为
Gauss–Jordan 消元法的求解手段. 大而化之地说, 消元法的思路是在同解的方程组
之间过渡, 直至方程组化为一类可直接求解的形式为止. 何谓同解?
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定义 1.3.1 如果以 X1, . . . , Xn 为变元的两个线性方程组有相同的解集, 则称它们是同
解的.

且先看消元法的一个简单特例.

例 1.3.2 令 a, b, c 为给定的常数. 考虑

X1 −X2 +X3 = a 1

X1 −X2 −X3 = b 2

2X1 −2X2 −X3 = c 3

右列是方程的编号, 或谓 “行号”. 将第一个方程两边乘以 −1 加到第二个方程; 类似地,
将第一个方程两边乘以 −2 加到第三个方程, 如是得到新的方程组

X1 −X2 +X3 = a 1

−2X3 = b− a 2
′
:= 2 − 1

−3X3 = c− 2a 3
′
:= 3 − 2 · 1

我们想反解 X3, 所以将 2
′
乘以 − 1

2 , 然后用它消掉 3
′
的 X3. 产物是

X1 −X2 +X3 = a 1

X3 = a−b
2 2

′′
:= − 1

2 2
′

0 = −a−3b+2c
2 3

′′
:= 3

′
+ 3 · 2

′′

每一步都给出同解的方程组. 解集于是明朗了: 由下往上地解方程, 得到

? 如果 −a− 3b+ 2c 6= 0, 则方程无解, 因为 3
′′
将是自相矛盾的;

? 设 −a− 3b+ 2c = 0, 则 2
′′
给出 X3, 代入 1 , 得出方程的通解

X1 = a+X2 −X3

=
a+ b

2
+X2,

X3 =
a− b
2

.

注意到 X2 在通解中是自由变元, 它不受约束, 可以任取.

如果一切都取为实数,将解集在三维空间中绘制,则它或者是空集 (当 −a−3b+2c 6= 0),
或者是落在平面 X3 = a−b

2 上的一条直线, 由坐标 X2 参数化. 套用物理学的术语, 后
一情形下可以说解集的自由度为 1, 因为它有一个可变参数.

这里的自由度只是一个权宜说词, 随着向量空间理论的渐次铺展, 对此将有更加精
确的界定.
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回到一般的线性方程组. 形如 (1.3.1) 的写法现在显得有些累赘了, 不如引进较为
紧凑的符号.

定义 1.3.3 我们将 (1.3.1) 的方程组以称为矩阵的方式记为
a11 a12 · · · a1n b1

a21 a22 · · · a2n b2
...

...

am1 am2 · · · amn bm


的形式. 去掉最右一列得到的矩阵

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...

am1 am2 · · · amn


称为该方程组的系数矩阵; 相对于此, 先前写下的带 b1, . . . , bm 的矩阵则称为增广矩阵.

矩阵行, 列的具体记法是

...
· · · aij · · ·

...


 第 i 行

第 j 列

每个矩阵元 aij 都等于 0 的矩阵称为零矩阵. 形如 aii 的矩阵元构成了 A 的对角线1).
为了排版考量, 有时也将 aij 写成 ai,j . 本书称 m 行 n 列的矩阵为 m× n 矩阵.

由于方程组中的 b1, . . . , bm 角色毕竟不同于系数 aij , 有时在增广矩阵中区隔作:
a11 · · · a1n b1
...

...
...

am1 · · · amn bm

 .

Gauss–Jordan 消元法的思路是用以下三种操作来简化方程组, 或者换句话说, 简
化相应的矩阵.

1)更精确的术语是主对角线.

未定稿: 2024-10-20



30 第一章 综观

(A) 设 1 ≤ i 6= k ≤ m, 而 c 是任意常数. 将第 i 行乘以 c 的结果加到第 k 行, 其他的
行保持不变:

A(i, k, c) :

...
· · · aij · · ·

...
· · · akj · · ·

...





i

k

·c

...
· · · aij · · ·

...
· · · akj + caij · · ·

...




(B) 设 1 ≤ i < k ≤ m. 交换第 i 行和第 k 行:

B(i, k) :

...
· · · aij · · ·

...
· · · akj · · ·

...





i

k

交换

...
· · · akj · · ·

...
· · · aij · · ·

...




(C) 设 1 ≤ i ≤ m 而 c 是非零常数. 将第 i 行的每一项都乘以 c:

C(i, c) :

...
· · · aij · · ·

...


i ↶ ·c

...
· · · caij · · ·

...




这些操作称为对矩阵的初等行变换. 我们仅容许交换行的顺序, 列的顺序不变, 所
以变元 X1, . . . , Xn 的顺序恒定. 如果 (x1, . . . , xn) 是原矩阵对应的方程组的解, 则相对
于初等行变换之后的矩阵, 它仍是对应的方程组的解.
注意到上述每一种操作都可以被相应的逆操作撤销, 以回到原来的矩阵, 具体言之:

? A(i, k, c) 的逆操作是 A(i, k,−c)，

? B(i, k) 的逆操作是 B(i, k) 自身,

? C(i, c) 的逆操作是 C(i, 1/c),

有请读者顺手检验. 综上:

矩阵的初等行变换给出同解的方程组.
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也请注意到如果矩阵的某一列全为 0, 则无论如何作初等行变换, 该列依然为 0.
既然已表述了消元法涉及的初等行变换, 下一步自然是介绍消元法的目标, 称为行

梯矩阵, 它们所对应的线性方程组易于求解.

定义 1.3.4 考虑 m 行 n 列的矩阵
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
... . . . ...

am1 am2 · · · amn

 (1.3.2)

当它的形式如下所示时, 称之为行梯矩阵:

...




其中左下空白部分的矩阵元皆为零, 涂灰的部分逐行向内严格缩进, 而且我们要求涂灰
部分每一行的左端都是非零元, 它们称为此行梯矩阵的主元.

更加严格却不尽直观的定义如下:
? 存在整数 0 ≤ r ≤ m 使得第 i 行全为 0 当且仅当 i > r (因此行梯矩阵中不全为
0 的行恰好是前 r 行);

? 对于每个 1 ≤ k ≤ r (非零行的编号), 取

jk := min {j : akj 6= 0} ,

则 j1 < j2 < · · · < jr (相当于说涂灰部分逐行严格缩进).
现前提及的主元无非是 a1,j1 , . . . , ar,jr .

请读者沉思行梯矩阵的轮廓, 下述结果应该不言而喻.

练习 1.3.5 验证主元的个数 r 满足 0 ≤ r ≤ min{n,m}. 无主元的行梯矩阵只能是零
矩阵.

定义 1.3.6 在关于行梯矩阵的定义中, 倘若进一步对所有 1 ≤ k ≤ r 要求:

? ak,jk = 1, 换言之, 主元全为 1;

? i < k =⇒ ai,jk = 0, 换言之, 落在主元以上的项全为 0;

则称此矩阵为简化行梯矩阵.
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算法 1.3.7 (C. F. Gauss, W. Jordan) 对给定的矩阵如 (1.3.2), 按以下程序反复作初
等行变换, 便能化之为行梯矩阵.

1. 如果矩阵的第一列全为 0, 则跳过第一列, 继续对下图框出的 “子矩阵” 作初等行
变换:

0 a12 a13 · · · a1n

0 a22 a23 · · · a2n

... . . .
0 am2 am3 · · · amn




全为 0 的列不受后续变换的影响, 可以放心舍去.

2. 设矩阵第一列有非零元, 设之为 ak1. 进行先前标为 B(k, 1) 的变换以交换第 k 行
和第 1 行, 可以化到 k = 1, 亦即 a11 6= 0 的情形.

3. 设 a11 6= 0. 接着对每个 1 < i ≤ m, 进行先前标为 A
(
1, i,− ai1

a11

)
的变换, 将第一

行乘以 − ai1
a11
倍加到第 i 行. 如此的效果是将 a11 以下的矩阵元全变为 0. 于是矩

阵进一步化为

a11 a12 · · · a1n

0

... · · · aij − a1jai1
a11

· · ·

0
...




然后我们对框出的子矩阵继续操作.

之所以将 a11 加黑, 是代表该矩阵元为主元. 而对于框出的子矩阵, 它或者处处是 0, 或
者经过初等行变换还会给出新的主元. 依此类推, 算法必然在有限步内停止, 给出行梯
矩阵.

目前仅用到 (A), (B) 两种类型的运算. 为了从行梯矩阵进一步得到简化行梯矩阵,
我们对给定的行梯矩阵继续以下操作, 这里需要 (C) 型操作.

4. 对每个主元 ak,jk , 作变换 C
(
k, a−1

k,jk

)
以化约到行梯矩阵的主元全为 1 的情形.

5. 对每个主元 (取值为 1),假设它位于第 k行上,对每个 i < k作变换 A (k, i,−aijk);
换言之, 将第 k 行乘以 −ai,jk 加到第 i 行上. 此操作将落在主元以上的矩阵元全
化为 0.

显然, 最后得到的矩阵必然是简化行梯矩阵.
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消元法的执行方式并不唯一. 比如步骤 2 涉及非零元 ak1 的选法, 而且我们在选定
非零元 ak1 之前还可以进行若干次 (A) 或 (C) 型的初等行变换, 将各项化为更方便计
算的形式. 当矩阵元全为整数时, 这种操作手法特别常见.
同一个矩阵可以通过初等行变换过渡到种种不同的行梯矩阵. 相对于此, 初等行变

换给出的简化行梯矩阵则是唯一确定的. 本章习题部分将勾勒其证明.

练习 1.3.8 假定读者对于编程有一定程度的了解. 令 N := max{n,m}. 试说明随着 N

增大, Gauss–Jordan 消元法的涉及的操作次数的增长约略被 N3 的某个常数倍控制.

1.4 关于线性方程组的总结
莫忘原初问题是解方程 (1.3.1). 我们对相应的增广矩阵

a11 · · · a1n b1
...

...
...

am1 · · · amn bm


施行 Gauss–Jordan 消元法, 化之为简化行梯矩阵, 形如

...
...




相应的线性方程组与原方程组同解. 是故我们可以聚焦于简化行梯矩阵对应的线性方
程组.

1. 如果简化行梯矩阵包含形如 (
0 · · · 0 1

)
的行, 或者换句话说, 方程组包含等式 0 = 1, 则方程组无解.

2. 假设没有如上形式的行. 记简化行梯矩阵主元的个数为 r, 将主元出现的列号依
次排开, 记为

1 ≤ j1 < · · · < jr ≤ n;

称它们对应的列为主列. 则矩阵的第 k 行 (1 ≤ k ≤ r) 对应到方程

Xjk +
∑
j>jk

akjXj = bk;

未定稿: 2024-10-20



34 第一章 综观

注意到简化行梯矩阵的定义确保 Xjk+1
, . . . , Xjr 在左式中的系数为 0. 由此立可

反解每个主列所对应的变元

Xjk = bk −
∑
j>jk
非主列

akjXj . (1.4.1)

注意到方程组对非主列所对应的变元 Xj 没有约束 — 它们是 “自由变元”.

3. 因此 n 元线性方程组 (1.3.1) 或者无解, 或者它的解集依赖于 n − r 个自由变化
的参数 (亦即其 “自由度” 为 n− r), 其中 r 是 Gauss–Jordan 消元法给出的主元
个数.

以上解方程 (1.3.1) 时对整个增广矩阵进行了消元. 包含 b1, . . . , bm 的增广列当然
是重要的, 它关系到方程组是否有解. 但只要方程组有解, 主元就不可能出现在增广列,
否则简化行梯矩阵将有形如 (0 · · · 0 | 1) 的行. 这些讨论表明: 一旦方程组 (1.3.1) 有
解, 则增广矩阵的主元无非是系数矩阵的主元.

尽管可以证明消元法给出的简化行梯矩阵是唯一的, 由于主元依赖于变元
X1, . . . , Xn 的排序, 主元相对于方程组本身仍显得是一个外部的, 不尽自然的概
念. 另一方面, 上述讨论又表明一旦方程有解, 则主元个数 r 是一个内在于方程组本身
的概念, 它连同变元个数 n 一并决定了解集的自由度 n− r. 为了理清这些问题, 有必要
为线性方程组建立更深刻也更自然的理论框架. 这将涉及向量空间和线性变换的语言.
对于 Gauss–Jordan 消元法, 另一则重要观察是它只涉及矩阵元的四则运算, 和我

们具体选取的数系 Q, R, C 等并无关系. 然而若考虑系数在 Z 上的矩阵就会导致麻烦,
因为 Gauss–Jordan 消元法涉及除法. 这就启发我们进一步放宽数系的概念, 转向容许
四则运算的抽象代数结构, 称为域. 由于代数结构的严谨定义离不开集合与映射, 首务
是扼要地介绍集合论的相关概念, 这是下一章的主题.

习题

1. 说明 (或回忆) 如何用尺规作图来实现两个线段长度的相加和相减. 在给定单位长度线段
的前提下, 用尺规作图实现线段长度的乘法和除法. 这些事实表明, 只要指定单位长度, 则
所有能从尺规作图得到的线段长度对四则运算封闭, 因此它们也构成某种数系, 或者更精
确地说, 构成一个 “域”.

请进一步说明 (或回忆) 如何用尺规作图构造平方根.

2. 设 ζ ∈ C 是 5 次单位原根, 亦即 ζk = 1 ⇐⇒ 5 | k, 比如取 ζ = e2πi/5 即可. 设 a, b ∈ Q,
定义

αi = ζi
5

√
b+

√
b2 − a5 + ζ5−i

5

√
b−

√
b2 − a5.
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证明 α0, . . . , α4 给出多项式

X5 − 5aX3 + 5a2X − 2b

的所有根, 记入重数.

提示 将题目中的 αi 写作
αi = ζiu+ ζ−iv,

其中的复数 u, v 满足 u5v5 = a5 而 u5 + v5 = 2b. 用这些性质直接展开乘积来验证
4∏
i=0

(X − αi) = X5 − 5aX3 + 5a2X − 2b.

因此 α0, . . . , α4 确实给出原方程的根 (含重数). 这可谓是 Cardano 公式对 5 次方程的一
种推广, 有兴趣的读者可参考 [5] 的讨论.

3. 以 Gauss–Jordan 算法解下列线性方程组.
(a)

X1 −3X2 −2X3 = 3

−2X1 +X2 −4X3 = −9

−X1 +4X2 −X3 = −7

(b)

X1 +3X2 +2X3 = 1

2X1 +5X2 +5X3 = 7

3X1 +7X2 +X3 = −8

−X1 −4X2 +X3 = 10

(c)

X1 −3X2 −2X3 −X4 = 6

3X1 −8X2 +X3 +5X4 = 0

−2X1 +X2 −4X3 +X4 = −12

−X1 +4X2 −X3 −3X4 = 2

(d)

X1 +3X2 −7X3 = −8

2X1 +5X2 +4X3 = 4

−3X1 −7X2 −2X3 = −3

X1 +4X2 −12X3 = −15
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(e)

X1 −2X2 +3X3 −4X4 = 4

X1 +X2 −X3 +X4 = −11

X1 +3X2 +X4 = 1

−7X2 +3X3 +X4 = −3

4. 确定关于复数 a, b 的条件, 使得以下方程组有解, 并具体将解用 a 和 b 来表达.

aX1 +X2 +X3 = 4

X1 +bX2 +X3 = 6

X1 +2bX2 +X3 = 9

5. 考虑两个大小相同的矩阵

A =


a11 · · · a1n

...
. . .

...

am1 · · · amn

 , B =


b11 · · · b1n
...

. . .
...

bm1 · · · bmn

 .

如果可以通过一系列初等行变换从 A 过渡到 B, 则称 A 和 B 是行等价的.

(i) 取一列整数 1 ≤ c1 < · · · < ch ≤ n. 从 A (或 B) 删除第 c1, . . . , ch 列得到的矩阵
记为 A′ (或 B′). 说明若 A 和 B 行等价, 则 A′ 和 B′ 行等价.

(ii) 设所论矩阵形如

A =



1 x1

. . .
...

1 xm


, B =



1 y1

. . .
...

1 ym


,

其中 x1, . . . , xm 和 y1, . . . , ym 是给定的数, 而矩阵中留白部分为 0. 说明若 A 和 B

行等价, 则对所有 1 ≤ i ≤ m 皆有 xi = yi.
提示 将 A 和 B 视为 m 元线性方程组的增广矩阵, 解之.

(iii) 对于一般情形, 证明若 A 和 B 是行等价的简化行梯矩阵, 则 A = B.
提示 设 A 6= B. 从左而右比较每一列, 设第一个相异的列为第 j 列. 从 A 和 B

删除所有 j 之后的列, 同时也删除第 j 列之前所有不含主元的列, 得到的矩阵分别记
为 A′ 和 B′.
? 论证第 j 列不可能包含主元.
? 论证 A′ 和 B′ 必然是 (ii) 之中的形式. 配合 (i) 来推导 A′ = B′, 从而导出
矛盾.
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6. (Leontief 投入–产出模型) 考虑一个理想化的经济体, 它有 n 个生产部门, 部门 i 只生产类
型 i 的产品, 而生产过程投入的要素遵循固定的比例. 将这些产品统一以元计价. 设部门 i

产出价值 Xi 元的产品, 而部门 j 每生产 1 元的产品需要投入 aij 元的第 i 种产品, 其中
1 ≤ i, j ≤ n. 因此价值 Xi 元的类型 i 产品一部分供给其他部门 (称为中间产品需求), 剩
下部分则供给消费者 (称为最终产品需求), 记后一部分的价值为 di ∈ R≥0. 列式得到

Xi = ai1X1 + · · ·+ ainXn + di.

让 1 ≤ i ≤ n 变动便得到 n 元线性方程组, 其中的系数 aij ∈ R≥0 称为投入系数. 将这些
系数作成 n× n 矩阵

A =


a11 · · · a1n

...
...

an1 · · · ann

 .

说明之前的线性方程组能以增广矩阵的写法表作(
1n×n −A d

)
,

其中 1n×n 是对角线上为 1, 其余位置全为 0 的 n× n 矩阵, 称为单位矩阵, 1n×n −A 意
谓将两个矩阵逐项相减 (请写出它的大致样貌), 而 d 是只有一列的 n× 1 矩阵 (常称为 n

维列向量)

d =


d1
...

dn

 .

针对投入–产出的初步分析化为线性方程组或对应的矩阵的研究. 并非所有解都有现实意
义; 比方说, 我们希望在所有 di 非负的前提下, 总存在使所有 Xi 非负的解. 为了确定是否
恒有这种解2), 同时在 n 较大时高效地计算, 需要对矩阵有更加透彻的了解, 一句话, 需要
更高段位的数学.

2)常见的一种充要条件称为 Hawkins–Simon 条件, 又称 Kotelyanskiĭ 引理, 它要求 1n×n −A 的某类子
矩阵的行列式 (称为顺序主子式) 全为正. 矩阵的行列式是本书行将探讨的主题.
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第二章 集合, 映射与关系

集合论是当代数学的底层语言. 数学中的一切陈述原则上都能够, 或者说应当能
化约为集合的语言. 然而若仅凭对集合的朴素理解, 不加深思地操作, 便会面临种种
矛盾, 其中最著名的当属 Russell 悖论 (注记 2.1.1). 为了避免矛盾, 也为了完整发挥
集合论的效能, 公理化的表述实属必要. 公理集合论的进路不只一种, 本书介绍的是
Zermelo–Fraenkel 公理集合论 + 选择公理, 简称 ZFC.

本章的 §2.1 引入 ZFC 的各条公理, 我们尽量采取自然语言而非形式语言予以表
述. 严守逻辑次序的理解方法也许符合一部分读者的禀性, 但公理集合论在数学实践中
往往只是一个黑箱, 现阶段真正重要的毋宁说是:

1. 熟悉集合论的基本词汇, 包括集合与真类的区别, 以及相关符号;

2. 掌握集合论中的基本构造, 包括但不限于映射的运算, 一族集合的积与无交并, 以
及集合上的序结构, 等价关系与商集的概念;

3. 了解无穷集之间如何比较大小, 亦即集合之间的等势或集合的基数概念.

为了展示集合论的用法, 同时为后续章节打好基础, 本章后半部也将介绍

1. 如何以非负整数集 Z≥0 为起点, 构造整数集 Z 连同其上的运算 (加, 减, 乘) 及大
小关系;

2. 如何从 Z 构造有理数集 Q 连同其上的四则运算和大小关系;

3. 如何严谨地梳理整数集 Z 上的算术 (带余除法, 因式分解等);

4. 整数之间的同余关系和同余类, 它们分别是等价关系与商集的初步实例, 在数论
中已有直接应用.

上述种种构造不但为初等数论奠定了严谨基础, 还能扩及更一般的代数结构, 这是本书
后续部分将处理的课题.

本书附录包含关于非负整数集 Z≥0 的公理化描述, 它在 ZFC 中的严格构造方法,
以及关于基数的若干基本性质, 供有需求的读者查阅.
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阅读顺序
§2.1

§2.2 §2.3

§2.4

§2.5 §2.6 §2.7

§2.8§2.9

2.1 集合概论
近代数学的大厦以集合论为基石. 集合语言对于代数结构的研究尤其必要. 根据

集合论创始人 G. Cantor 在 1895 年的界说, “集合意谓吾人感知或思想中一些确定的,
并且相互区别的对象汇集而成的整体, 这些对象称为该集合的元素.” 不妨就将集合
S = {a, b, . . .} 类比于收纳箱, 箱中包含不计顺序, 相互区别的元素 a, b, . . .. 譬如:

中国四大名园 =
{承德避暑山庄,拙政园,颐和园,留园} (无排序).

这一说法朴素而平易, 然而它缺乏数学标举的明晰性. 现代数学要求有清晰, 严格
与形式化的基础. 一方面, 这是基于数学和逻辑学内部的考量, 因为滥造集合将导致矛
盾; 另一方面它又影响应用, 因为若不采取谨守绳墨的形式语言, 就无法让计算机精确
地处理. 职是之故, 我们希望初步地厘清以下问题:

1. 当我们谈论集合之时, 大致说着怎样的数学语言? 容许哪些符号和哪些句子?

2. 如何像平面几何学一般, 将集合论尽量精简地归结为几条基本公理?

3. 一旦回答了上述问题, 能否证明公理集合论在逻辑意义上是一致的, 换言之, 从中
不会导出矛盾?

严格意义下的公理集合论是数学的一门专业领域. 作为基础, 它又是现代数学的黑
箱; 在随后的内容中, 不得不打开集合论黑箱的场合是很稀少的. 虽是如此, 也不妨多说
几句, 一是为了确定符号, 二是为了增广见闻. 由于本书不是集合论或数理逻辑的专著,
只能草草带过, 相关参考书籍包括但不限于 [13].
根据本书采纳的体系, 同时也是多数教材的共识, 集合论的所有对象都是集合; 特

别地, 集合的元素仍是集合. 这好比说收纳箱里的物件也全是收纳箱, 或者说集合论不
含 “原子”. 尽管略违直观, 如此建起的理论更加简洁, 而且已经足以构造正整数集, 从
而构造数学中所须面对的一切集合1), 如 Q, R, C 等.

1)尽管无法囊括吾人感知或思想中的所有对象, 例如颐和园.
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§2.1 集合概论 41

回顾 Cantor 对集合的原始界说, 从中至少能得到两点教益.

? 所论的数学对象是确定的, 所以在集合论的语言中除了种种符号 x, y, . . . 以外, 还
有一个相等符号 =. 它应该满足等号所需的一切性质; 当 x, y 给定, x = y 或其否
定 x 6= y 恰有一者成立.

? 集合由其全体元素确定. 所以集合语言需要一个符号 ∈ 来指涉从属关系: a ∈ A
意谓 a 是集合 A 的元素, 读作 “a 属于 A”, 而 a /∈ A 则是其否定. 我们有时也用
A 3 a 的写法.

进一步, 我们要求 A = B 当且仅当 ∀x, x ∈ A ⇐⇒ x ∈ B.

由此遂有派生的符号 ⊂: 对任意集合 A 和 B, 表达式 A ⊂ B 意谓对于任意 x ∈ A
都有 x ∈ B; 这时称 A 是 B 的子集. 因此, 集合由其元素确定这一要求就体现为

▷ 外延公理 对任意 A 和 B, 我们有

A = B ⇐⇒ (A ⊂ B) ∧ (B ⊂ A).

当 A ⊂ B 而 A 6= B 时记之为 A ⊊ B, 即严格包含, 此时也称 A 是 B 的真子集.
按自明的方式来解释 A ⊃ B 和 A ⊋ B.

表达一个集合的常见方法有两种, 一是枚举其元素, 二是列出其元素所需满足的条
件. 两者都被提炼为集合论的公理.

▷ 配对公理 对任意 a 和 b, 存在集合 {a, b} 使得其元素恰好是 a 和 b. 基于外延公
理, 这样的集合是唯一确定的. 特别地, 取 a = b 便得到由 a 构成的独点集 {a}.

留意到 {a, a} = {a}. 此外, {a, b} 不区分 a 和 b 的次序, 但数学中常用的数组或元
素组则是有序对 (a, b); 有序的涵义是 (a, b) = (a′, b′) 当且仅当 a = a′ 且 b = b′. 尽管
我们对有序对 (a, b) 已有清楚的认知, 但它们在集合论中的严格定义需要诉诸更基本的
概念2), 具体办法是以配对公理命

(a, b) := {{a}, {a, b}} .

这确实划定了 a 和 b 的顺序, 或者说是确定了 (a, b) 的第一个分量 a 和第二个分量 b.

▷ 分离公理模式 对任意 A 和关于集合的性质 P, 以 P(a) 代表集合 a 满足性质 P,
则存在集合

{a ∈ A : P(a)} ,

也写作 {a ∈ A | P(a)}, 其元素正好是 A 中满足性质 P 的元素.
2)以编程作类比, 这相当于要在一个只有集合的语言里实现数组 (或列表) 的数据结构. 然而许多编程语言
中的情况正好相反.
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分离公理模式之所以称为模式, 是因为它对每个性质 P 都产生一则公理. 作为简
单应用, 我们定义任两个集合 A, B 的差集为

A∖B := {a ∈ A : a /∈ B} .

注记 2.1.1 (B. Russell) 分离公理模式是构造集合的主要媒介. 但在应用时需要将 a

局限在事先给定的集合 A 中. 这是为了避开下述的 Russell 悖论: 回忆到集合的元素
仍是集合, 所以对任意集合 x 总能够问 x ∈ x 是否成立. 考虑

{集合 x : x 6∈ x} .

倘若这确实构成集合, 记之为 R, 则无论 R ∈ R 或 R /∈ R 都会导致矛盾. 分离公理模
式不能用来取这般的 R: 全体集合并不构成集合.

如果非要为这般由一定的性质 P 确定的一族集合起名, 只能称之为类; 不成集合
的类称为真类. 本节所介绍的公理体系不论真类, 仅视之为飘荡在非形式语言之中的一
种说法: 当我们说 x 属于一个类 C 时, 实际是说 x 满足对应的性质 P.

▷ 并集公理 对任意集合 A, 存在集合 ⋃
A, 使得 x ∈

⋃
A 当且仅当存在 a ∈ A 使得

x ∈ a.

方便起见, 今后这类陈述就简记为 ⋃
A = {x : ∃a ∈ A, x ∈ a}. 搭配先前的配对

公理, 按此定义任两个集合 X 和 Y 的并为

X ∪ Y :=
⋃
{X,Y }.

对于给定的 x, y, z, . . . 可定义

{x, y, z} := {x, y} ∪ {z}, 依此类推.

▷ 幂集公理 对任意集合 A, 它的所有子集也构成一个集合, 称为 A 的幂集, 记为

P (A) = {B : B ⊂ A},

有时也记之为 2A.

▷ 无穷公理 粗略地说: 存在无穷集.

无穷公理乍看比较费解, 它的功能在于保证我们能构造最简单的无穷集 Z≥0. 请
感兴趣的读者参阅 §A.2.

▷ 替换公理模式 设 A 为集合, 而 F 为一个定义在 A 上的函数3), 映集合为集合 (也
不妨设想为一族以 A 的元素为下标的集合 Xa = F(a)), 则存在集合 F(A) 使得

3)此处的 F 并非 §2.2 将探讨的映射, 因为我们尚未指定一个集合作为它的值域; 值域集的存在性恰好是
替换公理模式的目标. 较为严格的说法是将 F 理解为关于集合的某个性质 P, 要求对所有 a ∈ A 存在唯一
的集合 b 使得有序对 (a, b) 满足 P, 此 b 便是原表述中的 F(a).
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对所有集合 b, 我们有

b ∈ F(A) ⇐⇒ ∃a ∈ A, b = F(a);

集合 F(A) 经常简记为 {F(a) : a ∈ A}.

定义 2.1.2 对于任何两个集合 A 和 B, 它们的 Cartesius 积 A × B 也简称为积, 其
元素是所有有序对 (a, b), 其中 a ∈ A 而 b ∈ B. 换言之,

A×B := {(a, b) : a ∈ A, b ∈ B} .

练习 2.1.3 说明 (a, b) 是 P (P (A∪B)) 的元素. 因此 A×B 的定义是分离公理模式的
应用: 其严格写法应是 {u ∈ P (P (A ∪B)) : ∃a ∈ A, ∃b ∈ B, u = (a, b)}.

推而广之, 有限个集合 A,B,C, . . . 的积便可以递归地定义为

A×B × C × · · · := · · · ((A×B)× C)× · · · ,

其元素无非是所有有序元素组 (a, b, c, . . .) := (· · · ((a, b), c), · · · ). 特别地, 任意集合 A

都可以取 n 次幂:
An := A× · · · × A

n 份
, n = 1, 2, 3, . . .

譬如平面解析几何所用的坐标平面便是 R2 = R× R, 空间则是 R3 = R× R× R.
不含任何元素的集合称为空集, 记为 ∅. 一种严谨却诡异的构造是取道分离公理模

式来定义
∅ := {a ∈ A : a 6= a} ,

其中的 A 是任意集合, 比如无穷公理所断言的某个无穷集. 空集是一切集合的子集, 而

P (∅) = {∅},

这是无中生有的非空集!
应用这些公理, 我们可以考虑一族集合 Xi, 其中 i 遍历某个下标集 I, 也看作定义

在 I 上的函数, 对之定义并 ⋃
i∈I

Xi :=
⋃
{Xi : i ∈ I}

和交 (当 I 非空) ⋂
i∈I

Xi := {x : ∀i, x ∈ Xi}.

替换公理模式确保 {Xi : i ∈ I} 是集合, 故取并有意义; 至于交, 可任取 i ∈ I, 然后将交
中的 x 限制在 Xi 里, 所以分离公理模式确保取交有意义.

有限多个集合 X1, X2, . . . 的并 (或交) 也记作 X1 ∪X2 ∪ · · · (或 X1 ∩X2 ∩ · · · ).
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约定 2.1.4 对于下标集 I = ∅ 的极端情形, 相应的并规定为 ∅, 交则不予定义.

为何 I = ∅ 时不定义 ⋂
i∈I Xi? 交的定义要求对于任意集合 x, 我们有
x ∈

⋂
i∈I

Xi ⇐⇒ ∀i ∈ I, x ∈ Xi,

右边在 I = ∅ 时成为空条件, 所以空交将给出所有集合 x 所构成的类, 这是真类.
类似于并集公理中的 ⋃

A, 一族集合之交又写作⋂
A := {x : ∀a ∈ A, x ∈ a} , A : 任意非空集.

练习 2.1.5 定义集合 X 和 Y 的对称差为 X∆Y := (X ∖ Y ) ∪ (Y ∖ X). 验证
X∆Y = (X ∪ Y )∖ (X ∩ Y ).

以上已经介绍了集合论最基本的几条公理. 后续两条公理相对复杂, 在此只能略述
一二.

▷ 正则公理 对任何非空集 A, 存在 a ∈ A 使得对任意 a′ ∈ A 都有 a′ /∈ a; 等价的说
法是 a ∩A = ∅.

▷ 选择公理 设集合 A 的每个元素都是非空集, 此时存在函数 g : A →
⋃
A 使得对

所有 a ∈ A 都有 g(a) ∈ a.

练习 2.1.6 运用正则公理, 说明不存在一列集合 x1, x2, . . . (无穷延伸, 容许重复) 使得
x1 3 x2 3 · · · . 特别地, 不存在满足 x ∈ x 的集合 x. 提示 取 A = {x1, x2, . . .}.

初等数学的绝大部分构造不需要正则公理, 它的主要意义在于集合论本身的研究,
读者可以略过. 至于选择公理, 其白话版本是说对于任何一族非空集 A, 总能从其中的
每个集合 a 选出一个元素, 选法体现为公理中的选择函数 g. 尽管选法的存在性乍看是
自明的, 但是对于一般的 A, 它会造成一些直观所难及的结论. 数学中许多存在性定理
需要由选择公理来保证, 当前数学界的普遍共识是接受选择公理.

在假定其余公理满足一致性, 亦即它们不含矛盾的前提下, 无论正则公理或选择公
理都独立于其余公理. 另一方面, 集合论的其余公理无法自证其一致性 (Gödel 第二不
完全性定理). 为了说清何谓 “不含矛盾” 以及何谓 “独立”, 须进一步厘清形式语言与证
明的实质, 这就超出本书范围, 而进入数理逻辑或计算机科学的基础面向了.
以上勾勒的体系称为 Zermelo–Fraenkel 公理集合论; 由于加入了选择公理, 对

应的公理系统也简称为 ZFC, 这是当前的主流, 一些学者甚至声言: 所谓证明, 就是在
ZFC 之内作证明 [4]. 从纯粹形式化的观点, ZFC 是一套基于基本的逻辑符号, 并且以
从属关系 ∈ 为其原始概念的公理系统, 其中不仅不追问 “何谓集合” 这类问题, 也无法
将 ∈ 化约为更基本的概念. 由于 ZFC 确实有益于构筑一套简洁牢固的形式化基础, 本
书依教奉行.

最后, 我们依然要强调: 对于初等代数的学习, 重点是如何讲好集合的语言, 而非钻
研其文法.
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2.2 映射的运算
我们先前已经约略谈过函数或映射的概念, 它可以大略地理解为一种 “法则”, 为

定义域中的每个元素 (输入) 指派一个确定的值 (输出), 容许多对一, 不许一对多或一
对无.

本书视 “映射” 与 “函数” 为同义词. 如前所述, 映射是一种对输入指派输出的法
则. 如何以集合论的语言来描述这类法则? 更具体地说, 既然集合论探究的对象只有集
合, 能否将映射定义为一种集合? 思路是熟悉的: 以函数图形来理解函数.

定义 2.2.1 设 A 和 B 为集合. 从 A 到 B 的映射写作 f : A→ B 或 A
f
B 的形式.

用集合论的语言, 我们将映射 f : A → B 理解为 A × B 的一个子集, 记为 Γf , 它须满
足以下条件: 对于每个 a ∈ A, 集合

{b ∈ B : (a, b) ∈ Γf}

是独点集, 其中的唯一元素记为 f(a), 称为 a 在 f 下的像.
映射 f : A → B 所对应的 Γf ⊂ A × B 称为 f 的图形, 这是因为 Γf =

{(a, f(a)) : a ∈ A}.

A

B
Γf

(a, f(a))

举例明之, 取 A = B, 则所谓对角子集 ∆A = {(a, a) : a ∈ A} 显然满足定义中的条
件; 以 ∆A 为图形的映射称为 A 的恒等映射, 记为 idA : A→ A.
多变元映射可以用集合的积来料理, 不必另外定义, 比如将 a1 ∈ A1 连同 a2 ∈ A2

映至 f(a1, a2) ∈ B 的二元函数便可以诠释为 f : A1 ×A2 → B, 依此类推4).
定义容许 A 或 B 为空集的极端情形, 这是以下练习的内容.

练习 2.2.2 根据上述定义, 验证从空集 ∅ 到任何集合 B 都恰有一个映射. 对于任意非
空集 A, 验证不存在从 A 到 ∅ 的映射.

提示 根据积的定义, 空集和任意集合的积仍是空集. 关于 Γf 的条件 (“对每个
a...”) 在 A = ∅ 时归于虚无.

4)严格来说, 映射 f : A1 ×A2 → B 应当写作 (a1, a2) 7→ f((a1, a2)) 而非 (a1, a2) 7→ f(a1, a2), 但这种
执着毫无意义.
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基于函数图形的观点, 映射 f : A→ B 和 g : B → C 的合成 gf 对应到

Γgf = {(a, c) ∈ A× C : ∃b ∈ B, (a, b) ∈ Γf , (b, c) ∈ Γg} .

映射的合成是一种抽象运算, 我们现在来探讨它的一些形式性质. 显然, 对于任意
映射 f : A→ B 都有

f ◦ idA = f = idB ◦ f.

此外, 映射的合成运算服从结合律: 对于任意映射

A
f
B

g
C

h
D

都有映射的等式
h(gf) = (hg)f : A→ D,

这是因为两边都映任意 a ∈ A 为

h((gf)(a)) = h(g(f(a))) = (hg)(f(a)).

所以多个映射的合成可以省略括号, 写作 hgf 之类的形式.
回忆到双射 f 的逆映射映 f(a) ∈ B 为 a ∈ A. 此概念有进一步的推广.

定义 2.2.3 考虑一对映射 A B
f

g
. 若 gf = idA, 则我们称 g 是 f 的左逆, 而 f

是 g 的右逆. 有左逆 (或右逆) 的映射称为左可逆 (或右可逆) 映射.

练习 2.2.4 说明两个左可逆 (或右可逆) 映射的合成依然是左可逆 (或右可逆) 的.

左逆和右逆与映射在合成之下的消去律相关.

定义 2.2.5 考虑映射 f : A→ B

? 若对于任意 C 和任一对映射 g1, g2 : C → A 都有

fg1 = fg2 =⇒ g1 = g2,

则称 f 对映射合成具有左消去律.

? 若对于任意 C 和任一对映射 g1, g2 : B → C 都有

g1f = g2f =⇒ g1 = g2,

则称 f 对映射合成具有右消去律.

若 f 若有左逆 g, 则自动满足左消去律, 这是缘于

fg1 = fg2 =⇒ g(fg1) = g(fg2) ⇐⇒ (gf)

=idA

g1 = (gf)

=idA

g2,
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最后一个等式无非 g1 = g2. 完全类似地, f 若有右逆 g 则自动满足右消去律:

g1f = g2f =⇒ (g1f)g = (g2f)g ⇐⇒ g1 (fg)

=idB

= g2 (fg)

=idB

.

命题 2.2.6 对于映射 f : A → B, 设 A 非空, 则以下性质等价: (i) f 是单射, (ii) f 有
左逆, (iii) f 满足左消去律.
类似地, 设 A 非空, 则以下性质等价: (i)′ f 是满射, (ii)′ f 有右逆, (iii)′ f 满足右

消去律.

证明 这类论证有一种常见的模式. 以单射情形为例, 我们的目标是证 (i) =⇒ (ii)
=⇒ (iii) =⇒ (i). 设 (i) 成立. 任选 a0 ∈ A, 然后定义 g : B → A 为

g(b) =

{
a, ∃a ∈ A, b = f(a),

a0, b /∈ im(f);

由于 f 单, 定义确实是合理的. 由定义容易看出对所有 a ∈ A 都有 gf(a) = a, 故 (ii)
成立.

先前已经说明 (ii) =⇒ (iii), 接着设 (iii) 成立. 对于任意满足 f(a1) = f(a2) 的
a1, a2 ∈ A, 对 i ∈ {1, 2} 定义 gi : {0} → A 使得 gi(0) = ai, 则 fg1 = fg2 : {0} → B,
从而左消去律蕴涵 g1 = g2, 这也相当于说 a1 = a2. 因此 (iii) =⇒ (i).
接着证明 (i)′ =⇒ (ii)′ =⇒ (iii)′ =⇒ (i)′. 设 (i)′ 成立. 对每个 b ∈ B, 由于

f 满, 可取 a ∈ A 使得 f(a) = b; 记如此选出的 a 为 g(b), 然后让 b 变动, 则 b 7→ g(b)

确定的映射 g : B → A 满足 fg = idB , 是为右逆, 故 (ii)′ 成立. 留意到这里用到选择
公理.

先前已经说明 (ii)′ =⇒ (iii)′, 接着设 (iii)′ 成立. 定义 g1, g2 : B → {0, 1} 使得对
所有 b ∈ B 都有

g1(b) = 0, g2(b) =

{
0, b ∈ im(f),

1, b /∈ im(f).

于是 g1f = g2f 自动成立; 右消去律蕴涵 g1 = g2, 由此可知 im(f) = B, 故此时 (i)′

成立.

定义 2.2.7 如果映射 f 左, 右皆可逆, 则称 f 是可逆映射. 此时存在唯一的 f−1 : B →
A 使得 f−1 ◦ f = idA 而 f ◦ f−1 = idB , 称之为 f 的逆.

定义的后半段需要一些论证, 尽管这毫不困难. 首先设 f 可逆, gL 为其左逆而 gR

为其右逆. 映射合成的结合律导致

gR = idA ◦ gR = (gL ◦ f) ◦ gR = gL ◦ (f ◦ gR) = gL ◦ idB = gL.

这就说明左逆自动是右逆, 反之亦然. 如果 gL 和 g′L 都是 f 的左逆, gR 和 g′R 都是 f
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的右逆, 则将左逆和右逆的四种组合代入上式, 可得

gL gR

g′L g′R

特别地, gL = g′L, gR = g′R.

综上, 在映射可逆的前提下, 左逆和右逆是一回事, 而且唯一, 可以合理地记为 f−1.
为了强化印象, 我们再次重申 f 可逆的充要条件是存在反向映射 f−1 使得

f−1f = idA 而 ff−1 = idB , 如此的 f−1 若存在则唯一.

命题 2.2.8 设映射 f : A→ B 可逆, 则 f−1 : B → A 也可逆, 而且 (f−1)−1 = f .
若映射 f : A → B 和 g : B → C 皆可逆, 则合成映射 gf : A → C 可逆, 而且

(gf)−1 = f−1g−1.

证明 第一个断言来自逆映射的刻画 f−1f = idA 和 ff−1 = idB : 将 f−1 和 f 换位,
刻画不变.

对于第二个断言, 以合成的结合律直接验证 (f−1g−1)(gf) = f−1(g−1g)f =

f−1f = idA 和 (gf)(f−1g−1) = g(ff−1)g−1 = gg−1 = idC .

在集合的世界中, 双射和可逆映射是一回事, 而双射的逆映射就是以上定义的 f−1.
细说如下.

命题 2.2.9 映射 f 是双射当且仅当 f 可逆, 此时它的逆映射正是之前定义的 f−1.

证明 设 f 是双射,记 f−1 : B → A为其逆映射,映 f(a)为 a. 此时显然有 f−1f = idA
和 ff−1 = idB ,所以 f 可逆. 反之假定有 f−1 : B → A满足 f−1f = idA和 ff−1 = idB
有逆映射, 则稍早的讨论说明 f 既单又满.

在上述定义和论证中, 我们尽量地避免指涉集合的元素和它们在映射下的像, 这是
因为许多性质只关乎映射合成运算的形式性质. 这里隐约体现了一种现代意义的 “代
数感”, 它不再与解方程直接相关, 而是聚焦于定义在抽象对象上的运算 (例如映射的合
成), 以及这些运算满足的规律 (例如合成的结合律, 左或右消去律).
回忆到符号 f−1 在 f : A→ B 非双射的情形也有意义: 对任意子集 B′ ⊂ B, 符号

f−1(B′) 代表 B′ 相对于 B 的逆像, 这是 A 的一个子集.

定义 2.2.10 对于映射 f : A→ B 和 b ∈ B, 记

f−1(b) := f−1 ({b}) = {a ∈ A : f(a) = b} .

在和几何学相关的一些场景中, 大家偏好将 A 设想为竖在 B 上的空间, 而 f 类似
于投影; 职是之故, f−1(b) 有时也称为 b 上的纤维, 可以按下图来想象:
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A

B

f−1(b) ⊂

b ∈

f

相应地, A 分解为纤维的并

A =
⋃
b∈B

f−1(b), 两两无交.

解方程可以看作是求映射纤维的问题. 回到 n 元线性方程组 (1.3.1) 具体地考察,
依然假设是在 C 上求解. 构造积集 Cn 和 Cm, 并且定义映射

T : Cn → Cm

(xi)
n
i=1 7→

(
n∑
i=1

a1ixi, . . . ,

n∑
i=1

amixi

)
.

线性方程组的解集因而等于 T−1(b1, . . . , bm). 注意到 T 只依赖 (1.3.1) 的系数矩阵; 一
旦系数矩阵给定, 求解方程组就相当于确定 T 的纤维.
当然, 问题不会因为抽象到这般程度就而自动解决. 在以上提纯过程中, 映射 T 的

特殊性质未派上用场. 进一步的剖析将涉及向量空间的概念, 这是第四章的任务.

练习 2.2.11 考虑映射 A
f
B

g
C.

(i) 设 f 为满射, 说明 im(gf) = im(g) 成立.

(ii) 设 g 为单射, 说明 f−1(b) = (gf)−1(g(b)) 对所有 b ∈ B 成立.

练习 2.2.12 设 f : A→ B 为映射, Bi (或 Ai) 为 B (或 A) 的一族子集, 其中下标 i 遍
历某个非空集 I. 验证

f−1(
⋃
i∈I

Bi) =
⋃
i∈I

f−1(Bi), f−1(
⋂
i∈I

Bi) =
⋂
i∈I

f−1(Bi),

f(
⋃
i∈I

Ai) =
⋃
i∈I

f(Ai), f(
⋂
i∈I

Ai) ⊂
⋂
i∈I

f(Ai).

作为特例, 说明若 b, b′ ∈ B 相异, 则 f−1(b) ∩ f−1(b′) = ∅. 最后一式的 ⊂ 是否有等号
不成立的例子?
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2.3 集合的积与无交并
我们已经见过如何对一列集合 A1, . . . , An 取积

∏n
i=1Ai, 或写作 A1× · · · ×An, 其

元素是 n 元组 a = (a1, . . . , an), 计顺序, 使得对每个 i 都有 ai ∈ Ai. 这些元素也表作
a = (ai)

n
i=1 或 (ai)i 的形式, 其中 ai 称为 a 的第 i 个分量.

集合 A1 × (A2 ×A3), A1 ×A2 ×A3 和 (A1 ×A2)×A3 之间有自然的一一对应

A1 × (A2 ×A3) A1 ×A2 ×A3 (A1 ×A2)×A3

(a1, (a2, a3)) (a1, a2, a3) ((a1, a2), a3).

1:1 1:1

∈ ∈ ∈

精确到这些双射, 集合的积满足结合律. 此外我们也有充当交换律的双射 A × B 1:1

B ×A, 方式当然是让 (a, b) 对应到 (b, a).
进一步, 对任意一族集合 (Ai)i∈I (容许重复) 也能定义积 ∏

i∈I Ai, 其中下标 i 遍
历一个集合 I. 方法是利用映射的语言来定义

∏
i∈I

Ai :=

{
映射 f : I →

⋃
i∈I

Ai

∣∣∣∣∣ ∀i ∈ I, f(i) ∈ Ai
}
. (2.3.1)

这和先前的定义是兼容的: 设 I = {1, . . . , n}, 则 f ∈
∏n
i=1Ai 对应到 A1 × · · · ×An 的

元素 (f(1), . . . , f(n)), 所做的不过是将下标转换成映射的变元. 今后不妨就将 f(i) 记
为 ai, 于是

∏
i∈I Ai 的元素可以合理地记作

(ai)i∈I ∈
∏
i∈I

Ai.

对任意 i ∈ I 都有由 pi ((aj)j∈I) = ai 确定的映射 pi :
∏
j∈I Aj → Ai, 称为第 i 个投影

映射.

注记 2.3.1 由于指定
∏
i∈I Ai 的元素 (ai)i∈I 相当于从每个 Ai 选出一个元素 ai, 选择

公理可以等价地表述为: 任意一族非空集的积仍然非空.

作为积的特例, 如果取每个 Ai 为同一个集合 A, 相应的积 ∏
i∈I A 便化为从 I 到

A 的映射集, 以幂的符号记为

AI :=
{映射 f : I → A

}
.

当 I = ∅ 时规定 AI := {∅}, 理由见练习 2.2.2. 如果取 n ∈ Z≥1 和 I = {0, . . . , n− 1},
则基于先前讨论不妨等同

A{0,...,n−1} = A× · · · × A
n 项

定义 2.1.2
An;

未定稿: 2024-10-20



§2.3 集合的积与无交并 51

因此也应当合理地定义 A0 := A∅ = {∅}.
接着讨论并. 设集合 A 是一族子集 (Ai)i∈I 的并, 而且这些子集两两无交, 即

∀i, j ∈ I, i 6= j =⇒ Ai ∩Aj = ∅,

这时称 A 为 (Ai)i∈I 的无交并, 或称 (Ai)i∈I 是 A 的一个划分, 写作

A =
⊔
i∈I

Ai.

可以说这是无交并的 “内在” 版本, 因为 A 已是一族子集的并, 而我们问这族子集在 A

之内是否无交.
相对于此, 另有 “外在” 的无交并: 任给一族集合 (Ai)i∈I , 无论它们是否有交, 我们

希望取适当的副本以将它们无交地取并, 由此构造一个更大的集合. 因为集合 Ai 之间
可能有重叠, 我们替每一份 Ai 贴上一个标签 i 将其错开, 这一道工序是通过集合的积
来实现的: ⊔

i∈I
Ai :=

{
(a, i) ∈ (

⋃
i∈I

Ai)× I : a ∈ Ai

}
.

对每个 i ∈ I, 我们有单射
ιi : Ai ↪→

⊔
j∈I

Aj

a 7→ (a, i),

称为第 i 个嵌入映射. 通过 ιi 便能将 Ai 等同于元素与之一一对应的副本 im(ιi), 而⊔
i∈I Ai 是这些副本的 “内在” 版本无交并. 这就是为什么我们对内在和外在的无交并
采用相同的符号; 由于罕见混淆, 今后也不再区分内在和外在版本.

对于有限多个集合 A1, . . . , An, 其无交并也记为 A1 t · · · t An; 这相当于 I =

{1, . . . , n} 的特例.

约定 2.3.2 对于下标集 I = ∅ 的极端情形, 相应的无交并规定为 ∅, 而基于早先的讨
论, 相应的积规定为独点集 {∅}. 这些规定的合理性可以从所谓 “泛性质” 来说明, 建议
读者在对代数有充分掌握之后参考例 B.5.5 和例 B.5.6.

仔细思考无交并的外在构造, 也许读者已察觉它直接依赖于副本的取法. 比方说,
为何不将 Ai 通过 a 7→ (a, i, i) 嵌入到 (

⋃
j Aj) × I × I? 这种问题或许显得做作, 但是

在关于结合律和交换律

A t (B t C) 1:1
(A tB) t C, A tB 1:1

B tA

的思考中会碰到类似的, 尽管是容易处理的麻烦. 给定一族集合 (Ai)i∈I , 命 A :=⊔
i∈I Ai. 真正使无交并名副其实的不仅是集合 A 自身, 还涉及嵌入映射族 (ιi : Ai →

A)i∈I 的以下性质:
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? 每个 ιi 都是单射,

? A 是所有 im(ιi) 的并, 而且它们两两无交.

诚然, 如果另一个集合 A′ 连同一族映射 ι′i : Ai ↪→ A′ 也有上述性质, 则可以定义唯一
的映射

ϕ : A→ A′

使得对所有 i ∈ I 都有 ϕιi = ι′i; 或者用更清楚也更费纸张的方式来说, 存在唯一的 ϕ

使得对所有 i ∈ I, 下图的映射按两种方式合成是殊途同归的:

A A′

Ai

φ

ιi ι′i

亦即: =

之所以如此, 是因为每个 a ∈ A 都能写成 ιi(ai) 的形式, 其中 i ∈ I 和 ai ∈ Ai 唯一确
定, 故所求的 ϕ 能且仅能定义为 ϕ(a) = ι′i(ai). 由于 ϕ 的作用正是将每个 Ai 在 A 和
A′ 中的副本一一对应起来, 它实际还是双射.
正是这些唯一的双射 ϕ 确保我们能无歧义地谈论无交并, 不必再管它实际上如何

构造. 这是现代数学的一大特征, 以后还会面对各式各样的类似例子.
既然提到映射合成的图解, 我们顺势引进更广泛的定义.

约定 2.3.3 (交换图表) 将给定的一族集合标作图的节点, 映射标作箭头; 如果图表中的
映射 (即箭头) 在合成运算下殊途同归, 则称之为交换图表. 从以下图例可以看得明白:

A B

C

f

h
g 交换 ⇐⇒ gf = h,

A B

C D

f

u g

v

交换 ⇐⇒ vu = gf.

交换图表的一个特性是可拼贴. 举一简单情形为例, 若图表

A B

C D

f

u x g

v

的两个三角形部分交换 (亦即 gf = x, vu = x), 则整个外框交换 (亦即 vu = gf). 在处
理较为复杂的合成操作时, 图解经常比文字占优. 以后会见到更多例子.
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2.4 序结构
我们在初等数学中已经知道实数可以比大小; 在集合论中, 可以衡量两个集合之间

有无包含关系 ⊂; 在初等数论中, 整除关系也是一种用来比较两个正整数的尺度. 凡此
种种, 都是偏序关系的例子. 何谓 “关系”? 这点容易用集合语言来解释.

定义 2.4.1 集合 A 和 B 之间的二元关系意指 A × B 的任意子集. 设 R ⊂ A × B 为
二元关系, 则对于所有 a ∈ A 和 b ∈ B, 我们以符号

aRb 代表 (a, b) ∈ R.

简便起见, 当 A = B 时, 我们也称此为 A 上的二元关系.

举例明之, 等号 = 是二元关系, 相应的子集 ∆A 是 A×A 的对角子集:

∆A = {(a, a) : a ∈ A}. (2.4.1)

尽管二元关系是一个近乎空泛的定义, 它却能将常识中模糊的关系概念转化为可
操作, 可琢磨的数学对象.
举例明之, 映射 f : A→ B 可以理解为 A 和 B 之间的一种二元关系, 方式是将映

射视同其图形 Γf = {(a, f(a)) : a ∈ A} ⊂ A×B; 反之, 任意关系 R ⊂ A×B 对应到映
射 f : A → B 当且仅当对于每个 a ∈ A, 存在唯一的 b ∈ B 使得 aRb; 此时 b = f(a).
这正是函数在集合论中的严格定义.
本节真正关心的是集合 A 上的一类特殊关系, 称为序, 它是种种顺序或大小关系的

提纯, 在此习惯以符号 � 表示.

定义 2.4.2 设 � 是集合 A 上的二元关系. 当以下性质成立时, 称 � 为 A 上的预序,
相应地称资料 (A,�) 为预序集:

▷ 反身性 对任意 a ∈ A 都有 a � a;

▷ 传递性 对任意 a, b, c ∈ A, 若 a � b 而 b � c, 则 a � c.

如果它还满足下述条件, 则称 � 为 A 上的偏序, 相应地称 (A,�) 为偏序集:

▷ 反称性 对任意 a, b ∈ A, 若 a � b 而且 b � a, 则必有 a = b.

若偏序集 (A,�) 的任两个元素 a, b 皆可比大小, 换言之 a � b 或 b � a 至少有一
者成立, 则称 (A,�) 为全序集或链.

在任意预序集 (A,�) 中, 习惯以符号 a ≺ b 代表 a � b 而 a 6= b. 不致混淆时, 我
们也经常以 A 来代称预序集 (A,�).

如果 (A,�) 是预序集 (或偏序集, 全序集), 而 A′ ⊂ A 是子集, 则相同的二元关系
使得 (A′,�) 也成为预序集 (或偏序集, 全序集).
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? 举例明之, (R,≤) 或其子集 (Z,≤) 等都是全序集. 如果考虑 Z≥1 上的整除关系
a|b ⇐⇒ b

a ∈ Z, 则 (Z≥1, |) 是偏序集而非全序集. 如果考虑 Z ∖ {0} 而非 Z≥1

上的整除关系, 这便仅是预序而非偏序了, 这是因为任意非零整数 x 和 y 相互整
除当且仅当 x = ±y.

? 另一类例子是集合的包含关系. 赋予集合 S 的幂集 P (S) 二元关系 ⊂. 请读者迅
速检验 (P (S),⊂) 具有反身性, 传递性和反称性, 因此这给出偏序. 然而只要 S 有
超过两个元素, S 便有互不包含的子集, 此时 (P (S),⊂) 并非全序集.

以下术语顺理成章.

定义 2.4.3 设 f : A → B 为预序集之间的映射. 如果 a � a′ =⇒ f(a) � f(a′), 则称
f 是保序的. 如果 a � a′ ⇐⇒ f(a) � f(a′), 则称 f 是严格保序的.

对于有限偏序集, 一种特别方便的图解方式是将偏序集的元素标为顶点, 而如果
a ≺ b 而且不存在 c 使得 a ≺ c ≺ b, 则将 b 从上而下地通过边连接到 a. 这叫作 Hasse
图. 从下图的例子可以看得明白.

{1, 2, 3}

{1, 2} {1, 3} {2, 3}

{1} {2} {3}

∅

偏序集 (P ({1, 2, 3}),⊂)

12

6 4

3 2

1

偏序集 (12的正因数,整除性)

定义 2.4.4 设 (A,�) 为偏序集.

? 满足以下性质的 amax ∈ A 称为 A 的极大元: 不存在 a ∈ A 使得 a � amax.

? 满足以下性质的 amin ∈ A 称为 A 的极小元: 不存在 a ∈ A 使得 a ≺ amin.

进一步设 A′ 为 A 的子集.

? 满足以下性质的 a ∈ A 称为 A′ 在 A 中的上界: 对所有 a′ ∈ A′ 皆有 a′ � a.

? 满足以下性质的 a ∈ A 称为 A′ 在 A 中的下界: 对所有 a′ ∈ A′ 皆有 a′ � a.

练习 2.4.5 设 (A,�) 为全序集. 说明 A 的极大元 (或极小元) 和 A 在自身中的上界
(下界) 是一回事, 而且它们若存在则是唯一的.
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就 Hasse 图来想象, 极大元可谓是其 “塔尖”, 极小元则相反. 在先前给出的两则图
例中, 极大元 (或极小元) 存在, 唯一而且同时是整个集合的上界 (或下界); 一般情形下
它们即便存在也不唯一, 而且未必等于整个集合的上界 (或下界). 比方说, Hasse 图完
全可以形如下图.

请注意: 当谈论极大/极小元和上界/下界的存在性, 唯一性或其个数之时, 并不需要
知道偏序集的元素具体是什么, 一切只依赖于元素之间抽象的序关系, 或者说只依赖
Hasse 图所呈现的结构.

练习 2.4.6 用 Hasse 图来分类所有至多有 4 个元素的偏序集, 精确到严格保序双射.
提示 共有 24 种 Hasse 图, 其中 3 个元素的有 5 种, 4 个元素的有 16 种.

定义 2.4.7 若全序集 (A,�) 的每个非空子集 S 都有极小元, 则称 A 为良序集.

不难看出, 良序集的子集仍是良序集.
良序集在集合论中占有特殊的地位. 根据我们纯净的直观, Z≥0 是良序集这一事实

似乎是不言而喻的, 它也可以从关于 Z≥0 的 Peano 公理来推导, 感兴趣的读者可参阅
命题 A.1.7.
现在将镜头拉远. 预序集是现代数学中所谓 “结构” 的一个例子, 因为我们不只看

一个集合 A, 还考虑其上的二元关系 �. 如果 f : A → B 是预序集之间的严格保序双
射, 则称 f 为序结构之间的同构. 只要预序集 A 和 B 同构, 则一切能用序结构表达的
性质对 A 和对 B 都是等价的, 它们可以通过同构在 A 和 B 之间相互翻译. 这是同构
概念在本书中的第一个例子.

练习 2.4.8 设 (A,�) 是预序集 (或偏序集, 全序集), 而 A′ ⊂ A 是任意子集; 记包含映
射为 ι : A′ ↪→ A (换言之, ι(a′) = a′ ∈ A). 说明二元关系 � 可以自然地限制到 A′ 上,
使得 (A′,�) 成为预序集 (或偏序集, 全序集), 而且这是 A′ 上使得 ι 严格保序的唯一预
序. 我们也说 A′ 从 A 继承了相应的序结构.

练习 2.4.9 设 (A,�) 为偏序集, A′ 为 A 的子集.

? 若 a ∈ A 是 A′ 在 A 中的上界, 而且对任何其他上界 a1 ∈ A 都有 a � a1, 则称 a

为 A′ 的上确界.

? 若 a ∈ A 是 A′ 在 A 中的下界, 而且对任何其他下界 a1 ∈ A 都有 a � a1, 则称 a

为 A′ 的下确界.

说明 A′ 的上确界 (或下确界) 若存在则是唯一的, 可以记为 supA′ (或 infA′). 试
将数学分析中的上确界和下确界理解为一则特例.
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2.5 等价关系与商集
和偏序针锋相对的另一种二元关系是等价关系, 常用符号是 ∼; 它指明一个集合 A

有哪些元素可以在一定意义下视作是相等的. 细说如下.

定义 2.5.1 集合 A 上的二元关系 ∼ 若满足以下性质, 则称为 A 上的等价关系.

▷ 反身性 对所有 a ∈ A 都有 a ∼ a.

▷ 对称性 设 a, b ∈ A, 则 a ∼ b 蕴涵 b ∼ a;

▷ 传递性 设 a, b, c ∈ A, 若 a ∼ b 而 b ∼ c, 则 a ∼ c.

既然等价关系的想法是为了将满足 a ∼ b 的元素 a, b ∈ A 等量齐观, 我们自然会想
将 A 的元素按照 ∼ 来划分. 这便导向等价类的概念.

定义 2.5.2 设 ∼ 是集合 A 上的等价关系. 若非空子集 C ⊂ A 满足以下条件, 则称为
A 中的一个等价类:

? C 中的元素相互等价, 亦即对任意 x, y ∈ C 都有 x ∼ y;

? C 对 ∼ 封闭, 亦即对任意 x ∈ C 和 y ∈ A, 我们有 x ∼ y 蕴涵 y ∈ C.

如果 C 是等价类而 a ∈ C, 则称 a 是 C 的一个代表元.

命题 2.5.3 设 ∼ 集合 A 上的等价关系, 则 A 是其中所有等价类的无交并.

证明 根据反身性, 任何元素 a ∈ A 都属于

Ca := {x ∈ A : x ∼ a} .

我们来验证 Ca 是一个等价类. 首先, 对称性和传递性蕴涵

x, y ∈ Ca =⇒ x ∼ a ∼ y =⇒ x ∼ y,

同理有
(x ∈ Ca) ∧ (y ∼ x) =⇒ y ∼ x ∼ a =⇒ y ∈ Ca,

所以 Ca 确实是含 a 的等价类, 从而 A 是等价类的并.
下一步是说明任两个等价类 C1, C2 ⊂ A 或者无交, 或者相等. 设存在 x ∈ C1 ∩C2.

对任意 x2 ∈ C2, 从 x2 ∼ x ∈ C1 和 C1 对 ∼ 的封闭性可见 x2 ∈ C1, 所以 C2 ⊂ C1. 由
于场景对于 C1 和 C2 是对称的, 自然也有 C1 ⊂ C2, 故 C1 = C2.

最细的等价关系当然是等号 =. 再看几个稍进一步的例子.

未定稿: 2024-10-20



§2.5 等价关系与商集 57

? 给定任意映射 f : A → B, 定义 A 上的二元关系 ∼f 使得 a ∼f a′ 当且仅当
f(a) = f(a′). 请读者验证这是等价关系, 对应的等价类无非是 f 的纤维 f−1(b),
其中 b ∈ im(f).

? 考虑所有形如 (1.3.1) 的线性方程组构成的集合, 它也可以等同于所有 m 行 n+1

列矩阵构成的集合, 其中 n,m 固定. 以同解 (定义 1.3.1) 来定义这些方程组间的
等价关系. 以 Gauss–Jordan 消元法解 (1.3.1) 的实质便是通过初等行变换在给定
的同解等价类内移动, 直至抵达一类特别容易求解的代表元, 亦即对应到简化行
梯矩阵的方程组.

等价关系的另一类重要例子是同余, 留待 §2.7 介绍.
不妨设想等价类中的元素 “精确到 ∼” 可视为相同. 商集的概念对此赋予了一个精

确的数学意涵.

定义 2.5.4 设 ∼ 是非空集 A 上的等价关系, 相应的商集定义为幂集 P (A) 的下述子集

A/ ∼ := {C ⊂ A :相对于 ∼ 的等价类} .

商集带有商映射 q : A→ A/ ∼, 映 a ∈ A 为含 a 的唯一等价类.

由于等价类总有代表元, 商映射必然满. 商集连同商映射的内涵由下述性质阐明.

命题 2.5.5 设 ∼ 为集合 A 上的等价关系, q : A → A/ ∼ 为对应的商映射. 设映射
f : A → B 满足 a ∼ a′ =⇒ f(a) = f(a′), 则存在唯一的映射 f̄ : (A/ ∼) → B 使得
f̄ ◦ q = f .

证明 首先说明满足 f̄ ◦ q = f 的映射 f̄ 至多仅一个. 这是因为 A/ ∼ 的所有元素
都能写作 q(a) 的形式, 而 f̄(q(a)) = f(a). 另一种观点则是用满射 q 的右消去律推导
f̄1 ◦ q = f̄2 ◦ q =⇒ f̄1 = f̄2.

接着探讨 f̄ 的存在性. 根据条件, 若 q(a) = q(a′) 则 f(a) = f(a′), 所以 f̄ : q(a) 7→
f(a) 确实定义了从 A/ ∼ 到 B 的映射: 它仅依赖等价类 q(a) ∈ A/ ∼ 而非 a ∈ A 的
选取.

按照数学术语, 我们也说 f̄ : q(a) 7→ f(a) 是良定义的映射, 因为 f̄(q(a)) 只依赖
q(a), 不依赖辅助资料 a 的选取.

练习 2.5.6 固定 n,m ∈ Z≥1. 考虑所有形如
a11 · · · a1n
... . . . ...

am1 · · · amn


的矩阵构成的集合 Mm×n, 其中要求 aij 属于 C (或者属于任何一个选定的域, 这不影
响论证). 证明第一章 习题中介绍的行等价是 Mm×n 上的等价关系; 在 Gauss–Jordan
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消元法的讨论中已经默认了这一则事实. 进一步用该节习题中的结果说明每个行等价
类中存在唯一的简化行梯矩阵.

一些自然的数学对象往往能表为商集, 下面是一则简单例子.

例 2.5.7 考虑空间 R3. 在扣掉原点 (0, 0, 0) 得到的子集 R3 ∖ {(0, 0, 0)} 上定义二
元关系

(x, y, z) ∼ (x′, y′, z′) ⇐⇒ ∃t ∈ R, t 6= 0, (x′, y′, z′) = (tx, ty, tz).

请读者验证它是等价关系. 对应的商集有直观的描述:(
R3 ∖ {(0, 0, 0)}

) /
∼

{
` ⊂ R3 :过原点的直线

}
(x, y, z)的等价类 过 (x, y, z) 和原点的唯一直线.

1:1

∈ ∈

如果在 ∼ 的定义中以 t > 0 代替 t 6= 0, 则对应的商集和过原点的射线一一对应,
或者说和单位球面上的点一一对应, 方式是取射线和球面之交.

命题 2.5.8 对于任意映射 f : A → B, 在 A 上定义等价关系 ∼f 使得 a ∼f a′ ⇐⇒

f(a) = f(a′), 则命题 2.5.5 给出双射 f̄ : (A/ ∼f )
1:1 im(f).

证明 命题 2.5.5 的前提对 f 和 ∼f 显然成立, 由此便得到 f̄ : (A/ ∼f ) → B 使
得 f̄ ◦ q = f . 由于 q 满, 故 im(f̄) = im(f). 另一方面, 若 f̄(q(a)) = f̄(q(a′)) 则
f(a) = f(a′), 从而 a ∼f a′; 这说明 f̄ 也是单的. 证毕.

以上命题虽然简单, 内涵却值得一提. 它说明尽管映射 f 的像集 im(f) ⊂ B 外在
于 A, 却可以通过等价关系从 A 内在地构造. 在往后探讨环或向量空间等构造时, 这一
主题还会反复回响.

2.6 从正整数集到有理数集
正整数集 Z≥0 可以从集合论的公理来构造. 具体地说, 遵循万物皆集合的原则, 我

们递归地定义
0 := ∅, 1 := {∅},

. . . , n+ 1 := {0, . . . , n}.
(2.6.1)

严谨的构造依赖于公理集合论的语言. 对于眼下的主题, 要点仅只是
? Z≥0 带有加法和乘法运算, 满足结合律, 交换律, 分配律等熟悉的性质;

? Z≥0 相对于大小关系 ≤ 成为全序集, 其中每个非空子集都有极小元 (称为良序原
理);

? 在证明关于 Z≥0 的种种论断时, 可以应用数学归纳法 (换句话说, 递归地证明).
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详细说明可见 §§A.1–A.2. 本节视此为不言自明的事实, 而将重点置于如何从 Z≥0 过渡
到 Z 和 Q, 以及如何在 Z 和 Q 上定义熟悉的代数运算. 之所以如此耐心地推演, 不单
单是以严谨求心安, 更是因为这些技术将以更广泛的面目重现, 从而帮助我们认识崭新
而自然的代数结构.
首先研究如何定义整数集 Z 和其上的代数运算5). 无论如何定义, 任意整数 x 都

应当能表成 m − n 的形式, 其中 m,n ∈ Z≥0. 减法运算是我们要构造的目标, 它不能
作为立足点, 所以我们希望以数对 (m,n) ∈ Z2

≥0 := Z≥0 × Z≥0 来表达 x; 尽管表法
x = m− n 并非唯一, 对所有 (m,n), (m′, n′) ∈ Z2

≥0 都应当有

m− n = m′ − n′ ⇐⇒ m+ n′ = m′ + n.

这就启发以下定义: 在 Z2
≥0 上定义二元关系

(m,n) ∼ (m′, n′) ⇐⇒ m+ n′ = m′ + n.

等价关系: 反身性和对称性不难看出, 唯一需要动笔验证的是传递性, 设 (m,n) ∼
(m′, n′) 而 (m′, n′) ∼ (m′′, n′′), 则从

m+ n′′ +m′ = m+ n′ +m′′ = m′ + n+m′′

两边消去 m′ 可得 m+ n′′ = n+m′′, 亦即所求之 (m,n) ∼ (m′′, n′′). 这里用到了 Z≥0

中的加法消去律.

定义 2.6.1 定义整数集 Z 为 Z2
≥0 对 ∼ 的商. 暂记 Z2

≥0 中包含 (m,n) 的等价类为Jm,nK.
我们首先说明如何以单射将 Z≥0 嵌入 Z, 从而将 Z 视为 Z≥0 的扩张. 想法是简单

的: 既然 m ∈ Z≥0 可以想象为 m− 0, 自然应当取
Z≥0 → Z
m 7→ Jm, 0K.

这是单射, 因为 (m, 0) ∼ (m′, 0) 等价于 m + 0 = m′ + 0, 亦即 m = m′. 有鉴于此, 今
后不加说明地将 Z≥0 视同 Z 的子集.
既然已造出整数集, 下一步是定义其上的代数运算.

定义 2.6.2 对 Z 的任意元素 Jm,nK 和 Jr, sK, 其和与积分别定义为
Jm,nK + Jr, sK := Jm+ r, n+ sK,Jm,nK · Jr, sK := Jmr + ns, nr +msK.

按惯例, 乘法 x · y 也常简写为 xy.
5)除了以下介绍的方法, 造 Z 的另一进路是以无交并向 Z≥0 添入负整数. 这么做虽然避开了商集, 却会导
致一些运算的定义变得做作, 而且难以推广到其他场景.
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为了理解此定义, 仅须将 Jm,nK 和 Jr, sK 分别想象为 m− n 和 r − s.
加法运算是良定义的: 设 (m,n) ∼ (m′, n′),则由m+r+n′+s = m′+r+n+s易得

(m′+r, n′+s) ∼ (m+r, n+s). 同理,若 (r, s) ∼ (r′, s′)则 (m+r′, n+s′) ∼ (m+r, n+s).
类似方法可以说明乘法良定义: 对 m′ + n = m+ n′ 两边先后乘以 r 和 s, 得到的

等式相加给出
m′r + n′s+ nr +ms = (m′ + n)r + (m+ n′)s

= (m+ n′)r + (m′ + n)s

= mr + ns+ n′r +m′s,

从而 (m′r + n′s, n′r +m′s) ∼ (mr + ns, nr +ms). 同理有 (mr′ + ns′, nr′ +ms′) ∼
(mr + ns, nr +ms).

这些运算满足下列熟知的性质:

▷ 加法结合律 x+ (y + z) = (x+ y) + z.

▷ 加法交换律 x+ y = y + x.

▷ 加法零元 x+ 0 = x.

▷ 加法消去律 x+ z = y + z 蕴涵 x = y.

▷ 乘法结合律 x(yz) = (xy)z.

▷ 乘法对非零元的消去律 xz = yz 而 z 6= 0 蕴涵 x = y.

▷ 乘法幺元 x · 1 = x.

▷ 分配律 (x+ y)z = xz + yz.

由此还可以进一步导出 x · 0 = 0, 这是从 x · 0 = x · (0 + 0) = x · 0 + x · 0 两边消去
x · 0 的结论. 上列诸性质可以化约到 Z≥0 的相应版本, 路数照旧, 既不困难也不算特别
复杂, 留作本章习题.

重点是 Z 与 Z≥0 的不同之处, 即减法. 首先在 Z 上定义加法逆元运算

−Jm,nK := Jn,mK, Jm,nK ∈ Z.

这是良定义的: 若 (m,n) ∼ (m′, n′), 则由 ∼ 的定义立见 (n,m) ∼ (n′,m′). 我们有

▷ 加法逆元性质 x+ (−x) = 0.

诚然, Jm,nK + Jn,mK = Jm+ n,m+ nK = J0, 0K = 0.
加法逆元性质抽象地刻画了从 Z 到 Z 的映射 x 7→ −x, 换言之满足加法逆元性质

的 −x 由 x 唯一确定, 这是因为若 x′, x′′ ∈ Z 满足 x+ x′ = 0 = x+ x′′, 则对两边消去
x 可得 x′ = x′′.

未定稿: 2024-10-20



§2.6 从正整数集到有理数集 61

进一步, 暂且记 x 的加法逆元为 x′, 则加法交换律导致加法逆元的刻画 x+ x′ = 0

对 x 和 x′ 具有对称的形式; 回到惯用符号, 这就改写成负负得正

−(−x) = x.

今后简记 x+ (−y) 为 x− y.
运用乘法幺元性质和分配律, 从 x+ (−1) · x = 1 · x+ (−1) · x = (1− 1) · x = 0 立

即导出
(−1) · x = −x.

注记 2.6.3 以商集构造具备所求性质的结构是代数学中的标准技术, 往后将反复运用.
基于相同思路, 附录部分的例 B.2.8 将推广从 Z≥0 到 Z 的构造方法, 但不再考虑乘法;
该处的例 B.5.12 将说明这是 “添入加法逆元” 此一问题的唯一最优解, 因而是合理的.

继续引入 Z 上的序结构.

定义 2.6.4 在 Z 上定义全序 ≤ 如下

x ≤ y ⇐⇒ y − x ∈ Z≥0.

练习 2.6.5 针对上述定义, 验证:

(i) 设 x = Jm,nK ∈ Z, 则 x ≥ 0 ⇐⇒ m ≥ n 而 x ≤ 0 ⇐⇒ m ≤ n;

(ii) (Z,≤) 确实为全序集.

全序 ≤ 在加法和乘法之下具有熟悉的性质:

x ≥ y =⇒ x+ z ≥ y + z,

x ≥ y ∧ z ≥ 0 =⇒ xz ≥ yz,
x ≥ 0 ⇐⇒ −x ≤ 0.

(2.6.2)

这些性质都可以从 ≤ 的定义和 Z≥0 上的情形来推导, 细节留作本章习题.
给定 x ∈ Z 和 y ∈ Z ∖ {0}, 根据乘法对非零元 y 的消去律, 满足 x = yq 的 q ∈ Z

若存在则是唯一的, 可以合理地记为 x
y ; 这时我们说 y 整除 x, 或记为 y | x. 为了使分

式6)表法 y
x 或曰 “比例” 在非整除情形也有意义, 我们转向有理数集 Q 的严格构造.

思路是类似的, 我们希望用数对 (r, s) ∈ Z2 来表达所欲构造的分式 r
s , 其中 s 6= 0;

所需的等价关系无非是分式的交叉相乘.

定义 2.6.6 定义有理数集 Q 为 Z× (Z ∖ {0}) 对以下等价关系的商集

(r, s) ∼ (r′, s′) ⇐⇒ rs′ = r′s.

暂记含 (r, s) 的等价类为 [r, s]. 通过 x 7→ [x, 1], 我们将 Z 视同 Q 的子集.
6)本书不区分分式和分数这两种术语.
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应用乘法对非零元的消去律, 易见 [r, s] = 0 当且仅当 r = 0.

练习 2.6.7 验证以上定义的 ∼ 确实是等价关系, 而 Z→ Q 是单射.

通过在等价类中任取代表元, Q 上的加法和乘法运算定义为
[r1, s1] + [r2, s2] := [r1s2 + r2s1, s1s2],

[r1, s1] · [r2, s2] := [r1r2, s1s2].

这里用到了非零整数相乘依然非零这一性质.

定义 2.6.8 在 Q 上定义全序, 使得

[r, s] ≥ 0 ⇐⇒ rs ≥ 0, x ≥ y ⇐⇒ x− y ≥ 0.

对任意 x ∈ Q, 其绝对值 |x| 按定义等于 x (当 x ≥ 0) 或 −x (当 x < 0).

练习 2.6.9 验证上式确实给出 Q 上的全序, 而且此全序限制到 Z 上给出原有的序
结构.

注意到在 s 整除 r 的情形, [r, s] 正是之前定义的 r
s . 对于一般情形, 记

r

s
:= [r, s] ∈ Q

也是合理而方便的; r (或 s) 称为此表达式的分子 (或分母).
先前关于整数集 Z, 其加法和乘法运算, 以及序结构的性质对有理数集 Q 依然成

立, 而且 Q 上的加法和乘法限制到子集 Z 上给出原有的运算. 所需论证繁而不难, 请
感兴趣的读者自行练习. 眼下的重点是 Q 和 Z 的不同之处: 任何非零元都有乘法逆元.
首先, 记

Q× := Q∖ {0}.

命题 2.6.10 对于任意 x ∈ Q×, 存在唯一的 x−1 ∈ Q× 使得 xx−1 = 1.

证明 记 x = r
s , 其中 r, s ∈ Z ∖ {0}, 则 x−1 := s

r 满足 xx−1 = rs
rs = 1. 至于唯一性,

设 x′, x′′ ∈ Q 满足 xx′ = 1 = xx′′, 则有
x′ = x′ · 1 = x′xx′′ = 1 · x′′ = x′′;

这是我们之前见过的技巧.

按惯例, x−1 也记为 1
x . 从乘法逆元的刻画 xx−1 = 1 和乘法交换律容易看出

(x−1)−1 = x, (xy)−1 = y−1x−1 = x−1y−1,

其中 x, y ∈ Q×.
关于有理数集的构造留下了一个尾巴: 分式表达式 x = r

s 相对于给定的 x ∈ Q 并
非唯一. 能否为每个非零的有理数找到基本上唯一的, 而且最为经济的分式表法? 答案
来自中学数学司空见惯的一则事实, 尽管不是人人都留心过它的证明.
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定义–命题 2.6.11 设 r, s ∈ Z, 其中 s 6= 0. 若 r 和 s 互素, 则称分式表达式 r
s 是既约

的. 每个有理数都有既约表达式, 而且两个既约分式满足
r1
s1

=
r2
s2

的充要条件是 r1 = r2, s1 = s2 或 r1 = −r2, s1 = −s2.

既约分式的定义涉及一个尚未梳理的概念 — 互素, 它的证明也必须以整数的算术
理论为先决要件. 欲知详情, 且待下节分解.

注记 2.6.12 从有理数集 Q 向实数集 R 的过渡或者需要 Dedekind 分割, 或者需要以
Cauchy 数列取完备化, 两者都不在代数学的传统范围, 所以本书不予处理. 请有兴趣的
读者参考分析教材, 如 [7, §1.1].

2.7 算术入门
本节进一步勾勒整数集 Z 的基本代数性质. 它们多数是中学数学所介绍过的概念,

只是符号略有出入; 先前几节的例子中也曾不加说明地用过这些简单事实.
首先请回忆整除的定义. 对任意 x ∈ Z 定义 xZ := {xd : d ∈ Z}, 它由 x 的所有倍

数构成. 对于 x, y ∈ Z, 如果 y ∈ xZ 则称 x 整除 y, 记为 x | y, 否则记为 x ∤ y. 当 x | y
时, 我们称 x 为 y 的因数或因子.

命题 2.7.1 (整数的带余除法) 对于任意 a, d ∈ Z, 若 d 6= 0, 则存在唯一的 q, r ∈ Z 使
得 0 ≤ r < |d| 而 a = dq + r.

证明 不妨假定 d > 0. 考虑集合

R := {a− dq : q ∈ Z} ∩ Z≥0.

这是 Z≥0 的非空子集, 故有极小元, 记为 r; 相应地 a = dq + r . 必然有 r < d, 否则
a = d(q + 1) + (r − d) 将给出 r − d ∈ R 使得 0 ≤ r − d < r, 与 r 的极小性质矛盾. 这
就说明 q, r 的存在性.

至于唯一性, 设 dq + r = dq′ + r′, 其中 q, q′ ∈ Z 而 0 ≤ r ≤ r′ < d. 因为
r′ − r = d(q − q′) 既被 d 整除, 又有 0 ≤ r′ − r ≤ r′ < d, 易证唯一可能是 r′ = r, 从而
由 d 6= 0 推得 q = q′.

根据上述命题中的唯一性, 带余除法中的余数 r = 0 当且仅当 d | a.

引理 2.7.2 设 I 为 Z 的非空子集, 满足以下性质

x, y ∈ I =⇒ x+ y ∈ I,
a ∈ Z, x ∈ I =⇒ ax ∈ I.

此时存在唯一的 g ∈ Z≥0 使得 I = gZ.
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证明 先讨论 g 的存在性. 不妨设 I 6= {0}, 否则唯一取法是 g = 0. 注意到 g ∈ I ⇐⇒
−g ∈ I. 取 g 为 I 中的最小正整数. 包含关系 I ⊃ gZ 自明. 至于 ⊂, 设 m ∈ I, 用带余
除法表为 m = gq + r, 其中 0 ≤ r < g. 于是 r = m− gq 必为 0, 否则 r 将给出 I 中比
g 更小的正整数, 矛盾.

至于 g 的唯一性, 若正整数 g, g′ 满足 gZ = g′Z, 则它们相互整除, 故唯一可能是
g = g′.

以下选定 n ∈ Z≥1, 并考虑一族整数 x1, . . . , xn ∈ Z.

? 记这族整数的最小公倍数为

lcm(x1, . . . , xn) :=

{
min {m ∈ Z≥1 : ∀1 ≤ i ≤ n, xi | m} , ∀i, xi 6= 0,

0, ∃i, xi = 0.

? 记这族整数的最大公因数为

gcd(x1, . . . , xn) :=
{

max {d ∈ Z≥1 : ∀1 ≤ i ≤ n, d | xi} , ∃i, xi 6= 0,

0, ∀i, xi = 0.

定义在 x1 = · · · = xn = 0 时的合理性可以由稍后的命题 2.7.3 支持.

? 若 gcd(x1, . . . , xn) = 1, 则称 x1, . . . , xn 互素, 这也相当于说 x1, . . . , xn 没有 ±1
之外的公因子.

对给定的 x1, . . . , xn ∈ Z, 定义 Z 的子集
n∑
i=1

Zxi = Zx1 + · · ·+ Zxn

:=

{
n∑
i=1

aixi ∈ Z : a1, . . . , an ∈ Z

}
;

按照惯例, 极端情形 n = 0 (即 “空和”) 按 ∑0
i=1 Zxi := {0} 来解释.

命题 2.7.3 (É. Bézout) 设 x1, . . . , xn 为整数, 则

Zx1 + · · ·+ Zxn = gcd(x1, . . . , xn)Z.

作为推论, x1, . . . , xn 互素的充要条件是存在 a1, . . . , an ∈ Z使得 a1x1+ · · ·+anxn = 1.

证明 先处理第一部分. 不妨设 x1, . . . , xn 不全为 0, 否则等式两边按定义同等于 0.
以引理 2.7.2 取 g ∈ Z≥1, 使得 Zx1 + · · ·+Zxn = gZ. 请读者验证对于任意正整数

d, 我们有

(∀1 ≤ i ≤ n, d | xi) ⇐⇒ (∀x ∈ Zx1 + · · ·+ Zxn, d | x) ⇐⇒ d | g.
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这就足以表明 g = gcd(x1, . . . , xn).
现在处理第二部分. 基于上述结果, gcd(x1, . . . , xn) = 1 蕴涵 1 可以表为 a1x1 +

· · ·+ anxn 的形式; 反之, 若存在 a1, . . . , an 使得 1 = a1x1 + · · ·+ anxn, 则 x1, . . . , xn

当然互素.

定义 2.7.4 设 p ∈ Z ∖ {0,±1}. 如果 p 除了 ±1 和 ±p 之外没有别的因数, 则称 p 为
素元. 正的素元称为素数.

命题 2.7.5 (Euclid) 设 p 为素元, 若 a, b ∈ Z 使得 p | ab, 则必有 p | a 或 p | b.

证明 不妨设 p ∤ a. 因为 p 是素元, 此时 a 和 p 必无 ±1 以外的公因子, 亦即互素. 命
题 2.7.3 蕴涵存在 x, y ∈ Z 使得 1 = px+ ay. 于是 p | pxb+ aby = b.

定理 2.7.6 (算术基本定理) 任何非零整数 n ∈ Z 都有素因子分解

n = ±pa11 · · · parr ,

其中 r ∈ Z≥0 (当 r = 0 时右式规定为 ±1), p1, . . . , pr 是相异素数, a1, . . . , ar ∈ Z≥1,
而且此分解不论顺序是唯一的.

证明 关于分解的存在性, 处理 n ≥ 1 情形即可. 我们寻求形如 n = pa11 · · · parr 的分解.
如果 n 既非 1 又非素数, 则分解为 n = ab, 其中 1 < a, b < n. 继续对 a 和 b 递归地操
作, 最终可表 n 为若干个素数的乘积, 容许重复.

唯一性仍可简化到 n ≥ 1 情形. 设 pa11 · · · parr = qb11 · · · qbss , 其中 p1, . . . , pr 是相异
素数, q1, . . . , qs 也是相异素数, 而 ai, bj ∈ Z≥1. 注意到 r = 0 当且仅当 s = 0, 此时两
边都是 1. 故以下无妨设 r, s ≥ 1.

由于 p1 | qb11 · · · qbss , 反复应用命题 2.7.5 可知存在 1 ≤ j ≤ s 使得 p1 | qj ; 这进一
步蕴涵 p1 = qj . 重排下标后不妨假设 p1 = q1, 必要时等号两边互换, 不妨假设 a1 ≤ b1.
于是

pa22 · · · parr = pb1−a11 qb22 · · · qbss .

再次应用命题 2.7.5 可见 p1 不整除左式, 故 b1 = a1. 按此递归地论证, 即得分解的唯
一性.

因此对于任何素数 p, 我们有 p | n 当且仅当 p 在 n 的素因子分解中出现, 相应的
指数 a ∈ Z≥1 由以下性质唯一确定: pa | n 而 pa+1 ∤ n, 数论中的标准记法如下.

约定 2.7.7 设 p 为素数, 我们以符号 pa ‖ n 表达 pa | n 而 pa+1 ∤ n.

推论 2.7.8 考虑整数 n = ±
∏r
i=1 p

ai
i 和 m = ±

∏r
i=1 p

bi
i , 其中 p1, . . . , pr 是相异素数

而 ai, bi ∈ Z≥0, 则

gcd(n,m) =

r∏
i=1

p
min{ai,bi}
i , lcm(n,m) =

r∏
i=1

p
max{ai,bi}
i .
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对于任意多个正整数的 gcd 和 lcm 也有类似结果.

练习 2.7.9 利用上述结果, 证明对所有正整数 n, m 皆有

nm = gcd(n,m) · lcm(n,m).

练习 2.7.10 给出定义–命题 2.6.11 的完整证明.
提示 考虑分子非零的情形即可. 首先说明任何 r

s 都能化为既约分式. 以算术基
本定理 2.7.6 对 r 和 s 作素因子分解, 提出公因子即可.
其次, 考虑既约分式的等式 r1

s1
= r2

s2
. 从 r1s2 = r2s1 和互素的条件证明 s1 | s2; 对

称地, s2 | s1. 由此可得 s2 = ±s1.

素数列 2, 3, 5, 7, 11, . . . 是数论关切的基本对象; 这方面最古老也是最基础的结果
如下.

定理 2.7.11 (Euclid) 存在无穷多个素数.

证明 对任意一列素数 p1 < · · · < pn, 考虑

m := p1 · · · pn + 1,

则 m > 1, 而且它不被 p1, . . . , pn 中任一个素数整除. 因此 m 的素因子分解中必有不
同于 p1, . . . , pn 的素数.

2.8 同余式
在 §2.5 和 §2.7 的基础上, 我们接着介绍整数的同余关系, 它的妙用在 §1.1 关于平

方和问题的介绍中已显端倪.

定义 2.8.1 (同余式) 设 N ∈ Z. 称 a, b ∈ Z 是 mod N 同余的, 如果 N | a− b; 此关系
也写作

a ≡ b (mod N).

易见 mod N 同余是 Z 上的等价关系: 诚然,

? a ≡ a (mod N) (因为 N | 0, 或者说 0 ∈ NZ);

? a ≡ b (mod N) 等价于 b ≡ a (mod N) (因为 N | x 等价于 N | −x, 或者说 NZ
对运算 x 7→ −x 封闭);

? a ≡ b (mod N) 和 b ≡ c (mod N) 蕴涵 a ≡ c (mod N) (因为 NZ 对加法封闭).

定义 2.8.2 (同余类) 选定 N ∈ Z, 记 Z 对等价关系 mod N 的商集 (定义 2.5.4) 为
Z/NZ, 或简记为 Z/N ; 其中的等价类也称为 mod N 同余类.
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给定 x ∈ Z, 包含 x 的同余类可以具体地被描述为 Z 的子集

x+NZ := {a+Nd : d ∈ Z} .

以后我们也会使用更简短的符号如 [x], [x]N 或 x mod N 等来标记含 x ∈ Z 的
mod N 同余类, 便宜行事.

利用带余除法, 对每个 a ∈ Z 取其除以 N 的余数, 暂记为 RN (a) ∈ {0, . . . , N − 1},
则有

a ≡ a′ (mod N) ⇐⇒ RN (a) = RN (a′),

此即 “同余” 之义. 代入命题 2.5.8 (取 f = RN ) 遂有双射

RN : Z/NZ
1:1 {0, . . . , N − 1}.

借此, mod N 的同余类和 {0, . . . , N − 1} 的元素一一对应, 这就将 Z 划分为 N 个
mod N 同余类, 以 0, . . . , N − 1 为具体的代表元; 这些代表元的取法当然不唯一, 我们
同样可以取 1, . . . , N 等. 取余数所呈现的经常是一种虚假的具体感; 多数场合下, 直接
操作同余类更为简便.

练习 2.8.3 说明

a ≡ b (mod N) =⇒ gcd(a,N) = gcd(b,N);

特别地, 如果 b > a ≥ 1 而 b 用带余除法表作 b = aq + r, 其中 0 ≤ r < a, 则

gcd(a, b) = gcd(r, a)
{
= a, 若 r = 0,

继续作带余除法, 若 r 6= 0.

这便是以辗转相除法求最大公因数的实质.

练习 2.8.4 证明若 x ≡ x′ (mod N), y ≡ y′ (mod N), 则有

x+ y ≡ x′ + y′ (mod N), xy ≡ x′y′ (mod N).

一言以蔽之, 同余关系兼容于加法和乘法. 我们在 §1.1 证明过 m ≡ −1 (mod 4)

时 X2 + Y 2 = m 无整数解, 当时运用的无非是关于同余的上述性质.

作为同余式的初步例子, 以下是称为 Fermat 小定理的著名结果. 它有简单的
群论诠释, 行将给出的则是初等的迂回论证. 作为准备, 我们先来研究同余式 xy ≡ 1

(mod N) 对哪些 x ∈ Z 有解; 当然, 答案仅依赖于 x mod N .

命题 2.8.5 设 N ∈ Z≥1. 对于任意 x ∈ Z, 我们有

(∃y ∈ Z, xy ≡ 1 (mod N)) ⇐⇒ gcd(N, x) = 1.
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证明 左式有解相当于说存在 y, z ∈ Z 使得 xy −Nz = 1, 亦即 xZ+NZ 3 1. 将此代
入命题 2.7.3.

定理 2.8.6 (P. Fermat) 设 p 为素数, 则对于所有 x ∈ Z 都有

gcd(p, x) = 1 =⇒ xp−1 ≡ 1 (mod p). (2.8.1)

作为推论, 所有 x ∈ Z 都满足 xp ≡ x (mod p).

证明 设 p ∤ x. 根据命题 2.8.5, 存在 y ∈ Z 使得 xy ≡ 1 (mod p). 现在考虑 x 的所
有整数倍. 如果 k1x ≡ k2x (mod p), 利用练习 2.8.4 对两边同乘以 y, 可得 k1 ≡ k2

(mod p). 另一方面, 素数的性质确保 p ∤ k 时 kx 6≡ 0 (mod p). 这一切表明

kx, k = 1, . . . , p− 1

两两互不同余, 而且皆不 ≡ 0 (mod p), 所以它们的同余类和 1, . . . , p− 1 的同余类仅差
一个重排. 再次利用练习 2.8.4 可得

xp−1(p− 1)! = x · · · ((p− 1)x)

p−1 项
≡ 1 · · · (p− 1)

p−1 项
≡ (p− 1)! (mod p).

因为 p ∤ (p− 1)!, 仿照之前办法可从同余式两边消去 (p− 1)!, 这就证明了第一部分.
对于一般的 x ∈ Z, 或者 gcd(p, x) = 1, 从而对 xp−1 ≡ 1 (mod p) 两边同乘以 x 给

出 xp ≡ x (mod p); 或者 p | x, 从而 xp ≡ x (mod p) 平凡地成立 (两边皆同余 0), 这
就证明了第二部分.

定理 2.8.6 的逆命题并不成立. 满足 (2.8.1) 而非素数的正整数 p 称为 Carmichael
数, 有无穷多个; 前五个 Carmichael 数是 561, 1105, 1729, 2465, 2821. 尽管存在这些反
例, 性质 (2.8.1) 仍然在一些概率素性检测算法中扮演要角.

选定 n ∈ Z≥1. 回忆到一个整数与 n 互素与否仅依赖于它的 mod n 同余类. 细观
命题 2.8.5 和定理 2.8.6 的证明, 可以发现与 n 互素的同余类在 Z/nZ 中占有特别的
地位.

定义 2.8.7 (Euler函数) 设 n ∈ Z≥1,定义 ϕ(n)为不超过 n而与 n互素的正整数个数.

由于 Z/nZ 可以通过代表元等同于 {1, . . . , n}, Euler 函数 ϕ(n) 正是与 n 互素的
mod n 同余类个数. 注意到 ϕ(1) = 1.

练习 2.8.8 验证 Euler 函数 ϕ 的以下性质.

(i) 若 n = pa11 · · · parr 是素因子分解, 其中 ai ∈ Z≥1, 则

ϕ(n) =

r∏
i=1

(
paii − p

ai−1
i

)
= n

r∏
i=1

(
1− 1

pi

)
.
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(ii) 若 n,m ∈ Z≥1 互素, 则 ϕ(nm) = ϕ(n)ϕ(m).

(iii) 证明
∑
d≥1
d|n

ϕ(d) = n.

(iv) 证明 limn→+∞ ϕ(n) = +∞.

练习 2.8.9 (Möbius函数) 定义 Möbius 函数 µ : Z≥1 → {0,±1} 如下:

µ(m) :=

{
(−1)m 的素因子个数, m无平方因子,
0, m有平方因子.

(i) 证明 Möbius 函数满足 gcd(a, b) = 1 =⇒ µ(ab) = µ(a)µ(b).

(ii) 证明 ϕ(n) =
∑
d|n µ(d) ·

n
d ; 当然, 此处的

∑
d|n 意谓对 n 的所有正因数求和.

2.9 集合的基数
集合的大小是数学中的一个基本概念. 显而易见, {0, . . . , n − 1} 的大小应当是 n,

而空集的大小应当是 0. 对于一般的集合 A, 最简单的方法是分成有限和无穷两种情形.
为了代数学的研究, 还必须对无穷集的大小作进一步的细分.

从日常经验启发, 一种自然的思路是将 A 的元素排序, 以排序的结果来丈量集合
的大小. 这可以类比于排队报数. 对于有限集 A, 选取 A 上的全序就相当于选取双射
A

1:1 {0, . . . , n− 1}, 此时 n 正是 A 的大小, 它不依赖全序的选取.
对于无穷集的情形, 所需序结构的性质, 其存在性, 以及赖以丈量大小的标尺 (例如

先前的全序集 {0, . . . , n− 1}) 都有待明确; 此外还要说明丈量结果和排序方式无关. 这
一切终将导向 Cantor 的序数理论, 需要集合论的进阶知识. 本书退而求其次, 仅将集合
的大小关系作为一种等价关系来理解.

定义 2.9.1 设 A 和 B 为集合, 若存在双射 f : A
1:1

B, 则称 A 和 B 等势, 或者说它
们有相同的基数, 记作 |A| = |B|.

等势是集合之间的等价关系: 显然有
(i) |A| = |A| (取 f = idA),
(ii) |A| = |B| 蕴涵 |B| = |A| (以 f−1 代 f),
(iii) |A| = |B| 连同 |B| = |C| 蕴涵 |A| = |C| (双射作合成仍是双射).
所以集合 A 的基数 |A| 可以理解为一个等势类7).

定义 2.9.2 设 A 和 B 为集合, 若存在单射 f : A ↪→ B, 则记作 |A| ≤ |B|; 以 |A| < |B|
表示 |A| ≤ |B| 而 |A| 6= |B|.

7)所有集合的总体并不构成集合, 所以等势类确实只是注记 2.1.1 意义下的一个 “类”. 若愿意改用序数的
进路, 则可以具体将等势类或基数理解为一种特殊的集合.
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一些简单观察: (i) 任何子集 A′ ⊂ A 都满足 |A′| ≤ |A| (取 f 为包含映射
f(a′) = a′), (ii) 若 |A| = |B| 则 |A| ≤ |B| (双射自然是单射), (iii) |A′′| ≤ |A′| 连同
|A′| ≤ |A| 蕴涵 |A′′| ≤ |A| (单射的合成依然单).

为了使以上定义的 ≤ 真正合乎我们对大小关系的要求, 以下性质也是必要的. 对
证明感兴趣的读者请查阅 §A.3.

? (引理 A.3.1) 若存在满射 f : B ↠ A, 则 |A| ≤ |B|.

? (Schröder–Bernstein 定理 A.3.2) 若 |A| ≤ |B| 而 |B| ≤ |A|, 则 |A| = |B|.

? (定理 A.3.3) 对任意集合 A 和 B, 必有 |A| ≤ |B| 或 |B| ≤ |A|.

约定 2.9.3 设 n ∈ Z≥0,如果 A和 {0, . . . , n−1}等势,则记为 |A| = n;特别地, |A| = 0

等价于 A = ∅.

现在可以对有限集作一正式而精确的定义: 若存在 n ∈ Z≥0 使得 |A| = n, 则称 A

有限, 否则称 A 无穷. 以下两条性质几乎是一目了然的, 严谨证明请见 §A.3.

命题 2.9.4 (抽屉原理) 设 A 和 B 是等势的有限集, 则任何单射 (或满射) f : A → B

自动是双射.

命题 2.9.5 集合 A 无穷当且仅当存在单射 Z≥0 ↪→ A.

练习 2.9.6 设 A 是无穷集, 则存在单而非满 (或满而非单) 的映射 f : A→ A. 这是 R.
Dedekind 对无穷集的刻画; 参看命题 2.9.4.

提示 以命题 2.9.5 化约到 A = Z≥0 的情形.

我们可以将 Z≥0 等同于有限基数, 而 Z≥0 上的代数运算按以下方式扩展到任意
基数.

▷ 加法 |A|+ |B| := |A tB| (无交并);

▷ 乘法 |A| · |B| := |A×B| (积集);

▷ 指数 |A||B| :=
∣∣AB∣∣ (映射集).

容易看出它们只和 |A|, |B| 相关, 不依赖集合 A, B 的选法; 由于对无穷多个集合一样
能作无交并或积, 加法和乘法也可以对无穷多个基数来操作.

作为特例, 回忆到 P (A) 代表集合 A 的幂集, 再以 1S : A → {0, 1} 代表在子集
S ⊂ A 上取 1, 其外取 0 的函数, 则双射

{0, 1}A P (A)

f f−1(1)

1S S

1:1

∈ ∈ (符号 f−1(1) 如定义 2.2.10)
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给出基数的等式
2|A| 定义 ∣∣{0, 1}A∣∣ = |P (A)| .

命题 2.9.5 断言无穷集总是包含一份 Z≥0 的副本, 所以 |Z≥0| 是最小无穷基数, 它
占有特别的地位.

定义 2.9.7 记 ℵ0 := |Z≥0|. 满足 |A| = ℵ0 的集合称为可数集或可列集. 满足 |A| ≤ ℵ0
的集合称为至多可数集, 这也相当于说 A 或者有限, 或者可数.

命题 2.9.8 有限多个可数集的并和积依然可数.

证明 说明两个可数集的无交并和积依然可数即可. 对于无交并的情形, 使用以下映射

Z≥0 t Z≥0
1:1

Z≥0,

它映第一份 Z≥0 之中的 x 为 2x, 映第二份 Z≥0 之中的 x 为 2x+ 1.
对于积的情形, 使用以下映射:

Z≥0 × Z≥0
1:1

Z≥0

(a, b) 7→ 2a(2b+ 1)− 1.

这相当于说 (a, b) 7→ 2a(2b+ 1) 是从 Z≥0 × Z≥0 到 Z≥1 的双射, 双射性质是算术基本
定理 2.7.6 的简单应用. 这些映射的取法当然不是唯一的.

注记 2.9.9 推而广之, 以 κ 和 λ 代表任两个集合的基数, 其中至少有一者无穷, 则有
κ · λ = max{κ, λ} = κ+ λ; 命题 2.9.8 不过是其特例 ℵ0 · ℵ0 = ℵ0 = ℵ0 + ℵ0. 一般情形
的证明比较曲折, 详见 [10, 推论 1.4.9 (i)].

关于有限并的结论还可以强化.

推论 2.9.10 设 (Ai)i∈I 是一族可数集, 而下标集 I 本身也可数, 则
⋃
i∈I Ai 可数.

证明 为每个 i ∈ I 选定双射 fi : Z≥0 → Ai. 以此定义映射

ϕ : I × Z≥0 →
⋃
i∈I

Ai

(i, n) 7→ fi(n).

由于 {i}×Z≥0 的像是 Ai, 映射 ϕ 显然满. 于是 ∣∣⋃
i∈I Ai

∣∣ ≤ |I| · ℵ0 = ℵ0 · ℵ0 = ℵ0 (命
题 2.9.8). 另一方面, 每个 Ai 皆无穷, 故 ⋃

i∈I Ai 无穷. 综上,
∣∣⋃

i∈I Ai
∣∣ = ℵ0.

如果将条件改成每个 Ai 都是至多可数的, 则 ⋃
i∈I Ai 也至多可数.

例 2.9.11 整数集 Z 是可数的, 因为它是 Z≥0 和 Z≤−1 的并, 而 Z≤−1 当然和 Z≥0 等
势. 有理数集 Q 是可数的, 因为它是可数集 1

nZ :=
{
r
n : r ∈ Z

}
的并, 其中 n = 1, 2, . . ..

未定稿: 2024-10-20
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这些例子说明无穷集的大小关系和有限情形大有区别: 一个无穷集 (比如 Z) 可
以和它的真子集 (比如偶数子集或奇数子集) 等势. 这就造成了被许多科普书籍称为
“Hilbert 旅馆” 的奇谈怪论: 考虑一间有可数无穷多间客房的旅馆, 即使处在满房状
态, 它也能够招待任何一位新客人, 办法是将 n 间的住客撵到第 n+ 1 间, 其中 n 遍历
Z≥0, 从而腾出第 0 间房.

Hilbert 旅馆还能一次腾出可数多间房, 方法是应用命题 2.9.8 的双射 Z≥0
1:1

Z≥0 t Z≥0. 基于推论 2.9.10, 它甚至能招待可数个旅行团, 每团都有可数个人. 然而以
下定理表明幂集旅行团 P (Z≥0) 可以轻易击穿其接待能力, 缘由是 2ℵ0 > ℵ0; 所以一旦
无穷的概念得到细化, Hilbert 旅馆就不再显得突兀了.

定理 2.9.12 (G. Cantor) 对任意集合 A 都有 2|A| = |P (A)| > |A|.

证明 映 a ∈ A 为独点集 {a} 给出单射 A ↪→ P (A), 因此 |A| ≤ |P (A)|. 为了说明这
是严格不等式, 以下证任何映射 φ : A → P (A) 皆非满. 原因很简单: 考虑 A 的子集
B := {a ∈ A : a /∈ φ(a)}, 不存在 a′ ∈ A 使得 B = φ(a′), 否则 a′ ∈ B 或 a′ /∈ B 俱不
成, 具体推导留给读者自娱.

请注意到以上技巧和 Russell 悖论 (注记 2.1.1) 的相似性.

习题

1. 验证关于集合的以下等式, 其中 I 是非空集, 而 (Yi)i∈I 代表一族以 i ∈ I 为下标的集合:

(i) X ∩ (
⋃
i∈I Yi) =

⋃
i∈I(X ∩ Yi);

(ii) X ∪ (
⋂
i∈I Yi) =

⋂
i∈I(X ∪ Yi);

(iii) X ∖
⋃
i∈I Yi =

⋂
i∈I(X ∖ Yi);

(iv) X ∖
⋂
i∈I Yi =

⋃
i∈I(X ∖ Yi).

2. 设 A, B, C 为集合. 定义所谓的坐标投影映射

A×B × C

A×B A× C B × C

p12 p13
p23

(a, b, c)

(a, b) (a, c) (b, c).

说明当映射 f : A→ B 和 g : B → C 给定, gf : A→ C 的函数图形 Γgf 是

Γgf = p13
(
p−1
12 (Γf ) ∩ p

−1
23 (Γg)

)
.

3. 给出自然的双射 AI×J
1:1

(AI)J , 其中 I, J,A 是任意集合.

4. 说明若在命题 2.2.6 中容许 A 为空集, 则只能得到等价 (i) ⇐⇒ (iii) 和 (i)’ ⇐⇒ (iii)’.
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5. 设 R 是集合 A 上的二元关系. 定义 A 上的二元关系 Rop 使得 xRy ⇐⇒ yRopx.

(i) 证明 R 给出 A 上的预序 (或偏序, 全序) 结构当且仅当 Rop 亦然.

(ii) 对于任意集合 S, 给出从偏序集 (P (S),⊂) 到 (P (S),⊂op) 的同构. 提示 对任意
子集 T ⊂ S 取 S ∖ T ⊂ S.

6. 设 R ⊂ A×B 和 S ⊂ B × C 为二元关系. 定义它们的合成为

SR := {(a, c) ∈ A× C : ∃b ∈ B, aRb ∧ bSc} ;

这仍是二元关系.

(a) 验证二元关系的合成满足结合律 T (SR) = (TS)R, 前提是合成有意义.

(b) 对二元关系 R ⊂ A×B 验证 ∆BR = R = R∆A, 其中 ∆A 和 ∆B 如 (2.4.1).

(c) 说明若 R 来自映射 f : A → B 而 S 来自映射 g : B → C, 则 SR 来自合成映射
gf : A→ C.

(d) 对于集合 A 上的二元关系 R ⊂ A×A 和 n ∈ Z≥1, 我们定义

Rn := R · · ·R
合成 n 份

.

说明关系 R 满足传递性 (即: a1Ra2 ∧ a2Ra3 =⇒ a1Ra3) 当且仅当 Rn ⊂ R 对所
有 n 皆成立.

7. 设偏序集 (P,�) 的所有非空子集皆有极大元. 证明如果单射 θ : P → P 满足 x � θ(x),
则 θ = idP .
提示 命 S = {x ∈ P : θ(x) 6= x}. 若 S 非空则取其极大元 y, 从 y ≺ θ(y) 推导
θ(y) ≺ θ(θ(y)), 继而推导矛盾.

8. 设 (A,�) 为预序集. 定义 A 上的二元关系 ∼ 如下:

a ∼ a′ ⇐⇒ (a � a′) ∧ (a′ � a).

(i) 说明 ∼ 是 A 上的等价关系. 记包含 a ∈ A 的等价类为 [a].

(ii) 说明可以合理地定义 A/ ∼ 上的偏序 �, 使得 [a] � [a′] ⇐⇒ a � a′ 对一切
a, a′ ∈ A 成立, 而且商映射 q : A→ A/ ∼ 严格保序.

(iii) 对任意偏序集 (B,�), 明确地写下一一对应
{
f : A→ B

∣∣保序映射} 1:1 {
f : (A/ ∼) → B

∣∣保序映射} .
提示 对应到 f 的映射是 f := f ◦ q.

9. 补全 §2.6 中关于下述性质的验证.

(i) 关于 Z 对加法和乘法的性质 (从加法结合律直到分配律).

(ii) 关于 Z 上的全序 ≤ 在加法和乘法之下的性质 (2.6.2).
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10. 设 (A,�) 和 (B,�) 为偏序集. 在 A × B 上定义二元关系 � 如下: (a, b) � (a′, b′) 当
且仅当

a ≺ a′, 或 (a = a′) ∧ (b � b′).

(a) 说明这给出 A×B 上的偏序, 称为字典序.

(b) 证明若 A 和 B 是全序集, 则 A×B 亦然.

(c) 证明若 A 和 B 是良序集, 则 A×B 亦然.

11. 设 x ∈ R 而 a, b ∈ Z≥1. 证明 ⌊
x
ab

⌋
=
⌊

⌊x/a⌋
b

⌋
. 提示 以 ab 为除数作带余除法.

12. 设 p 为素数. 对所有非零整数 m 取唯一的 vp(m) ∈ Z≥0 使得 pvp(m) ‖ m (约定 2.7.7).

(i) 设 n ∈ Z≥0. 证明 vp(n!) =
∑∞
k=1

⌊
n

pk

⌋
.

提示 将 n! 写成 p(2p) · · · (bn
p
cp) 乘以一个与 p 互素的数, 然后继续操作.

(ii) 作展开 n = a0 + a1p+ · · ·+ arp
r, 其中 0 ≤ ai < p. 基于 (i), 证明

vp(n!) =
n−

∑r
i=0 ai

p− 1
.

13. 修改 Euclid 定理 2.7.11 的证明以推导
(i) 形如 4n− 1 的素数有无穷多个;

(ii) 形如 6n− 1 的素数有无穷多个.

提示 给定素数 p, 对 (i) 考虑 (22357 · · · p) − 1, 对 (ii) 考虑 (2357 · · · p) − 1, 讨论其素
因子.

14. (Möbius 反演公式) 形如 f : Z≥1 → C 的映射称为算术函数; 如果 f 进一步满足
gcd(a, b) = 1 =⇒ f(ab) = f(a)f(b), 则称 f 为乘性算术函数. 对算术函数 f 和 g 定义
f ? g : Z≥1 → C 为

(f ? g)(n) =
∑
d|n

f(d)g(n/d).

(i) 验证交换律 f ? g = g ? f 与结合律 (f ? g) ? h = f ? (g ? h).

(ii) 验证若 f 和 g 是乘性的, 则 f ? g 亦然.

(iii) 定义算术函数 δ 使得 δ(1) = 1, 而 n > 1 =⇒ δ(n) = 0. 证明 δ 是乘性的, 而且
δ ? f = f 对所有 f 成立.

(iv) 考虑练习 2.8.9 介绍的 Möbius 函数 µ, 它是乘性的. 证明若 g = 1 ? f 则 f = µ ? g,
其中 1 代表常值函数 1.
提示 将问题归结为证 µ ? 1 = δ, 然后用乘性来简化.

Möbius 反演公式在局部有限偏序集中有所推广, 可参阅 [10, §5.4].

15. 对任意集合 A, 证明基数的等式

ℵ0 + |A| =

{
|A|, A无穷,
ℵ0, A有限.
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16. 对于熟悉数学分析的读者, 请尝试证明区间 [0, 1] 的基数是 2ℵ0 .

17. 对任意集合 S 定义

CS :=
{映射 f : S → {0, 1}

∣∣ f−1(1)有限} .
试证当 S 有限时 |CS | = 2|S|, 当 S 无穷时 |CS | = |S|. 提示 用注记 2.9.9 的性质.
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第三章 环, 域和多项式

在回溯代数学的渊源时, 我们已经看到 “数” 的四则运算构成经典代数问题的舞台.
受此启发, 理应对 “数” 及其操作进行抽象. 所谓的环, 可理解为配备加法, 减法和乘法
运算的集合 (例如整数环 Z), 而域则是乘法有交换律, 包含至少两个元素, 而且当分母
非零时能作除法的环 (例如有理数域 Q). 譬如线性方程组的 Gauss–Jordan 消元法便
只涉及四则运算, 因而能在任意域上表述并操作.

基于集合的语言, 环和域结构都有简明而严谨的公理化表述. 环 R 有乘法幺元 (或
加法零元) 1R (或 0R), 简记为 1 (或 0). 从环 R 到环 R′ 的映射 f : R→ R′ 若满足

f(x+ y) = f(x) + f(y), f(xy) = f(x)f(y), f(1R) = 1R′ ,

则称 f 为环同态; 兼为双射的环同态称为环同构. 相互同构的环本质上是相同的, 因为
它们的元素及运算在双射之下相互匹配. 代数结构和其间的同态与同构是代数学中的
基础概念, 而环同构不过是本书处理的第一则例子. 详细解说请见 §§3.1–3.2.

环的定义中仅要求加法交换, 乘法则未必; 乘法满足交换律的环称为交换环. 随着
我们以后对线性方程组的理解不断深化, 非交换环将在关于矩阵与线性映射的讨论中
自然地出现.

本章的另一个主题是 §§3.3–3.4 探讨的多项式. 一元多项式可以约略地理解为形如
f = a0 + a1X + · · ·+ anX

n 的符号, 其中 n ∈ Z≥0, X 是变元, 而 a0, . . . , an 是一列系
数; 这些系数在初等数学中默认为复数, 然而既然已有环和域的概念, 将系数取在任意
域乃至于交换环中都是合理的. 一旦写下严格定义, 交换环 R 上的全体一元多项式对
多项式的加法与乘法运算便成为环 R[X]; 多元的情形 R[X,Y, . . .] 当然也类似. 只要读
者承认系数在 Q,R,C 上的多项式是自然的数学对象, 则交换环 Q[X],R[X],C[X] 也同
等地自然且必要.

对多项式代值给出多项式函数. 初等数学中的另一类自然对象是域 F 上的有理函
数, 它们表作分式 f

g , 其中 f ∈ F [X] 而 g ∈ F [X], g 6= 0. 如果将多项式抽象地理解
为一列系数, 而非对应的多项式函数, 则有理函数 f

g 便不能也不必按字面理解为函数,
而应理解为由一对多项式 (f, g) 所表达的分式, 前提是 g 6= 0, 而且须将满足通分关系
f1g2 = f2g1 的对 (f1, g1) 和 (f2, g2) 等量齐观. 这点将在 §3.5 通过等价关系与商集的
语言来表述. 全体 f

g 构成一元有理函数域 F (X) = Frac(F [X]). 值得点出的是称为分
式域的这一构造不仅适用于多项式环, 还适用于称为整环 (定义 3.1.11) 的一大类交换
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78 第三章 环, 域和多项式

环; 从 Z 到 Q = Frac(Z) 的过渡不过是分式域的初步实例.
多项式与多项式函数在一般的域上需要严格区别; §3.6 将探讨两者的差异. 举例来

说, 对所有素数 p, 整数的 mod p 同余关系引出有限域 Fp = Z/pZ (例 3.1.12), 而其上
的多项式 Xp −X 恒取零值 (例 3.3.5). 命题 3.6.2 将说明在包括无穷域在内的无穷整
环上不会发生这种现象.

诸如 Fp 的有限域极为有用, 它们在基础数学与通信, 密码等应用领域中频繁出现;
Fp 与 C 或其子域的一个重要差别是任何元素 x ∈ Fp 皆满足

x+ · · ·+ x

p 项
= 0Fp .

由此便引出了关于域 F 的特征 char(F ) 的重要概念, 这是 §3.7 将讨论的主题.

阅读顺序

§3.1 §3.2 §3.3

§3.4

§3.5

§3.6

§3.7

3.1 环和域
自从 20 世纪以降, 数学家的目光开始从具体问题转向抽象集合上的抽象运算. 集

合, 运算连同这些运算具备的基本性质, 一道构成了代数学中所谓的 “结构”. 大而化之
地说, 非空集 S 上的 n 元运算 (n ∈ Z≥1) 无非是指一个映射 Sn → S; 譬如加法 + 和
乘法 · 都是 Z 上的二元运算. 对于一般的二元运算

? : S × S → S,

习惯的作法是将 ?(s1, s2) 写成 s1 ? s2. 对于可以理解为某种乘法的运算, 通常以 · 标
记; 简写 s1s2 = s1 · s2 也是常用的.

我们在 §1.1 的综述中已经体认, 解方程的经典问题应该以具备四则运算的集合为
舞台, 熟悉的例子有 Q, R 和 C. 行将介绍的 “域” 是这类结构的提纯. 我们将采取层层
递进的方式, 首先引进具有加法和乘法的结构, 称为环, 要求乘法交换以得到交换环, 最
后要求非零元皆可逆来抵达域的概念. 途中风景在应用中也有各自的位置, 譬如不定方
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§3.1 环和域 79

程必须在无除法的 Z 上求解, 而对于线性方程组的研究, 其中涉及的线性映射或矩阵将
给出非交换环的自然例子.
现在进入正题. 环是配备加法 + 和乘法 · 两种二元运算的集合, 而且乘法和加法

分别具有相应的幺元 (又称单位元, 加法情形也称零元). 细说如下.

定义 3.1.1 一个环是指资料 (R,+, ·, 0R, 1R), 其中 R 是集合, 0R, 1R ∈ R, 而 + :

R×R→ R 和 · : R×R→ R 都是二元运算, 使得以下条件成立.

1. 加法运算满足以下条件:

▷ 结合律 (x+ y) + z = x+ (y + z);
▷ 零元性质 x+ 0R = x = 0R + x.
▷ 交换律 x+ y = y + x.
▷ 加法逆元 对所有 x 皆存在 −x 使得 x+ (−x) = 0R.

2. 乘法运算 x · y 也简写为 xy, 它满足以下条件:

▷ 结合律 (xy)z = x(yz);
▷ 幺元性质 x · 1R = x = 1R · x;

3. 乘法对加法满足

▷ 分配律 (x+ y)z = xz + yz, z(x+ y) = zx+ zy.

其中 x, y, z 代表 R 中的任意元素. 不致混淆时, 我们也把 0R, 1R 简记为 0, 1, 并以 R

总括资料 (R,+, ·, 0R, 1R). 我们也将 x+ (−y) 写作 x− y.

以下介绍的几条运算性质都是定义的简单结论.

? 结合律确保任意有限多个元素的加法和乘法可以不带括号地写作 x + y + z, xyz
等.

? 分配律具有双边的版本:

a(x+ y)b = (ax+ ay)b = axb+ ayb.

? 加法和乘法幺元都由各自的幺元性质唯一确定. 何以故? 设 0R 和 0′R 皆满足加
法幺元性质, 1R 和 1′R 皆满足乘法幺元性质, 则

0R = 0R + 0′R = 0′R, 1R = 1R · 1′R = 1′R.

所以环的资料 (R,+, ·, 0R, 1R) 中的 0R 和 1R 可以略去, 要求对加法或乘法都存
在满足幺元性质的元素即可.

? 加法满足消去律: 若 x + y = x′ + y, 等式两边同加 −y, 应用加法结合律遂得
x = x+ y + (−y) = x′ + y + (−y) = x′.
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80 第三章 环, 域和多项式

? 任何 x 的加法逆元 −x 皆唯一, 这是因为若 x + x′ = 0 = x + x′′, 则加法消去律
蕴涵 x′ = x′′. 因此取加法逆元 x 7→ −x 也可以视为 R 上的一元运算.

? 从加法逆元的唯一性和 x+ (−x) = 0 = (−x) + x 立见 −(−x) = x.

? 恒等式 x·0 = 0 = 0·x成立. 以第一个等号为例,缘由是 x·0 = x·(0+0) = x·0+x·0,
对两端应用消去律可得 x · 0 = 0.

? 恒等式 (−x)y = −xy = x(−y) 成立, 这是缘于

(−x)y + xy = (−x+ x)y = 0 · y = 0, x(−y) + xy = x(−y + y) = x · 0 = 0

和加法逆元的唯一性.

? 作为上式的应用, 我们有 (−1) · y = −y 和 −x = x · (−1); 特别地, 代入 x = −1
给出 (−1) · (−1) = 1.

注记 3.1.2 最平凡的环是零环: 这是只有单个元素 1 = 0 的环, 从环论观点看是无趣
的. 另一方面, 非零环必然满足 1 6= 0, 否则任何 x 都满足 x = x · 1 = x · 0 = 0.

对于任意 n ∈ Z≥0 和 r ∈ R, 我们引入自明的写法

n · r = nr := r + · · ·+ r

n 项
, n ≥ 1,

0 · r := 0, (−n) · r = (−n)r := −(n · r)
(3.1.1)

请读者简单地自我说服
n(r + r′) = nr + nr′, (n+m)r = nr +mr,

(nm)r = n(mr), (nr)r′ = n(rr′),

r(n · 1R) = nr = (n · 1R)r
(3.1.2)

对所有 n,m ∈ Z 和 r, r′ ∈ R 皆成立. 以最后一个等号为例, 当 n ≥ 0 时 nr 等于

r + · · ·+ r

n 项
= 1R · r + · · ·+ 1R · r

分配律
(1R + · · ·+ 1R

n 项
)r = (n · 1R)r,

而 n < 0 时则可通过取加法逆元来处理; 其他几条等式的论证同样简单. 这些运算规律
表明 Z 虽然未必能视同环 R 的子集, (3.1.1) 的写法并不会导致混淆.

对于带有二元运算 ? 的非空集 S 及其子集 S′, 如果对所有 s1, s2 ∈ S′ 都有
s1 ? s2 ∈ S′, 则我们顺理成章地说 S′ 对运算 ? 封闭, 对于一般的 n 元运算当然也有类
似的说法. 封闭性可以用来定义代数结构的子结构, 以下仍以环为例.

定义 3.1.3 如果 R 的子集 R0 包含 0R, 1R, 而且在加法, 乘法运算和加法取逆 x 7→ −x
之下封闭, 则 (R0,+, ·, 0R, 1R) 也是环, 称为 R 的子环.
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例 3.1.4 环 R 的中心定义为

Z(R) := {z ∈ R : ∀x ∈ R, zx = xz} .

容易看出 Z(R) 是 R 的子环.

定义 3.1.5 设 x 是环 R 的元素. 若存在 y ∈ R 使得 xy = 1 (或 yx = 1), 则称 y 为 x

的右逆 (或左逆), 而 x 右可逆 (或左可逆). 若 x 左右皆可逆, 则称 x 可逆. 由 R 的可
逆元构成的子集记为 R×.

引理 3.1.6 如果环 R 的元素 x 可逆, 则 x 的左逆也必然是右逆, 而且存在唯一的
x−1 ∈ R 使得 x−1x = 1 = xx−1; 此时 (x−1)−1 = x.

证明 论证和关于逆映射的版本 (见定义 2.2.7 之后的讨论) 如出一辙, 以幺元 1 代替
该处的 id 便是, 不必重复.

注意到 R× 包含 1 (显然 1−1 = 1), 而且对乘法运算封闭: 从 y−1x−1xy = 1 =

xyy−1x−1 可得
(xy)−1 = y−1x−1, x, y ∈ R×.

进一步, 性质 (x−1)−1 = x 说明 R× 对取逆运算 x 7→ x−1 也封闭.
对于环中的元素 r ∈ R 及其 n ∈ Z≥1, 我们记

rn = r · · · r
n 项

,

此外 r0 := 1. 若 r ∈ R×, 则进一步记

r−n := (rn)−1 = (r−1)n, n ∈ Z≥1.

我们总有等式 rm+n = rmrn; 当 r 可逆时, 此式对 m 或 n 为负的情形同样成立.
同理, rmn = (rm)n.

练习 3.1.7 设 u ∈ R×, 证明 r ∈ R 可逆等价于 ur 可逆, 也等价于 ru 可逆. 具体写下
这些逆元之间的关系.

提示 我们有 r = u−1(ur) = (ru)u−1.

定义 3.1.8 如果环 R 的乘法满足交换律 xy = yx, 则称 R 为交换环.

因此 R 是交换环当且仅当 Z(R) = R.
现在万事俱备, 可以将域定义为能作除法的交换环, 前提是除数非零. 如果不要求

乘法交换, 得到的概念则称为除环.

定义 3.1.9 满足 R× = R ∖ {0} (换言之: 零不可逆, 而非零元皆可逆) 的环称为除环.
交换除环称为域. 域的子环如果也构成域, 则称之为子域.
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注意: 除环定义中关于零不可逆的条件是为了排除注记 3.1.2 的零环.
域是本书最常谈及的代数结构之一, 另一方面, 确实存在非交换的除环, 而且它们

在许多研究中自然地出现, 最突出的例子是后续章节将介绍的四元数除环.
由于域的乘法顺序可换, 在域中可以合理地将 xy−1 写作 x/y 或 x

y , 前提是 y 6= 0.

例 3.1.10 相对于寻常的乘法和加法运算, C 是域, 而 R, Q 都是 C 的子域, 而子环 Z
不是域; 事实上 Z× = {±1}.

比域更宽松的概念是整环, 它以整数环 Z 为模板.

定义 3.1.11 非零交换环 R 若满足 x, y 6= 0 =⇒ xy 6= 0, 则称为整环.

整环的子环显然也是整环. 在整环中乘法对所有非零元都有消去律, 这是因为
x 6= 0 和 xy = xz 蕴涵 x(y − z) = 0, 因而蕴涵 y = z. 域自动是整环, 这是因为 x 6= 0

和 xy = 0 给出 y = x−1xy = x−1 · 0 = 0.
以上举出的域都是 C 的子域1). 另一方面, 在数学其他领域和线性代数的应用中将

不可避免地遇到有限域. 下一则例子将包含最简单的一类有限域, 其元素个数为素数.

例 3.1.12 (同余类构成的环) 设 N ∈ Z. 定义 2.8.2 考察了 mod N 同余类构成的集合
Z/NZ, 或简记为 Z/N . 以 [x] ∈ Z/NZ 代表含 x ∈ Z 的同余类, 必要时也表作 [x]N ;
在 Z/NZ 上定义加法和乘法运算如下

[x][y] := [xy], [x] + [y] := [x+ y],

其中 x, y ∈ Z. 运算是良定义的, 也就是说运算产物仅依赖同余类 [x]和 [y]而不是 x和
y 的具体取法, 这是练习 2.8.4 的内容. 取 0Z/NZ := [0], 1Z/NZ := [1], 立见 Z/NZ 对此
运算成为交换环. 注意到 Z/0Z = Z 而 Z/(−N)Z = Z/NZ, 因此以下不妨设 N ∈ Z≥1,
此时 Z/NZ 恰有 N 个元素; 它是零环当且仅当 N = 1.
注意到 [x] ∈ (Z/NZ)× 相当于说同余式 xy ≡ 1 (mod N) 有解 y ∈ Z. 基于命题

2.7.3, 此式有解等价于 x 和 N 互素; 换言之,

(Z/NZ)× = {[x] : x ∈ Z, x,N 互素} ;

基于 Euler 函数 ϕ 的定义 2.8.7 及其后的讨论, 由此就得出 |(Z/NZ)×| = ϕ(N). 作为
推论,

Z/NZ为域 ⇐⇒ ϕ(N) = N − 1
显然⇐⇒ N 为素数.

本章习题将说明 Z/NZ 为整环当且仅当它是域.

设 p 为素数. 域 Z/pZ 是有限域的初步例子. 鉴于它的重要性, 我们另外引入符号

Fp := Z/pZ.
1)一些教材将 C 的子域称为 “数域”, 本书不从.

未定稿: 2024-10-20



§3.1 环和域 83

例 3.1.13 (环的直积) 取一族环 (Ri)i∈I , 下标 i 遍历某个非空集 I. 我们在 §2.3 已经
说明如何定义它们作为集合的积

∏
i∈I Ri, 其成员表作元素组 r = (ri)i∈I , 其中 ri ∈ Ri.

以下介绍如何赋之以自然的环结构, 称作 (Ri)i∈I 的直积, 这是从已有的环构造新环的
众多途径之一.

在
∏
i∈I Ri 上逐分量地定义加法和乘法, 分别写作

(ri)i + (r′i)i∏
i Ri 的加法

:= ( ri + r′i
Ri 的加法

)i∈I , (ri)i · (r′i)i∏
i Ri 的乘法

:= ( ri · r′i
Ri 的乘法

)i∈I .

定义零元 0 为 (0i)i, 幺元 1 为 (1i)i, 下标 i 代表它们分别是 Ri 中的零元和幺元. 环论
的公理都能化到每个 Ri 上来检验, 兹以加法结合律为例:

((ri)i + (r′i)i) + (r′′i )i = ((ri + r′i) + r′′i )i
= (ri + (r′i + r′′i ))i = (ri)i + ((r′i)i + (r′′i )i),

其他情形也是类似的. 容易看出 −(ri)i = (−ri)i. 若 I = {1, . . . , n}, 对应的直积也写作
R1 × · · · ×Rn 的形式.

接着考虑每个 Ri 都是同一个环 R 的特例, 这时
∏
i∈I Ri 化为映射集 RI = {f :

I → R} 相对于逐点或逐元素的运算

(f + g)(i) := f(i) + g(i), (fg)(i) := f(i)g(i), i ∈ I

所成的环, 方式是让 f 对应 (f(i))i ∈
∏
i∈I R; 特别地, 0RI 是常值映射 i 7→ 0R, 而 1RI

是常值映射 i 7→ 1R. 对于 R = C 或 R 的情形, 函数之间的逐点运算是数学分析中熟悉
的主题.

迄今考虑的环主要是交换环, 非交换环的例子将在第四章自然地引入.

练习 3.1.14 设 D ∈ Z 是无平方因子的非零整数, D 6= 1.

(i) 验证
Q
(√

D
)
:=
{
a+ b

√
D ∈ C : a, b ∈ Q

}
是 C 的子域, 称为二次域. 具体说明非零元的求逆公式.

(ii) 说明 Q
(√

D
)
的元素都能唯一地表作 a+ b

√
D 的形式.

(iii) 验证 Z[
√
D] :=

{
a+ b

√
D : a, b ∈ Z

}
是整环. 验证当 D ≡ 1 (mod 4) 时, 它包含

于更大的整环

OD :=


x+y

√
D

2 x, y ∈ Z

x ≡ y (mod 2)

 .
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3.2 同态和同构
设 R 和 R′ 为环. 一如序结构的研究涉及保序映射, 在关于环的研究及其应用中,

我们所关心的映射 f : R → R′ 也不是任意的, 它应该和环结构兼容; 或者更形象地说,
f 应该将 R 的环论运算反映在 R′ 中. 将这一想法严谨地表述, 便引出环同态的概念.

定义 3.2.1 设 f : R→ R′ 为环之间的映射. 当以下条件成立时, 称 f 为环同态:
? f(x+ y) = f(x) + f(y),
? f(xy) = f(x)f(y),
? f(1R) = 1R′ ,

其中 x, y 取遍 R 的元素. 从环 R 映到其自身的同态也称为 R 的自同态.

在介绍同态的实例之前, 先作几点简单观察:

▷ 保持零元 性质 f(0R) = 0R′ 不在定义中, 因为这是自动的: 从 f(0R) = f(0R +

0R) = f(0R) + f(0R), 配合 R′ 中的加法消去律, 即得 f(0R) = 0R′ .

▷ 保持加法逆元 性质 f(−x) = −f(x)自动成立,这是 0R′ = f(0R) = f(x+(−x)) =
f(x) + f(−x) 的推论.

▷ 保持乘法逆元 若 x ∈ R×, 则 f(x) ∈ (R′)× 而 f(x−1) = f(x)−1, 这是因为
1R′ = f(1R) = f(xx−1) = f(x)f(x−1).

▷ 恒等自同态 任何环 R 到它自身的恒等映射 idR 自动是环同态, 这是环同态的平
凡例子.

▷ 同态的合成 若 f : R → R′ 和 g : R′ → R′′ 为环同态, 则 gf : R → R′′ 也是环同
态. 这是因为

gf(x+ y) = g(f(x) + f(y)) = gf(x) + gf(y),

gf(xy) = g(f(x)f(y)) = gf(x)gf(y), gf(1R) = g(1R′) = 1R′′ .

▷ 像与子环 对于环同态 f : R → R′, 它的像 f(R) 自然是 R′ 的子环; 反过来说, 给
定环 R′ 及其子环 R ⊂ R′, 取 ι : R ↪→ R′ 为包含映射, 映 r ∈ R 为 r, 则 ι 自然
是环同态.

例 3.2.2 设 N,M ∈ Z 满足 N |M . 沿用例 3.1.12 关于同余类的符号, 考虑映射

pMN : Z/MZ→ Z/NZ
[x]M 7→ [x]N ,

这是良定义的: 对于任意 x, y ∈ Z 显然有

x ≡ y (mod M)
定义⇐⇒ M | x− y N |M

=⇒ N | x− y 定义⇐⇒ x ≡ y (mod N).
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根据例 3.1.12 对环运算的定义, 显然也有

pMN ([x]M + [y]M ) = pMN ([x+ y]M ) = [x+ y]N

= pMN ([x]M ) + pMN ([y]M ),

同样按部就班的推导给出

pMN ([x]M [y]M ) = pMN ([x]M )pMN ([y]M );

此外 pMN ([1]M ) = [1]N . 这就说明 pMN 是环同态, 其效果是抹掉 mod N 之外的信息.

例 3.2.3 设 (Ri)i∈I 为一族环, 其中 I 是非空集. 取例 3.1.13 所介绍的直积
∏
i∈I Ri.

对任意 i ∈ I, 考虑集合的积所带有的投影映射

pi :
∏
j∈I

Rj → Ri

(rj)j 7→ ri.

容易验证这是环同态; 事实上, 例 3.1.13 赋予
∏
i∈I Ri 的是使得每个 pi 皆为环同态的

唯一环结构. 请读者就此仔细思忖, 直到一切都呈现为同义反复为止.
对于每个 Ri 都是同一个环 R 的特例, 投影同态化为求值同态 evi : RI → R, 映

f : I → R 为 f(i) ∈ R.

在 §2.9 关于集合大小的讨论中, 我们将元素能一一对应的集合等量齐观. 在 §2.4
关于序结构的研究中, 以同构相对应的两个偏序集也被视为有相同的结构, 或者说它们
具有相同形状的 Hasse 图. 此一思路适用于一般的数学结构, 称为同构. 对于眼下的环
论情形, 其具体表述如下.

定义 3.2.4 设 f : R → R′ 为环同态. 如果存在环同态 g : R′ → R 使得 gf = idR 而
fg = idR′ , 则称 f 为环同构, 而 g 为 f 的逆. 此时我们也说 R 和 R′ 同构.

条件 gf = idR 和 fg = idR′ 表明 f 的逆无非是 f 作为映射的逆 g = f−1. 反过来
说, 容易证环同态 f 如果作为映射是双射, 那么它也是环同构.

命题 3.2.5 设 f : R→ R′ 为环同态. 如果 f 是集合之间的双射, 则 f 是环同构.

证明 问题归结为证 f 的逆映射 f−1 也是环同态. 对 f(1R) = 1R′ 两边取 f−1 可得
1R = f−1(1R′). 对 f(x + y) = f(x) + f(y) 两边取 f−1, 并且记 u = f(x), v = f(y),
可得 f−1(u) + f−1(v) = f−1(u + v). 同理可见 f−1(uv) = f−1(u)f−1(v). 由于所有
u, v ∈ R′ 都能表作 u = f(x) 和 v = f(y) 的形式, 综上可见 f−1 确实是环同态.

恒等映射 idR 是同构最简单的例子. 此外, 两个同构 f 和 g 的合成 gf 依然是同
构, 以 f−1g−1 为逆.

约定 3.2.6 今后以符号 f : R
∼→ R′ 代表映射 f : R → R′ 是环同构; 在不必指明 f 的

场合, 我们也以符号 R ' R′ 代表环 R 和 R′ 同构.
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类似记法也适用于以后将介绍的其他代数结构.
同构 f : R

∼→ R′ 不但为集合 R 和 R′ 建立了双射, 而且对应元素之间的一切环论
运算 (加法, 乘法) 和幺元也在 f 之下相配对. 凡是以环论语言表述的一切性质, 对于同
构的环 R 和 R′ 都是等价的. 这是代数学中的一条基本原理.

练习 3.2.7 设 F 为域, R 为非零环, 而 ϕ : F → R 为环同态. 说明 ϕ 为单射.
提示 我们有 ϕ(x) = ϕ(y) ⇐⇒ ϕ(x − y) = 0, 所以问题化为证 x 6= 0 =⇒

ϕ(x) 6= 0. 但是域 F 中的任意非零元都是可逆的, 而同态映可逆元为可逆元.

作为命题 3.2.5 的演示, 下面给出中国剩余定理的一种环论表述.

定理 3.2.8 (中国剩余定理—同构版本) 设 N ∈ Z≥1 分解为 n1 · · ·nk, 其中 n1, . . . , nk

两两互素, 则有环同构
ϕ : Z/NZ

∏k
i=1 Z/niZ

[x]N ([x]ni
)
k
i=1 ,

∼

其中关于同余类的符号如例 3.1.12.

证明 例 3.2.2 业已说明 [x]N 7→ [x]ni
对所有 i 都给出同态 Z/NZ → Z/niZ. 既然直

积的环结构是逐分量定义的, ϕ 必保持环结构, 从而是同态.
此外, 映射两端作为集合都有 N 个元素, 基于抽屉原理 (命题 2.9.4), 证 ϕ 是单射

即可. 互素条件在此派上用场: 设 x, y ∈ Z 满足 ϕ([x]N ) = ϕ([y]N ), 则对所有下标 i 都
有

ni | x− y.

既然 n1, . . . , nk 两两互素, 故 N | x− y, 亦即 [x]N = [y]N . 单性得证.

原初的中国剩余定理对应到 ϕ 的满性, 相当于说同余方程组 X ≡ ai (mod ni)

(1 ≤ i ≤ k) 对所有数组 (a1, . . . , ak) ∈ Zk 皆有解; 以上仅以抽屉原理抽象地说明 ϕ 满,
未给出求解的具体算法. 由此观之, 上述证明的精神和宋代学者秦九韶的大衍求一术并
不相通.

之后的定理 6.3.8 将给出中国剩余定理在主理想环上的一种推广, 其证明也具有算
法的面向.

练习 3.2.9 说明 Z/4Z 和 Z/2Z × Z/2Z 都是恰有 4 个元素的环, 但是两者并不同构.
提示 所有 x ∈ Z/2Z× Z/2Z 都满足 2x = 0, 对 Z/4Z 则不然.

练习 3.2.10 设 D1 和 D2 为无平方因子的非零整数, D1, D2 6= 1. 证明练习 3.1.14 介
绍的二次域 Q

(√
D1

)
和 Q

(√
D2

)
同构当且仅当 D1 = D2.

提示 问题在于 “仅当” 的方向. 设 D ∈ Z ∖ {0, 1} 无平方因子, 具体剖析形如
X2 = D 的方程何时在 Q

(√
Di

)
中有解, 并且说明此性质只和域的同构类相关.
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3.3 多项式环
一元多项式 anX

n + · · ·+ a1X + a0 是大家熟悉的老友. 环在此扮演两种角色.

1. 多项式的系数 an, . . . , a0 可以容许取在一般的环 R, 而不只是熟悉的整系数, 复
系数等. 这是因为在多项式的基本运算中, 起作用的只是系数的加法和乘法; 甚至
不必要求乘法有交换律, 尽管交换环情形最为常用.

2. 一旦系数限制在给定的环里, 全体多项式相对于多项式的加, 减, 乘运算也构成一
个环.

多项式环具有丰富的代数结构, 本节只论最基本的定义和性质, 多项式的算术则留
待之后的章节处理.

定义 3.3.1 设 R 为非零环. 以 X 为变元, 系数在 R 上的多项式定义为形如

f =
∑
n≥0

anX
n, an ∈ R, 至多有限个 an 非零

的形式和, an = 0 的项可以省去; 须凸显变元时也将 f 写作 f(X). 所有这些多项式构
成的集合记为 R[X].

所谓形式和, 意指定义中的 ∑
n≥0 anX

n 仅被视为一种记法. 原教旨主义的诠释应
当是取 Z≥0 份 R 的积 RZ≥0 , 其元素按分量写作 (an)n≥0 的形式, 相应地 R[X] 便是
其子集 {

(an)n≥0 ∈ RZ≥0 :仅有至多有限个 n 使得 an 6= 0
}
.

如果按此观点, 则 Xn 在写法中 ∑
n≥0 anX

n 仅起到记录下标 n 的作用; 稍后定义多项
式乘法时, 符号 Xn 的便利性就会凸显.

关于形式和的解释也表明

∑
n≥0

anX
n =

∑
n≥0

bnX
n ⇐⇒ ∀n ∈ Z≥0, an = bn.

现在介绍关于多项式的标准术语, 以及几点简单注记. 设 f =
∑
n≥0 anX

n ∈ R[X].
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术语 意义 符号

f 的 n 次项系数 系数 an

f 的常数项 系数 a0

f 的首项 使系数 an 非零的最高次项 anX
n

首一多项式 首项系数为 1 的多项式

零多项式 系数全为 0 的多项式 0

非零多项式 f 的次数 max{n ≥ 0 : an 6= 0} deg f

常数多项式 除常数项以外系数均为零的多项式

? 注意到 R 自然地嵌入为 R[X] 的子集, 方式是映 r ∈ R 为相应的常数多项式, 仍
记之为 r.

? 当我们说一个多项式 f ∈ R[X] 非零时, 确切意涵是 f ∈ R[X]∖ {0}, 而不是说它
在某一点不取零, 也不是说它处处非零. 关于多项式的求值, 请见 (3.3.1) 和其后
的讨论.

? 一般不考虑零多项式的次数; 确实有需要时, 定义 deg 0 = −∞, 仅作为一个方便
的符号来理解.

接着赋予 R[X] 环结构. 多项式的加法定为逐项相加∑
n≥0

anX
n +

∑
n≥0

bnX
n :=

∑
n≥0

(an + bn)X
n,

乘法则定为
∑
n≥0

anX
n

 ·
∑
n≥0

bnX
n

 :=
∑
n≥0

 ∑
h,k≥0,
h+k=n

ahbk

Xn.

由此立见首一多项式的乘积显然还是首一多项式.

命题 3.3.2 以上运算使得 R[X]成为环, 其中 0R[X] 是零多项式, 而 1R[X] 是对应于 1R

的常数多项式; R 嵌入为 R[X] 的子环. 若 R 是交换环, 则 R[X] 亦然.

证明 这些无非是定义的直接操演, 比如乘法的交换律归结为 R 的乘法交换律和
Xi(XjXk) = Xi+j+k = (XiXj)Xk.
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引理 3.3.3 设 R 为整环 (定义 3.1.11), 则对所有非零的 f, g ∈ R[X] 都有 deg(fg) =
deg f + deg g, 此时 R[X] 也是整环.
作为推论, 此时 R[X]× = R×.

证明 设 f = anX
n +低次项, g = bmX

m +低次项, 其中 an, bm 6= 0. 那么 fg =

anbmX
m+n +低次项, 而 anbm 6= 0. 这就给出第一部分.

若 f, g ∈ R[X] 满足 fg = 1, 则第一部分表明 deg f = 0 = deg g, 换言之 f 和 g 可
以视同 R 的非零元. 这就给出第二部分.

举例明之, 整系数多项式构成整环 Z[X]. 本书主要处理域上的多项式环.
同样的构造扩及多变元情形. 指定任何一族变元 X,Y, . . ., 仅作为一族相互独立的

符号来理解, 多元多项式环 R[X,Y, . . .] 的元素写作形式的有限和∑
a,b,...

cab···X
aY b · · · , cab··· ∈ R.

加法和乘法则按寻常的方式定义. 形如 XaY b · · · 的项称为单项式, 它们在加法和对 R

的乘法之下张成整个 R[X,Y, . . .].
简言之, R[X,Y, . . .] 的元素是从变元 X,Y, . . . 出发, 经过有限步形式地相加, 相乘

和乘以 R 的元素 (和变元可交换), 所能得到的所有代数表达式. 数学的行话称变元
X,Y, . . . 是自由的, 在此按消极意义理解, 也就是说它们除了环论所要求的一般性质外,
不再服从任何额外的代数关系.

注意到我们对变元 X,Y 等有意地采取模棱两可的表法, 这是因为变元的数
量容许有无穷个, 甚至不可数; 但因为我们仅容许有限步的运算, 或者说 f =∑
a,b,... ca,b,...X

aY b · · · 要求是有限和, 每个 f ∈ R[X,Y, . . .] 都只涉及有限多个变
元. 对于可数个变元的情形, 对应的多项式环遂表达为子环的渐增并

R[X,Y, Z, . . .] = R[X] ∪R[X,Y ] ∪R[X,Y, Z] ∪ · · · ,
R[X] ⊂ R[X,Y ] ⊂ R[X,Y, Z] ⊂ · · · .

运算的有限性是代数学的本色之一.

定义 3.3.4 设 f =
∑
a1,...,an≥0 ca1,...,anX

a1
1 . . . Xan

n 是 R[X1, . . . , Xn] 的元素. 若有
N ∈ Z≥0 使得仅当 a1+ · · ·+ an = N 时才可能有 ca1,...,an 6= 0, 则称 f 是 N 次齐次的.
由于无穷多个变元的多项式环可以写成有限变元子环的并, 齐次的概念也可以相

应地推广, 兹不赘述.

举例明之, 二元二次齐次多项式是形如 aX2
1 + bX1X2 + cX2

2 的多项式.
中学数学所见的多项式多数是作为多项式函数而出现的. 多项式之所以能给出函

数, 缘由是可以将具体的数代入变元来求值. 简单起见, 以下设 R 为交换环. 对任何
x, y, . . . ∈ R, 我们可以将 X = x, Y = y 等代入 f ∈ R[X,Y, . . .] 进行求值, 给出

f =
∑
a,b,...

cab···X
aY b · · · 7→

∑
a,b,...

cab···x
ayb · · · =: f(x, y, . . .). (3.3.1)
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按照多项式的加法和乘法的具体定义, 当下看出
(f + g)(x, y, . . .) = f(x, y, . . .) + g(x, y, . . .),

(fg)(x, y, . . .) = f(x, y, . . .)g(x, y, . . .),

(常数多项式 c)(x, y, . . .) = c.

(3.3.2)

因此每个多项式 f ∈ R[X,Y, . . .] 都确定从 R × R × · · · (乘积项数 = 变元个数) 到 R

的映射, 这是多项式 f 所确定的多项式函数.

例 3.3.5 对于一般的交换环 R, 多项式未必由它对应的多项式函数确定. 一个例子是
取 R = Fp := Z/pZ, 其中 p 是素数. 根据 Fermat 小定理 2.8.6, 单变元多项式

f(X) = Xp −X ∈ Fp[X]

对所有 x ∈ Fp 都满足 f(x) = 0, 所以尽管 Xp −X 并非零多项式, 它作为多项式函数
却无异于零函数. 推而广之, 对于任意有限域 F , 非零多项式 f(X) :=

∏
a∈F (X − a) 在

任何 a ∈ F 上取值皆为 0.
有鉴于此, 对于一般的交换环, 必须区分作为一个代数表达式的多项式以及相应的

函数或映射, 前者才是第一义的. 我们将在 §3.6 说明何时可以等同一个多项式及它所
对应的函数.

定义 3.3.6 交换环 R 上的多项式也可以作合成. 给定 n,m ∈ Z≥1. 设有

f =
∑

a1,...,an≥0

ca1,...,anX
a1
1 · · ·Xan

n ∈ R[X1, . . . , Xn],

g1, . . . , gn ∈ R[Y1, . . . , Ym].

记 g := (g1, . . . , gn) ∈ R[Y1, . . . , Ym]n, 则可以定义

f ◦ g :=
∑

a1,...,an≥0

ca1,...,ang
a1
1 · · · gann ∈ R[Y1, . . . , Ym].

合成的定义和求值的定义 (3.3.1) 神似, 差别只是代入 X1, X2, . . . 之值未必是 R

的元素, 而属于比 R 更大的环 R[Y1, . . . , Ym]. 于是合成可以视作求值的特例来处理, 它
也满足类似的一般性质:

(f1 + f2) ◦ g = f1 ◦ g + f2 ◦ g,
(f1f2) ◦ g = (f1 ◦ g)(f2 ◦ g),

(常数多项式 c) ◦ g = c.

按合成的定义直接验证这些等式也毫不困难.
从多项式函数的观点, 合成的意义更加明白: 设 R 为交换环, 则 g = (g1, . . . , gn)

确定以下函数
ĝ : Rm Rn

(y1, . . . , ym) (g1(y1, . . . , ym), . . . , gn(y1, . . . , ym)) ,
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区别 g 和 ĝ 只是为了避免混淆. 代入定义可见 f ◦ g ∈ R[Y1, . . . , Ym] 确定的函数
Rm → R 无非是合成函数

Rm
ĝ
Rn

由 f 确定
R.

我们将在 §3.6 继续关于多项式函数的讨论.
最后, 读者应当知道多元多项式可以按照变元来集项, 例如在 Q[X,Y ] 中

∑
a,b≥0

cabX
aY b =

∑
a≥0

∑
b≥0

cabY
b

Xa,

其中所有和都是有限和. 一旦系数放宽到一般的环, 这种写法就转译为一个简单的同构
关系, 它在处理多元多项式环的结构时也是一个方便的技巧.

命题 3.3.7 对于任意环 R, 存在自然的环同构 R[X,Y ] ' (R[X])[Y ]. 推而广之, 对任
意 n ≥ 2 都有环同构

R[X1, . . . , Xn] ' R[X1, . . . , Xn−1][Xn] ' · · · ' R[X1] · · · [Xn].

证明 今后省略不必要的括号. 定义 ϕ : R[X,Y ]→ R[X][Y ] 为以下映射∑
a,b≥0

cabX
aY b 7→

∑
b≥0

(
∑
a≥0

cabX
a)

∈R[X]

Y b.

以下来验证 ϕ 是环同态, 而且作为映射是双射. 它保持加法是明显的, 至于乘法, 我
们利用以下小技巧: 假设对 R[X,Y ] 的某个子集 S, 已经证明了对任何 s, t ∈ S 都有
ϕ(st) = ϕ(s)ϕ(t), 则当 s 和 t 是 S 中元素的有限和时, 同样有 ϕ(st) = ϕ(s)ϕ(t). 这是
乘法分配律和 ϕ 保持加法的直接结论: 设 si, tj ∈ S, 其中 i 和 j 分别遍历两个有限集,
则

ϕ

∑
i

si
∑
j

tj

 = ϕ

∑
i,j

sitj

 =
∑
i,j

ϕ(sitj)

假设 ∑
i,j

ϕ(si)ϕ(tj) =

(∑
i

ϕ(si)

)∑
j

ϕ(tj)

 = ϕ

(∑
i

si

)
ϕ

∑
j

tj

 .

现在取 S =
{
cXaY b : a, b ≥ 0, c ∈ R

}
, 那么 S 中元素的和穷尽 R[X,Y ]. 另一

方面, ϕ(st) = ϕ(s)ϕ(t) 则是简单的: 若 s = cXaY b 而 t = c′Xa′Y b
′ , 则两边都等于

(cc′Xa+a′)Y b+b
′ ∈ R[X][Y ]. 这就完成了环同态的验证.

为了说明 ϕ 是双射, 仅须具体写下逆映射 ∑
b (
∑
a cabX

a)Y b 7→
∑
a,b cabX

aY b 并
留意到所有和都是有限的.
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推论 3.3.8 设 R 为整环, 则任意多个变元的多项式环 R[X,Y, . . .] 也都是整环, 而且
R[X,Y, . . .]× = R×.

证明 首先验证 R[X,Y, . . .] 为整环. 单变元 R[X] 的情形无非是引理 3.3.3 的前半部.
有限多个变元 R[X1, . . . , Xn] 的情形按照同构 R[X1, . . . , Xn] ' R[X1, . . . , Xn−1][Xn]

逐步化约到 n = 1. 对于无穷多个变元的情形, 回忆到任何给定的 f, g ∈ R[X,Y, . . .] 仅
涉及有限多个变元, 因此两者的乘法可以在一个有限变元多项式子环中来考量.

至于 R[X,Y, . . .]× 的描述, 目的在说明若 f, g ∈ R[X,Y, . . .] 满足 fg = 1, 则
f, g ∈ R×. 一旦 f 和 g 选定, 问题仅涉及有限多个变元, 由此将问题化为对所有 n ≥ 1

证
f, g ∈ R[X1, . . . , Xn], fg = 1 =⇒ f, g ∈ R×.

这可以递归地论证. 当 n = 1 时, 此即引理 3.3.3后半部. 当 n > 1, 由 R[X1, . . . , Xn] '
R[X1, . . . , Xn−1][Xn] 可得 f, g ∈ R[X1, . . . , Xn−1]

× = · · · = R×.

3.4 一元多项式的带余除法与根
多项式的带余除法是中学数学的内容, 它是研究多项式理论的起点. 现在我们对一

般的域上的情形作抽象的表述; 具体算法和中学情形完全相同, 为了严谨起见, 以下仍
给出冗长而毫不困难的论证.

本节的 F 代表某个选定的域.

命题 3.4.1 (多项式的带余除法) 对于任意 a, d ∈ F [X], 若 d 6= 0, 则存在唯一的 q, r ∈
F [X] 使得 deg(r) < deg(d) 而且 a = dq + r; 此处定义 deg(0) := −∞.

证明 考虑非空集 {a − dq : q ∈ F [X]}, 其中必有元素 a − dq 使得 deg(a − dq) 极小
(容许为 −∞); 以下说明 r := a − dq 必满足 deg(r) < deg(d), 这将给出 q 和 r 的存在
性. 为此, 不妨假设 r 6= 0, 将这些多项式写作

r = αnX
n +低次项, d = βmX

m +低次项, αn, βm 6= 0.

假若 deg(r) ≥ deg(d), 亦即 n ≥ m, 则

deg
(
r − αn

βm
Xn−md

)
< n = deg(r),

从而 r − αn

βm
Xn−md = a− d

(
q + αn

βm
Xn−m

)
的次数比 a− dq 更低, 矛盾.

至于唯一性, 设 dq1 + r1 = dq2 + r2, 其中 deg(r1), deg(r2) < deg(d), 则比较等式

d(q1 − q2) = r1 − r2

两边的次数, 可知它成立的唯一可能是 q1 = q2 而 r1 = r2.
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设 a, d ∈ F [X]. 如果存在 q ∈ F [X] 使得 a = dq, 则以整除符号记为 d | a. 作为立
即的推论, d | a 的充要条件是带余除法中的余式 r 为 0.

练习 3.4.2 考虑一般的整环 R 和其上的多项式 a, d ∈ R[X], 其中 d 6= 0. 说明若 d 的
最高次项系数 (之前记为 βm) 属于 R×, 则命题 3.4.1 的陈述仍成立.

定义 3.4.3 若 f ∈ F [X] 而 a ∈ F 满足 f(a) = 0, 则称 a 为 f 的根.
推而广之, 若 R 是交换环, f ∈ R[X], a ∈ R 而 f(a) = 0, 则也称 a 是 f 的根, 或

者更精确地称为它在 R 中的根.

关于根的基本观察是被称为余式定理的以下结果:
以带余除法将 f 表成 (X − a)q + r, 其中 r 是满足 deg r < 1 的余式,
则 r = f(a).

当然, 这无非是对 f = (X − a)q + r 代入 X = a 求值的结论. 由此推得 f(a) = 0 等价
于 (X − a) | f .

命题 3.4.4 设 f ∈ F [X]∖ {0}, 则 f 在 F 中至多只有 deg f 个相异的根.

证明 对 n := deg f 递归地论证; n = 0 情形不必多言. 设 n ≥ 1. 若 f 有相异的根
a1, . . . , an+1 ∈ F , 则余式定理给出 g ∈ F [X]∖ {0} 使得 f = (X − an+1)g. 由于对每个
1 ≤ i ≤ n 皆有 ai − an+1 ∈ F×, 而

g(ai) =
f(ai)

ai − an+1
= 0,

故 g 有 n 个相异根, 与 deg g = n− 1 矛盾.

我们将在 §6.6 对多项式的根作更精细的讨论.

3.5 从整环的分式域到有理函数域
首先考虑经典的实系数情形. 在 R 上, 有理函数按定义是多项式的商

f

g
, f, g ∈ R[X],

其中要求 g 不是零多项式, 或者更简洁地说, g 不是环 R[X] 的零元. 这类函数在数学
分析课程中作为习题成批地出现. 视为函数, 它在 R 上只是部分地定义的, 因为分母的
零点必须排除. 全体实系数有理函数构成集合, 记为 R(X), 其中

f1
g1

=
f1
g1

(作为有理函数) ⇐⇒ f1g2 = f2g1 (作为多项式).

集合 R[X] 上具有熟悉的四则运算, 如
f1
g1

+
f2
g2

=
f1g2 + f2g1

g1g2
,

f1
g1
· f2
g2

=
f1f2
g1g2

,
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服从于结合律, 交换律, 分配律等性质. 此外, 任何不恒为零的有理函数 f
g 必满足

f 6= 0, 故有乘法逆 g
f . 换言之, R(X) 是域. 尽管四则运算可能改变有理函数的定义域,

但这不影响 R(X) 的上述代数性质.
我们希望将此拓展到更一般的情形. 由于在一般的域上, 非零多项式可能导致恒取

零值的多项式函数 (例 3.3.5), 真正合适的观点是将有理函数视为多项式的 “形式商”,
而多项式则如在 §3.3 一般视为形式和. 这样虽然摆脱了函数的桎梏, 却出现了新问题:
不同的分子和分母可以导致相同的商, 如何界定两个分式相等? 以下提供的方法和从 Z
造 Q 的手法完全相同, 它不仅适用于多项式, 还可以施于定义 3.1.11 所谓的整环.
设 R 为整环. 我们考虑集合

Ratio(R) :=
{
(f, g) ∈ R2 : g 6= 0

}
.

在 Ratio(R) 上定义二元关系

(f1, g1) ∼ (f2, g2) ⇐⇒ f1g2 = f2g1.

以下验证这是等价关系. 唯一不显然的只有传递性: 设 (f1, g1) ∼ (f2, g2) 而 (f2, g2) ∼
(f3, g3), 则 R 的交换性导致

(f1g2)g3 = (f2g1)g3 = (f2g3)g1 = (f3g2)g1.

因为 R 是整环, 两边消去非零元 g2 便得到 f1g3 = f3g1, 亦即 (f1, g1) ∼ (f3, g3).
定义商集 Frac(R) := Ratio(R)/ ∼. 记 (f, g) 的等价类为 [f, g] ∈ Frac(R), 可设想

为欲构造的分式 f/g. 显而易见,

[f, g] = [fh, gh], h ∈ R∖ {0}. (3.5.1)

接着来赋予 Frac(R) 环结构.

▷ 加法 定义 [f1, g1] + [f2, g2] = [f1g2 + f2g1, g1g2]. 注意到 g1g2 6= 0. 此定义只依赖
(fi, gi) 的等价类 (i = 1, 2). 比方说若 (f1, g1) ∼ (f̃1, g̃1), 则有

(f1g2 + f2g1)g̃1g2 = f1g̃1g
2
2 + f2g1g̃1g2

= f̃1g1g
2
2 + f2g1g̃1g2 = (f̃1g2 + f2g̃1)g1g2,

故 [f̃1g2 + f2g̃1, g̃1g2] = [f1g2 + f2g1, g1g2]; 对于 (f2, g2) ∼ (f̃2, g̃2) 的情形也是类
似料理.

进一步, 作加法时总可以按照 (3.5.1) 化约到 g1 = g2 的情形, 这时加法公式化简
为 [f1, g] + [f2, g] = [f1 + f2, g].

▷ 乘法 定义 [f1, g1][f2, g2] = [f1f2, g1g2], 同样容易检查这是良定义的.
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▷ 加法零元 定义 0Frac(R) = [0, g], 其中 g ∈ R 是任意非零元, 其选取不影响等价类
[0, g].

▷ 乘法幺元 定义 1Frac(R) = [1, 1], 或者等价地定义为 [g, g], 其中 g ∈ R 是任意非
零元.

以上显然是以熟知的分数运算规律为模板. 这使得 Frac(R) 成为交换环. 请读者
逐条验证定义 3.1.1 的公理. 举例明之, 和加法相关的验证可以按 (3.5.1) 化约到分母 g

相同的简单情形, 例如有 −[f, g] = [−f, g] 等; 一切都能还原到 R 本身的环论性质.

定义–命题 3.5.1 (分式域) 以上定义使得 Frac(R) 成为域, 称为整环 R 的分式域. 映
射 f 7→ [f, 1] 将 R 自然地嵌入为 Frac(R) 的子环.

证明 对于任意 f, g ∈ R∖ {0}, 我们有

[g, f ][f, g] = 1Frac(R) = [f, g][g, f ].

由于 R 是整环, 按定义可得 [f, g] = 0Frac(R) ⇐⇒ f = 0, 这就表明 Frac(R) 的任何非
零元都可逆.

其次考虑所断言的映射 R → Frac(R). 按环结构的定义, 容易验证这是环同态. 由
于 [f1, 1] = [f2, 1] 按定义等价于 f1 = f2, 它还是单的. 特别地, Frac(R) 不是零环, 因
而是域.

既然 [f, g] ∈ Frac(R) = [f, 1][1, g] = [f, 1][g, 1]−1, 而 R 可以通过 f 7→ [f, 1] 视同
Frac(R) 的子环, 我们今后不妨直接将 Frac(R) 的元素写成分式

f

g
:= [f, g].

例 3.5.2 取 R = Z, 则 §2.6 施行的构造正是说明 Frac(Z) = Q.

综上, 我们将整环 R 嵌入了一个域 Frac(R). 在后者作为商集的构造中, 既未加
入多余的元素, 也没有施加任何不必要的等价关系. 这就提示了 Frac(R) 连同嵌入
R ↪→ Frac(R) 应当是 “扩 R 为域” 这一问题的最优解. 何谓最优? 初学的读者对此可
能仅有某种难以名状的确定感. 我们应用代数学中称为泛性质的思路 (详细讨论见诸本
书附录), 将之拆分为一则命题和一则推论来作精确的界定.

命题 3.5.3 设 R 为整环, R′ 为交换环而 ϕ : R → R′ 为环同态, 使得 ϕ(R ∖ {0}) ⊂
(R′)×. 此时存在唯一的环同态 Φ : Frac(R)→ R′, 使得下图在约定 2.3.3 的意义下是交
换图表:

R R′

Frac(R)

φ

Φ

具体地说, Φ 必然映 f/g 为 ϕ(f)ϕ(g)−1.
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证明 如果这样的 Φ 存在, 则对任何 g ∈ R∖ {0} 必有交换环 R′ 中的等式

1 = Φ

(
g

1
· 1
g

)
= Φ

(g
1

)
Φ

(
1

g

)
= ϕ(g) · Φ

(
1

g

)
,

从而 Φ(1/g) = ϕ(g)−1; 进一步, 对任何分式 f/g ∈ Frac(R) 必有

Φ

(
f

g

)
= Φ

(
f

1

)
Φ

(
1

g

)
= ϕ(f)ϕ(g)−1.

这就说明 Φ 的唯一性. 至于存在性, 我们定义

Φ̃ : Ratio(R)→ R′, Φ̃(f, g) = ϕ(f)ϕ(g)−1.

若 f1g2 = f2g1, 则 ϕ(f1)ϕ(g2) = ϕ(f2)ϕ(g1), 移项给出 Φ̃(f1, g1) = Φ̃(f2, g2). 代入关
于商集的命题 2.5.5 便得到映射

Φ : Frac(R)→ R′, Φ

(
f

g

)
= ϕ(f)ϕ(g)−1.

易见 Φ 限制到 R 上正好是 ϕ. 请读者按照 Frac(R) 的加法和乘法的定义说明 Φ

是环同态.

推论 3.5.4 设域 F 包含整环 R 作为子环, 而且 F 的所有元素都能表成 fg−1 的形式,
其中 f, g ∈ R 而 g 6= 0, 则存在唯一的环同构 Φ : Frac(R)→ F , 使得下图是交换图表:

R F

Frac(R)

包含映射

Φ
∼

证明 因为 F 是域, 包含映射当然将 R ∖ {0} 映入 F ∖ {0} = F×, 于是命题 3.5.3 给
出唯一环同态 Φ 使图表交换, 问题在于证 Φ 既单又满.

设 Φ(f1/g1) = Φ(f2/g2). 两边同乘以 Φ(g1g2) 可得 Φ(g2f1) = Φ(g1f2), 亦即
g2f1, g1f2 ∈ R 在包含映射之下的像相同. 于是 g2f1 = g1f2 而 f1/g1 = f2/g2 ∈
Frac(R). 单性得证.

任何 F 的元素都能写成 fg−1, 其中 f, g ∈ R, g 6= 0. 然而 f/g ∈ Frac(R) 在 Φ 之
下的像正是 Φ(f)Φ(g)−1 = fg−1. 满性得证.

回归有理函数的讨论. 推论 3.3.8 说明对于任何整环 A, 其上的多项式环
A[X,Y, . . .] (容许任意多个变元) 仍是整环, 因此可以代入分式域的构造.

定义 3.5.5 设 F 为域, 则 F [X,Y, . . .] 的分式域称为以 X,Y, . . . 为变元的有理函数域,
记为 F (X,Y, . . .), 它包含 F [X,Y, . . .] 作为其子环. 有理函数域 F (X,Y, . . .) 的元素称
为系数在 F 上, 以 X,Y, . . . 为变元的有理函数.
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正如同一般的域上的多项式区别于多项式函数, 以上定义的有理函数实非函数, 而
是一些抽象符号的等价类. 一如多项式环的情形, F (X,Y, . . .) 也可以设想为是由变元
X,Y, . . . 连同 F 经过四则运算所自由地生成的域. 对于域 F 上由分式 f/g 代表的有
理函数和 x, y, . . . ∈ F , 值 f(x, y, . . .)/g(x, y, . . .) 只有在分母的值 g(x, y, . . .) 非零时才
有意义.

练习 3.5.6 定义 3.5.5 要求 F 是域. 对于一般的整环 R, 试给出同构 Frac(R[X]) '
Frac(R)(X); 说明多变元情形同样有 Frac(R[X,Y, . . .]) ' Frac(R)(X,Y, . . .).

提示 应用推论 3.5.4 对分式域的刻画.

次数的定义可以合理地从一元多项式扩展到一元有理函数上.

定义 3.5.7 (有理函数的次数) 设 F 为域. 对任意 h = f
g ∈ F (X), 当 h 6= 0 时定义

degh := deg f − deg g. 另外规定 deg(0) := −∞.

注意到 f1
g1

= f2
g2
等价于 F [X] 中的等式 f1g2 = f2g1, 对两边取次数再移项, 可得

deg f1 − deg g1 = deg f2 − deg g2,

所以有理函数的次数的确是良定义的. 对所有 h1, h2 ∈ F (X). 有理函数的次数满足:

deg(h1h2) = degh1 + degh2,
deg(h1 + h2) ≤ max {degh1, degh2} .

第一条是定义 3.5.7 的直接结论. 对于第二条, 可以将分式 h1, h2 进行通分后计算加法,
将其归结为分子部分所满足的不等式.

3.6 多项式函数
在 §3.3 中, 我们说明了交换环 R 上的 n 元多项式

f =
∑

i1,...,in≥0

ci1,...,inX
i1
1 · · ·Xin

n ∈ R[X1, . . . , Xn] (有限和)

和它所对应的多项式函数

Rn R

(x1, . . . , xn)
∑
i1,...,in≥0 ci1,...,inx

i1
1 · · ·xinn

之间并非一一对应: 例 3.3.5 已经给出一则反例.
这点和我们从中学数学或数学分析得到的印象是不同的. 将多项式看作函数并不

能说是错误的观点, 关键在于厘清所需的条件.
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考虑交换环 R 和 n ∈ Z≥1. 为了作明确区分, 姑且将从 n 元多项式到函数的映
射记作

Fcn : R[X1, . . . , Xn]→
{函数 φ : Rn → R

}
.

它映 r ∈ R 为取值 r 的常值函数, 此外它保持加法和乘法:

Fcn(f + g) = Fcn(f) + Fcn(g), Fcn(fg) = Fcn(f)Fcn(g),

其中函数的加法 (或乘法) 是逐点相加 (或相乘), 如 (φ1 + φ2)(x1, . . .) = φ1(x1, . . .) +

φ2(x1, · · · ) 等. 这一简单事实不外是 (3.3.2) 的重述.
因此, 交换环 R 上的 n 元多项式可以视同函数的充要条件是 Fcn 是单射, 而因为

Fcn(f) = Fcn(g) 等价于 Fcn(f − g) 为零函数, 这又相当于说 Fcn−1(零函数) = {0}.
往后真正关心的是域上的情形, 但容许整环并没有额外的困难. 关键在于命题

3.4.4 的以下推广.

引理 3.6.1 设 R 为整环, f ∈ R[X]∖ {0}, 则 f 在 R 中至多只有 deg f 个相异的根.

证明 将 R 嵌入为分式域 F := Frac(R) 的子环. 作为 F [X] 的非零元, f 在 F 中至多
只有 deg f 个相异根, 它在 R 中自然也是如此.

命题 3.6.2 设 R 为整环而 n ∈ Z≥1, 则 Fcn : R[X1, . . . , Xn] → {函数 Rn → R} 是单
射当且仅当 R 有无穷多个元素.

证明 设 R 有限, 则非零多项式 ∏
a∈R(X1−a) ∈ R[X1, . . . , Xn]在每个 (x1, . . . , xn) ∈

Rn 上取值皆为 0, 故 Fcn 非单射.
设 R 无穷, 而 f ∈ R[X1, . . . , Xn] 满足 Fcn(f) = 0. 以下递归地证明 f = 0.
设 n = 1 而 f 6= 0, 则因为 R 无穷, f ∈ R[X1] 处处取零导致它至少有 deg f +1 个

相异根, 和引理 3.6.1 矛盾.
现在设 n ≥ 2. 将 f 整理为有限和

f =
∑
i1≥0

 ∑
i2,...,in≥0

ci1,i2,...,inX
i2
2 · · ·Xin

n

Xi1
1 .

对每个 (x2, . . . , xn) ∈ Rn−1, 一元多项式 f(X1, x2, . . . , xn) ∈ R[X1] 处处取值为 0,
因此 n = 1 情形蕴涵它的所有系数皆为 0, 亦即

∀i1 ≥ 0,
∑

i2,...,in≥0

ci1,i2,...,inx
i2
2 · · ·xinn = 0.

变动 (x2, . . . , xn) 并运用 n− 1 的情形, 这又导致 R[X2, . . . , Xn] 中的等式

∀i1 ≥ 0,
∑

i2,...,in≥0

ci1,i2,...,inX
i2
2 · · ·Xin

n = 0.

综上, f = 0. 明所欲证.
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定理 3.6.3 (代数等式的延拓原理) 设 R 为无穷整环, f, g1, . . . , gm ∈ R[X1, . . . , Xn], 其
中 g1, . . . , gm 皆非零元, 而且对于所有 (x1, . . . , xn) ∈ Rn 皆有

(g1(x1, . . . , xn) 6= 0 ∧ . . . ∧ gm(x1, . . . , xn) 6= 0) =⇒ f(x1, . . . , xn) = 0,

则 f = 0.

证明 从条件可知 f
∏m
i=1 gi 代入所有 (x1, . . . , xn) ∈ Rn 皆取零, 故命题 3.6.2 蕴涵

f
∏m
i=1 gi = 0. 既然推论 3.3.8 确保 R[X1, . . . , Xn] 是整环, 这导致 f = 0.

定理 3.6.3 相当于说一个代数方程 f = 0 只要在 g1, . . . , gm 6= 0 的一般情形成立,
则在某个 gi = 0 的例外情形也自动成立, 前提是 R 为无穷整环. 这种论证在一些文献
中也称为扰动法.

练习 3.6.4 设 R 为交换环而 f = a1X1 + · · · + anXn + b ∈ R[X1, . . . , Xn]. 说明系数
a1, . . . , an, b ∈ R 由多项式函数 Fcn(f) 唯一确定.

提示 代值读出系数.

3.7 域的特征
本节有必要以下标来区分环 R 的零元 0R, 幺元 1R 和作为整数的 0 和 1.
在 §3.1 关于域的讨论中, 我们已经发现有限域 Fp (其中 p 是素数) 和熟悉的 Q, R,

C 等域有一个重要差异: 设 n 为任意正整数. 对于域 F ∈ {Q,R,C}, 按照 (3.1.1) 的符
号, 我们有

n · 1F = 0F ⇐⇒ n = 0,

然而在域 F = Fp 中却有
p · 1F = 0F ;

基于 (3.1.2) 的运算规律, 后者又蕴涵对于任意 x ∈ F 都有 px = (p · 1F ) · x = 0F .
后一性质并非有限域独有. 以 Fp 上的有理函数域 Fp(X) 为例, 它有无穷多个元

素, 但也满足 p · 1Fp(X) = 0Fp(X), 这点只须在其子域 Fp 里验证.
这就启发了域的特征的概念. 首先需要一则简单观察.

引理 3.7.1 对于任意环 R, 存在唯一的环同态 Z → R. 按照 (3.1.1) 的符号, 唯一可能
的映法是 n 7→ n · 1R.

证明 唯一性是明白的, 因为环同态必然映 1 为 1R, 从而映 n ≥ 0 为 1R + · · · 1R
n 项

=

n · 1R, 而在 n < 0 时映 n = −|n| 为 −(|n| · 1R) = n · 1R.
存在性问题则归结为检验 n 7→ n · 1R 确实是环同态. 除了显然的等式 1 · 1R = 1R,

其余所需等式都已经由 (3.1.2) 提供了.
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因此我们可以考虑 Z 的子集 KR := {n ∈ Z : n · 1R = 0R}, 它包含 0, 对加法封
闭, 而且若 n ∈ KR 而 m ∈ Z, 则 mn · 1R = (m · 1R)(n · 1R) = 0R 蕴涵 mn ∈ KR. 基
于这两种封闭性, 引理 2.7.2 遂说明存在唯一的 g ∈ Z≥0 使得 KR = gZ. 当 R 是定义
3.1.11 的整环时, 对 g 还有更严格的限制.

定义–命题 3.7.2 (特征) 设 R 为整环. 存在唯一的 char(R) ∈ Z≥0 使得对所有 n ∈ Z
都有

n · 1R = 0R ⇐⇒ char(R) | n,

称之为整环 R 的特征; 它或者是 0, 或者是素数.

证明 按先前讨论的方式定义 KR. 业已说明存在唯一的 char(R) ∈ Z≥0 使得 KR =

char(R)Z. 设 char(R) 6= 0, 而且有因数分解 char(R) = ab, 则因为 n 7→ n · 1R 是环同
态, 故

char(R) · 1R = (a · 1R)(b · 1R) = 0R.

又因为 R 是整环, 必有 a ∈ KR 或 b ∈ KR, 因此必有 char(R) | a 或 char(R) | b; 留意
到 char(R) 6= 1 (否则将有 1R = 0R). 这足以说明 char(R) 若非零则必为素数.

因此在特征为 p > 0 的整环 R 中, 任意 x ∈ R 的 p 倍必然为零: px = (p · 1R)x =

0Rx = 0R.

练习 3.7.3 设 p 为素数, 而 R 为满足 p · 1R = 0R 的交换环 (例如特征 p 的整环). 证
明对所有 x, y ∈ R 皆有

(x+ y)p = xp + yp.

提示 展开左式, 问题归结为证二项式系数
(
p
k

)
在 0 < k < p 时总是 p 的倍数.

命题 3.7.4 若 R0 是整环 R 的子环, 则 char(R0) = char(R).

证明 本书规定子环 R0 必满足 1R = 1R0
, 所以等式 n · 1R = 0R 成立与否可以在子环

R0 中判定.

最常用的是 R 为域的情形. 本节开头的讨论相当于说
char(Q) = char(R) = char(C) = 0, char(Fp) = char(Fp(X)) = p,

其中 p 是任意素数. 整环 R 的特征和它的分式域的特征是一回事: 诚然, 根据命题
3.7.4, 从 R ⊂ Frac(R) 可见 char(R) = char(Frac(R)).

练习 3.7.5 设 E 和 F 为域, char(E) 6= char(F ), 说明不存在从 E 到 F 的环同态.
提示 可用练习 3.2.7.
因此, 不同特征的域无法直接沟通, 除非通过一个较大的整环相联系, 例如

Fp
商映射
↞ Z

包含
↪→ Q,

或者是运用更复杂的代数或数论技术.
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最后, 一个域 F 的特征取决于其中能否嵌入 Q 抑或 Fp 作为子域, 精确解释如下.
回忆到引理 3.7.1 给出唯一的环同态 Z→ F , 而练习 3.2.7 说明域之间的同态必然单.

? 如果 char(F ) = 0, 则同态 Z → F 是单的, 这是因为 m · 1F = n · 1F ⇐⇒
(m − n) · 1F = 0 ⇐⇒ m − n = 0. 由于 F 的非零元皆可逆, 由此导出域之间
的同态

Q = Frac(Z) F

a
b (b · 1F )−1(a · 1F );

这是命题 3.5.3 的一则应用, 尽管直接检验也毫无困难. 于是 Q ↪→ F .

? 如果 char(F ) = p > 0, 则 n · 1R 只和 n 的 mod p 同余类 n+ pZ 相关. 这就给出
良定义的映射

Fp F

n+ pZ n · 1F .

容易看出映射保持加法和乘法, 由此得到域嵌入 Fp ↪→ F .

反过来说, 假若 Q (或 Fp) 能嵌入为 F 的子域, 则命题 3.7.4 蕴涵 char(F ) =

char(Q) = 0 (或 char(F ) = char(Fp) = p).
从上述论证也可以明白, 从域 F 中的 0F , 1F 出发, 通过四则运算所能得到的最小

子域或者是 Q 的一份副本 (特征 0 情形), 或者是 Fp (特征 p > 0 情形) 的一份副本.
这一最小子域被称为 F 的素域.

练习 3.7.6 设 F 是特征为 p 的域, 其中 p 是素数或 0. 对所有不被 p 整除的整数 n 和
x ∈ F , 说明存在唯一的 y ∈ F 使得 ny = x. 此元素可以合理地记为 1

nx.
提示 取 n 在素域中的像 n, 则 n 6= 0F , 从而可以取 y := n−1x. 至于唯一性,

n 6= 0F 蕴涵 ny = ny′ ⇐⇒ y = y′.

习题

1. 设 A 和 B 为环, 考虑由 f(a) = (a, 0) 确定的映射 f : A → A× B, 说明 f 保持加法, 乘
法和零元, 然而 f 不是环同态.

2. 证明有限整环必为域. 提示 设 R 为有限整环. 若 x ∈ R ∖ {0}, 则 x 给出的左乘映射
λx : R → R 和右乘映射 ρx : R → R 皆为单射. 应用抽屉原理 (命题 2.9.4) 推导 x 可逆.

3. (Wilson 定理) 设 p 为素数. 运用 Fp := Z/pZ 为域的这一事实, 证明同余式

(p− 1)! ≡ −1 (mod p).

提示 正整数 1, . . . , p− 1 的 mod p 同余类遍历 F×
p . 将 F×

p 的元素按 x ↔ x−1 配对.
分析有哪些元素自配对.
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4. 在给定集合 S 的幂集 P (S) 上定义两种二元运算

A+B := (A ∪B)∖ (A ∩B), A ·B = A ∩B.

证明 P (S) 对此成为环. 提示 取 0P (S) 为 ∅, 取 1P (S) 为 S.

5. 设 R 为环, 而且所有 r ∈ R 都满足 r2 = r. 证明 R 是交换环.

6. 设 R 为环, x ∈ R×. 定义映射
Adx : R → R

r 7→ xrx−1.

证明 Adx 是从 R 到其自身的环同构 (简称自同构). 进一步验证 Adxy = Adx Ady, 而
(Adx)−1 = Adx−1 . 这种自同构称为 R 的内自同构.

7. (N. Jacobson) 设 R 为环, x, y ∈ R. 证明若 1− xy 可逆, 则 1− yx 也可逆, 而且

(1− yx)−1 = 1 + y(1− xy)−1x.

提示 既然逆的公式已经写下, 剩下只是计算. 关键在于如何想出这个公式? 数学分析
的思路在此是有益的. 形式地操作无穷级数:

(1− yx)−1 = 1 + yx+ yxyx+ yxyxyx+ · · ·
= 1 + y(x+ xyx+ xyxyx+ · · · )
= 1 + y(1 + xy + xyxy + · · · )x

= 1 + y(1− xy)−1x.

为了使此式有意义, 环 R 必须具有一个合适而且完备的距离结构, 使得 xy 和 yx 到零点
的距离都小于 1. 但对于一般的 R, 上式依然能协助我们猜出求逆的公式.

8. 取无交并 R t {∞}, 其中 ∞ 仅作为一个符号来理解. 在其上定义运算

x⊕ y := min{x, y}, x� y := x+ y,

其中涉及 ∞ (“正无穷大”) 的运算按直观的方式理解.

(i) 证明 (R ∪ {∞},⊕,�,∞, 0) 非环. 具体说明它缺乏哪一条性质.

(ii) 另一方面,对所有 n ∈ Z≥1,验证 (x⊕y)⊙n := (x⊕y)�· · ·�(x⊕y)等于 x⊙n⊕y⊙n.

9. 承上题, 考虑相对于 � 运算的 n 元 “单项式” 函数, 形如

(x1, . . . , xn) 7→ xi11 · · ·xinn ∈ R,

其中 i1, . . . , in ∈ Z≥0, 左式是 Rn 的元素, 右式则定义为 i1 份 x1, ..., in 份 xn 按任意顺
序以 � 运算给出的结果, 不是寻常的乘法.

(i) 具体描述上述函数的样貌.

(ii) 推而广之, 描述 Rn 上的 “多项式” 函数

(x1, . . . , xn) 7→
(
a� xi11 · · ·xinn

)
⊕
(
b� xj11 · · ·xjnn

)
⊕ · · ·

(取有限和, a, b, . . . ∈ R).
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(iii) 说明若 p 是如上的 “多项式” 函数, 则
? p 连续,

? p 是分片线性的 (大致地解释其直观意义),

? p 是凹函数, 换言之它满足

p
(x+ y

2

)
≥ p(x) + p(y)

2
, x, y ∈ Rn.

10. 在平面上指定原点和规定方向的单位长度; 如果选定坐标系, 这也相当于指定 R2 的点
(0, 0) 和 (1, 0). 说明若将 R2 视同复平面 C, 则从这两个给定的点出发, 通过平面上的尺
规作图所能得到的所有点构成 C 的子域.

提示 以尺规作图实现复平面上的四则运算.

11. 设 p 为奇素数. 证明

(i) 同余式 a2 ≡ b2 (mod p) 等价于 a ≡ ±b (mod p);

(ii) 存在 a, b ∈ Z 使得 p | a2 + b2 + 1. 提示 当 a 变化, a2 除以 p 的余数取 p+1
2
个

值. 同理, −1− b2 除以 p 的余数也取 p+1
2
个值.

12. 选定素数 p. 定义
Z(p) :=

{a
b
∈ Q : a, b ∈ Z, p ∤ b

}
.

(i) 证明 Z(p) 是 Q 的子环.

(ii) 设 F 是域, char(F ) ∈ {p, 0}. 说明存在唯一的环同态 Z(p) → F .

(iii) 承上, 对于 n ∈ Z∖ pZ 和 x ∈ F , 说明练习 3.7.6 中的 1
n
x 等于 1

n
∈ Z(p) 在 F 中的

像和 x 的乘积.

13. (华罗庚) 设 R 为环, a, b ∈ R×, 而且 1− ab ∈ R×. 证明

a−
(
a−1 + (b−1 − a)−1)−1

= aba.

提示 观察到当 x, 1− x ∈ R× 时 (
x−1 − 1

)−1
= (1− x)−1 − 1.

14. (Cartan–Brauer–华罗庚) 设 D 为除环, R 为 D 的子环, 而且 R 本身也是除环. 证明若对
所有 d ∈ D× 皆有 dRd−1 ⊂ R, 则必有 R = D 或 R ⊂ Z(D); 关于中心 Z(D) 的定义请
见例 3.1.4.

提示 验证以下等式: 若 a, b ∈ D 满足 ab 6= ba, 则

a =
(
b− (a− 1)−1b(a− 1)

) (
a−1ba− (a− 1)−1b(a− 1)

)−1
.

由此推导 D = {a ∈ D : ∀b ∈ R, ab = ba} ∪R; 右式两项都是对加法及取加法逆元封闭的
子集, 论证至少有一项是 D.

15. 举例说明存在环 R 和 x ∈ R, 使得 x 不可逆, 然而存在无穷多个 y 满足 xy = 1.

提示 一种构造是考虑 S :=
{
α := (an)n≥1 :整数列}, 定义 S 上的加法运算为逐项相加.

取 R 为所有满足 φ(α + β) = φ(α) + φ(β) 的映射 φ : S → S 构成的集合. 说明 R 对加
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法 (φ+ ψ)(α) := φ(α) + ψ(α) 与函数合成运算 ◦ 成环, 1R := idS . 取 x ∈ R 为平移映射
(a1, a2, . . .) 7→ (a2, a3, . . .), 再对所有 k ≥ 1 考虑 yk ∈ R, 使得 (bn)n≥1 := yk(α) 满足

bn =

{
an−1, n ≥ 2,

ak, n = 1.
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向量空间是最常用的代数结构之一. 它的根源至少有两方面.

1. 线性方程组理论. 它将所求的解表作形如 x = (x1, . . . , xn) 的数组, 而数组可以逐
个坐标地相加或伸缩:

(x1, . . . , xn) + (x′1, . . . , x
′
n) = (x1 + x′1, . . . , xn + x′n),

t(x1, . . . , xn) = (tx1, . . . , txn).

2. 初等几何学中的平面向量与空间向量理论. 这种意义的向量可以理解为带有方向
和大小的量, 能按照平行四边形法则相加:

u

v u+ v

或以任意实数为比例作伸缩:

u 2u−u

在建立坐标系后, 平面与空间向量也可以分别等同于 R2 与 R3 中的数组.

基于数组的观点胜在操作简便, 而且容许任意大的 n, 但也有其局限. 在几何方面,
直观中的向量只在建立坐标系后才能等同于数组, 坐标系的选取有任意性, 而不依赖坐
标的操作显然更优美, 也更贴近几何的本质. 在线性方程组的方面, 选定域 F (例如 R
或 C), 并考虑系数在 F 上的方程组

a11X1 + · · ·+ a1nXn = 0,

...
...

am1X1 + · · ·+ amnXn = 0.

我们希望研究所有解 x = (x1, . . . , xn) 在 Fn 中构成的子集 S. 尽管这是一个关
于数组的问题, 却自然地引出更广的结构: 集合 S 包含 0 = (0, . . . , 0), 而且有
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x,x′ ∈ S =⇒ x+ x′ ∈ S 和 (t,x) ∈ F × S =⇒ tx ∈ S. 这提示了解集 S 尽管未必
是整个 Fn, 却和 Fn 或几何学中的向量具有类似的运算. 解线性方程组是再实际不过
的问题, 研究并运用解集上的这种代数结构当然也是题中之义. 详细的说明和更多例证
见诸 §4.1.
大致地说, 域 F 上的向量空间 (定义 4.2.1) 意谓一个集合 V , 连同两种运算

▷ 向量加法 + : V × V → V , 写作 (v1, v2) 7→ v1 + v2, 满足结合律, 交换律, 和逆元
的存在性等性质;

▷ 纯量乘法 · : F × V → V , 写作 (t, v) 7→ t · v = tv, 满足结合律与对加法的分配律
等性质.

这一理论框架能统合先前介绍的所有情形, 此外还有源源不绝的实例. 向量空间的元素
也简称为向量. 初等几何学中关于向量的直观在此依然起到指导作用. 详细的定义和例
子是 §§4.2–4.3 的内容.
基与维数是关于向量空间的基本概念, 与之相关的概念还有生成系和线性无关子

集, 都属于 §4.4 的内容. 基可以理解为向量空间的脚手架: 以有限维情形为例, 一旦选
定 F -向量空间 V 的基, V 便能等同于数组构成的空间 Fn, 其中 n = dimV 是 V 的维
数. 基存在但并不唯一; 选基与否, 如何选基往往是解决具体问题的关键.
本书主要探讨有限维向量空间. 许多一般结论能推及无穷维情形, 但涉及称为

Zorn 引理的集合论事实, 本书纳入附录处理. 无穷维空间在应用中也自然地出现, 最简
单的实例是域 F 上的所有一元多项式构成 F -向量空间 F [X].
如果向量空间之间的映射 T : V →W 满足恒等式

T (v1 + v2) = T (v1) + T (v2), T (tv) = tT (v),

则称 T 为线性映射. 一如我们在第三章曾见过的, 由这种保结构的映射自然地引申
出同构的概念. 从 V 到 W 的全体线性映射构成集合 Hom(V,W ), 它对逐点的运算
(T + T ′)(v) = T (v) + T ′(v) 和 (tT )(v) = tT (v) 成为向量空间. 在有限维的情形, 一旦
选基将 V (或 W ) 等同于 Fn (或 Fm), 便能具体地以 m× n 矩阵描述线性映射. 我们
在 §1.3 探讨 Gauss–Jordan 消元法时已经见过 m× n 矩阵, 记如

A =


a11 · · · a1n
... . . . ...

am1 · · · amn

 ,

当时仅用以标记线性方程组中的常数, 然而矩阵的内涵远不止于此: 域 F 上的所有
m× n 矩阵对逐项运算构成 F -向量空间 Mm×n(F ), 除此之外, 矩阵之间还有乘法运算

Mm×n(F )×Mn×r(F )→ Mm×r(F ), (A,B) 7→ AB.

未定稿: 2024-10-20



107

矩阵的加法和乘法满足结合律, 分配律等性质, 但乘法一般不交换. 这些运算都能在线
性映射的层次得到自然解释: 矩阵的加法与来自 F 的纯量乘法对应到 Hom 上相应的
运算, 乘法则对应到线性映射的合成. 详细的定义与解释是 §§4.5–4.6 的主题.

线性映射与矩阵还有许多相互对应的概念与操作. 例子有 §4.7 介绍的转置, 这涉
及向量空间的对偶空间; §4.8 介绍的核, 像与秩的概念, 它们与 Gauss–Jordan 消元法
密切相关; §4.9 介绍的基的变换, 以及矩阵之间的共轭 (又称相似) 和相抵关系, 共轭的
概念对于后续内容尤其重要. 事实上, 共轭的 n× n 矩阵相当于同一个线性映射在不同
的基之下的表法.

在 §4.10, 我们将从内在和外在两种角度探讨向量空间的直和分解; 若一个线性映
射兼容于给定的直和分解, 对应的矩阵便简化为分块对角的形式, 见 §4.11.

最后, §4.12 介绍的商空间相对而言更加抽象, 但仍是不可或缺的基本概念. 约略地
说, 取 V 对子空间 U 的商相当于将 V 中满足 v1 − v2 ∈ U 的元素 v1 和 v2 等量齐观,
这是 V 上的等价关系, 而对应的商集 V /U 仍有向量空间结构. 商空间可以用来描述任
意线性映射 T : V →W 的像空间.
本章的内容只是向量空间理论的一个引子, 后续章节将有更深入的拓展.

阅读提示
若无另外说明, F 在本章均代表一个选定的域. 此外, 关于向量空间或矩阵的计
算与抽象理论同等重要, 学习时应当同步掌握.

阅读顺序
§4.1

§4.2

§4.3 §4.4 §4.5 §4.6

§4.7

§4.8§4.9

§4.10

§4.11 §4.12
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4.1 引言: 回到线性方程组
回首 §1.3 考察的线性方程组

a11X1 + · · ·+ a1nXn = b1

a21X1 + · · ·+ a2nXn = b2

...
...

am1X1 + · · ·+ amnXn = bm.

(4.1.1)

当时我们默认系数和所求的解都在 C 中. 然而解方程所用的 Gauss–Jordan 消元法所
需的仅是四则运算, 无关复数的一切其他性质, 所以现在可以假定 aij 和 bi 都落在选定
的域 F 中, 在 F 上求解. 我们有:

在任意域 F 上, 线性方程组 (4.1.1) 可以由 Gauss–Jordan 消元法判
定是否有解; 若有解, 则消元法可以描述所有的解.

这是因为 §§1.3—1.4 介绍的行运算和 Gauss–Jordan 消元法理论可以一字不易地推广
到任意域上. 在线性方程组的研究中, b1 = . . . = bm = 0 的情形占有特殊的地位.

定义 4.1.1 考虑域 F 上形如 (4.1.1) 的 n 元线性方程组. 如果 b1 = · · · = bm = 0, 则
称此方程组为齐次的.

消元法的基础是矩阵的初等行变换. 以下转换视角, 从映射的观点来理解域 F 上
的线性方程组.

给定 n,m ∈ Z≥1 和一族系数 (aij)1≤i≤m
1≤j≤n

, 其中 aij ∈ F , 定义映射

T : Fn Fm

(xj)
n
j=1

(∑n
j=1 a1jxj , . . . ,

∑n
j=1 amjxj

)
.

今后也将数组 (x1, . . . , xn) 写作 x 的形式. 对于给定的 b = (b1, . . . , bm) ∈ Fm. 解
(4.1.1) 相当于研究纤维 T−1(b) (定义 2.2.10). 对任何映射 Fn → Fm 都可以考虑同样
的问题, 然而眼下问题的特点在于 T 是 “线性” 的. 更明确地说, 在 Fn 上定义

? 两个数组的加法运算
(x1, . . . , xn) + (x′1, . . . , x

′
n) := (x1 + x′1, . . . , xn + x′n),

其中 (x1, . . . , xn), (x
′
1, . . . , x

′
n) ∈ Fn;

? 域 F 之于数组的纯量乘法运算
t(x1, . . . , xn) := (tx1, . . . , txn);

其中 t ∈ F .
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如此定义的加法满足结合律和交换律, 而纯量乘法对加法满足结合律和分配律:

(tt′)x = t(t′x), t(x+ y) = tx+ ty, (t+ t′)x = tx+ t′x;

我们不厌其烦地重申: t, t′ ∈ F 而 x,y ∈ Fn. 此外, 0 := (0, . . . , 0) ∈ Fn (必要时记为
0n) 对加法充当了零元的角色:

x+ 0 = x = 0+ x.

由于运算是逐分量定义的, 上述性质全都归结为域 F 的相应性质. 另记 −x := (−1)x
和 x′ − x := x′ + (−x).
这对解方程的问题有何启发? 请读者验证映射 T 满足

T (x+ y

Fn

) = T (x) + T (y)

Fm

, T (tx) = t · T (x).

事实上, T (x) 的每个分量 ∑n
j=1 aijxj ∈ F 都有这些性质 (1 ≤ i ≤ m). 一个立即的结

论是线性方程组的解可以线性叠加. 何谓线性叠加? 先固定方程组 (4.1.1) 的系数矩阵
(aij)1≤i≤m

1≤j≤n
.

? 若 x = (x1, . . . , xn) 是方程组对 b = (b1, . . . , bm) 的解, 而 x′ = (x′1, . . . , x
′
n) 是对

b′ = (b′1, . . . , b
′
m) 的解, 则 x+ x′ 是方程组对 b+ b′ 的解;

? 若 x = (x1, . . . , xn) 是 (4.1.1) 对 b = (b1, . . . , bm) 的解, t ∈ F , 则 tx 是方程组对
tb 的解.

因此像集 im(T ) 在 Fm 的加法和纯量乘法运算下封闭. 像集还是非空的, 因为
0m = T (0n) ∈ im(T ).

作为推论, 若 x 和 x′ 是方程组对同一个 b ∈ Fm 的解, 则 y := x − x′ 是对应的
齐次方程组的解. 反之, 若已知 x 是原方程组的解, 而 y 是对应的齐次方程组的解, 则
x+ y 仍是原方程组的解.
综之, 只要找出特解 x ∈ T−1(b), 方程组 (4.1.1) 的通解便由下式描述

T−1(b) = x+ T−1(0)

:= {x+ y : y ∈ Fn, T (y) = 0m} .

这就引出了以下观察:

? 线性方程组 (4.1.1) 有解当且仅当 b := (b1, . . . , bm) ∈ im(T );

? 一旦它有解, 则精确到用某个特解的 “平移”, 解集 T−1(b) 的性状完全由对应的
齐次方程组确定, 或者说由系数矩阵 (aij)1≤i≤m

1≤j≤n
确定.

未定稿: 2024-10-20



110 第四章 向量空间和线性映射

这表明对于解方程而言, Fn 的子集 T−1(0), 亦即对应的齐次方程组的解集和
im(T ) 一样是重要的对象. 一如 im(T ), 子集 T−1(0) 同样对 Fn 的加法和纯量乘法运
算封闭, 这是因为

T (x) = 0m = T (x′) =⇒
T (x+ x′) = 0m + 0m = 0m,

t ∈ F, T (x) = 0m =⇒
T (tx) = tT (x) = t0m = 0m.

对 T−1(0m) 可以提许多问题, 比如说, 解集的参数化所指究竟为何? 如何确定所
需的参数个数, 即先前所谓的 “自由度”?

定义 4.1.2 设 T : Fn → Fm 按上述方式对应到一个齐次线性方程组. 若 v1, . . . , vh ∈
Fn 都是方程组的解, 而且所有解 x ∈ Fn 都可以通过加法和纯量乘法表作

x =

h∑
i=1

tivi, t1, . . . , th ∈ F,

其中 (t1, . . . , th) 由 x 唯一确定, 则称 v1, . . . , vh 是该齐次方程组的一组基础解系.

求出基础解系 v1, . . . , vh 相当于用 h 个参数来描述齐次线性方程组的解集.

命题 4.1.3 考虑形如 (4.1.1) 的 n 元齐次线性方程组, 其中 b = 0. 设消元法给出的简
化行梯矩阵有 r 个主元, 则对应的齐次方程组有基础解系 v1, . . . , vn−r.

证明 沿用 §1.4 的记号. 将简化行梯矩阵中不含主元的列按编号枚举为

1 ≤ f1 < · · · < fn−r ≤ n.

对公式 (1.4.1) 代入 bk = 0 给出齐次线性方程组的通解, 其中变元 Xf1 , . . . , Xfn−r

可以任意赋值, 其余对应到主元的变元则由这些值唯一确定. 因此对每个 1 ≤ i ≤ n− r
都可以取 vi ∈ Fn 为齐次线性方程组的解, 使得

? 它的第 fi 个分量为 1,

? 当 1 ≤ j ≤ n− r 而 j 6= i 时它的第 fj 个分量为 0,

? 其余分量由上述资料和 (1.4.1) 唯一确定.

若 x ∈ Fn 是齐次方程组的任意解,则上述讨论表明 x =
∑n−r
i=1 tivi,其中的 ti ∈ F

是且仅能是 x 的第 fi 个分量, 因此它们由 x 唯一确定.

进一步, 我们还可以问解集 T−1(0) 的参数个数 n− r 能否由 T 内在地刻画. 基于
几何直观, 答案理应是肯定的. 我们现在有充分的动机来研究:
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? 带有加法和来自域 F 的纯量乘法这两种运算的代数结构, 例如 Fn, 或者先前提
到的 im(T ) 和 T−1(0);

? 保持这种代数结构的映射, 例如之前考虑的 T : Fn → Fm.

这就将向量空间的抽象理论推到了聚光灯下. 稍后展开的理论将会表明, 此一观点
和 Gauss–Jordan 消元法是相互交融的.

4.2 向量空间
域 F 上的向量空间又称为线性空间. 这是具有加法, 纯量乘法1)运算以及零元的一

种代数结构; 加法是空间上的二元运算, 纯量乘法则涉及域 F 的元素在 V 上的作用.

定义 4.2.1 域 F 上的 F -向量空间简称向量空间, 这是指资料 (V,+, ·, 0V ), 其中 V 是
集合, 0V ∈ V , 而 + : V × V → V 和 · : F × V → V 分别写作 (u, v) 7→ u + v 和
(t, v) 7→ t · v 的形式, 使得以下条件成立.

1. 加法满足以下条件:

▷ 结合律 (u+ v) + w = u+ (v + w);
▷ 幺元性质 v + 0V = v = 0V + v;
▷ 交换律 u+ v = v + u;
▷ 加法逆元 对所有 v 皆存在 −v 使得 v + (−v) = 0V .

2. 纯量乘法 t · v 也简写为 tv, 它满足以下条件:

▷ 结合律 s · (t · v) = (st) · v;
▷ 幺元性质 1 · v = v, 此处 1 代表 F 的乘法幺元.

3. 纯量乘法对加法满足:

▷ 分配律之一 (s+ t) · v = sv + tv;
▷ 分配律之二 s · (u+ v) = su+ sv.

其中 u, v, w (或 s, t) 代表 V (或 F ) 中的任意元素. 不致混淆时, 我们也简记 0V 为 0,
将 u+ (−v) 写作 u− v, 并以 V 总括资料 (V,+, ·, 0).

向量空间 V 的元素也称为其中的向量. 定义中的 0V 又称为 V 的零元, 或零向量.
与向量相对, 域 F 的元素则称为纯量.

定义的模式和环的定义 3.1.1 明显相似. 由之推出的以下几条性质也是出于同样
理路.

1)在一些教材中, 纯量乘法又称为数乘或标量乘法.
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? 零元 0V 由相应的幺元性质唯一确定, 所以资料中的 0V 其实可以略去, 要求存在
满足该性质的元素即可.

? 加法满足消去律: u + v = u′ + v 蕴涵 u = u′. 作为推论, 向量 v 的加法逆元 −v
唯一.

? 逆元的唯一性也蕴涵 −(−v) = v.

? 对于任何 t ∈ F 都有 t · 0V = 0V , 这是对 t · (0V ) = t · (0V + 0V ) = t · 0V + t · 0V
应用加法消去律的结论.

? 我们有恒等式 0 · v = 0; 等号左边的 0 ∈ F , 而右边的 0 = 0V ∈ V . 这是缘于
0 · v = (0 + 0) · v = 0 · v + 0 · v 和消去律.

? 我们有 (−1)·v = −v. 这是缘于 (−1)·v+v = (−1)·v+1·v = (−1+1)·v = 0·v = 0.

定义 4.2.2 设 V 为 F -向量空间. 如果 V 的子集 V0 包含 0, 而且在加法和纯量乘法运
算下封闭, 则 (V0,+, ·, 0) 也是 F -向量空间, 称之为 V 的子空间.

子空间的定义中未要求 V0 对取逆 v 7→ −v 封闭, 这是因为 −v = (−1) · v, 所以要
求纯量乘法的封闭性已经足够.

练习 4.2.3 给定 F -向量空间 V , 请验证任意多个子空间的交仍然是 V 的子空间.

例 4.2.4 (零空间) 最平凡的向量空间是 {0}, 它是所有 F -向量空间的子空间.

向量空间理论也有直观的几何实例, 关乎中学数学里熟悉的平面与空间向量.

例 4.2.5 (向量几何) 平面向量对加法和纯量乘法构成 R-向量空间, 空间向量亦同. 这
是向量空间最直观的例子. 在未取定坐标的情况下, 向量的加法是按照平行四边形法则
确定的, 而向量的纯量乘法则是带方向的伸缩, 负号代表反向; 相关的几何图像在本章
开头已有回顾. 为了用代数语言表达角度和长度等几何概念, 还需要引入内积的概念,
这将是第九章的主题.

例 4.2.6 (域本身作为向量空间) 域 F 相对于域的加法和乘法 (在此扮演纯量乘法的角
色) 构成 F -向量空间, 这是最简单的非零 F -向量空间, 它在后续章节还会反复现身.

例 4.2.7 设 n ∈ Z≥0. 按以下方式赋予 Fn 向量空间的结构

(x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) := (x1 + y1, . . . , xn + yn), xi, yi ∈ F ;
t(x1, . . . , xn) := (tx1, . . . , txn), t ∈ F.

其中的零元取为 0 := (0, . . . , 0). 这是 §4.1 讨论的例子. 定义所需的性质都是明显的.
注意到 F 0 规定为零空间, 而 F 1 无非是例 4.2.6 介绍的空间 F .
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如果在 Fn 的定义中具体取 F = R 和 n = 2 (或 n = 3), 则 R2 (或 R3) 可以等同
于坐标化的平面 (或空间). 中学数学所出现的平面 (或空间) 向量带有始点和终点, 写
作诸如 −−→PQ 的形式. 一旦在平面 (或空间) 中选定一点作为原点, 则总是可以将所有向
量的始点平移到原点, 从而化约到例 4.2.5 的情境. 若进一步建立坐标系2), 便化约到此
处讨论的 R2 和 R3.

例 4.2.8 域 F 上的多项式环 F [X] 相对于纯量乘法

t ·
∑
n≥0

cnX
n :=

∑
n≥0

tcnX
n, t ∈ F

和 F [X] 本身的加法构成 F -向量空间. 推而广之, 任意个变元的多项式环 F [X,Y, . . .]

也都是 F -向量空间.

以下介绍两种从已有的向量空间构造新空间的抽象途径.

例 4.2.9 (向量空间的直积) 首先回忆 (2.3.1) 的定义: 对任意一族集合 Vi, 其中下标
i 遍历给定的集合 I (暂时要求非空), 积集

∏
i∈I Vi 的元素是以 I 为下标的元素组

(vi)i∈I , 其中 vi ∈ Vi. 如果每个 Vi 都带有 F -向量空间的结构, 则
∏
i∈I Vi 也有自然的

F -向量空间结构, 方法是逐分量地定义运算为

(vi)i + (wi)i = (vi + wi)i, t(vi)i = (tvi)i,

下标 i 遍历 I 而 t ∈ F . 我们称此向量空间
∏
i∈I Vi 为 (Vi)i∈I 的直积. 所需的结合律

等诸般性质全部都能化到每个 Vi 上来验证. 思路和环的直积 (例 3.1.13) 并无二致.
如果取所有 Vi 都是同一个向量空间 V , 则和积集的情形类似, 我们将对应的∏

i∈I V 记为 V I . 回忆到在关于集合论的讨论中, 我们在 I = ∅ 时不无理由地规定 V I

为独点集. 建立在独点集上的向量空间结构能且仅能是零空间, 因此我们规定当 I = ∅
时 V I := {0}. 这一切可以视为例 4.2.7 的推广: 不难看出 Fn 即是 F {0,...,n−1}.

例 4.2.10 (向量空间的直和) 例 4.2.9 介绍的直积
∏
i∈I Vi 有一个更常用的子空间, 称

为 (Vi)i∈I 的直和, 定义为⊕
i∈I

Vi :=

{
(vi)i ∈

∏
i∈I

Vi :至多仅有有限个 i ∈ I 使得 vi 6= 0

}
.

留意到如果 (vi)i∈I 和 (wi)i∈I 都仅有至多有限个分量非零, 则 (vi + wi)i∈I 亦然, 因为
两个有限集的并仍有限. 因此

⊕
i∈I Vi 对加法封闭. 此外它显然也对纯量乘法封闭, 并

且包含 0 = (0)i∈I . 于是
⊕

i∈I Vi 确实是
∏
i∈I Vi 的子空间.

每个 Vi 都自然地嵌入为
⊕

j∈I Vj 作为子空间, 方式是映 v ∈ Vi 为 (vj)j∈I , 其中
vi := v 而 j 6= i 时 vj := 0. 考察各个分量, 立见在这些嵌入之下有

i 6= j =⇒ Vi ∩ Vj = {0}.
2)几何直观中的平面或空间既无指定的原点, 又无指定的坐标轴, 所以 Rn 对此是个不尽合身的模型, 以后
讨论仿射空间时还会回到这个问题.
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如果取所有 Vi 都是同一个向量空间 V , 则对应的直和表作 V ⊕I , 以区别于直积
V I . 当 I 有限时, 至多有限个分量非零的条件自动成立, 这时

∏
i∈I Vi =

⊕
i∈I Vi. 本书

涉及的直和的以这类情形居多.

约定 4.2.11 规定空直和与空直积 (相当于 I = ∅ 情形) 为零空间 {0}. 这与 §2.3 的规
定兼容.

直和是向量空间理论中的一则基本构造. 关于直和的进一步讨论将在 §4.10 接续.

4.3 矩阵及其运算
矩阵在 §1.3 关于消元法的讨论中已经出现. 当时我们对矩阵元在哪个数系取值含

糊其词. 现在既然有了域的概念, 便可以清楚地定义一般的矩阵.

定义 4.3.1 (域上的矩阵) 设 m,n ∈ Z≥1. 域 F 上的 m× n 矩阵是指如下的资料
A = (aij)1≤i≤m

1≤j≤n

=


a11 · · · a1n
... . . . ...

am1 · · · amn

 =

...
· · · aij · · ·

...


 第 i 行

第 j 列

其中 aij ∈ F , 称为矩阵 A 的第 (i, j) 个矩阵元或 (i, j)-项, 而 n × n 矩阵也称为 n 阶
方阵.

今后我们将 F 上的所有 m× n 矩阵 (m 行 n 列) 构成的集合记为 Mm×n(F ).

按惯例, 我们经常将矩阵 A = (aij)1≤i≤m
1≤j≤n

简记为 (aij)i,j . 严格地说, F 上的 m×n

矩阵是集合 F {1,...,m}×{1,...,n} 的元素; 这种原教旨主义的解读当然是庸人自扰.
现在赋予集合 Mm×n(F ) 作为向量空间所需的运算.

▷ 加法 对 Mm×n(F ) 的任两个元素 A = (aij)i,j 和 B = (bij)i,j , 定义

A+B := (aij + bij)1≤i≤m
1≤j≤n

.

▷ 纯量乘法 对任意 t ∈ F 和 A = (aij)i,j ∈ Mm×n(F ), 定义

t ·A = tA := (taij)1≤i≤m
1≤j≤n

.

给定 m 和 n, 对应尺寸的零矩阵定义为

0m×n := (0)i,j ∈ Mm×n(F ).

未定稿: 2024-10-20



§4.3 矩阵及其运算 115

命题 4.3.2 这些运算使得 Mm×n(F ) 成为 F -向量空间. 其中的零元为零矩阵, 而矩阵
A = (aij)i,j 的加法逆元 −A 为 (−aij)i,j .

证明 理应是明显的. 一切运算性质都对每个矩阵元化约到 F 中来验证.

定义 m× n 矩阵的减法为 A−B := A+ (−B), 它的 (i, j) 矩阵元是 aij − bij .

约定 4.3.3 (行向量与列向量) 对于特例 n = 1, 向量空间 Mm×1(F ) 化约为例 4.2.7 讨
论的 Fm; 出于直观的理由, Mm×1(F ) 的元素也称为 m 维的列向量. 同样道理, 向量空
间 M1×n(F ) 可以等同于 Fn, 其元素称为 n 维的行向量. 当 n = m = 1, 空间 M1×1(F )

无非就是 F 自身.

作为向量空间, Mm×n(F ) 和 Fmn 似乎没有实质区别, 然而矩阵的特色在于除了加
法和纯量乘法之外, 它们还具备乘法运算.

定义 4.3.4 (矩阵乘法) 矩阵乘法是按以下方式定义的映射

Mm×n(F )×Mn×r(F ) Mm×r(F )

(A,B) AB;

若 A = (aij)1≤i≤m
1≤j≤n

, B = (bjk)1≤j≤n
1≤k≤r

, 则 AB = (cik)1≤i≤m
1≤k≤r

, 其中

cik :=

n∑
j=1

aijbjk = ai1 · · · ain
( )

第 i 行

b1k

...
bnk




第 k 列.

注意: 只有行数和列数合乎规格的矩阵才能相乘. 按惯例, AB 有时也写成 A ·B.
定义 n 阶单位矩阵为

1n×n :=


1

. . .

1

 ∈ Mn×n(F )

其中对角线矩阵元全为 1, 其余留白部分全为 0. 请读者循定义动手验证单位矩阵对所
有 A ∈ Mm×n(F ) 都有类似于乘法幺元的性质:

1m×m ·A = A = A · 1n×n.
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命题 4.3.5 矩阵乘法满足以下性质:
▷ 结合律 (AB)C = A(BC);
▷ 分配律 A(B +C) = AB +AC, (B +C)A = BA+CA;
▷ 线性 A(tB) = t(AB) = (tA)B;
其中 t ∈ F 和矩阵 A,B,C 是任意的, 前提是矩阵的行数和列数使运算有意义.

证明 对 (AB)C 和 A(BC) 的每个矩阵元进行考察, 可见结合律相当于说

∑
k

∑
j

aijbjk

 ckl =
∑
j

aij

(∑
k

bjkckl

)
,

下标 i, j, k, l 的范围取决于矩阵尺寸. 根据求和符号的基本操作, 交换 ∑
k 和

∑
j 以

后, 问题归结为证
(aijbjk)ckl = aij(bjkckl).

然而这无非是 F 本身的乘法结合律. 同理, 分配律归结为 F 本身的分配律

aij(bjk + cjk) = aijbjk + aijcjk.

最后一则性质归结为 F 中的等式 aij(tbjk) = t(aijbjk) = (taij)bjk, 而这又归结为
F 的乘法交换律.

尽管推论 4.6.3 将包含下述结果, 眼下先就矩阵定义来验证是有益的, 细节也毫无
困难.

练习 4.3.6 验证 Mn×n(F ) 相对于矩阵加法和乘法成环, 它以零矩阵 0n×n 为零元, 以
单位矩阵 1n×n 为乘法幺元. 提示 前述诸性质的综合.

练习 4.3.7 矩阵给出非交换环的自然例子. 请动手验证以下等式以说明 M2×2(F ) 并非
交换环. 0 1

1 0

1 1

0 1

 =

0 1

1 1

 ,

1 1

0 1

0 1

1 0

 =

1 1

1 0

 .

注记 4.3.8 (环上的矩阵) 如果将域 F 换成一般的环 R, 则以上定义和大部分性质仍
然通行无阻; 特别地, 我们有集合 Mm×n(R) 以及矩阵之间的加法和乘法, 并且使
Mn×n(R) 成环. 唯一成问题的是命题 4.3.5 的等式 A(tB) = t(AB) (其中 t ∈ R): 从
证明不难看出, 障碍在于 t ∈ R 对乘法未必能和 R 中的其他元素交换. 如果我们要求
R 是交换环, 则 A(tB) = t(AB) = (tA)B 仍然成立.

此外, 在非交换环上必须区别 t ∈ R 对矩阵的左乘 tA 和右乘 At.
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一如 §1.3所述,线性方程组的布列和消元在一般的域 F 上也能用 F 上的矩阵来表
述. 矩阵乘法还给出考量线性方程组的另一种视角: 对于取在 F 中的变元 X1, . . . , Xn,
我们有

a11X1 + · · ·+ a1nXn = b1

a21X1 + · · ·+ a2nXn = b2
...

...

am1X1 + · · ·+ amnXn = bm

⇐⇒


a11 · · · a1n
... . . . ...

am1 · · · amn



X1

...

Xn

 =


b1
...

bm

 .

取方程组的系数矩阵 A := (aij)i,j ∈ Mm×n(F ), 并且定义列向量

x :=


X1

...

Xn

 , b :=


b1
...

bm

 ,

则原方程组等价于以 x 为变量的矩阵方程

Ax = b.

这是矩阵乘法和线性方程组的直接联系, 矩阵写法显然胜在简洁, 而这也为矩阵乘法的
定义提供了一部分的解释.
我们更愿意从线性映射的视角理解矩阵. 一旦在 §4.5 明确了矩阵和线性映射的关

系, 则无论是命题 4.3.5 的矩阵乘法性质, 练习 4.3.6 或线性方程组的矩阵写法 Ax = b

都会得到自然的诠释. 在此之前, 有必要先引进基和维数的抽象概念.

4.4 基和维数
对于经典的平面向量或空间向量, 我们熟知一旦选定坐标系, 所有向量都能按坐标

唯一地展开. 将此思路扩及一般的向量空间, 就引向了基的概念.
向量空间的基并不唯一, 通常也没有标准的取法. 在许多应用中3), 适当选基, 自由

换基还是解决问题的关键手段. 阐明基与基之间如何变换是稍后的重要任务.
严谨的解释需要一系列的准备工作. 设 S 为 F -向量空间 V 的子集, 或有限或无

穷. 我们称形如

a1v1 + · · ·+ amvm,

m ∈ Z≥0,

ai ∈ F,

vi ∈ S

(4.4.1)

3)例如中学物理力学中的静态平衡.
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的向量为 S 中的元素的线性组合, 这是从 S 出发, 通过向量空间的所有运算所能得到
的一切元素. 注意到上式取 m = 0 对应到 “空和”, 约定为 0. 记

〈S〉 :=
{
S 中的元素的线性组合} .

按定义立见 〈S〉 是 V 的子空间. 事实上, 〈S〉 是包含 S 的最小子空间 — 包含 S

的子空间必然也包含 〈S〉. 这同样是线性组合定义的直接结论. 极端情形是 〈∅〉 = {0}.
当 S 是有限集 {s1, . . . , sm} 时, 我们也将 〈S〉 写成 〈s1, . . . , sm〉.
职是之故, 我们也称 〈S〉 为 S 的线性包, 或 S 张成的子空间. 在探讨形如 (4.4.1)

的线性组合时, 更简洁的写法是让 S 的元素自为下标, 从而将 S 中的元素的线性组
合写作 ∑

s∈S
ass

的形式, 其中的系数 as ∈ F , 默认至多仅有限个非零, 因此上式总默认为有限和; 今后
凡是写下诸如 ∑

s ass 的公式时, 总是如此假设.

定义 4.4.1 设 S 为 F -向量空间 V 的子集.

? 如果 〈S〉 = V , 则称 S 生成 V , 或称 S 为 V 的一族生成元, 或简称 S 为生成系.

? 称形如 ∑
s∈S

ass = 0

的等式为 S 中的线性关系; 如果所有系数 as 全为 0, 则称此关系平凡, 否则称为
非平凡. 若 S 中存在非平凡的线性关系, 则称 S 线性相关, 否则称 S 线性无关.

? 若 S 是线性无关的生成系, 则称 S 是 V 的一组基.

一种类似的说法是: 若 V 中的一列元素 v1, . . . , vk 满足
∑k
i=1 aivi = 0 ⇐⇒

∀i, ai = 0, 则称 v1, . . . , vk 线性无关, 否则称为线性相关. 唯一的差别在于此处的
v1, . . . .vk 容许重复, 而有重复的情形当然是线性相关的.

例 4.4.2 以下性质都是定义的直接操演.

? 空集按规定是线性无关的.

? 若 S 含零向量 0, 则它自动线性相关.

? 独点集 {v} 线性无关当且仅当 v 6= 0.

? 向量 v 和 w 线性相关当且仅当存在不全为 0 的常数 a, b 使得 av + bw = 0,
当且仅当两者成比例: 存在 c ∈ F 使得 v = cw (取 c = −b/a) 或 w = cv (取
c = −a/b), 视 a, b 何者非零而定.
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找出向量空间 V 的一个生成系对于理解 V 显然有帮助. 为何考虑线性无关子集?
若子集 S 线性无关, 则任何线性组合 v =

∑
s∈S ass 中的诸系数 as 都由 v 唯一确定,

这是因为 ∑
s∈S

ass =
∑
s∈S

bss ⇐⇒
∑
s∈S

(as − bs)s = 0.

所以 S 是 V 的基当且仅当所有 v 都能够表成线性组合 v =
∑
s∈S ass, 而且系数

(as)s∈S 由 v 唯一确定. 这族系数可以合理地称为 v 在这组基下的坐标或分量.
向量空间 V 的所有生成族 (或线性无关子集) 可以按集合包含关系 ⊂ 比较大小,

由此可以谈论其中的极大或极小元; 参见定义 2.4.4. 这就引向了基的另一种刻画.

引理 4.4.3 对于 F -向量空间 V 的任意子集 S, 我们有

S 是极小生成系 ⇐⇒ S 是基 ⇐⇒ S 是极大线性无关子集.

证明 (第一个等价) 设 S 是极小生成系. 以下验证 S 线性无关, 从而说明 S 为基. 设
S 中存在非平凡线性关系 a1s1 + · · · + amsm = 0, 其中 si ∈ S 相异; 不失一般性, 设
a1 6= 0. 那么

s1 = −a−1
1

(
m∑
i=2

aisi

)
;

回忆线性组合的定义, 可知上式蕴涵 S ∖ {s1} 和 S 生成同一个向量空间, 这同 S 的极
小性矛盾.

反之, 设 S 为基, 以下来证明 S 是极小生成系. 设若不然, 则存在 s ∈ S 使得
S ∖ {s} 也是生成系, 因此 s 可以表作线性组合 ∑

t∈S∖{s} att, 从而得到 S 中的非平凡
线性关系 s−

∑
t∈S∖{s} att = 0, 矛盾.

(第二个等价) 设 S 是极大线性无关子集, 以下验证 S 是生成系, 从而说明 S 为基.
对于任何 v ∈ V , 若 v ∈ S 则当然有 v ∈ 〈S〉. 若 v /∈ S 则 S ∪ {v} 线性相关, 故有非平
凡的线性关系

avv +
∑
s∈S

ass = 0.

此时必有 av 6= 0, 否则将有 S 中的非平凡线性关系 ∑
s∈S ass = 0, 矛盾. 于是

v = −a−1
v

∑
s∈S ass ∈ 〈S〉. 综上可得 V = 〈S〉.

反之, 设 S 为基, 现证 S 是极大线性无关子集. 对于任意 v /∈ S, 将它表为基的线
性组合 v =

∑
s∈S ass. 非平凡线性关系 v −

∑
s∈S ass = 0 蕴涵 S ∪ {v} 线性相关. 由

此可见 S 确实极大.

约定 4.4.4 按以上定义, 有限维向量空间 V 的基是一类特殊的子集, 基的元素不计顺
序. 如果进一步为基的元素排序, 譬如表作 v1, v2, . . . 等, 则称之为有序基以资区别.

尽管基不唯一, 对于某些特定的向量空间却有标准的选法.
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例 4.4.5 (Fn 的标准基) 向量空间 Fn 具有标准有序基 e1, . . . , en, 其中

ei := (0, . . . , 1
i-分量

, . . . , 0), i = 1, . . . , n.

理由直截了当: 任何 v = (x1, . . . , xn) ∈ Fn 都可以表成

v = (x1, 0, . . . , 0) + (0, x2, 0, . . . , 0) + · · ·+ (0, . . . , 0, xn)

= x1e1 + · · ·+ xnen;

反过来说, 如果 v 写作以上形式, 则 xi 是 v 的第 i 个分量, 因此表法是唯一的.

例 4.4.6 (Mm×n(F )的标准基) 推而广之, 矩阵空间 Mm×n(F ) 具有标准基 {Eij}i,j ,
其中 Eij 是第 (i, j) 个矩阵元为 1, 其他矩阵元全为 0 的 m× n 矩阵, 此处 1 ≤ i ≤ m

而 1 ≤ j ≤ n. 任何矩阵 A 都能唯一地展开为

A =
∑

1≤i≤m
1≤j≤n

aijEij ;

系数 aij 正是 A 的第 (i, j) 个矩阵元. 矩阵 Eij 之间的乘法有简单的描述: 代入定义
4.3.4 仔细运算, 可见

EijEkℓ =

{
0 j 6= k,

Eiℓ j = k.

因为这些矩阵构成基, 只要承认命题 4.3.5 中关于矩阵乘法的基本性质, 则以上公式反
过来确定了一般矩阵的乘法.

例 4.4.7 (单项式基) 由于 F 上的所有一元多项式都能唯一地表作有限和
∑
n≥0 anX

n,
向量空间 F [X] 有基 1, X,X2, . . ., 称为单项式基; 注意此基有可数无穷多个元素. 推而
广之, 多元多项式空间 F [X,Y, . . .] 也有形如 XaY b · · · 的元素构成的单项式基.

算法 4.4.8 (计算极大线性无关子集) 对于 F -向量空间 Fn 中的元素 v1, . . . , vk, 其中
n, k ∈ Z≥1, Gauss–Jordan 消元法可以用来判断它们是否线性无关. 第一步是将每个
vj 表为列向量

vj =


a1j
...

anj

 , j = 1, . . . , k.

为了判定线性相关与否, 当然要研究等式
∑k
j=1 xjvj = 0. 将等式按 n 个分量展开, 则

这相当于判定齐次线性方程组

a11X1 + · · ·+ a1kXk = 0

...
...

an1X1 + · · ·+ ankXk = 0
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是否有不全为 0 的解. 这点可以通过对系数矩阵

A := (aij)1≤i≤n
1≤j≤k

按列向量展开
(
v1 · · · vk

)
∈ Mn×k(F )

消元来判定: 记消元法给出的简化行梯矩阵为 A′, 则 S 线性无关当且仅当 A′ 的主元
个数 r 满足 r = k.
同理, 一个列向量 w ∈ Fn 能表成 v1, . . . , vk 的线性组合当且仅当增广矩阵(

A w

)
=

(
v1 · · · vk w

)
∈ Mn×(k+1)(F )

对应的线性方程组有解, 消元法可以判定它是否有解, 并且在有解的情形给出通解.
由此还可以萃取更多的信息. 将简化行梯矩阵 A′ 的列向量记为 v′

1,v
′
2, . . ., 再将其

主列排序为

1 ≤ j1 < · · · < jr ≤ k;

对应的列向量必然形如

v′
j1 =


1

0
...

0

 , v′
j2 =


0

1
...

0

 , v′
j3 =


0

0

1
...

 , . . . (共 r 个).

我们现在将信息转译回 A, 来说明以下事实:

vj1 , . . . , vjr 线性无关, 而且给出 {v1, . . . , vk} 的极大线性无
关子集; 事实上它们是 〈v1, . . . , vk〉 的基.

1. 首先说明它们线性无关. 诚然, A 行等价于 A′, 而初等行变换是逐列操作的, 所
以只看主列便有

(
vj1 · · · vjr

)
行等价于

(
v′
j1
· · · v′

jr

)
=


1

. . .

1


其中矩阵留白部分为零.

2. 其次说明 〈v1, . . . , vk〉 = 〈vj1 , . . . , vjr 〉. 诚然, 令 1 ≤ ` ≤ k 而 ` /∈ {j1, . . . , jr}.
列向量 v′

ℓ 能表为它左侧的主列向量 v′
j1
,v′
j2
, . . . 的线性组合, 这也相当于说增广
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矩阵
(
v′
j1
| · · · |v′

jr

∣∣v′
ℓ

)
对应的方程组有解. 然而和上一步相同的理由导致

(vj1 | · · · |vjr |vℓ) 行等价于
(
v′
j1 | · · · |v

′
jr |v

′
ℓ

)
=


1 ∗

. . . ...

1 ∗

 ,

其中 ∗ 代表 F 的某些元素4). 特别地, 两边对应的方程组同解. 这就说明了
vℓ ∈ 〈vj1 , . . . , vjr 〉. 换句话说, vℓ 总能表成 vj1 , . . . , vjr 的线性组合.

3. 最后, 综合前两条可见 vj1 , . . . , vjr 是 〈v1, . . . , vk〉 的基, 故是此空间的极大线
性无关子集 (引理 4.4.3). 因此它在集合 {v1, . . . , vk} 中自然也是极大线性无关
子集.

顺带注意到这些性质对域扩张不敏感: 若 F 是域 E 的子域, 则这些问题无论置于
E 或 F 中考虑, 结论皆同, 这是由消元法的本质决定的.

现在回到抽象理论. 相对于例 4.2.10 介绍的直和操作, 基有简单的描述, 由无交并
给出.

命题 4.4.9 考虑一族 F -向量空间 Vi, 带有给定的基 Bi, 其中 i 遍历给定的集合 I.
将每个 Vi 按照例 4.2.10 所述方法嵌入为直和

⊕
j∈I Vj 的子空间, 相应地将 Bi 视同⊕

j∈I Vj 的子集. 这些子集 Bi 两两无交, 而
⊔
i∈I Bi 给出

⊕
i∈I Vi 的基.

证明 由于 i 6= j 蕴涵 Vi ∩ Vj = {0} 而基的元素总是非零, 故 {Bi}i∈I 在直和中两两
无交; 记 B 为这些 Bi 在直和中的无交并.

按构造, 每个 v ∈
⊕

i Vi 都能够唯一地表作 v =
∑
i vi, 其中 vi ∈ Vi 无非是 V 的

第 i 个分量, 至多有限多个 vi 非零. 通过将每个非零的 vi 按基 Bi 展开, v 也能唯一地
表作有限和

v =
∑
i

∑
b∈Bi

cbb

∈Vi

=
∑
b∈B

cbb

其中 cb ∈ F , 仅对至多有限个 b 非零.

留意到结论对直积并不成立; 直和中至多仅有限个分量非零的条件在论证中是必
要的.

以下定理的证明虽然不难, 却需要一些集合论的背景知识, 此处述而不证. 感兴趣
的读者可参考 [10, §6.4], 或见 §A.4.

4)计算机科学中所谓的通配符.

未定稿: 2024-10-20



§4.4 基和维数 123

定义–命题 4.4.10 所有 F -向量空间 V 都有基; 事实上, 任意线性无关子集都可以扩充
为基.

此外, V 的所有基都有相同的元素个数, 按 §2.9 介绍的基数来理解. 此一共同的基
数称为 V 的维数, 记为 dimF V 或 dimV .

作为以上定义连同命题 4.4.9 的推论, 对任一族向量空间 (Vi)i∈I 皆有

dim
⊕
i∈I

Vi =
∑
i∈I

dimVi, (4.4.2)

右式应当理解为一族基数的和, 对应到集合 (基) 的无交并.
本书主要考虑的是以下定义的有限生成向量空间, 而定义–命题 4.4.10 的对应版本

将在定义–命题 4.4.13 给出. 这时一切论证都将是构造性的, 具体操作归结为消元法.

定义 4.4.11 设 V 为 F -向量空间. 若存在有限的生成系, 则称 V 为有限生成的.

作为反面例子, 例 4.2.8 介绍的多项式空间 F [X] 不是有限生成的, 因为有限多个
多项式 f1, . . . , fn ∈ F [X] 作线性组合后的次数绝不超过 max{deg f1, . . . , deg fn}, 当然
也就不可能生成 F [X]. 由于 F [X] 有单项式基 {1, X,X2, . . .}, 它的维数应当是可数无
穷 ℵ0.

从 V 的有限生成系出发, 不断移除多余的元素, 最终能得到极小生成系. 所以引理
4.4.3 说明有限生成向量空间总是存在有限基. 为了研究基的元素个数, 我们还需要以
下精密的结果.

引理 4.4.12 设子集 {s1, . . . , sn} 生成 F -向量空间 V , 则当 m > n 时, 任意 m 个向量
v1, . . . , vm ∈ V 都线性相关.

证明 思路是熟悉的消元法. 取系数 aij ∈ F , 其中 1 ≤ i ≤ m 而 1 ≤ j ≤ n, 使得对所
有 1 ≤ i ≤ m 都有

vi = a1is1 + · · ·+ anisn.

我们断言若 (x1, . . . , xm) ∈ Fm 是 m 元齐次线性方程组

a11X1 + · · ·+ a1mXm = 0

...
...

an1X1 + · · ·+ anmXm = 0

(4.4.3)

的一组解, 则 x1v1 + · · ·+ xmvm = 0. 这是因为

m∑
i=1

xivi =

m∑
i=1

xi

 n∑
j=1

ajisj

 =

n∑
j=1

(
m∑
i=1

ajixi

)
sj = 0;
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这里用到换序求和法则 ∑
i

∑
j =

∑
j

∑
i. 于是问题化为证 m > n 时方程组 (4.4.3) 有

不全为 0 的解. 为此, 对其系数矩阵
a11 · · · a1m
... . . . ...

an1 · · · anm

 (m > n)

进行 Gauss–Jordan 消元法, 得出的简化行梯矩阵其主元个数 ≤ min{n,m} < m (练习
1.3.5); 换言之, 解集至少包含一个自由参数. 这就说明 (4.4.3) 有不全为 0 的解.

定义–命题 4.4.13 设 V 是有限生成的 F -向量空间, 则它有基. 事实上, V 的所有线性
无关子集都能够扩充为基, 每组基的元素个数皆有限而且彼此相等. 此时任何一组基的
元素个数称为 V 的维数, 记为 dimF V 或 dimV .

证明 既然 V 有一个有限生成系, 不妨设为 w1, . . . , wm, 故引理 4.4.12 蕴涵线性无关
子集的大小不能超过 m. 因此从 V 的任意线性无关子集 S 出发, 不断扩增, 最终必能
得到 V 的极大无关子集 B 使得 B ⊃ S 而 |B| ≤ m. 引理 4.4.3 说明 B 是 V 的基.
设 B′ 是 V 的任一组基, 则引理 4.4.12 说明 B′ 有限, 而且 |B′| ≤ |B|. 同理,

|B| ≤ |B′|. 因此每组基的元素个数皆相等.

鉴于此, 有限生成向量空间更常被称为有限维向量空间, 本书今后也改用此术语.
注意到

dimV = 0 ⇐⇒ ∅是 V 的基 ⇐⇒ V = {0}.

例 4.4.14 根据标准基的构造 (例 4.4.5, 4.4.6), 我们知道 F -向量空间 Fn 是 n 维的,
而 Mm×n(F ) 是 mn 维的.

推论 4.4.15 设 dimV = n 而 v1, . . . , vn ∈ V . 当以下任一条件成立时, {v1, . . . , vn} 是
V 的基:

? 它们线性无关;
? 它们生成 V .

证明 应用引理 4.4.3. 对于线性无关的情形, {v1, . . . , vn} 有 n 个相异元素, 并且可以
扩充为基; 对于生成系的情形, 它包含一组基作为子集. 然而任何基都恰有 n 个元素.

推论 4.4.16 设 V 是有限维向量空间, 若 V0 是 V 的子空间, 则 V0 也是有限维的, 而
且 dimV0 ≤ dimV , 等号成立当且仅当 V0 = V .

证明 令 n := dimV . 引理 4.4.12 说明在 V0 中任何 n+1 个向量都线性相关, 所以 V0

必有极大线性无关子集, 即基, 其元素个数 ≤ n.
若 V = V0, 当然有 dimV0 = dimV . 反之设 dimV0 = n 成立, 取 v1, . . . , vn 为 V0

的基. 根据推论 4.4.15, 它们既然线性无关, 自动是 V 的基, 故 V = V0.
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4.5 线性映射
一如偏序集 (定义 2.4.3) 和环 (定义 3.2.1) 的情形所揭示的, 保结构的映射对于代

数学的研究至关重要. 落实到向量空间情形, 结构是向量的加法和纯量乘法, 而线性映
射便是保持这些运算的映射; 在代数学的框架中, 更合理的称呼兴许是 F -向量空间之
间的同态.

定义 4.5.1 (线性映射) 设 V 和 W 是 F -向量空间. 若映射 T : V →W 满足

T (v1 + v2) = T (v1) + T (v2), v1, v2 ∈ V,
T (tv) = tT (v), t ∈ F, v ∈ V,

则称 T 为线性映射, 在一些场合也称线性变换或线性算子5).

线性映射映零元为零元, 这是由于 T (0) = T (0 + 0) = T (0) + T (0) 和加法的
消去律蕴涵 T (0) = 0; 此处以 0 同时代表 V 和 W 的零元, 不致混淆. 类似地,
0 = T (0) = T (−v + v) = T (−v) + T (v) 蕴涵 T (−v) = −T (v), 所以线性映射自动保持
加法取逆的运算.

简便起见, 我们经常将 T (v) 简写为 Tv.
线性映射的初步例子是空间 V 到自身的恒等映射 idV . 另一个平凡的例子则是零

映射 0 : V →W , 映所有 v ∈ V 为 0.

引理 4.5.2 设 T : U → V 和 S : V → W 都是线性映射, 则其合成 ST : U → W 也是
线性映射.

证明 直接验证 ST (v1 + v2) = S(Tv1 + Tv2) = STv1 +STv2 和 ST (tv) = S(t · Tv) =
t · ST (v).

练习 4.5.3 设 V 和 W 是向量空间. 证明映射 f : V → W 是线性的当且仅当它的图
形 Γf 是直和 V ⊕W 的子空间.

以下概念和映射情形的定义 2.2.3 相似, 差别仅是此处的映射都要求为线性.

定义 4.5.4 考虑一对线性映射 V W
T

S
. 若 ST = idV , 则称 S 是 T 的左逆, 称

T 是 S 的右逆. 有左逆 (或右逆) 的映射称为左可逆 (或右可逆) 线性映射.

定义 4.5.5 如果线性映射 T : V → W 左右皆可逆, 则称为可逆线性映射, 也称为同构.
这时存在唯一的线性映射 T−1 :W → V 使得 T−1T = idV 而 TT−1 = idW , 称为 T 的
逆; 它同时是 T 的唯一左逆和唯一右逆.

5)算子一词更常用于物理或泛函分析.
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对于可逆的 T , 其左逆/右逆的唯一性证都照搬集合的映射的情形 (定义 2.2.7) 进
行论证. 如果 T : V →W 是同构, 这也写作 T : V

∼→W .

? 如果 U
T
V

S
W , 则合成 ST 也是同构, (ST )−1 = T−1S−1;

? 此外 T 可逆蕴涵 T−1 可逆, T = (T−1)−1.

论证既是熟悉的套话, 按下不表.
然而这里也出现了新问题: 如果一个线性映射作为集合的映射是可逆的, 它作为线

性映射是否可逆? 答案是肯定的. 首先回忆到命题 2.2.9 表明对于集合之间的映射, 可
逆和双射是一回事.

命题 4.5.6 设 T : V →W 为线性映射, 则 T 可逆当且仅当它既是线性映射又是双射.

证明 设 T 作为线性映射可逆, 则它作为集合之间的映射当然也可逆.
接着设 T 有集合意义下的逆映射 T−1 : W → V . 今将说明 T−1 必然是线性映射.

首先 T 是双射, 而对任何 w1, w2 ∈W , 我们有

T
(
T−1(w1) + T−1(w2)

)
= TT−1(w1) + TT−1(w2) = w1 + w2;

这就相当于说 T−1(w1) + T−1(w2) = T−1(w1 + w2).
同理, 对任何 t ∈ F 和 w ∈W , 我们有

T
(
tT−1(w)

)
= tTT−1(w) = tw.

这就相当于说 tT−1(w) = T−1(tw). 于是 T 作为线性映射是可逆的.

练习 4.5.7 给定 F -向量空间. 若存在同构 F : V
∼→W , 则称 V 和 W 为同构的向量空

间, 也记为 V 'W . 说明同构是向量空间之间的等价关系.
提示 反身性缘于 idV 是同构, 对称性缘于 T 是同构蕴涵 T−1 是同构, 传递性缘

于 (ST )−1 = T−1S−1.

同构是代数学的核心概念之一. 如果 T : V
∼→ W , 那么 V 和 W 不但作为集合能

通过 T 建立一一对应, 而且此对应还保持所论的代数结构, 也就是加法与纯量乘法; 这
表明只要所论的问题是以向量空间的语言来表述的, 则 V 和 W 可以通过 T 来等同.
举例来说: 设 T : V

∼→W 为同构, 则

? 任何子集 S ⊂ V 是基 (或生成系, 线性无关) 当且仅当 T (S) ⊂ W 是基 (或生成
系, 线性无关)；

? dimV = dimW .

以下关于基的例子从另一个侧面阐释了同构的意涵.
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例 4.5.8 设 n ∈ Z≥1 而 V 为 n 维 F -向量空间, 则选定一组有序基 v1, . . . , vn 相当于
将 V 等同于 Fn. 更明白地说, 这体现为集合之间的双射

{v1, . . . , vn : V 的有序基} {ϕ : Fn → V, 向量空间的同构}

v1, . . . , vn [ϕ : (x1, . . . , xn) 7→
∑n
i=1 xivi]

ϕ(e1), . . . , ϕ(en) ϕ : 同构

1:1

其中 e1, . . . , en ∈ Fn 是例 4.4.5 为 Fn 指定的标准基. 详细验证步骤如下.

? 首先, 容易看出 → 方向映至的 ϕ 确实是从 Fn 到 V 的线性映射, 这是因为
n∑
i=1

(xi + yi)vi =

n∑
i=1

xivi +

n∑
i=1

yivi,

n∑
i=1

(txi)vi = t

n∑
i=1

xivi.

又由于所有 v ∈ V 都能用基展开为
∑n
i=1 xivi 的形式, 系数 x1, . . . , xn ∈ F 是被

v 唯一确定的, 因而 ϕ 是双射.

? 其次看 ← 方向. 基是用向量空间语言定义的概念, 不受同构影响, 因此 ϕ 映 Fn

的基为 V 的基. 映射 ← 的定义合理.

? 映射按 方向的合成显然是恒等映射, 它将 v1, . . . , vn 映回自身 (请验证). 另
一方面, 给定同构 ϕ : Fn → V , 它向左映为有序基 v1 = ϕ(e1), . . . , vn = ϕ(en),
再向右映回的同构 Fn → V 是

(x1, . . . , xn) 7→
n∑
i=1

xivi =

n∑
i=1

xiϕ(ei)

= ϕ

(
n∑
i=1

xiei

)
= ϕ(x1, . . . , xn).

所以映射按 合成仍是恒等. 双向互为逆.

这一切表明精确到同构, 有限维向量空间和形如 Fn 的向量空间是一回事, 但同构并非
标准的, 依赖于基的选择. 因此基的功能类似于脚手架, 它能让抽象的向量空间更具体
而容易操作.

焦点转回一般的向量空间. 观察到

? 如果 T1, T2 : V →W 都是线性映射, 则 T1 + T2 : v 7→ T1(v) + T2(v) 亦然;

? 如果 t ∈ F 而 T : V →W 是线性映射, 则 tT : v 7→ t · T (v) 仍是线性映射.

这就启发我们将所有从 V 到 W 的线性映射作成向量空间, 其加法和纯量乘法由上述
“逐点” 或曰 “逐向量” 的加法和纯量乘法运算给出.
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定义 4.5.9 设 V 和 W 为 F -向量空间. 定义 Hom(V,W ) 为所有从 V 到 W 的线性映
射所成的集合. 加法和纯量乘法分别按 (T1+T2)(v) = T1(v)+T2(v)和 (tT )(v) = t ·Tv
确定. 空间 Hom(V,W ) 的零元由零映射 0 : V →W 给出.

请读者简单而迅速地论证 Hom(V,W ) 对此确实成为向量空间. 线性映射的性质即
刻给出关于映射合成的以下性质.

命题 4.5.10 设 U , V , W 为 F -向量空间. 映射的合成

◦ : Hom(V,W )×Hom(U, V )→ Hom(U,W )

(S, T ) 7→ ST

满足
(tS) ◦ T = t(S ◦ T ) = S ◦ (tT ), t ∈ F

和分配律

(S1 + S2) ◦ T = S1 ◦ T + S2 ◦ T,
S ◦ (T1 + T2) = S ◦ T1 + S ◦ T2.

将线性映射对合成的分配律和 Hom 集是向量空间这一性质合并使用, 我们就得到
环的新例子.

约定 4.5.11 设 V 为 F -向量空间, 记 End(V ) := Hom(V, V ), 其元素称为 V 的自同态.

推论 4.5.12 设 V 为 F -向量空间, 则 End(V ) 成为环, 其加法运算是线性映射的加法,
乘法是线性映射的合成 (S, T ) 7→ ST ; 零元是零映射, 乘法幺元是恒等映射 idV . 此外,
End(V ) 是零环当且仅当 V = {0}.

证明 成环的条件已经含藏于上述讨论. 注意到一个环 R 是零环当且仅当 1R = 0R.
而对于向量空间 V , 不难看出 idV = 0 当且仅当 V = {0}.

综上, 线性映射及其间的合成也自然地成为向量空间理论处理的对象.

4.6 从线性映射观矩阵
设 V 和 W 是域 F 上的向量空间. 本节的目标是尽量具体地了解并操作定义 4.5.9

的 Hom(V,W ), 以及推论 4.5.12 拈出的特例 End(V ). 关键是取基.

1. 首先假定对 V 已经选定了一组基 {vj}j∈J , 此处 J 是充当下标的某个集合. 任
意 v ∈ V 都能唯一地展开为线性组合 v =

∑
j∈J xjvj (默认为有限和). 若

T ∈ Hom(V,W ), 则
Tv =

∑
j∈J

xjT (vj).

所以 T 由资料 (Tvj)j∈J ∈W J 完全确定. 简言之:
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线性映射由它在基上的作用完全确定.

反之, 假定已给定 W 中的一族向量 (wj)j∈J , 定义

T : V −→W∑
j∈J

xjvj 7−→
∑
j∈J

xjwj .

这是满足 Tvj = wj 的线性映射. 综上, 我们便得到双射

Hom(V,W ) W J

T (Tvj)j∈J .

1:1

2. 进一步选定 W 的基 {wi}i∈I , 此处 I 仍是某个充当下标的集合. 对每个 j ∈ J , 将
Tvj 展开为

Tvj =
∑
i∈I

aijwi

其中 aij ∈ F 是由 T 唯一确定的一族系数, 而且当 j 固定, 它们至多仅对有限个
i 非零. 因此

Hom(V,W )
{
(aij) ∈ F I×J : ∀j, ∃至多有限个 i 使得 aij 6= 0

}1:1

其中 (aij)i,j 对应的线性映射由下式刻画:

vj 7→
∑
i∈I

aijwi, j ∈ J. (4.6.1)

对于一般的 v ∈ V , 若 v =
∑
j∈J xjvj , 则

Tv =
∑
j∈J

xjT (vj) =
∑
j∈J

xj
∑
i∈I

aijwi

=
∑
i∈I

∑
j∈J

aijxj

wi;

(4.6.2)

注意到每一步求和都只有有限多项非零.

3. 由此还能将 Hom(V,W ) 的向量空间结构转译到 F I×J 上:

? 若 T, T ′ ∈ Hom(V,W ) 分别对应到 (aij)i,j 和 (a′ij)i,j , 则 T + T ′ 对应到
(aij + a′ij)i,j .

? 若 T 对应到 (aij)i,j 而 t ∈ F , 则 tT 对应到 (taij)i,j .

这些断言都直接来自 (4.6.1) 的刻画.
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4. 现在来探讨线性映射的合成. 给定 F -向量空间 U , V , W , 分别带有给定的基
{uk}k∈K , {vj}j∈J , {wi}i∈I . 考虑线性映射

S ∈ Hom(V,W ) ↔ (aij)i,j

T ∈ Hom(U, V ) ↔ (bjk)j,k.

为了描述 ST , 对每个 k ∈ K 来计算

ST (uk) = S

∑
j∈J

bjkvj

 =
∑
j∈J

bjkS(vj) =
∑
j∈J

∑
i∈I

aijbjkwi;

每一步求和都只有有限多项非零. 因此线性映射 ST : U → W 对应的资料
(cik)i,k 表作

cik =
∑
j∈J

aijbjk, i ∈ I, k ∈ K; (4.6.3)

留意到上式的 ∑
j∈J 对每个 (i, k) 都有限.

将上述讨论应用于有限维向量空间, 以下结果水到渠成.

定理 4.6.1 设 V 和 W 为有限维向量空间, 分别带选定的有序基 v1, . . . , vn 和
w1, . . . , wm, 其中 n,m ∈ Z≥1. 此时有向量空间的同构

M : Hom(V,W ) Mm×n(F )

T (aij)1≤i≤m
1≤j≤n

1:1

其中 (aij)i,j = M(T ) 由以下性质刻画:

Tvj =

m∑
i=1

aijwi, 1 ≤ j ≤ n.

作为推论, 此时有 dim Hom(V,W ) = dimV dimW .

证明 相当于在之前的讨论中取 I = {1, . . . ,m} 和 J = {1, . . . , n}. 关于 “存在至多有
限个 i 使得 aij 6= 0” 的条件在此是多余的. 维数公式来自 dim Mm×n(F ) = mn.

映射合成的描述也同样转译到矩阵空间上. 请先回忆矩阵乘法的定义 4.3.4 和关于
交换图表的约定 2.3.3.

定理 4.6.2 设 U , V , W 为有限维向量空间,分别带选定的有序基 u1, . . . , ur, v1, . . . , vn
和 w1, . . . , wm. 以下图表交换:

Hom(V,W )×Hom(U, V ) Hom(U,W )

Mm×n(F )×Mn×r(F ) Mm×r(F )

映射合成

M M M

矩阵乘法
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换言之, M(ST ) = M(S)M(T ), 左侧是映射合成, 右侧是矩阵乘法.

证明 比较矩阵乘法的定义和 (4.6.3), 其中代入 K = {1, . . . , r}.

既然映射合成是自然的操作, 矩阵乘法的定义因而也是合理的.
基于上述结果, 足以用一句话说明矩阵乘法的交换律, 分配律等性质.

证明 (命题 4.3.5) 化约为线性映射相对于合成运算的种种相应性质, 如命题 4.5.10
所述.

且看矩阵的两个特殊例子.

? 无论如何选取 V 和 W 的基, 零映射 0 : V →W 对应的矩阵都是零矩阵:

0m×n :=


0 · · · 0
... . . . ...

0 · · · 0

 ∈ Mm×n(F ).

? 任取 V 的有序基 v1, . . . , vn, 借以将 End(V ) := Hom(V, V ) 等同于 Mn×n(F ). 此
时恒等映射 idV 由 vi 7→ vi 刻画, 因而对应到单位矩阵:

1n×n :=


1

. . .

1

 ∈ Mn×n(F ).

推论 4.6.3 对所有 n ∈ Z≥1, 集合 Mn×n(F ) 对矩阵加法和乘法成为非零环, 其乘法幺
元是 1n×n, 零元是 0n×n.

证明 这不外是推论 4.5.12 的转译.

定义 4.6.4 称矩阵 A ∈ Mm×n(F ) 是左可逆 (或右可逆) 的, 如果存在 B ∈ Mn×m(F )

使得 BA = 1n×n (或 AB = 1m×m); 这样的 B 称为 A 的左逆 (或右逆).
如果 m = n 而 A 左右皆可逆, 则称 A 是可逆 n × n 矩阵; 这时存在唯一的

A−1 ∈ Mn×n(F ) 使得 A−1A = 1n×n = AA−1; 它同时是 A 的唯一左逆和唯一右逆.
换言之, 可逆矩阵是环 Mm×m(F ) 的可逆元 (定义 3.1.5).

根据矩阵和线性映射的对应, 以上无非是重述线性映射 T : Fn → Fm 的左逆, 右
逆和可逆性的定义 4.5.5. 为何对可逆映射要求 m = n? 从线性映射的观点看, 如果
T : Fn → Fm 可逆, 则因为同构保持维数, 当然要有 n = m.

无论在理论还是应用层面, 求逆都是矩阵论中的根本问题.
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练习 4.6.5 设 U ∈ Mm×m(F ) 可逆. 对于任意 A ∈ Mm×m(F ), 说明 A 可逆等价于
UA 可逆, 也等价于 AU 可逆. 具体写下这些逆元之间的关系. 提示 对一般的环都
成立, 见练习 3.1.7.

借助基的选取, 我们现已成功地为有限维向量空间建立线性映射与矩阵的一一对
应, 并且说明了线性映射的合成对应到矩阵相乘. 另一方面, 我们也有必要对任意向量
v ∈ V 探讨它在线性映射 T : V → W 之下的像 Tv. 如何以矩阵语言描述 Tv? 答案是
容易的.

按惯例, 选定 V 的基 v1, . . . , vn 和 W 的基 w1, . . . , wm, 计顺序. 设 n,m ∈ Z≥1 以
排除 V 或 W 为零空间的平凡例子. 给定 T ∈ Hom(V,W ), 对应到矩阵 A := M(T ) =

(aij)i,j ∈ Mm×n(F ). 按照 (4.6.2), 对于任意 v =
∑n
j=1 xjvj ∈ V , 我们有

Tv =

m∑
i=1

n∑
j=1

aijxj

∈F

wi.

请回忆矩阵乘法的定义. 上式相当于说: 如果 Tv 用基展开为 ∑m
i=1 yiwi, 则其中的系

数 y1, . . . , ym 由 A 左乘列矩阵的结果确定:
y1
...

ym

 =


a11 · · · a1n
... . . . ...

am1 · · · amn



x1
...

xn

 = A


x1
...

xn

 ;

特别地, A 的第 j 列正是 Tvj 按基 w1, . . . , wm 展开的系数 (j = 1, . . . , n).
综上, 一旦取定有限维向量空间的有序基, 矩阵便从两个面向具体地描述了线性

映射.

1. 线性映射的合成对应矩阵乘法;

2. 线性映射的像由矩阵对列向量的左乘给出.

第二点也可以诠释为第一点的特例, 方法是将向量理解为一类特别的线性映射,
并且将线性映射的取值理解为映射合成的特例. 首先 F 自身也成为 F -向量空间 (例
4.2.6), 它是 1 维的, 以域的乘法幺元 1 = 1F 为当然的基. 对于任意 F -向量空间 V , 我
们因而有向量空间的同构

V Hom(F, V )

v [Cv : 1 7→ v]

C(1) C.

∼
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将 v 用基 v1, . . . , vn 展开为
∑n
j=1 xjvj , 则 Cv ∈ Hom(F, V ) 相对于选定的基化为

列向量

M(Cv) =


x1
...

xn

 .

相同的套路给出同构 W
∼→ Hom(F,W ), 仍记为 w 7→ Cw. 所以原初的问题化为:

如何用 Cv 来表达 CTv? 观察到 CTv = TCv ∈ Hom(F,W ), 这是因为左右都映 1 ∈ F
为 Tv. 于是

M(CTv) = M(TCv) = M(T )M(Cv)

=


a11 · · · a1n
... . . . ...

am1 · · · amn



x1
...

xn

 .

一切殊途同归.

例 4.6.6 回到解方程的问题. 考虑熟悉的线性方程组

a11X1 + · · ·+ a1nXn = b1

...
...

am1X1 + · · ·+ amnXn = bm

其中的系数 aij 和 bi 都属于选定的域 F .

1. 在 §4.3 结尾, 我们已经说明原问题可以化为求解以列向量

x =


X1

...

Xn


为变量的矩阵方程 Ax = b, 其中

A :=


a11 · · · a1n
... . . . ...

am1 · · · amn

 , b :=


b1
...

bm

 .

2. 用向量空间的语言, 取 V = Fn, W = Fm, 它们各自配备标准的有序基

v1 = (1, 0, . . . , 0), . . . , vn = (0, . . . , 0, 1);

w1 = (1, 0, . . . , 0), . . . , wm = (0, . . . , 0, 1).
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定义 T ∈ Hom(V,W ) 使得它映 vj 为
∑m
i=1 aijwi. 原问题又可以化为求解以 V

的元素 v =
∑n
j=1 xjvj 为变量的方程

Tv = w, w :=

m∑
i=1

biwi.

因为M(T ) = A, 这和前一种观点终归是一回事.

3. 反过来看, 对于任意有限维向量空间 V 和 W , 线性映射 T ∈ Hom(V,W ), 以及
w ∈ W , 一旦选定了 V 和 W 的有序基, 求解 Tv = w 也无非是求解对应的矩阵
方程 Ax = b, 或者更具体地说, 无非是解相应的线性方程组.

然而线性映射为原问题带来一个新的视角: 求解 Tv = w, 或者换句话说是研究 T

在 w 上的 “纤维” T−1(w), 其问题的本质与基无关. 不同的基可以导致形式迥异,
但实质相同的方程组. 为了阐明其中机制, 有必要仔细研究基的变换如何影响矩
阵, 这是 §4.9 的内容.

最后, 我们试着从矩阵乘法或线性映射的角度来审视 Gauss–Jordan 消元法. 以下
说明如何将三种初等行变换解释为某些 m×m 矩阵的左乘. 我们沿用 §1.3 的记号, 并
考虑 m× n 矩阵 A = (aij)i,j .

(A) 将 A的第 i行乘以 c ∈ F , 加到第 k 行 (1 ≤ i 6= k ≤ m). 定义 Mm×m(F )的元素

A(i, k, c) := 1m×m + cEki =

1

. . .

c
. . .

1



 第 k 行

第 i 列

其中对角线上是 1, 留白部分全为 0. 所论的初等行变换相当于将矩阵 A 代换为

A(i, k, c)A = A+ cEkiA = A+ cai1 · · · cain




第 k 行

留白部分的矩阵元依例全为 0.

未定稿: 2024-10-20



§4.6 从线性映射观矩阵 135

(B) 交换 A 的第 i 行和第 k 行 (1 ≤ i < k ≤ m). 定义 Mm×m(F ) 的元素

B(i, k) :=
∑

1≤j≤m
j 6=i,k

Ejj +Eik +Eki =

. . .
0 1

. . .
1 0

. . .




i

k

i k

其中省略号代表对角线上的 1. 所论的初等行变换相当于将矩阵 A 代换为
B(i, k)A.

(C) 将 A 的第 i 行的每一项都乘以 c ∈ F×. 定义 Mm×m(F ) 的元素

C(i, c) :=
∑

1≤j≤m
j 6=i

Ejj + cEii =

. . .
c

. . .


 第 i 行

其中省略号代表对角线上的 1. 所论的初等行变换相当于将矩阵 A 代换为
C(i, c)A.

命题 4.6.7 以上出现的 A(i, k, c), B(i, k), C(i, c) 都是可逆矩阵; 它们的逆也对应于相
同类型的初等行变换.

证明 首先以例 4.4.6 的乘法法则说明 A(i, k, c)−1 = A(i, k,−c): 因为 k 6= i,

(1m×m − cEki)(1m×m + cEki) = 1m×m − c2 EkiEki

=0

= (1m×m + cEki)(1m×m − cEki).

其次说明 B(i, k)2 = 1m×m. 最方便的看法是以 Fm 的标准有序基 e1, . . . , em 考
量 B(i, k) 所对应的线性映射 Fm → Fm. 逐列地考察矩阵, 可知此线性映射将 ei 和 ek

对调, 其余 ej 不动. 既然线性映射由它在基上的作用确定, 这就表明此线性映射应用两
次是恒等, 相应地 B(i, k)2 = 1m×m.

最后来验证 C(i, c)−1 = C(i, c−1), 此处 c ∈ F×. 视同线性映射, C(i, c) 的效用是将
标准基中的 ei 映为 cei, 其余 ej 不动, 关于逆的描述因而是明白的.

这三类可逆矩阵称为初等矩阵6). 无论对矩阵 A 施行何种初等行变换, 其效果都是
以 UA 代 A, 其中 U 是 m×m 初等矩阵; 命题 4.6.7 对应于 §1.3 强调的初等行变换
可以撤销的这一事实.

6)思考题: 何不称为初等行矩阵?
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回到例 4.6.6 讨论的线性方程组, 表作矩阵方程 Ax = b 的形式. 相应的增广矩阵
按自明的方式标为 (A|b) ∈ Mm×(n+1)(F ). 基于矩阵乘法的定义 4.3.4, 对应于初等矩
阵 U 的初等行变换在增广矩阵上的效用是

U · (A|b) = (UA|Ub) ∈ Mm×(n+1)(F ),

右式对应到矩阵方程 UAx = Ub.
对于任意可逆 m×m 矩阵 U 和任意 x ∈ Mm×1(F ) ' Fm, 我们都有

UAx = Ub Ax = b,

U−1

U

这就重新解释了初等行变换何以给出同解的线性方程组. 以此观之, 消元法是关于如何
通过一列初等矩阵 U1,U2, . . . 的左乘来简化系数矩阵 A 的一门技艺.

4.7 从矩阵的转置到对偶空间
将矩阵对主对角线作镜射, 或者说将行和列的下标交换角色, 便给出矩阵的转置

运算.
本节前半部的操作适用于一般的环 R 上的矩阵, 见注记 4.3.8. 我们稍后将返回域

F 上的理论.

定义 4.7.1 考虑环 R 上的 m × n 矩阵 A = (aij)i,j . 定义 A 的转置 t
A 为 n ×m 矩

阵 (aji)i,j . 形象地说

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
... . . .

am1 · · · · · · amn

 =⇒ t
A =


a11 a21 · · · am1

a12 a22 · · · am2

... . . .

a1n · · · · · · amn

 .

显然有
t
(1m×m) = 1m×m,

t
(0m×n) = 0n×m.

除此之外, 容易看出
t
(A+B) =

t
A+

t
B,

t
(sA) = s · t

A,
t t
A = A,

此处 A,B ∈ Mm×n(R) 而 s ∈ R.
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然而转置不保持乘法: 设 C = AB, 引入记号 t
aij = aji 等, 则 t

C 的第 (i, k) 个矩
阵元是 t

cik = cki; 若 R 是交换环, 则它也等于∑
j

akjbji =
∑
j

t
bij

t
ajk.

这就说明了交换环 R 上的矩阵转置调换乘法顺序: 对于任意矩阵 A ∈ Mm×n(R) 和
B ∈ Mn×r(R), 我们有

t
(AB) =

t
B

t
A ∈ Mr×m(R).

今起考虑域 F 上的矩阵及其转置运算. 转置给出 F -向量空间的同构
Mm×n(F )

∼→ Mn×m(F ).

命题 4.7.2 设 A ∈ Mm×m(F ), 则 A 可逆当且仅当 t
A 可逆, 而且此时 (

t
A)−1 =

t
(A−1).

证明 如果 A 有逆 A−1, 则对 AA−1 = 1m×m = A−1A 两边取转置, 可得
t
(A−1)

t
A = 1m×m =

t
A

t
(A−1),

这相当于说 t
(A−1) 是 t

A 的逆. 由于 t t
A = A, 充要条件的另一方向也是如此.

关于矩阵转置的这些公式完整说明了矩阵的行与列具有相互对称的角色. 以下仍
以 Gauss–Jordan 消元法为例说明这一思路. 对于任意矩阵 A ∈ Mm×n(F ), 我们有以
下三种操作.

(A) A(j, k, c)列: 设 1 ≤ j 6= k ≤ n 而 c ∈ F , 将 A 的第 j 列乘以 c 加到第 k 列, 其他
列保持不变.

(B) B(j, k)列: 设 1 ≤ j < k ≤ n, 交换 A 的第 j 列和第 k 列.

(C) C(j, c)列: 设 1 ≤ j ≤ n 而 c ∈ F 非零, 将 A 的第 j 列的每一项都乘以 c.

这些是 §1.3 介绍的 A(i, k, c), B(i, k) 和 C(i, c) 三类初等行变换的列版本, 符号也是一
一对应的, 理所当然地称为初等列变换. 对 A 作初等列变换相当于先将 A 行列对换取
镜像, 在镜像世界里进行对应的初等行变换, 再将行列换回原状. 换言之,

A作初等列变换 =
t(t

A作相应的初等行变换). (4.7.1)

对于定义 1.3.4 的行梯矩阵和主元, 自然也有列的版本: 列梯矩阵是每列严格向下
缩进的矩阵, 形象地表作

· · ·
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其中右上空白部分全为 0. 如果进一步要求主元左边的项全为零, 则称之为简化列梯矩
阵. 这当然是定义 1.3.6 的镜像. 行列对换的思路同样给出

列梯矩阵 =
t
(行梯矩阵), 简化列梯矩阵 =

t
(简化行梯矩阵).

注意到 §4.6 介绍的初等矩阵满足以下性质.

引理 4.7.3 初等矩阵的转置仍是初等矩阵.

证明 对 §4.6 定义的三族矩阵逐一考察: 我们有 tA(i, k, c) = A(k, i, c), tB(i, k) =

B(i, k) 和 tC(i, c) = C(i, c).

对 t
A 作初等行变换相当于左乘初等矩阵. 基于 (4.7.1), 对 A 作初等列变换便相

当于右乘以初等矩阵. 将这一观察搭配引理 4.7.3, Gauss–Jordan 消元法的列版本因而
可以总结如下.

命题 4.7.4 任何 A ∈ Mm×n(F ) 都可以通过一系列初等列变换化为简化列梯矩阵. 等
价地说, 存在 r ∈ Z≥1 和一列初等矩阵 V 1, . . . ,V r, 使得 AV 1 · · ·V r 是简化列梯矩阵.

迄今的全部讨论都以矩阵语言表述. 我们知道矩阵及其运算可以视为线性映射在
取基之后的化身, 转置是否也有类似的诠释? 答案是肯定的, 这涉及对偶空间的概念.
回忆到定义 4.5.9 已经对所有形如 Hom(V,W ) 的集合赋予了向量空间结构. 取 W

为 1 维空间 F (例 4.2.6), 则 Hom(V, F ) 也自然地成为向量空间.

定义 4.7.5 设 V 为 F -向量空间, 它的对偶空间 V ∨ 定义为 Hom(V, F ).

定义 4.7.6 如果 T : V →W 是线性映射, 则我们可以定义 T 的转置映射为
t
T :W∨ V ∨

λ λT,

其中 λT 代表线性映射 V
T
W

λ
F 的合成.

基于线性映射合成的一般性质 (命题 4.5.10), 对所有 λ1, λ2 ∈W∨ 和 s ∈ F 都有
t
T (λ1 + λ2) := (λ1 + λ2)T

= λ1T + λ2T,

=
t
T (λ1) +

t
T (λ2),

t
T (sλ) := (sλ)T

= s · λT = s · t
T (λ),

因此 t
T :W∨ → V ∨ 仍是线性映射.
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请读者迅速检验转置保持加法和纯量乘法: 对于 T1, T2 ∈ Hom(V,W ), 我们有
t
(T1 + T2) =

t
T1 +

t
T2, 此外 t

(sT ) = s · t
T .

另一方面, 转置倒转乘法顺序.

命题 4.7.7 对于所有线性映射 U
T
V

S
W , 我们有

t
(ST ) =

t
T

t
S ∈ Hom(W∨, U∨).

证明 应用线性映射的合成操作, 设 λ ∈W∨, 则
t
T (

t
S(λ)) =

t
T ( λS

∈V ∨

) = λST
∈U∨

,

而末项又等于 λ(ST ) =
t
(ST )(λ).

对于无穷维空间, V ∨ 总是比 V 大得多, 请感兴趣的读者参照练习 4.10.11. 对于有
限维的 V , 我们希望对 V ∨ 得到易于上手的描述, 为此便需要一套更抽象的描述.

定义–命题 4.7.8 相对于有限维向量空间 V 的基 v1, . . . , vn, 对每个 1 ≤ i ≤ n 定义

v̌i ∈ V ∨ : v̌i

 n∑
j=1

xjvj

 = xi.

这些 v̌1, . . . , v̌n 构成 V ∨ 的基, 称为 v1, . . . , vn 的对偶基.
作为推论, 当 V 有限维时总有 dimV ∨ = dimV .

证明 首先说明它们线性无关. 设∑n
j=1 aj v̌j = 0, 将两边作用在 vi 上, 得到 ai = 0; 由

于 1 ≤ i ≤ n 可任取, 故 a1 = · · · = an = 0.
其次说明它们生成 V ∨. 设 λ ∈ V ∨, 定义 xi := λ(vi) ∈ F , 则 λ−

∑n
j=1 xj v̌j 将每

个 vi 都映为 λ(vi)− xi = 0, 从而 λ−
∑n
j=1 xj v̌j = 0.

对于特例 V = Fn, 我们有
Fn = Mn×1(F ) =

{
n维列向量} ,

标准有序基 : e1, . . . , en.

于是 (Fn)∨ = Hom(Fn, F ) = Hom(Fn, F 1) 自然地等同于 M1×n(F ), 即 n 维行向量空
间. 既然线性映射的取值体现为矩阵对列向量的左乘, 故对偶空间在向量上的求值映射

V ∨ × V → F

(λ, v) 7→ λ(v)

在 V = Fn 时等同于矩阵乘法

M1×n(F )×Mn×1(F )→ M1×1(F ) = F.
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更具体地说,

λ =
(
x1 · · · xn

)
, v =


y1
...

yn

 ,

λ(v) =
(
x1 · · · xn

)
y1
...

yn

 =

(
n∑
i=1

xiyi

)
∈ F.

这也一并说明 Fn 的标准有序基 e1, . . . , en 的对偶基 ě1, . . . , ěn 正是行向量

ěi =

(
0 · · · 1 · · · 0

i

)
(第 i 列之外全为零), 1 ≤ i ≤ n;

这是因为简单的矩阵计算给出 ěiej 等于 0 (若 i 6= j) 或 1 (若 i = j).
现在便容易说明矩阵的转置和线性映射的转置之间的关系.

命题 4.7.9 设 V , W 为有限维向量空间, 各自带有选定的有序基 v1, . . . , vn 和
w1, . . . , wm. 依此为 W∨ 和 V ∨ 配备相应的对偶基. 设 T : V → W 对应的矩阵
为 A := M(T ) ∈ Mm×n(F ), 则 t

T : W∨ → V ∨ 对应的矩阵M(
t
T ) ∈ Mn×m(F ) 等于

t
A.

证明 请回忆定理 4.6.1: 矩阵 A = (aij)i,j 按 Tvj =
∑m
i=1 aijwi 确定. 现在考虑 V ∨

的元素
(

t
T ) (w̌i) : vk 7→ w̌i (Tvk) =

m∑
h=1

ahkw̌i(wh) = aik,

其中 1 ≤ k ≤ n 任取; 然而右式也等于 ∑n
j=1 aij v̌j ∈ V ∨ 在 vk 处的取值. 因此

(
t
T ) (w̌i) =

n∑
j=1

aij v̌j .

再次和定理 4.6.1 对M 的描述相比较, 但改为考虑对偶空间 W∨, V ∨ 及它们的对偶
基, 则上式说明M(

t
T ) =

t
A.

以此观之, 转置矩阵的乘法性质 t
A

t
B =

t
(BA) 无非是命题 4.7.7 在有限维情形

的反映.
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4.8 核,像与消元法
选定域 F . 从给定的线性映射 T 出发, 至少可以定义两个重要的子空间.

定义 4.8.1 线性映射 T : V →W 的核 (或称零核) 定义为

kerT := {v ∈ V : Tv = 0} = T−1(0).

它的像则是 imT := {w ∈W : ∃v ∈ V, Tv = w}.

命题 4.8.2 线性映射 T : V →W 的核是 V 的子空间, 像是 W 的子空间.

证明 按定义操演. 首先处理 kerT . 由 T (0) = 0 可见 0 ∈ kerT . 若 v1, v2 ∈ kerT , 则
T (v1+v2) = Tv1+Tv2 = 0+0 = 0. 若 v ∈ kerT 而 t ∈ F ,则 T (tv) = t ·Tv = t ·0 = 0,
由此知 kerT 确实是子空间.
类似地, T (0) = 0蕴涵 0 ∈ imT . 若 w1 = Tv1, w2 = Tv2,则 w1+w2 = T (v1+v2).

若 w = Tv 而 t ∈ F , 则 tw = t · Tv = T (tv). 由此知 imT 也是子空间.

核的重要性之一在于它描述了 T 的纤维. 对于所有 v1, v2 ∈ V , 我们有

Tv1 = Tv2 ⇐⇒ T (v1 − v2) = 0

⇐⇒ v1 − v2 ∈ kerT.

这就表明对于任意 w ∈ W , 或者 w /∈ imT , 亦即 T−1(w) = ∅; 或者 w ∈ imT , 此时任
取 v ∈ T−1(w) 便给出

T−1(w) = v + kerT := {v + u : u ∈ kerT} .

对于 V = Fn 和 W = Fm 的情形, 描述纤维 T−1(w) 就相当于解对应的 n 元线性
方程组, 这正是 §4.1 所勾勒的内容, 而 ker(T ) 的基正是定义 4.1.2 所谓的基础解系.

既有这些观察, 以下结论一望可知.

命题 4.8.3 线性映射 T 是单射当且仅当 kerT = {0}.

此外, 对于线性映射 U
T
V

S
W , 我们有

S 是单射 =⇒ ker(ST ) = ker(T ),

这是因为 S 的单性蕴涵 S(T (v)) = 0 ⇐⇒ Tv = 0.
如果 V 是有限维空间, 则 kerT 作为 V 的子空间也是有限维的 (推论 4.4.16); 像

imT 同样有限维, 这是因为若 v1, . . . , vn 生成 V , 则 Tv1, . . . , T vn 生成 imT . 线性映
射的核与像空间的维数满足以下的基本等式.
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定理 4.8.4 设 T : V →W 是向量空间之间的线性映射, V 是有限维的, 则

dimV = dim (kerT ) + dim (imT ) .

证明 任取 imT 的基 w1, . . . , wm 和 kerT 的基 u1, . . . , uk. 另外取 v1, . . . , vm ∈ V 使
得对每个 1 ≤ i ≤ m 都有 Tvi = wi. 证明 u1, . . . , uk, v1, . . . , vm 是 V 的基即可.
首先说明它们线性无关. 若有一族系数 a1, . . . , am 和 b1, . . . , bk 使得

m∑
i=1

aivi +

k∑
j=1

bjuj = 0,

则两边同取 T 给出 ∑m
i=1 aiwi = 0, 从而 ai 全为 0; 代回原式给出 ∑k

j=1 bjuj = 0, 故
bj 也全为 0.

接着说明它们生成整个 V . 给定 v ∈ V , 将 Tv 展开为 ∑m
i=1 aiwi, 则

T

(
v −

m∑
i=1

aivi

)
= Tv −

m∑
i=1

aiwi = 0,

于是 v −
∑m
i=1 aivi ∈ kerT , 可以进一步表作 ∑k

j=1 bjuj ; 综上, v =
∑m
i=1 aivi +∑k

j=1 bjuj . 这就验证了关于基的所有条件.

命题 4.12.4 将以商空间的语言重新表述以上等式.
次一结果可以设想为抽屉原理 (命题 2.9.4) 的某种变体.

推论 4.8.5 设 T : V →W 是线性映射, dimV = dimW 是有限的, 则

T 是同构 ⇐⇒ T 单 ⇐⇒ T 满.

因此 T 可逆当且仅当它左可逆, 当且仅当它右可逆.

证明 我们有 T 单当且仅当 dim(kerT ) = 0, 而 T 满当且仅当 dim(imT ) = dimV

(推论 4.4.16). 于是定理 4.8.4 确保单性和满性相互等价. 关于可逆性的断言留作简单
练习.

定义 4.8.6 (秩) 设 T : V →W 是有限维向量空间之间的线性映射, 其秩 rk(T ) 定义为
dim(imT ).

矩阵 A ∈ Mm×n(F ) 的秩 rk(A) 定义为 A 视作线性映射 Fn → Fm 的秩.

练习 4.8.7 证明 rk(A+B) ≤ rk(A) + rk(B) 恒成立.

例 4.8.8 (Sylvester秩不等式) 定理 4.8.4可以给出关于秩的一些有趣估计. 举例来说,

考虑线性映射 U
T
V

S
W , 设 V 有限维. 以下来说明

rk(ST ) ≥ rk(S) + rk(T )− dimV.
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按定义, rk(ST ) 等于 S 的限制 S|im(T ) : im(T )→W 的秩, 后者也等于

dim(im(T ))− dim(ker(S) ∩ im(T )) = rk(T )− dim(ker(S) ∩ im(T )).

从 ker(S) ∩ im(T ) ⊂ ker(S) 知

dim (ker(S) ∩ im(T )) ≤ dim ker(S),

而另一方面 dim ker(S) = dimV − rk(S), 组合起来就是所求的估计. 这种不等式当然
也可以用矩阵语言表述.

练习 4.8.9 (Frobenius秩不等式) 证明 rk(RST ) ≥ rk(RS) + rk(ST )− rk(S), 前提是
这些线性映射的合成有意义.

提示 手法类似例 4.8.8, 应用

dim (im(RST )) = dim (im(ST ))− dim (im(ST ) ∩ ker(R))
≥ dim (im(ST ))− dim (im(S) ∩ ker(R)) ,

dim (im(RS)) = dim (im(S))− dim (im(S) ∩ ker(R)) .

注记 4.8.10 (行秩和列秩) 将 A ∈ Mm×n(F ) 分解为列向量 c1, . . . , cn ∈ Mm×1(F ) '
Fm, 表作

A =
(

c1 · · · cn

)
.

请读者根据矩阵乘法的定义说明 ci = Aei, 其中 e1, . . . , en 是 Fn ' Mn×1(F ) 的标准
基. 所以若将 A 视同线性映射 Fn → Fm, 则

im(A) = 〈c1, . . . , cn〉 ,

从而 rk(A) 是 A 的列向量 c1, . . . , cn ∈ Fm 所生成的子空间的维数. 有鉴于此, rk(A)

也称为 A 的列秩.
同理, 如将 A 分解为行向量, 表作

A =


r1
...

rm

 ,

则 〈r1, . . . , rm〉 ⊂ M1×n(F ) ' Fn 的维数自然当称为 A 的行秩. 应用定义 4.7.1 的转
置矩阵来表述, 这相当于说

A的行秩 =
t
A的列秩.

定理 4.9.11 将证明任何矩阵的行秩都等于列秩, 这一事实并非显然.

注记 4.8.11 考虑有限维向量空间之间的线性映射 U
T
V

S
W . 从向量空间的抽象

理论观之, 以下性质都是容易的.
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? rk(ST ) ≤ min{rk(S), rk(T )}, 这是因为 im(ST ) = im (S|imT ) ⊂ imS, 而另一方
面定理 4.8.4 又蕴涵 im(S|imT ) 的维数不超过 imT 的维数.

? T 满 =⇒ rk(ST ) = rk(S), 这是因为此时 im(ST ) = im(S).

? S 单 =⇒ rk(ST ) = rk(T ), 这是因为此时 S 给出既单又满的线性映射 imT →
im(ST ), 因而为同构.

秩的定义不依赖基的选取, 但具体计算往往需要适当地取基, 化之为矩阵计
算. 工具仍然是 Gauss–Jordan 消元法. 以下考虑 A ∈ Mm×n(F ), 同时看作线性映射
Fn → Fm. 我们现在知道对 A作初等行变换相当于以 UA代 A,其中 U ∈ Mm×m(F )

是一系列初等矩阵的乘积, 因而可逆; 先前的注记说明 rk(UA) = rk(A), 所以求秩的一
种策略是将 A 通过一系列初等行变换化为简化行梯矩阵 A′.

命题 4.8.12 设 A′ 为 A ∈ Mm×n(F ) 通过初等行变换化成的简化行梯矩阵, 则 rk(A)

等于 A′ 的主元个数 r.

证明 按照注记 4.8.10 将 rk(A) 理解为列秩, 问题化为对列向量生成的子空间求基, 故
对应的断言化约为算法 4.4.8.

另一方面, 描述 ker(A) 等价于解以 A 为系数矩阵的齐次线性方程组, 而关于基础
解系的命题 4.1.3 说明 ker(A) 是 n− r 维空间. 更精确地说, 如果将 A′ 中不含主元的
列按编号枚举为

1 ≤ f1 < · · · < fn−r ≤ n,

则线性方程组通解公式 (1.4.1) 所给出的无非是同构

Fn ker(A′) = ker(A) Fn−r

(x1, . . . , xn)
(
xf1 , . . . , xfn−r

)
.

⊃ ∼

综上,

A′ 的主元个数 r = rk(A),

n− r
消元法

dim ker(A′) = dim ker(A).

以上也顺道借 Gauss–Jordan 消元法重新证明了定理 4.8.4, 而且论证是构造性的.

命题 4.8.13 对于矩阵 A ∈ Mm×m(F ), 以下性质相互等价.

(i) A 可逆;

(ii) 对任意列向量 v ∈ Fm, 我们有 Av = 0 ⇐⇒ v = 0;

(iii) rk(A) = m;
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(iv) A 可以表为初等矩阵的乘积.

因此 A ∈ Mm×m(F ) 可逆当且仅当它左可逆, 当且仅当它右可逆.

证明 性质 (i) — (iii) 的等价性不外是推论 4.8.5 的矩阵版本 (取 V = W = Fm), 而
先前的讨论说明这点也可以从矩阵的消元法来推导.
设 (iii) 成立, 将 A 化为 m×m 简化行梯矩阵 A′, 写作

U1 · · ·U sA = A′, U i :初等矩阵.

然而 A′ 的主元个数等于 rk(A) = m, 唯一可能是 A′ = 1m×m, 故 A = U−1
s · · ·U

−1
1

给出 (iv).
最后设 (iv) 成立, 因为初等矩阵皆可逆, 其乘积亦然, 故 (i) 成立.

算法 4.8.14 命题 4.8.13 也指明了由 Gauss–Jordan 消元法求逆的途径. 设 A ∈
Mm×m(F ), 将其增广为 m × 2m 矩阵 (A|1m×m). 对增广矩阵进行初等行变换相当于
左乘以各种 m×m 初等矩阵 U , 其效果可以分块描述: 设 h ∈ Z≥1, 则

U (A|B) = (UA|UB) , B ∈ Mm×h(F ).

我们在 §4.6 结尾已经用过上式的 h = 1 情形, 由于初等行变换 (或 U 的左乘)
可以对 B 逐列施行, 一般情形自然也对. 现在通过消元法化 A 为简化行梯矩阵
A′ = U1 · · ·U sA, 相应地

U1 · · ·U s (A|1m×m) =
(
A′∣∣B′) , B′ := U1 · · ·U s.

若 A′ 6= 1m×m 则主元个数 < m, 此时命题 4.8.12 和命题 4.8.13 蕴涵 A 不可逆.
若 A′ = 1m×m 则 A−1 = U1 · · ·U s, 此即增广矩阵经过初等行变换以后的右栏 B′.

这一求逆算法的复杂度类似于 Gauss–Jordan 消元法.

练习 4.8.15 定义 A ∈ Mn×n(F ), 使得它的第 (i, j) 个矩阵元为 min{i, j}. 以消元法说
明 A 可逆, 并且具体将 A−1 表为初等矩阵的乘积.

4.9 基的变换: 矩阵的共轭与相抵
设 V 为 n 维向量空间, W 为 m 维向量空间, n,m ∈ Z≥1. 我们在 §4.6 说明了一

旦取定 V 的基 v1, . . . , vn 和 W 的基 w1, . . . , wm (记顺序), 则线性映射 V → W 可以
由相应的 m× n 矩阵描写. 这体现为向量空间的同构

M : Hom(V,W )
∼→ Mm×n(F ).

实际应用中往往涉及换基. 以下的目标是精确说明M 如何依赖基的选取. 我们
将有序基 v1, . . . , vn (或 w1, . . . , wm) 简记为 v (或 w), 相应的映射M 记为Mw

v . 我
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们希望对 Mw
v 有更清晰的理解. 为此, 回忆到例 4.5.8 说明给定有序基 v (或 w) 相

当于给定同构 ϕv : Fn
∼→ V (或 ϕw : Fm

∼→ W ). 将 Mm×n(F ) 的元素视同线性映射
Fn → Fm, 我们断言下图在约定 2.3.3 的意义下交换:

V W

Fn Fm.

T

φv ∼

Mw
v (T )

φw∼ (4.9.1)

为了验证交换性, 设Mw
v (T ) = (aij)i,j 并且对 Fn 的标准基 e1, . . . , en 研究每个元素

ej 沿两路给出的像

vj Tvj

ej

和

∑m
i=1 aijwi

ej
∑m
i=1 aijei

然而按照矩阵和线性映射的对应, Tvj =
∑m
i=1 aijwi, 故 (4.9.1) 的确交换.

现在另取 V 的基 v′1, . . . , v
′
n 和 W 的基 w′

1, . . . , w
′
m, 分别简记为 v′ 和 w′. 给定

T ∈ Hom(V,W ), 眼下的问题是:

如何以Mw
v (T ) 来表示Mw′

v′ (T ) ?

定义映射
P v

v′ : Fn Fn

(x′1, . . . , x
′
n) (x1, . . . , xn)

其中 (x1, . . . , xn) 由等式
∑n
i=1 xivi =

∑n
i=1 x

′
iv

′
i 唯一确定; 换言之, P v

v′ 的功能是从 v′

到 v 的坐标转换. 敬请读者验证这点也可由交换图表来刻画为:

V

Fn Fn

φv′

P v
v′

φv (4.9.2)

我们马上会说明 P v
v′ 是线性的, 因而可视同 n × n 矩阵. 在此之前, 观察到映射

P v
v′ 既然诠释为坐标转换, 对于 V 的任三组有序基 v, v′, v′′ 皆有

P v
v′P v′

v′′ = P v
v′′ , P v

v = idFn .

引理 4.9.1 以上的映射 P v
v′ 是向量空间 Fn 的自同构, 其逆为 P v′

v .

证明 交换图表 (4.9.2) 表明 P v
v′ = ϕ−1

v ϕv′ ; 既然 ϕv 和 ϕv′ 皆线性, P v
v′ 也是线性的.

最后, P v′

v P v
v′ = P v′

v′ = idFn 和 P v
v′P v′

v = P v
v = idFn 说明两者互逆.
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注记 4.9.2 若将每个 v′i 按照有序基 v 展成列向量, 记为 v′
i(v), 则 P v

v′ 视同 n × n 矩
阵按列展开无非是 (

v′
1(v) · · · v′

n(v)
)
.

我们称 P v
v′ 为从有序基 v′ 到 v 的转换矩阵. 先前已见转换矩阵皆可逆. 反之也有以下

事实:

所有可逆的 P ∈ Mn×n(F ) 都是 Fn 的某两组有序基之间的转换矩阵.

为了说明这点, 不妨就设 v 为 Fn 的标准基 e1, . . . , en, 另外对 i = 1, . . . , n 令 v′
i :=

Pei, 则因为 P 是 Fn 的自同构, v′
1, . . . , v

′
n 也构成 Fn 的有序基 v′, 而且它们正是 P

的列向量, 故 P = P v
v′ .

类似地, 我们也有 Fm 的自同构 P w′

w , 其逆为 P w
w′ . 照例视同 m×m 矩阵.

定理 4.9.3 对于 V 的任意有序基 v, v′ 和 W 的任意有序基 w 和 w′, 以及任意
T ∈ Hom(V,W ), 我们有

Mw′

v′ (T ) = P w′

w Mw
v (T )P

v
v′

= (P w
w′)

−1 Mw
v (T )P

v
v′ .

证明 原式等价于 P w
w′Mw′

v′ (T ) = Mw
v (T )P

v
v′ . 等式既可以按照坐标转换函数的刻画

来验证, 也可以由交换图表一眼看穿. 虑及读者对交换图表可能欠熟悉, 我们按部就班
地操作如下. 首先将 (4.9.1) 和 (4.9.2) 对两种基的情形合并为图表

Fn Fm

V W

Fn Fm

Mw′
v′ (T )

P v
v′

φv′ φw′

P w
w′T

Mw
v (T )

φv φw

其中的两个梯形和两个三角形都是交换图表. 问题相当于证箭头 和 的
合成相同. 为此, 我们在图表中腾挪来验证 Hom(Fn,W ) 中的等式

ϕwP
w
w′Mw′

v′ (T )
右三角

ϕw′Mw′

v′ (T )
上梯形

Tϕv′

左三角
TϕvP

v
v′
下梯形

ϕwMw
v (T )P

v
v′ .

再从两边消去同构 ϕw, 亦即左合成 ϕ−1
w , 即为所求.

比起定理 4.9.3 的具体公式, 坐标转换的思想和推导技巧毋宁说是更为根本的.
重要的特例是 V = W , 也就是考虑自同态 T ∈ End(V ) 的情形. 这时我们自然希

望映射两边使用同一组基.
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推论 4.9.4 对于 V 的任意有序基 v, v′ 以及 T ∈ End(V ), 我们有

Mv′

v′(T ) = P−1Mv
v(T )P ,

其中 P 是按照注记 4.9.2 的符号给出的转换矩阵:

P := P v
v′ :=

(
v′
1(v) · · · v′

n(v)
)
,

v′
j(v) := v′j 按有序基 v的展开 ∈ Fn (列向量).

既然可逆矩阵无非是某两组有序基之间的转换矩阵 (注记 4.9.2), 以下概念便是顺
理成章的.

定义 4.9.5 (矩阵的共轭或相似) 设 A,B ∈ Mn×n(F ), 若存在可逆的 P ∈ Mn×n(F ) 使
得 B = P−1AP , 则称 A 和 B 共轭, 又称为相似.

共轭的方阵可以设想为同一个线性映射在不同有序基下的化身. 共轭不变的性质
应当视为方阵的内蕴性质, 因为它不依赖基的选取.

命题 4.9.6 共轭是 Mn×n(F ) 上的等价关系.

证明 取 P = 1n×n 可见任何 A 都共轭于自身, 反身性成立. 若 B = P−1AP 则
以乘法移项可得 A = PBP−1 = (P−1)−1BP−1, 对称性成立. 设 B = P−1AP 而
C = Q−1BQ, 则 C = Q−1P−1APQ = (PQ)−1A(PQ), 传递性成立.

对于给定的向量空间同构 Φ : V ′ ∼→ V , 我们同样可以考虑类似的共轭运算

End(V ) End(V ′)

T T ′ := Φ−1TΦ

而且 T 和 T ′ 的关系可以按约定 2.3.3 的方式写作交换图表

V V

V ′ V ′

T

T ′

Φ Φ .

只要承认同构 Φ 将向量空间 V 和 V ′ 的结构丝毫不差地对应起来, 则共轭关系
T ′ = Φ−1TΦ 相当于说 T ′ 是通过同构 Φ 将 T “搬运” 到 V ′ 的结果, 它们所有内蕴的
代数性质都是相同的.

共轭等价关系将是矩阵的对角化与标准形理论的主要课题.

练习 4.9.7 设 P ∈ Mn×n(F ) 可逆, 说明 A 7→ P−1AP 给出环 Mn×n(F ) 的自同构,
它还是线性的: P−1(tA)P = tP−1AP 对所有 t ∈ F 成立. 对线性映射给出相应的
陈述.

未定稿: 2024-10-20



§4.9 基的变换: 矩阵的共轭与相抵 149

接着介绍一个同样和换基有关, 但比共轭简单得多的等价关系, 称为相抵.

定义 4.9.8 (矩阵的相抵) 称矩阵 A,B ∈ Mm×n(F ) 相抵, 如果存在 Q ∈ Mm×m(F ) 和
P ∈ Mn×n(F ) 使得 P 和 Q 皆可逆, 而且

B = QAP .

仿照先前的论证方式, 可以看出相抵是 Mm×n(F ) 上的等价关系. 由于命题 4.8.13
已说明可逆矩阵是初等矩阵的乘积, 两个矩阵相抵相当于说它们能够通过一系列初等
行变换和列变换相互过渡.

命题 4.9.9 两个矩阵 A,B ∈ Mm×n(F ) 相抵的充要条件是 rk(A) = rk(B).

证明 将 A ∈ Mm×n(F ) 视同线性变换 Fn → Fm. 记 r := rk(A). 重拾定理 4.8.4
的证明, 取 imA 的基 w1, . . . ,wr 和 kerA 的基 u1, . . . ,uk. 对每个 1 ≤ i ≤ r, 任取
vi ∈ Fn 使得 Avi = wi. 如此则 v1, . . . , vr,u1, . . . ,uk 是 Fn 的有序基, 简记为 v.
另一方面, 将 w1, . . . ,wr 扩充为 Fm 的有序基 w1, . . . ,wm, 简记为 w. 相对于 v

和 w, 线性映射 A 另有矩阵表法7)为

Dr :=



v1 · · · vr u1 · · · uk

w1 1

... . . .

wr 1

...

wm

0r×k

0(m−r)×r 0(m−r)×k


(4.9.3)

其中留白部分全为 0. 定理 4.9.3 表明存在可逆矩阵 P 和 Q (取为适当的转换矩阵),
使得 Dr = QAP . 这就说明任意 A 皆和 Drk(A) 相抵. 因为相抵是等价关系, 由
此知 rk(A) = rk(B) 蕴涵 A 和 B 相抵. 反之若 A 和 B 相抵, 则注记 4.8.11 表明
rk(A) = rk(B). 明所欲证.

命题 4.9.9 的证明相当于说明每个相抵等价类都包含形如 Dr 的元素, 并且由于
rk(Dr) = r, 在 r 6= s 时 Dr 和 Ds 互不相抵. 若矩阵 A 和 Dr 相抵, 则称 Dr 为 A

的相抵标准形.

算法 4.9.10 这里勾勒相抵标准形的一种具体算法. 首先对矩阵 A 作初等行变换化为
行梯矩阵, 再对后者作适当的列变换, 使得每个主元的上下左右所有元素变为 0; 这种
矩阵可以经过适当的初等行变换或列变换 (重排行或列) 整理成 (4.9.3) 的形式. 这给出
命题 4.9.9 的另一种证明.

7)这是 §4.11 行将介绍的分块矩阵表法, 但此处的涵义是明白的.
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现在我们可以运用矩阵的语言证明行秩和列秩相等.

定理 4.9.11 任意矩阵 A ∈ Mm×n(F ) 的行秩皆等于列秩.

证明 问题相当于证明 rk(A) = rk (t
A). 取可逆矩阵 P 和 Q 使得 Dr = QAP , 其中

r = rk(A). 根据注记 4.8.11,

rk(A) = rk(QAP ) = rk(Dr)

= r = rk (t
Dr) (从 (4.9.3) 一眼看穿)

= rk
(t
(P−1) · t

Dr ·
t
(Q−1)

)
= rk (t

A) .

明所欲证.

以上论证是矩阵操作和线性映射的混搭, §8.9 将从对偶空间视角给出抽象证明.
留意到相抵标准形 Dr 在 (4.9.3) 中的形状已经表明 A ∈ Mm×n(F ) 的秩满足

r := rk(A) ≤ min{m,n}.

? 既然 r 也等于 A 的简化行梯矩阵的主元数 (命题 4.8.12), 这个不等式同时又是
练习 1.3.5 的内容.

? 如果采取抽象观点, 则对于有限维向量空间之间的线性映射 T : V → W , 相应的
不等式写作 rk(T ) ≤ {dimV, dimW}. 这点既可以取基翻译为矩阵版本, 也可以
从定理 4.8.4 毫不费力地推导, 敬请读者自行练习.

定义 4.9.12 若 rk(A) = min{m,n}, 则称 A ∈ Mm×n(F ) 是满秩的.

当 m = n 时, 命题 4.8.13 业已说明满秩和可逆是一回事. 对于一般情形, 谨记录一
则方便的而简单的引理.

引理 4.9.13 设矩阵 A ∈ Mm×n(F ) 满秩. 若 n ≥ m, 则可以从 A 删去 n−m 列使得
剩下的 m×m 矩阵可逆; 若 m ≥ n, 则可以从 A 删去 m− n 行使得剩下的 n× n 矩阵
可逆.

证明 设 n ≥ m. 既然 A 满秩, 而行秩等于列秩 (定理 4.9.11), 执行算法 4.4.8 便可从
A 取出 m 个线性无关的列, 它们构成的矩阵可逆. 至于 n ≤ m 的情形完全类似, 也可
以通过转置化到前一情形.

未定稿: 2024-10-20



§4.10 直和分解 151

4.10 直和分解
选定域 F . 对于给定的一族 F -向量空间 (Vi)i∈I , 例 4.2.10 定义了它们的直和⊕

i∈I Vi, 其元素表成向量组 (vi)i∈I 的形式, 至多仅有有限个分量 vi 非零; 每个 Vi 都
自然地嵌入直和作为其子空间. 当 I = ∅ 时, 对应的直和规定为 {0} (约定 4.2.11).
类比于 §2.3 探讨的无交并, 这种直和可谓 “外在” 的: 它从 (Vi)i∈I 通过向量组构

造新的空间, 而这些空间是否有非零交, 甚至相等, 在此无关宏旨. 暂且称这种构造为外
直和, 并且启用临时的记号

外⊕
i∈I Vi 来标注.

我们也可以调换视角, 对于给定的 F -向量空间 V 及一族子空间 Vi, 下标 i 遍历某
个集合 I, 我们想知道 V 能否等同于它们的直和. 何谓等同? 无论 (Vi)i∈I 如何取, 总
是有从外直和映向 V 的线性映射

σ :
外⊕
i∈IVi V

(vi)i∈I
∑
i∈I vi.

(4.10.1)

由于至多有限个 vi 非零,
∑
i∈I vi 总是 V 中的有限和, 故 σ 的定义合理. 先前的问题

可以更精确地改述为:

何时能确保 σ 是向量空间的同构?

此一问题既是自然的, 也是实际的, 因为一旦 σ 是同构, 关于 V 的研究便有望在 Vi 上
各个击破.

定义 4.10.1 给定 F -向量空间 V , 一族子空间 (Vi)i∈I 的和是

∑
i∈I

Vi :=

{
有限和

∑
i

vi ∈ V : ∀i, vi ∈ Vi

}
.

对于有限多个子空间的和, 诸如 V1 + · · · + Vn 的写法也是通行的; 对应于 I = ∅ 的空
和规定为零空间 {0}.

不难看出 ∑
i∈I Vi 总是对加法和纯量乘法封闭, 并且包含 0, 因而是 V 的子空间.

实际上, 它是 V 中包含每个 Vi 的最小子空间.
类似地, 对一族子空间 Vi 可以取交

⋂
i∈I Vi, 它包含 0 并且对加法和纯量乘法封

闭, 因而是 V 的子空间; 事实上,
⋂
i∈I Vi 是包含于每个 Vi 的最大子空间8).

回到 (4.10.1), 按定义立见 im(σ) =
∑
i∈I Vi. 关键问题遂归结为: σ 何时给出从外

直和到 ∑
i∈I Vi 的同构?

8)尽管我们在讨论集合时禁止空交, 但在这里将子空间的空交 (对应于 I = ∅) 规定为 V 是合理的.
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定义–命题 4.10.2 设 (Vi)i∈I 为 F -向量空间 V 的一族子空间, I 6= ∅. 若对每个 i ∈ I
都有

Vi ∩
∑
j 6=i

Vj = {0},

则我们将
∑
i∈I Vi 记为

⊕
i∈I Vi, 称为 (Vi)i∈I 的内直和, 不致混淆时简称直和, 而每个

Vi 皆称为其中的直和项.
以上条件成立当且仅当 (4.10.1) 的 σ 给出从 (Vi)i∈I 的外直和到

∑
i∈I Vi 的同构.

证明 问题相当于问 σ 何时是单射. 从定义当下看出 σ 单当且仅当
有限和

∑
i∈I

vi =
∑
i∈I

v′i ⇐⇒ ∀i ∈ I, vi = v′i,

其中 vi, v
′
i ∈ Vi, 而上式又可以改述为∑

i∈I
vi = 0 ⇐⇒ ∀i ∈ I, vi = 0.

若以上等价不成立, 则存在线性关系 ∑
j∈I vj = 0 连同某个 i ∈ I, 使得 vi 6= 0; 这

又导致
0 6= vi = −

∑
j 6=i

vj ∈ Vi ∩
∑
j 6=i

Vj .

反之, 若 Vi ∩
∑
j 6=i Vj 6= {0}, 则任选其中的非零元 vi 并且循

∑
j 6=i Vj 作展开, 又

得到非平凡的线性关系. 至此, 我们业已探明了展开式 v =
∑
i∈I vi 的唯一性, 或者说

是 σ 的单性的障碍所在.

不妨这么看: 外直和从一族空间构造新空间, 内直和将给定的空间作分解.

对于任意一族向量空间 (Vi)i∈I 的外直和
外⊕
iVi, 我们照例将每个 Vi 视同外直和的

子空间, 仍称为其直和项. 对外直和中的每个向量 v 都可以提取其非零分量, 以唯一地
表为有限和 v =

∑
i∈I vi, 从而关于内直和的条件在此自动成立. 如此一来便产生了一

种近乎绕口令的说法 — 外直和等于其直和项的内直和. 既然两种直和可以通过 σ 来等
同, 今后直和不必再分内外, 也可以用⊕

i∈I Vi 来代替别扭的符号
外⊕
i∈I Vi.

例 4.10.3 最常见的是两个子空间 V1, V2 ⊂ V 的直和 (即 |I| = 2), 此时定义–命题
4.10.2 的条件简化为 V1 ∩ V2 = {0}.

例 4.10.4 设 (vi)i∈I 为 F -向量空间 V 的一组基, 则因为 V 的所有元素都能唯一地展
开为

∑
i∈I civi 的形式, 故 V =

⊕
i∈I Fvi.

练习 4.10.5 对于有限维向量空间 V 的任意子空间 V1, V2, 证明

dim(V1 ∩ V2) + dim(V1 + V2) = dimV1 + dimV2.

提示 外在地构造直和 V1⊕V2 及线性映射 ∂ : V1⊕V2 → V ,映 (v1, v2)为 v1−v2.
证明 im(∂) = V1 + V2 而 ker(∂) ' V1 ∩ V2. 应用定理 4.8.4.
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事实上, 向量空间的任何子空间都可以实现为直和项, 尽管具体实现方式取决于基
的选择, 并非标准的.

命题 4.10.6 设 V 为 F -向量空间, V0 ⊂ V 为任意子空间, 则存在子空间 V1 ⊂ V 使得
V = V0 ⊕ V1.

证明 我们承认 V0 总是有一组基 {vi}i∈I0 , 并且可以扩充为 V 的一组基 {vi}i∈I , 其中
I ⊃ I0 (定义–命题 4.4.10). 取 V1 :=

∑
i∈I∖I0 Fvi, 从而 {vi}i∈I∖I0 是 V1 的基. 由基的

定义立见任意 v ∈ V 都能唯一地写成 v = v0 + v1, 其中 vi ∈ Vi.

回到一般的直和⊕
j∈I Vj . 对每个 i ∈ I 都有直和项的嵌入映射 ιi 和投影映射 pi:

Vi
⊕

j∈I Vj Vi

vi 第 i 个分量为 vi, 其余为 0

(vj)j∈I vi.

嵌入 ιi 投影 pi

两者都是线性的. 显然 ιi 单而 pi 满. 以上将 ⊕
j∈I Vj 理解为外直和, 从而将其元素

理解为向量组 (vj)j∈I ; 若作内直和来理解, 则 ιi 变为包含映射, 而 pi 的效果是萃取
v =

∑
j∈I vj ∈

⊕
j∈I Vj 的分量 vi. 如前所述, 内外两种观点很容易自由切换.

练习 4.10.7 验证直和带有的嵌入和投影满足以下等式.

piιi = idVi
,

i 6= j =⇒ pjιi = 0,

(ιipi)
2 = ιipi,

而且当 I 有限时 ∑
i∈I

ιipi = id⊕
i∈I Vi

.

练习 4.10.8 考虑向量空间 V 和 P1, . . . , Ps ∈ End(V ). 设

P1 + · · ·+ Ps = id, PiPj =

{
Pi, i = j,

0, i 6= j.

对每个 i, 命 Vi := im(Pi) ⊂ V . 证明

(i) V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vs,

(ii) Pi 映 v1 + · · ·+ vs ∈ V 为 vi, 其中 vj ∈ Vj . 换言之, Pi 是向直和项 Vi 的投影.

(iii) 作为特例, 说明若 P ∈ End(V ) 满足 P 2 = P , 则有直和分解

V = im(P )⊕ im(id− P ).
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目光转向线性映射. 设 T : V → W 为线性映射, 而 V 和 W 各自带有有限直
和分解

V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vn, W =W1 ⊕ · · · ⊕Wm. (4.10.2)

如何将 T 的描述相应地化到各个直和项 Vj , Wi 上?

1. 按照用矩阵表达线性映射的思路, 对每个 1 ≤ i ≤ m 和 1 ≤ j ≤ n, 定义线性映射

Tij := Vj
ιj
V

T
W

pi
Wi 的合成

= piTιj

如此则 Tιj(vj) = (T1j(vj), . . . , Tmj(vj)) 对所有 j 和 vj ∈ Vj 皆成立. 当 i 和 j

变动, 这说明映射族 Tij ∈ Hom(Vj ,Wi) 唯一地确定了 T .

2. 反过来说, 给定一族线性映射 Tij ∈ Hom(Vj ,Wi), 其中 1 ≤ i ≤ m 而 1 ≤ j ≤ n,
总能够定义线性映射 T : V → W 使得它限制在直和项 Vj 上按坐标展开等于
(T1j , . . . , Tmj).

3. 双向操作显然是互逆的, 以上讨论总结为双射
Hom(V,W )

∏
1≤i≤m
1≤j≤n

Hom(Vj ,Wi)

T (Tij)i,j .

1:1

(4.10.3)

其次, 我们还希望知道线性映射的操作如何反映. 如果相对于同一组直和分
解 (4.10.2), T ∈ Hom(V,W ) 对应到 (Tij)i,j , 而 T ′ ∈ Hom(V,W ) 对应到 (T ′

ij)i,j , 则
T + T ′ 显然对应到逐项相加 (Tij + T ′

ij)i,j . 若 t ∈ F , 则纯量乘法 tT 显然对应到逐项
纯量乘法 (tTij)i,j .
由此可知 (4.10.3) 是向量空间的同构, 其右式按照例 4.2.9 赋予向量空间结构; 由

于此处仅涉及有限个 (i, j), 右式也等于向量空间的直和⊕
i,j Hom(Vj ,Wi).

若在 (4.10.3) 中取 W = F , 相应地 m = 1, 则它给出

V ∨ ' V ∨
1 ⊕ · · · ⊕ V ∨

n .

这相当于说精确到自然同构, 有限直和与取对偶这两种操作可以交换顺序. 无穷直和的
状况与此大不相同, 留作练习 4.10.11.

言归正传. 重点在于映射合成在 (4.10.3) 下的描述. 考虑向量空间 U , V , W , 各自
带有直和分解

U =
⊕
k∈K

Uk, V =
⊕
j∈J

Vj , W =
⊕
i∈I

Wi, (4.10.4)

其中 I, J,K 是充当下标的有限集. 相应的嵌入和投影映射照例记为 ιi, pi 等. 考虑线
性映射

U
T
V

S
W.
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对任意 (i, k) ∈ I ×K, 应用直和项的嵌入和投影, 可以简便地计算
(ST )ik = piSTιk

=
∑
j∈J

piSιjpjTιk ∵
∑
j∈J

ιjpj = idV

=
∑
j∈J

SijTjk.

(4.10.5)

这表明直和分解将线性映射的合成转译为类似于矩阵乘法的操作.

注记 4.10.9 如果 (4.10.2) 的直和分解都来自于基, 如 Vj = Fvj := 〈vj〉, Wi =

Fwi := 〈wi〉 等, 则基的选取给出 Hom(Fvj , Fwi) ' Hom(F, F ) ' F , 从而 Tij ∈
Hom(Fwi, Fvj) ' F . 所以线性映射的矩阵表法是 (4.10.3) 的特例.

练习 4.10.10 设 U 为 Mn×n(F ) 的 n + 1 维子空间, 证明存在 A ∈ U ∖ {0n×n} 使得
A 不可逆.

提示 一种方法是命 U ′ 为首列为零的 n×n矩阵所成之子空间,说明 dimU ′∩U >

0, 这一步需要练习 4.10.5. 另一种方法是任取非零列向量 v ∈ Fn, 说明 A 7→ Av 是从
U 到 Fn 的线性映射, 故它的核非零.

练习 4.10.11 考虑两族 F -向量空间 (Vj)j∈J 和 (Wi)i∈I , 试验证 F -向量空间的自
然同构

Hom
(⊕

j∈J Vj ,
∏
i∈IWi

) ∏
(i,j)∈I×J Hom(Vj ,Wi)

T (piTιj)(i,j)∈I×J

∼

其中 ιj : Vj →
⊕

j′ Vj′ 是自然嵌入, pi :
∏
i′ Wi′ → Wi 是自然投影. 作为特例, 说明直

和的对偶空间满足以下同构:
(
⊕
j∈J

Vj)
∨ ∼→

∏
j∈J

V ∨
j .

利用上述练习的最后一段, 能够说明当 V 维数无穷时, 对偶空间 V ∨ 单单视作集
合便有超过 |V | 的基数, 其维数遂严格大于 dimV . 为简单起见, 下面取 F 为仅有两
个元素的有限域 F2 (见 §3.1) 来说明. 视 F2 为 1 维 F2-向量空间, F∨

2 ' F2, 再以练习
4.10.11 和标准的符号写下同构(

F⊕Z≥0

2

)
Z≥0 份 F2 的直和

∨
' (F∨

2 )
Z≥0 ' (F2)

Z≥0

Z≥0 份 F2 的直积
.

右式作为集合的基数是 2|Z≥0| = 2ℵ0 . 另一方面, 因为直和只涉及有限和, 推论 2.9.10 确
保可数并

F
⊕

Z≥0

2 =
⋃
n≥1

F{0,...,n−1}
2

有限集
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的基数必 ≤ ℵ0; 因为这是无穷集, 其基数也只能是 ℵ0. 然而 Cantor 定理 2.9.12 断言
ℵ0 < 2ℵ0 .

4.11 分块矩阵运算
本节目的是将 §4.10的讨论落实到矩阵计算. 设 V 和 W 为有限维 F -向量空间,而

且具备如 (4.10.2) 的直和分解; 我们对其中每个直和项 Vj 和 Wi 都选定有序基. 根据
命题 4.4.9, 这些有序基的无交并分别给出 V 和 W 的有序基. 因此, T ∈ Hom(V,W )和
每个 Tij ∈ Hom(Vj ,Wi) 都有相应的矩阵表法, 按 §4.6 的成例, 记为M(T ) 和M(Tij)

等.
矩阵 A := M(T ) 按此分割为 mn 个子矩阵的并排, 形如

A =



V1 · · · Vn

W1 A11 · · · A1n

...
... . . . ...

Wm Am1 · · · Amn

, Aij := M(Tij).

带有这般分割的矩阵 A 称为分块矩阵, 其中的 Aij 称为它的 (i, j)-分块.

? 线性映射的相加和纯量乘法对应到分块矩阵的逐块相加和纯量乘法; 当然, 相加
时要求两个矩阵按照相同规格分块.

? 对于线性映射 S : V →W 和 T : U → V 的合成,公式 (4.10.5)表明矩阵M(ST )

的 (i, k)-分块M((ST )ik) 等于∑
j∈J

M(Sij)M(Tjk),

其中 (i, k) ∈ I ×K 是任意的. 这相当于说分块矩阵相乘也服从矩阵乘法的规律,
然而这是将各个分块作为矩阵来相乘, 而非域 F 里的乘法; 分块之间的相乘一般
不能任意调换顺序.

? 分块矩阵相乘时须要求两个分块矩阵的规格兼容, 以确保分块乘法有意义. 按照
向量空间观点, 关于分块规格的条件都源自 (4.10.4) 中各个直和项的维数.

例 4.11.1 将矩阵 A ∈ Mm×n(F ) 按列 (或行) 分块

A =
(

v1 · · · vn

)
=


w1

...

wm
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其中每个 vj (或 wi) 都是 m 维列向量 (或 n 维行向量), 则对任何 Q ∈ Mr×m(F ) (或
P ∈ Mn×r(F )) 皆有

QA =
(

Qv1 · · · Qvn

)
∈ Mr×n(F ),

AP =


w1P

...

wmP

 ∈ Mm×r(F ).

这既是矩阵乘法定义的简单结论, 也是分块乘法的例子.

例 4.11.2 矩阵的增广也可以看作一种分块结构. 在求逆算法 4.8.14 中运用了形如

U (A|B) = (UA|UB)

的分块乘法, 其中 U ∈ Mm×m(F ), A ∈ Mm×n(F ), B ∈ Mm×h(F )

例 4.11.3 考虑形如  A B

C D

 , A,B,C,D ∈ Mn×n(F )

的 2n× 2n 分块矩阵, 其间的乘法满足 A B

C D

 A′ B′

C ′ D′

 =

 AA′ +BC ′ AB′ +BD′

CA′ +DC ′ CB′ +DD′


这和 2× 2 矩阵乘法类似, 但须注意分块之间的乘法不能随意交换. 更多分块的情形准
此可知。

练习 4.11.4 考虑如下的 (n+ 1)× (n+ 1) 分块矩阵


v

0 · · · 0 1

A


, A ∈ Mn×n(F ), v ∈ Mn×1(F ) ' Fn.
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验证其间的乘法满足
v

0 · · · 0 1

A




w

0 · · · 0 1

B


=


Aw + v

0 · · · 0 1

AB


,

其中 A,B ∈ Mn×n(F ) 和列向量 v,w ∈ Fn 均为任意的.
另一方面, 对每组资料 (A,v) 都能定义从列向量空间 Fn 到其自身的映射

ΦA,v : Fn → Fn, ΦA,v(u) = Au+ v.

请验证映射的等式
ΦA,vΦB,w = ΦAB,Aw+v,

以及矩阵等式 
v

0 · · · 0 1

A




1

u


=


1

ΦA,v(u)


所以这种分块矩阵是非线性映射 ΦA,v 的一种矩阵化身, 使得映射合成反映为矩阵乘
法. 以后探讨仿射空间时还会回到这个问题.

现在考虑有限维向量空间 V 以及 T ∈ End(V ). 给定直和分解 V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vn,
我们将 T 按 (4.10.3) 表达为 (Tij)1≤i,j≤n; 对每个 Vi 取有序基, 相应地将 T 对应的矩
阵 A 表达为分块矩阵 (Aij)1≤i,j≤n.

定义 4.11.5 对于如上的 T (或 A),

? 若 i 6= j =⇒ Tij = 0 (或 Aij = 0), 则称 T (或 A) 相对于此直和分解 (或分块)
是对角的, 写作

T = diag(T11, . . . , Tnn);

? 若 i > j =⇒ Tij = 0 (或 Aij = 0), 则称 T (或 A) 相对于此直和分解 (或分块)
是上三角的;

? 若 i < j =⇒ Tij = 0 (或 Aij = 0), 则称 T (或 A) 相对于此直和分解 (或分块)
是下三角的;

未定稿: 2024-10-20



§4.11 分块矩阵运算 159

显然 0V = diag(0V1
, . . . , 0Vn

) 而 idV = diag(idV1
, . . . , idVn

).
按线性映射的观点,定义 4.11.5可作以下诠释: 相对于直和分解 V = V1⊕· · ·⊕Vn,

? T 是对角的当且仅当
∀1 ≤ i ≤ n, T (Vi) ⊂ Vi;

? T 是上三角的当且仅当

∀1 ≤ i ≤ n, T (Vi) ⊂
⊕
j≤i

Vj ;

? T 是下三角的当且仅当

∀1 ≤ i ≤ n, T (Vi) ⊂
⊕
j≥i

Vj .

由此也可以看出: 为了定义上三角的概念, 完整的直和分解 V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vn 并
非必要. 所需的仅是 V 的一列子空间

{0} = V0 ⊊ V1 ⊊ · · · ⊊ Vn = V,

使得 T (Vi) ⊂ Vi 对所有 i 成立; 直和分解的情形对应到 Vi :=
⊕

j≤i Vj . 这样一列子空
间称为 V 中长度为 n 的旗. 下三角的情形类似.

命题 4.11.6 相对于给定的直和分解 (或分块结构), 线性映射 (或分块矩阵) 的乘
法满足

对角 ·对角 =对角, 上三角 ·上三角 =上三角, 下三角 ·下三角 =下三角.

无论上述哪一类线性映射 (或矩阵) 的乘法, 对角分块都由逐项相乘给出:

∀1 ≤ i ≤ n, (ST )ii = SiiTii, (或 (AB)ii = AiiBii).

证明 对于线性映射的版本, 这是分块乘法公式 (4.10.5) 的应用. 设 S, T ∈ End(V ) 上
三角, 则

(ST )ij =

n∑
k=1

SikTkj ;

为了使 Sik, Tkj 6= 0, 必要条件是 i ≤ k ≤ j, 这就表明 ST 也是上三角的; 而且对于
i = j 的对角元, 和式中只有 i = k = j 一项非零, 此即 (ST )ii = SiiTii.
至于 S, T 同为对角或下三角的情形, 论证全然相似.

推论 4.11.7 设相对于给定的直和分解 (或分块结构), 线性映射 T (或分块矩阵
A) 是上三角的, 则对于任意多项式 g =

∑
n anX

n ∈ F [X], 代值得到的线性映射
g(T ) :=

∑
n anT

n (或分块矩阵 g(A) :=
∑
n anA

n) 对之仍是上三角的.
以下三角或对角代替上三角, 结论亦同.

未定稿: 2024-10-20



160 第四章 向量空间和线性映射

证明 加法和纯量乘法既然是逐分块操作, 当然保持上三角性质. 命题 4.11.6 说明乘法
也保持上三角性质. 至于下三角或对角的情形, 理由相同.

上三角或下三角矩阵的可逆性容易化约到对角线上来检验.

推论 4.11.8 若 T ∈ End(V ) 相对于给定的直和分解 V =
⊕n

i=1 Vi 是上三角 (或下三
角, 对角) 的, 则有

T 可逆 ⇐⇒ ∀1 ≤ i ≤ n, Tii 可逆,

而且此时 T−1 也是上三角 (或下三角, 对角) 的, 而且其对角分块依序是 T−1
11 , . . . , T

−1
nn .

如果 T = diag(T11, . . . , Tnn) 可逆, 则 T−1 = diag
(
T−1
11 , . . . , T

−1
nn

)
.

证明 可逆性的刻画可以用第五章行将介绍的行列式理论来处理, 但以分块运算来验
证也毫不困难. 对 T 借用分块矩阵表法. 首先, 基于 “块中有块” 的观察

T =

T11 · · ·
. . . ...

...
Tn−1,n−1

Tnn




或者说是直和的简并 V = (V1 ⊕ · · · ⊕ Vn−1)⊕ Vn, 容易将问题简化到 n = 2 的情形.

设 T 可逆, 将 T−1 按照相同规格分块表成

T−1 =

 T ′
11 T ′

12

T ′
21 T ′

22

 ;

按此作分块乘法, 则因为 T11 T12

0 T22

 T ′
11 T ′

12

T ′
21 T ′

22

 =

 ∗ ∗

∗ T22T
′
22

 = idV ,

 T ′
11 T ′

12

T ′
21 T ′

22

 T11 T12

0 T22

 =

 T ′
11T11 ∗

∗ ∗

 = idV ,

比较两边可见 T22 有右逆而 T11 有左逆. 鉴于推论 4.8.5, 这表明 T11 和 T22 皆可逆.
反之, 设 T11 和 T22 皆可逆. 若 B ∈ Hom(V2, V1), 则 T11 T12

0 T22

 T−1
11 B

0 T−1
22

 =

 idV1
T11B + T12T

−1
22

0 idV2

 ,

 T−1
11 B

0 T−1
22

 T11 T12

0 T22

 =

 idV1
T−1
11 T12 +BT22

0 idV2

 .
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这表明 T 的逆可以取作

T−1 =

 T−1
11 −T−1

11 T12T
−1
22

0 T−1
22

 .

最后, 关于 T = diag(T11, . . . , Tnn) 的求逆公式已经包含于上述论证, 办法仍是化
到 n = 2 情形.

以上论证实际对分块上三角 (或下三角, 对角) 可逆映射给出了求 T−1 的具体算
法, 但是公式随着 n 增长而复杂化.
当直和分解来自 V 的有序基 v1, . . . , vn 时 (参见注记 4.10.9), 对应的分块都是

1× 1 矩阵, 亦即域 F 的元素. 此时定义 4.11.5 化作更单纯的形式.

定义 4.11.9 称矩阵 A = (aij)i,j ∈ Mn×n(F ) 是

? 对角的, 如果 i 6= j =⇒ aij = 0;

? 上三角的, 如果 i > j =⇒ aij = 0;

? 下三角的, 如果 i < j =⇒ aij = 0.

显而易见, 转置将上三角矩阵和下三角矩阵互换. 矩阵 A 为上三角的当且仅当
Ae1 ⊂ 〈e1〉 ,
Ae2 ⊂ 〈e1, e2〉 ,

...
Aen−1 ⊂ 〈e1, . . . , en−1〉 .

4.12 商空间
我们在 §2.5 学到如何将一个集合 A 对某个等价关系 ∼ 取商, 得到商集 A/ ∼ 连

同商映射 q : A→ A/ ∼. 本节关注向量空间框架下的相应问题: 对于 F -向量空间 V 上
的哪一类等价关系, 能确保商集具有自然的 F -向量空间结构, 使得商映射成为线性映
射? 商集上的向量空间结构又有怎样的刻画?

这类问题在实践中经常用于探讨线性映射的像空间. 以下便从这一线索切入, 以界
定所需探讨的等价关系.

给定线性映射 T : V →W , 任意 v1, v2 ∈ V 在 W 中的像相同当且仅当它们相差一
个 kerT 的元素. 命 U := ker(T ), 这启发我们在 V 上引进一个等价关系

v1 ∼U v2 ⇐⇒ v1 − v2 ∈ U.

换言之, v1 ∼U v2 当且仅当 Tv1 = Tv2.
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上述等价关系 ∼U 对 V 的任何子空间 U 都能定义, 不必先有线性映射 T . 等价关
系的条件逐一验证如下.

▷ 反身性 v ∼U v, 这是因为 v − v = 0 ∈ U .

▷ 传递性 若 v1 ∼U v2 而 v2 ∼U v3, 则 v1 − v3 = (v1 − v2) + (v2 − v3) ∈ U , 从而
v1 ∼U v3.

▷ 对称性 若 v1 ∼U v2, 则 v2 − v1 = −(v1 − v2) ∈ U , 从而 v2 ∼U v1.

约定 4.12.1 对于任意 F -向量空间 V 及其子空间 U , 可以合理地将 ∼U 的等价类写作

v + U := {v + u : u ∈ U}

的形式, 其中 v ∈ V . 形如 v + U 的子集称为 U 在 V 中的陪集, 而 v 称为该陪集的代
表元. 我们有 v + U = v′ + U 当且仅当 v − v′ ∈ U .

回到线性映射 T : V → W 和 U = ker(T ) 的情形, 理应提出一个问题: 像空间
im(T ) 是否可以仅从 V 及其子空间 U 来描述? 命题 2.5.8 在集合层次提供了一个答案:
存在从商集 V / ∼U 到 im(T ) 的双射 T , 它映 v + U 为 Tv. 问题在于能否赋予 V / ∼U
自然的向量空间结构, 使得 T 是向量空间的同构? 此结构应当由 V 和 U 完全确定, 和
外铄的资料 T 无关.

此外, 我们希望商映射 q : V → V / ∼U 本身也是线性的, 如此则 T 拆解为两个线
性映射的合成

V
q
V / ∼U

T
V.

这些考量引出了商空间的概念.

定义 4.12.2 (商空间) 设 U 是 F -向量空间 V 的子空间. 定义

V /U := {U 的陪集 v + U : v ∈ V }
= V / ∼U .

在 V /U 上可以对陪集合理地定义以下运算.

▷ 加法 (v1 + U) + (v2 + U) := v1 + v2 + U , 其中 v1, v2 ∈ V ;

▷ 纯量乘法 t(v + U) := tv + U , 其中 t ∈ F 而 v ∈ V ;

▷ 零元 0V /U := U = 0V + U (作为 U 的陪集).

由此得到向量空间 (V /U,+, ·, 0V /U ), 称为 V 对 U 的商空间.

未定稿: 2024-10-20



§4.12 商空间 163

关键在于说明这些定义仅依赖陪集, 不依赖于陪集中代表元的选取. 先看加法, 若
将每个代表元 vi 换为 v′i = vi + ui, 其中 ui ∈ U , 则

v′1 + v′2 + U = v1 + v2 +

=U

u1 + u2
∈U

+U = v1 + v2 + U.

接着考虑纯量乘法. 若将代表元 v 换为 v′ = v + u, 其中 u ∈ U , 则由 tu ∈ U 可知
tv′ + U = tv + tu+ U = tv + U .
其次, 我们必须对 (V /U,+, ·, 0V /U ) 验证向量空间的公理 (定义 4.2.1).

1. 首先是加法部分. 既然知道陪集的加法无关代表元的选取, 结合律遂归结为 V 中
的结合律

((v1 + U) + (v2 + U)) + (v3 + U) = v1 + v2 + v3 + U

= (v1 + U) + ((v2 + U) + (v3 + U)).

同样应用 V 的性质,零元的性质归结为 (v+U)+(0V +U) = (v+0V )+U = v+U ,
同理 (0V + U) + (v + U) = v + U .

类似地, V /U 的加法交换律归结为 V 的加法交换律.

2. 陪集 v + U 的加法逆元是

−(v + U) := (−v) + U.

验证方法相同: (v + U) + (−v + U) = (v + (−v)) + U = U .

3. 对于纯量乘法, 结合律, 幺元性质和对加法的分配律, 按同样手法化到 V 的相应
性质.

对等价关系 ∼U 应用定义 2.5.4 给出商映射 q : V → V /U , 它映 v 为 v + U . 按照
上述讨论,

q(v1 + v2) = (v1 + v2) + U = (v1 + U) + (v2 + U),

q(tv1) = tv1 + U = t(v1 + U),

于是 q 是线性映射. 它当然是满的, 核为
ker(q) = {v : v + U = U}

= {v : v ∼U 0V } = U.

练习 4.12.3 说明 V /{0} 可以等同于 V , 而 V /V 可以等同于零空间. 进一步, 设 U 为
V 的子空间, 则 V /U 是零空间当且仅当 U = V .

命题 4.12.4 设 V 是有限维向量空间, U 是其子空间, 则

dimU + dim(V /U) = dimV.
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证明 因为 im(q) ' V /U 而 ker(q) = U , 这化为定理 4.8.4.

下述构造既是商空间的简单例子, 也是向量空间理论中的一个重要概念. 它的地位
将在 §8.9 得到进一步的说明.

定义 4.12.5 (余核) 线性映射 T : V →W 的余核定义为 W 对 im(T ) 的商空间

coker(T ) :=W/ im(T ).

因此 T 的余核自然地和商映射 q :W ↠ coker(T ) 相伴出现. 它虽然是通过 im(T )

来定义的, 但 im(T ) 也可以反过来用 coker(T ) 和它带有的商映射描述为

im(T ) = ker
[
W

商映射
coker(T )

]
. (4.12.1)

以下性质可谓是命题 4.8.3 的对偶版本.

命题 4.12.6 线性映射 T : V →W 是满的当且仅当 coker(T ) = {0}.

证明 练习 4.12.3 的直接应用.

对于线性映射 T : V → W , 商空间 V / ker(T ) 和像空间 im(T ) 的关联可以用约定
2.3.3 介绍的交换图表来总结.

命题 4.12.7 设 U 是向量空间 V 的子空间, T : V →W 是线性映射.

(i) 若 U ⊂ ker(T ), 则存在唯一的线性映射 T : V /U →W 使得下图交换:

V W.

V /U

T

q:商映射
T

具体地说, T 映陪集 v + U 为 Tv.

(ii) 若 U = ker(T ) 而 W = im(T ), 则 T 是向量空间的同构.

证明 既然 q 满, 使 (i) 的图表交换的唯一选择是命 T (v + U) = Tv. 这确实是良定义
的, 因为 U ⊂ ker(T ) 蕴涵 Tv 只和陪集 v + U 相关. 它同时也是线性映射, 这是因为

T ((v1 + U) + (v2 + U)) = T (v1 + v2 + U) = T (v1 + v2)

= Tv1 + Tv2 = T (v1 + U) + T (v2 + U),

T (t(v + U)) = T (tv + U) = T (tv) = tT (v)

= tT (v + U).

若进一步要求 U = ker(T ) 而 W = im(T ), 则 Tq = T 说明 im(T ) =W . 此外
T (v + U) = 0 ⇐⇒ T (v) = 0 ⇐⇒ v ∈ U ⇐⇒ v + U = U,

因此 ker(T ) = {0}, 从而 T 是同构.
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命题 4.12.7 (ii) 的同构 T : V / ker(T ) ∼→ im(T ) 是以后常用的工具. 它说明线性满
射和取商是一回事. 商空间 V / ker(T ) 在一些场合也称为 T 的余像.
现在容易解决本节开头的问题. 设在向量空间 V 上有等价关系 ∼, 而商集

V / ∼ 具有向量空间结构, 使得商映射 q : V ↠ V / ∼ 是线性的. 记 U := ker(q), 则
v1 ∼ v2 ⇐⇒ q(v1) = q(v2) ⇐⇒ v1 − v2 ∈ U 导致 ∼ 便是先前定义的 ∼U . 既然 q

满, 命题 4.12.7 给出同构 q : V /U
∼→ V / ∼, 使得 q(v + U) = q(v); 既然 ∼=∼U , 这般

的 q 其实是恒等. 这表明我们寻求的等价关系 ∼ 和 V / ∼ 上的结构无非是对某个子空
间取商.

线性映射自然地确定商空间之间的线性映射, 前提是映射必须和给定的子空间相
容, 精确的表述如下.

推论 4.12.8 设 T : V → W 是线性映射, U ⊂ V 和 U ′ ⊂ W 是子空间, 而且
T (U) ⊂ U ′, 则存在唯一的线性映射 T : V /U →W/U ′ 使得下图交换:

V W

V /U W/U ′

T

q q′

T

图中的 q 和 q′ 分别是从 V 和 W 到各自商空间的商映射. 具体地说, T 映 v + U 为
Tv + U ′.

证明 合成映射 q′T : V →W/U ′ 仍是线性的, 而且映 U 为 0, 所以命题 4.12.7 说明存
在唯一的 T 使得 Tq = q′T , 它映 v + U 为 q′(T (v)) = Tv + U ′.

这里的符号 T 和命题 4.12.7 (i)并不冲突: 若取 U ′ = {0},则条件化为 U ⊂ ker(T ),
从而命题 4.12.7 化为上述结果的一则特例.

映射 T 称为 T ∈ Hom(V,W ) 所 “诱导” 的线性映射, 其构造具有以下性质.

? 由图表或具体公式 T (v + U) = Tv + U ′ 立见 tT = tT , 其中 t ∈ F .

? 对于一对线性映射 T1, T2 : V →W , 在 T1(U), T2(U) ⊂ U ′ 的前提下
T1 + T2 = T1 + T2.

? 若有线性映射 V1
T

V2
S

V3 和子空间 Ui ⊂ Vi (其中 i = 1, 2, 3), 使得
T (U1) ⊂ U2 而 S(U2) ⊂ U3, 则交换图表

V1 V2 V3

V1/U1 V2/U2 V3/U3

T

q1 q2

S

q3

T S

蕴涵 q3ST = Sq2T = S T q1, 故推论 4.12.8 的刻画给出 ST = S T . 这点自然也
容易就 S, T 和 ST 的具体公式来检验: 两边都映 v1 + U1 为 STv1 + U3.
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接着来比较商空间 V /U 的子空间与 V 的子空间, 以及相应的商.

命题 4.12.9 设 U 是 V 的子空间. 记 V := V /U , 而商映射仍记为 q : V → V . 我们
有双射

{W ⊂ V :子空间, W ⊃ U}
{
W ⊂ V :子空间

}
W W := q(W )

W := q−1(W ) W.

1:1

此双射具有下述性质.

? 它是严格保序的: W 1 ⊃W 2 当且仅当 W1 ⊃W2.

? 若 W 对应到 W , 则有自然同构

V /W
∼→ V /W

v +W 7→ q(v) +W ;

将 W := q(W ) 具体写作商空间 W/U , 则同构也可以表为 “分母相消” 的形式
V /W

∼→ (V /U)
/
(W/U).

证明 先验证双向箭头互逆. 给定包含 U 的子空间 W , 我们断言 q−1(q(W )) = W .
首先 ⊃ 是同义反复; 至于 ⊂, 设 v ∈ V 满足 q(v) ∈ q(W ), 则存在 w ∈ W 使得
q(v) = q(w), 亦即 v ∈ w + ker(q) = w + U , 因而从 U ⊂W 可见 v ∈W .

对于另一个方向, 给定 V 的子空间 W , 我们断言 q(q−1(W )) =W . 一如先前情况,
⊂ 是同义反复. 至于 ⊃ 则缘于 q 的满性.

由于双向映射各自满足 W1 ⊃ W2 =⇒ W 1 ⊃ W 2 和 W 1 ⊃ W 2 =⇒ W1 ⊃ W2,
这对互逆映射必然是严格保序的.

最后, 定义线性映射 T : V → V /W 为 q 和商映射 V → V /W 的合成, 映 v

为 q(v) + W , 它作为满射的合成依然满, 核则是 W := q−1(W ). 因此 T 诱导同构
T : V /W

∼→ V /W , 映 v +W 为 q(v) +W .

由于取商和线性满射是一回事, 上述结果对任意线性满射 q : V ↠ V 同样有效.

命题 4.12.10 设 V,W 为向量空间 V 的子空间, 则有同构

V /(V ∩W ) (V +W )/W

v + (V ∩W ) v +W.

∼

证明 定义 T : V → (V + W )/W 为包含映射 V ↪→ V + W 与商映射 V + W →
(V +W )/W 的合成, 这些映射都是线性的; 具体地说, T (v) = v+W . 因此 T (v) = 0当
且仅当 v ∈ V ∩W . 另一方面, W 在 V +W 中的所有陪集都形如 v+w+W = v+W ,
其中 v ∈ V 而 w ∈W , 故 T 满.
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对 T 应用命题 4.12.7 (ii), 便得到同构 T : V /(V ∩W )
∼→ (V +W )/W , 映法是

T (v + (V ∩W )) = T (v) = v +W .

由此便容易阐明直和与商的联系.

推论 4.12.11 设 V = U ⊕W , 则相应的商映射 q : V → V /U 限制为同构 q|W : W
∼→

V /U .

证明 直接验证 q|W 为双射并不困难, 以下进路则基于命题 4.12.10. 将 U 和 W 视
同 V 的子空间, 则 V = U +W 而 U ∩W = {0}, 于是有同构 W ' W/(U ∩W )

∼→
(U +W )/U = V /U , 它映 w 为 w + U ∈ V /U , 但这正是 q|W 的描述.

注意: 尽管命题 4.10.6 确保对 V 的任何子空间 U 都有 W 使得 V = U ⊕W , 但取
法并非典范的, 所以商空间并不能在概念上等同于直和项.

最后, 我们回顾推论 4.12.8 构造的诱导映射 T : V /U → W/U ′. 以下设 V 和 W

都是有限维空间, 就矩阵观点考察 T 和 T 的关系. 取

u1, . . . , uk : U 的有序基,

v1, . . . , vm: V /U 的有序基,

u′1, . . . , u
′
k′ : U ′ 的有序基,

w1, . . . , wm′ : W/U ′ 的有序基.

再对所有 i, j 任取 vi ∈ q−1(vi) 和 wj ∈ (q′)−1(wj). 已知 u1, . . . , uk, v1, . . . , vm 构成 V

的有序基; 详见定理 4.8.4 证明. 同样地, u′1, . . . , u′k′ , w1, . . . , wm′ 也构成 W 的有序基.
命 A ∈ M(k′+m′)×(k+m)(F ) 为 T 相对于这些有序基的矩阵. 条件 T (U) ⊂ U ′ 表

明存在一族系数 αij 使得 Tuj =
∑k′

i=1 αiju
′
i. 记 AU := (αij)1≤i≤k′

1≤j≤k
. 这是 A 的左上分

块, 它同时又是 T |U : U → U ′ 对应的矩阵. 此外, A 的左下 m′ × k 分块则是零矩阵.
另一方面, 存在一族系数 βij 和 αij , 使得 Tvj =

∑k′

i=1 βiju
′
i +

∑m′

i=1 αijwi. 基于
Tq = q′T , 我们立刻得到

T (vj) =

m′∑
i=1

αijwi.

记 AV /U = (αij)1≤i≤m′

1≤j≤m
. 这是 A 的右下分块, 同时也是 T 对应的矩阵. 这些观察即刻

导向以下结论.

命题 4.12.12 在上述情境中, T 对应的矩阵 A 有分块表法

A =

 AU ?

0m′×k AV /U

 ,

其中 AU 是 T |U : U → U ′ 对应的矩阵, AV /U 是 T : V /U →W/U ′ 对应的矩阵.
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特别地, AU (或 AV /U ) 仅取决于 U 和 U ′ (或 V /U 和 W/U ′) 的有序基如何选取,
无关 vi 和 wj 的选法; 后者仅影响标为 ? 的右上分块.

练习 4.12.13 推而广之, 设 V 和 W 分别带有长度为 d 的一列子空间

{0} = U0 ⊊ · · · ⊊ Ud = V, {0} = U ′
0 ⊊ · · · ⊊ U ′

d =W,

而且 T : V →W 对所有 0 ≤ h ≤ d 皆满足 T (Uh) ⊂ U ′
h. 对每个 Uh/Uh−1 和 U ′

h/U
′
h−1

选定有序基 (1 ≤ h ≤ d). 说明如何将其提升为 V 的有序基, 使得 T 对应的矩阵 A 具
有分块上三角的表法

A =



A1 ? · · · ?

. . . · · ·
...

. . . ?

Ad


,

其中留白部分默认为零, 而矩阵 Ah 对应到 T |Uh
诱导的线性映射 Th : Uh/Uh−1 →

U ′
h/U

′
h−1. 留意到 T 1 无非是 T |U1

: U1 → U ′
1.

数学家经常将一列子空间 {0} = U0 ⊊ · · · ⊊ Ud = V 称为 V 的滤过. 若 T 在
∀h T (Uh) ⊂ U ′

h 的意义下保持滤过, 则 T 对应到分块上三角矩阵, 其对角分块体现 T

在每一段所 “析出” 的线性映射 Th; 它们比原映射简单, 却保留许多有用信息. 这是练
习 4.12.13 的实质.

习题

1. 设 V 是任意域 F 上的向量空间. 满足 {0} 6= V ′ ⊊ V 的子空间 V ′ 称为非平凡真子空间.

(i) 设 V1, V2 为非平凡真子空间, 证明 V1 ∪ V2 6= V .

(ii) 给出 V = V1 ∪ V2 ∪ V3 的例子, 其中每个 Vi 都是非平凡真子空间. 提示 取 F

为仅有两个元素的有限域 F2.

(iii) 证明当 F = C时不存在非平凡真子空间 V1, . . . , Vk 使得 k ≥ 2而 V = V1∪· · ·∪Vk.
能否将此推及 F 为无穷域的情形?
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2. 验证以下的矩阵等式
x1
...

xm

(y1 · · · yn

)
=


x1y1 · · · x1yn

...
. . .

...

xmy1 · · · xmyn

 ,


λ1

. . .

λn



a11 · · · a1m

...
. . .

...

an1 · · · anm

 =


λ1a11 · · · λ1a1m

...
. . .

...

λnan1 · · · λnanm

 ,


a11 · · · a1m

...
. . .

...

an1 · · · anm



µ1

. . .

µm

 =


µ1a11 · · · µma1m

...
. . .

...

µ1an1 · · · µmanm

 ,

其中留白部分的矩阵元皆为 0.

3. 计算以下 n× n 矩阵的 n 次幂: 

λ 1

. . . . . .
. . . 1

λ


其中留白部分的矩阵元皆为 0.

4. 计算
1 λ

0 1

1 µ

0 1

 ,


0 1 0

0 0 1

0 0 0


n

,


λ 1 0

0 λ 1

0 0 λ


n

其中 n ∈ Z≥1.

5. 为了熟悉矩阵的计算, 请对所有 t ∈ F× 验证等式 0 t

−t−1 0

 =

1 t

0 1

 1 0

−t−1 1

1 t

0 1

 ,

t 0

0 t−1

 =

 0 t

−t−1 0

0 −1

1 0

 .

6. (Sherman–Morrison–Woodbury 公式) 设 A ∈ Mn×n(F ) 和 C ∈ Mm×m(F ) 皆可逆, 而
U ∈ Mn×m(F ), V ∈ Mm×n(F ) 使得 C−1 − V A−1U 可逆. 证明 A−UCV 可逆而且

(A−UCV )−1 = A−1 +A−1U
(
C−1 − V A−1U

)−1
V A−1.
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此式在一些优化算法中有所应用.

提示 先考虑 A = 1n×n 而 C = 1m×m 的特例, 欲证等式化为 (1n×n − UV )−1 =

1n×n +U(1m×m − V U)−1V . 这点可以直接验证; 事实上, n = m 的特例已包含于第三
章的一则习题 (归于 N. Jacobson). 对于一般情形, 用 A−1U 和 CV 替换上式的 U 和
V .

7. (纯量限制) 设 F 为域 E 的子域.

(i) 设 V 为 E-向量空间, 说明若将纯量乘法运算 E × V → V 限制到 F × V 上, 向量
加法保持不变, 则 V 成为 F -向量空间. 若 T : V1 → V2 是 E-向量空间之间的线性
映射, 则 T 也是对应的 F -向量空间之间的线性映射.

(ii) 作为上述构造的特例, 说明 E 成为 F -向量空间, 使得向量的加法是域 E 中的加法,
而纯量乘法 F × E → E 是域 E 中的乘法.

(iii) 若 V 是 C-向量空间, 有基 v1, . . . , vn, 则它作为 R-向量空间有基 v1, iv1, . . . , vn, ivn;
特别地, dimR V = 2 dimC V .

(iv) 作为上述构造的特例, 说明 C 是 2 维 R-向量空间, 以 1, i 为基.

8. 证明 R 作为 Q-向量空间是无穷维的.

9. 定义从 C 到 M2×2(R) 的单射 ϕ 如下

ϕ(x+ iy) =

x −y

y x

 , x, y ∈ R.

验证 ϕ(1) = 12×2, ϕ(z1 + z2) = ϕ(z1) + ϕ(z2) 和 ϕ(z1z2) = ϕ(z1)ϕ(z2); 换言之 ϕ 是环
同态. 这表明复数及其运算能由 2× 2 实矩阵实现.

10. 确定所有使以下向量在 R3 中线性无关的 t ∈ R:

(t, 1, 0), (1, t, 1), (0, 1, t).

11. 在 Q4 中, 判断以下的向量 w 能否表成 v1, v2, v3 的线性组合; 如果能, 写下具体的表
达式.

(i) v1 =


−1

3

0

−5

, v2 =


2

0

7

−3

, v3 =


−4

1

−2

6

, w =


8

3

−1

−25

 ;

(ii) v1 =


3

−5

2

−4

, v2 =


−1

7

−3

6

, v3 =


3

11

−5

10

, w =


2

−30

13

−26
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12. 设 v1, . . . , vn 是向量空间 V 中线性无关的元素. 考虑

v′1 = a11v1 + a12v2 + · · ·+ a1nvn,

v′2 = a22v2 + · · ·+ a2nvn,

...
...

v′n = annvn,

其中 aij ∈ F , 而且每个 aii 皆非零. 证明 v′1, . . . , v
′
n 也线性无关, 并且 〈v1, . . . , vn〉 =

〈v′1, . . . , v′n〉.

13. 设 F 是域, A ∈ Mn×n(F ). 记 Z(A) := {B ∈ Mn×n(F ) : AB = BA}.

(i) 简要地说明 Z(A) 是 Mn×n(F ) 的子空间, 同时也是子环.

(ii) 对以下特例给出 Z(A) 的一组基

A =


1 0 0

0 1 0

1 1 1

 .

(iii) 证明 Z(A) = Mn×n(F ) 的充要条件是

A = λ · 1n×n, λ ∈ F.

14. 设 A = (aij)i,j ∈ Mm×m(F ) 是对角元全为零的上三角 (或下三角) 矩阵. 证明 Am =

0m×m.

15. 设 X 和 Y 为向量空间 V 的两组基, 而 y ∈ Y ∖X. 证明存在 x ∈ X ∖ Y 使得

(Y ∖ {y}) ∪ {x}仍是 V 的基.

16. 对于下列的 v1, . . . ,v5 ∈ Q4, 求出一个极大线性无关子集.

v1 =


1

−1

2

4

 , v2 =


0

3

1

2

 , v3 =


3

0

7

14

 , v4 =


1

−1

2

0

 , v5 =


2

1

5

6

 .

17. 设 F 为有 q 个元素的有限域. 请将以下问题的答案用 q 来表达.

(i) 确定有限集


向量组 (v1, . . . ,vm) 线性无关
∈ Fn × · · · × Fn

m 份

 的元素个数, 其中 1 ≤ m ≤ n.

提示 说明 v1 有 qn − 1 种选法, 而 v1 选定后 v2 有 qn − q 种选法, 依此类推.

(ii) 确定 F 上的 n× n 可逆矩阵的个数.
提示 对 (i) 取 m = n.
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(iii) 确定 Fn 有几个 m 维子空间, 其中 1 ≤ m ≤ n.
提示 任何 m 维子空间都有有序基 w1, . . . ,wm ∈ Fn, 而且有序基的个数由
(i) 确定. 另一种观点: 该子空间的有序基和 m × m 可逆矩阵一样多, 因为
(wi)

m
i=1, (w

′
i)
m
i=1 确定相同的子空间当且仅当它们通过一个 m×m 可逆矩阵来转换,

此矩阵的取法是唯一的.

18. 记 C[X] 为复系数多项式对于加法和乘法构成的 C-向量空间, X 代表多项式的变元. 给定
a ∈ C. 定义 T : C[X] → C[X] 为映射 (Tf)(X) = f(X + a), 其中 f ∈ C[X]. 试判定 T

是不是线性映射.

19. 将取值在域 F 上的所有数列 (an)n≥0 作成一个 F -向量空间 S, 方式是

(an)n + (bn)n = (an + bn)n, t(an)n = (tan)n.

给定 k ∈ Z≥1 和 c1, . . . , ck ∈ F . 证明递归方程

an+k = ckan+k−1 + · · ·+ c1an, n ∈ Z≥0

的所有解 (an)n 构成 S 的子空间. 说明这个子空间同构于 F k.
提示 映 (an)n≥0 为 (a0, . . . , ak−1) ∈ F k.

20. 设向量空间 V 和 W 分别带有序基 v1, . . . , vn 和 w1, . . . , wm. 线性变换 T : V → W 和
m× n 矩阵M(T ) 的对应在一些教材中陈述为等式:(

w1 · · · wm

)
M(T ) =

(
Tv1 · · · Tvn

)
;

留意到 wi 和 Tvj 只是抽象的向量, 未必是列向量, 所以上式需要适当的解读. 试说明此
式涵义, 以及它如何刻画矩阵M(T ).

21. 说明注记 4.9.2 介绍的转换矩阵 P v
v′ 也可以依照上一题的思路刻画为(

v1 · · · vn

)
P v

v′ =
(
v′1 · · · v′n

)
.

22. 试证若 A ∈ Mn×n(F ) 满足 Ak = 0n×n, 其中 k 是正整数, 则 1n×n − A 可逆; 试给出
(1n×n −A)−1 的简单表达式.
提示 用等比级数公式.

23. 设 V 和 W 为 F -向量空间, T : V →W 为线性映射. 用定义–命题 4.4.10) 证明
(i) T 是单射当且仅当它有线性的左逆;

(ii) T 是满射当且仅当它有线性的右逆.

24. 设 A ∈ Mn×n(F ). 证明
(i) A 的秩 ≤ 1 当且仅当它能表成

A =


x1
...

xn

(y1 · · · yn

)

的形式, xi, yi ∈ F ;

未定稿: 2024-10-20



习题 173

(ii) 若 A 的秩 ≤ 1, 则存在 k ∈ F 使得 A2 = kA.

25. 考虑实数域 R 上的 n× n 矩阵 P = (pij)1≤i,j≤n. 如果 P 满足

pij ≥ 0,
n∑
i=1

pij = 1,

则称之为Markov矩阵. 如果 R上的 n维列向量 x = (xi)
n
i=1 满足 xi ≥ 0和∑n

i=1 xi = 1,
则称 x 为概率向量.

(i) 证明 P 是 Markov 矩阵当且仅当

x是概率向量 =⇒ Px是概率向量.

(ii) 证明如果 x 是概率向量, P 是 Markov 矩阵, 而且对所有 i, j 都有 pij > 0, 则 Px

是各个坐标皆 > 0 的概率向量.

(iii) 证明 Markov 矩阵的乘积仍然是 Markov 矩阵.

(iv) 设 P 是 Markov 矩阵. 证明存在列向量 x 6= 0n×1 使得 Px = x. 提示 等价于
证明 P − 1n×n 不可逆.

26. 设A和B 分别是域 F 上的m×n和 n×`矩阵. 证明AB = 0m×ℓ 蕴涵 rk(A)+rk(B) ≤
n. 提示 一种方法是将矩阵视同线性映射, 从而 im(B) ⊂ ker(A).

27. 设 A ∈ Mm×n(F ), B ∈ Mm×ℓ(F ), 证明矩阵方程

AX = B, X ∈ Mn×ℓ(F )

有解X 的充要条件是分块矩阵 (A|B) ∈ Mm×(n+ℓ)(F )满足 rk(A|B) = rk(A). 提示
关于秩的条件等价于说 B 的每列都能写成 A 的列的线性组合.

28. 回忆到任意多项式 f ∈ F [X] 总能代入矩阵 A ∈ Mn×n(F ) 来求值 f(A) ∈ Mn×n(F ). 说
明若 P ∈ Mn×n(F ) 可逆, 则 f(P−1AP ) = P−1f(A)P .

29. 选定 n1, . . . , nr ∈ Z≥1, 命 n = n1 + · · ·+ nr. 以下矩阵的留白部分默认为零.

(i) 考虑 n× n 分块对角矩阵

A =

λ11n1×n1

. . .
λr1nr×nr




其中 λ1, . . . , λr ∈ F 两两相异. 试确定所有满足

AB = BA

的 n× n 矩阵 B.
提示 答案是 B 为分块对角矩阵, 对角分块的尺寸依序是 n1 × n1, . . . , nr × nr.
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(ii) 设 A ∈ Mn×n(F ). 以类似的计算说明 AB = BA 对于所有规格如下的分块对
角矩阵

B =

B1

. . .
Br


, Bi ∈ Mni×ni(F )

都成立的充要条件是存在 λ1, . . . , λr ∈ F 使得

A =

λ11n1×n1

. . .
λr1nr×nr


.

30. 将命题 4.12.4 扩及一般的向量空间, 前提是将维数的相加诠释为基数加法, 见 §2.9.

31. 证明若 U ♭, U, V 是某向量空间 W 的子空间, U ♭ ⊂ U , 则

U ♭ + (V ∩ U) = (U ♭ + V ) ∩ U.

32. 证明对任意有限维 F -向量空间 V , 线性映射 T : V → V 和 n ∈ Z≥1 都有

dim
(
im(Tn−1) ∩ ker(T )

)
= dim ker(Tn)− dim ker(Tn−1).

33. 设 V 是有限维 F -向量空间, T ∈ End(V ). 证明 dim ker(T ) = dim coker(T ). 注意到对于
数学分析中出现的一些无穷维空间, 即使 ker(T ) 和 coker(T ) 皆有限维, 两者也未必相等;
这牵涉到称为指标的一类重要不变量.

34. (链复形) 考虑 F -向量空间之间的一列线性映射

· · · → Vn+1

Tn+1

Vn
Tn

Vn−1

Tn−1

Vn−2 → · · ·

下标 n 既可以遍历整数集, 也容许单边或双边有界. 若 Tn−1Tn = 0 (换言之, im(Tn) ⊂
ker(Tn−1)) 对所有 n 皆成立, 则称这样一列线性映射为链复形, 而将空间 Vn 称为其 n 次
项; 线性映射 (Tn)n 经常在符号中省略. 链复形的第 n 个同调定义为商空间

Hn := ker(Tn−1)
/

im(Tn).

若 Hn 对所有 n 都是零空间, 则称此链复形正合, 或者称此列线性映射为正合列. 若链复
形的 > n (或 < n) 次项全为零空间, 则我们也将它简记为 0 → Vn → Vn−1 → · · · (或
· · · → Vn+1 → Vn → 0) 的形式.

(i) 说明 0 → V1

T1
V0 正合当且仅当 T1 单.

(ii) 说明 V1

T1
V0 → 0 正合当且仅当 T1 满.

(iii) 说明 0 → V1

T1
V0 → 0 正合当且仅当 T1 为同构.
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(iv) 说明若 0 → V1 → V2 → V3 → 0 是正合列, 则 V1 可视同 V2 的子空间, 而 V3 可视
同商空间 V2/V1. 明确 “视同” 的意义.

提示 要点在于明确所用的同构, 它们必须在某种精确意义下为 “自然” 的, 而不是
任选的. 应用命题 4.12.7 (ii).

(v) (Euler–Poincaré 原理) 考虑形如

0 → Vn → · · · → V0 → 0

的链复形. 观察到当 k < 0 或 k > n 时 Hk 为零. 现在假定每个 Vk 都是有限维向量
空间, 证明

n∑
k=0

(−1)k dim Hk =

n∑
k=0

(−1)k dimVk.

(vi) 将命题 4.12.4 诠释为 Euler–Poincaré 原理的一则特例.

35. (线性码) 通信领域的一大主题是编码. 给定一个有限集 Σ (字母), 我们将信息理解为 Σk

的元素 (字); 通信的基本机制呈现为一对映射, 其中 k, n ∈ Z≥1:

Σk 编码
E

Σn 解码
D

Σk;

编码与解码分别由发送端和接收端执行, 编码后的信息 z ∈ Σn 由信道传递. 基本的要求
是 DE = id. 然而实际的信道总有衰减或杂讯, 接收端收到的 z 未必等于发出的 E(a).
若需要一定的纠错能力, 必须要求 a 6= b 时 E(a) 和 E(b) 应该有较大的区隔. 为了量化,
设 Σ 为任意集合, 对 Σn 的元素 a = (ai)i 和 b = (bi)i 定义其间的 Hamming 距离为

d(a, b) := |{1 ≤ i ≤ n : ai 6= bi}| ;

它满足 d(a, c) ≤ d(a, b) + d(b, c) 和 d(a, b) = 0 ⇐⇒ a = b. 设 c ∈ R≥0. 如果对所有
a ∈ Σk 和 z ∈ Σn 皆有

d(z, E(a)) ≤ c =⇒ D(z) = a,

则称此码能纠正至多 c 位错误. 实践中我们希望让 k/n 和 c/n 尽可能大, 而映射 E 与 D

应当能高效地计算. 这是编码学的核心主题.

(i) 命 C := im(E). 定义 d(C) := min{d(z,w) : z,w ∈ C, z 6= w}. 说明能够适当地
定义解码映射 D, 使得此码能纠正至多 d(C)−1

2
位错误.

提示 对任意 z, 存在至多一个 w ∈ C 使得 d(w, z) < d(C)
2

.

(ii) 常用的一类编码方式为线性码: 取 F 为有限域, E : F k → Fn 为线性单射, 此时
C 是 Fn 的子空间. 说明存在 H ∈ M(n−k)×n(F ), 称为校验矩阵, 使得 H 满秩而
C = {z ∈ Fn : Hz = 0}.

(iii) 承上, 证明 d(C) = minz∈C
z ̸=0

d(0, z).
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(iv) 承上, 记 H 的第 i 列为 hi. 证明

d(C) = min

 1 ≤ t ≤ n− k ∃1 ≤ i1 < · · · < it ≤ n

hi1 , . . . ,hit 线性相关

 .

提示 设 z 的各分量为 z1, . . . , zn, 则Hz = 0等价于∑n
i=1 zihi = 0, 而 d(0, z) =

|{i : zi 6= 0}|.

36. (Hamming 码) 承接上一题的讨论. 取仅有两个元素的有限域 F2. 对所有 k ∈ Z≥1 定义矩
阵 Hk ∈ Mk×(2k−1)(F2), 使得它的第 i 列是 i 的二进制表法, 例如

H3 =


0 0 0 1 1 1 1

0 1 1 0 0 1 1

1 0 1 0 1 0 1

 .

(i) 证明 rk(Hk) = k.

(ii) 命 C :=
{
z ∈ F2k−1

2 : Hkz = 0
}

. 证明 d(C) = 3.

(iii) 勾勒以 Hk 为校验矩阵的线性码如何操作.

37. (纠删码) 与纠错码密切相关的概念是纠删码. 给定编码映射 E : Σk → Σn. 设 c ∈ R. 如
果存在一个算法, 使得当 a ∈ Σk 以及一列正整数 1 ≤ i1 < · · · ≤ id ≤ n 给定, 其中 d ≤ c,
记从 E(a) 删除第 i1, . . . , id 位得到的信息记为 E(a)′ ∈ Σn−d, 仍然能从 E(a)′ 反解 a,
则称此码能纠正至多 c 位删除. 纠删码广泛应用于数据存储领域.

(i) 给定编码映射 E, 按先前习题的方法定义 C := im(E) 和 d(C). 证明此码能纠正至
多 d(C)− 1 位删除.

(ii) 纠删和纠错这两个概念有何区别? 提示 纠删码论及的位 i1 < · · · < id 给定; 纠
错码中的出错位不明.

(iii) 最简单也最古老的纠删码是多复本储存 E : Σk → Σhk, 其中 h 是复本个数, 其优点
是运算量少, 缺点是 h 较大时浪费空间. 试分析它能纠正至多几位的删除.
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泛泛而论, n 阶行列式是由 n× n 矩阵确定的一个特定的量. 在探讨行列式具体是
什么之前, 不妨先解释背后动机. 按照历史的观点, 行列式的根源和向量空间一样可以
追溯到两条线索.

1. 代数方面, 在给定的域 F 上, 人们希望判定线性方程组
a11X1 + · · ·+ a1nXn = b1

a21X1 + · · ·+ a2nXn = b2

...
...

an1X1 + · · ·+ annXn = bn.

是否有唯一解, 并寻求精确的公式解. Cramer 法则 (推论 5.7.6) 说明方程组有唯
一解当且仅当系数矩阵 (aij)1≤i,j≤n 的行列式非零, 并且给出了基于行列式的求
解公式.

2. 几何方面, 人们关心 Rn 中 n 个向量 u1, . . . ,un 张成的子集

♦(u1, . . . ,un) :=

{
n∑
i=1

tiui : ∀i, ti ∈ [0, 1]

}
的体积; 在 n = 2 (或 n = 3) 时, 此即平面上的平行四边形 (或空间中的平行六面
体), 体积有直观意涵, 如下图:

u1

u2

u1

u2

u3

而高维情形则需要抽象地处理. 一旦将每个 ui 按照直角坐标系展开为
(a1i, . . . , ani), 则所求的体积终归能以 (aij)1≤i,j≤n 的行列式表达.

事实上, 和行列式直接相关的并非 ♦(u1, . . . ,un) 的体积, 而是其 “有向体积”, 这
是将向量 u1, . . . ,un 的方向和次序记入考量的一个量, 容许为负数. 详细讨论见诸 §5.2
和例 5.4.2.
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无论在 Cramer 法则还是体积公式中, 所谓行列式都是关于矩阵 A = (aij)1≤i,j≤n

的 n 个列向量的一类特殊映射, 其值记为∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1n
... . . . ...

an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 或 detA.

依循几何的线索, §5.3 将从我们所寻求的行列式或有向体积映射 (v1, . . . , vn) 7→
det (v1| · · · |vn) 抽象出一些必要性质, 具备这些性质的映射称为 n 维向量空间上的 n

元交错形式, 可以在任何域 F 上加以考量. 我们将证明非零的 n 元交错形式确实存在,
而且两两成比例; 论证的过程将自然地引出行列式的具体公式

detA =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)aσ(1),1 · · · aσ(n),n

=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1,σ(1) · · · an,σ(n);

由此便能严格地定义并刻画矩阵的行列式 detA. 上式中的置换 σ, 全体置换集 Sn 和
置换的符号 sgn(σ) ∈ {±1} 在关于 n 元交错形式的脉络中既是自然的, 也是必要的,
§5.1 为此提供了必要的准备.
矩阵是线性映射在取基之后的化身. 依照现代观点, 更应当关注的是线性映射

T : V → V 的行列式, 其中 V 是 n 维向量空间; 它不再是 V 上某个特定的 n 元交错形
式, 而是所有这些交错形式在 T 的作用下确定的一个比例常数 detT ∈ F ; 如果用之前
的几何观点来启发, 取 V = Rn, 这等价于说 detT 是 T 对有向体积的伸缩比例:

♦(Tu1, . . . , Tun)的有向体积 = (detT ) ·
(
♦(u1, . . . ,un)的有向体积

)
;

对于了解微积分的读者, 应当注意到这正是行列式在重积分换元公式中的角色.
从比例的观点出发, 很容易推导行列式的乘性:

det(idV ) = 1, det(ST ) = detS detT, S, T : 线性映射 V → V.

关于线性映射的行列式的完整定义和一般性质将在 §5.4 和盘托出. 其后的 §5.5–5.6 则
有进一步的算例和方法.

尽管基于矩阵的观点与算法是计算行列式的重要手段, 但只有当 V 的基选定,
detT 才能视同交错形式 V n → F , 具体体现为相应矩阵的行列式 detA; 如果不能清楚
地区隔作为比例常数的 detT 和 V 上的 n 元交错形式, 将导致对行列式有错误的理解.

在 §5.7, 我们主要介绍行列式对线性方程组的应用, 即先前提及的 Cramer 法则;
对于后续章节, 更重要的是此节涉及的行列式与可逆性的关系 (命题 5.7.1), 以及经典
伴随矩阵 A∨ (定义 5.7.3).
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§5.1 置换概论 179

在行列式的基础上, §5.8 将对 n 维向量空间 V 上的线性映射 T : V → V (或相应
矩阵 A ∈ Mn×n(F )) 定义特征多项式 CharT (或 CharA), 展开后写作

Xn + cn−1X
n−1 + · · ·+ c0, c0, . . . , cn−1 ∈ F.

该节的核心结论是 Cayley–Hamilton 定理 5.8.8, 它断言将 T (或 A) 代入其特征多项
式给出零映射 (或零矩阵): Tn + cn−1T

n−1 + · · · + c0 = 0V . 本章取道 A∨ 的性质, 直
接证明定理的矩阵版本. 后续章节还会给出各种应用和不同的证法.

特征多项式的各项系数 c0, . . . , cn−1 蕴藏 T 或 A 的重要信息, 譬如 c0 =

(−1)n detT , 而 §5.9 探讨的量是 Tr(T ) = −cn−1, 称为 T 的迹, 它的矩阵版本比行
列式简单得多: Tr(A) =

∑n
i=1 aii.

在 §5.10, 我们引入不变子空间的概念, 配合商空间的构造来诠释特征多项式
的分块算法; 不变子空间也是尔后将反复出现的概念. 在 §5.11, 我们探讨如何对
A ∈ Mm×n(F ) 和 B ∈ Mn×m(F ) 写下 det(AB) 的公式, 容许 m 6= n, 相应的结果称
为 Cauchy–Binet 定理 5.11.4; 本章习题将介绍此公式在图论中的应用 (矩阵-树定理).
最后的 §5.12 将对一般的交换环 R 及其上的矩阵 A ∈ Mn×n(R) 探讨行列式. 假

若照搬线性映射的抽象方法, 则必然涉及称为模的代数结构 (第十二章); 为了避免离题,
该节的进路是直接以置换写下 detA 的定义. 在证明 R 上行列式的性质时, 我们运用
将矩阵元 “泛化” 的技巧, 化问题到 R 为域, 甚至是特征零的域的已知情形; 这种技术
以后还会反复使用.

阅读顺序
§5.1

§5.2 §5.3 §5.4

§5.5

§5.6

§5.7

§5.8 §5.9

§5.10§5.11

§5.12

5.1 置换概论
集合 X 上的置换是指从 X 到其自身的双射. 我们在关于矩阵初等行 (或列) 变换

的研究中已经见过某些置换, 具体地说是矩阵任两行 (或列) 的互换. 有限集上的置换
理论是研究行列式的必要准备, 而置换本身也是饶富兴味且用途广泛的数学对象.
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定义 5.1.1 设 X 为非空集, 其上的置换构成集合

SX := {双射 σ : X → X} .

它包含恒等映射 id = idX ∈ SX . 这些置换可以作为映射来作合成 (σ, σ′) 7→ σσ′ 或取
逆 σ 7→ σ−1, 产物依然属于 SX .
若 n ∈ Z≥1 而 X = {1, . . . , n}, 此时也记 Sn := S{1,...,n}.

设 σ, τ ∈ SX , 则 στσ−1 ∈ SX 称为 τ 对 σ 的共轭, 其映法是

σ(x)
σ−1

x
τ
τ(x)

σ
σ(τ(x)). (5.1.1)

若 Y 是 X 的非空子集, 记 SX,Y ⊂ SX 为所有在 Y 之外不动, 亦即满足
∀x ∈ X ∖ Y, σ(x) = x 的置换 σ ∈ SX 所成的子集, 于是自然地得到双射

b : SY
1:1

SX,Y ⊂ SX ,

b(σ)|Y = σ, b(σ)|X∖Y = idX∖Y .
(5.1.2)

易见此双射保持乘法和取逆运算:

b(idY ) = idX , b(σσ′) = b(σ)b(σ′), b(σ−1) = b(σ)−1.

基于 (5.1.2), 我们从 {1} ⊂ {1, 2} ⊂ · · · 得到一列保持乘法的嵌入

{id} = S1 ↪→ S2 ↪→ S3 ↪→ · · · .

若非空有限集 X 有 n 个元素, 则 SX 和 Sn 的研究本质上是一回事. 简单的计数
表明 Sn 有 n! 个元素. 置换 σ ∈ Sn 可以设想为 1, . . . , n 的排列 σ(1), . . . , σ(n), 或者
更明确地表达成两行的矩阵形式

σ =

 1 · · · n

σ(1) · · · σ(n)

 ; (5.1.3)

譬如 1, . . . , n 上的轮换便可以按此记为

λ =

1 2 · · · n− 1 n

2 3 · · · n 1

 , λ−1 =

1 2 · · · n

n 1 · · · n− 1

 .

定义 5.1.2 选定 n ∈ Z≥1. 设 1 ≤ i 6= j ≤ n, 相应的对换 (i j) ∈ Sn 定义为以下置换:

(i j) : k 7→


j, k = i,

i, k = j,

k, k 6= i, j;

换言之, (i j) 对调 i 和 j, 保持其余元素不动.
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对换 (i j) 按两行形式表为· · · i · · · j · · ·

· · · j · · · i · · ·

 .

显然 (i j)2 = id. 它们重要性在于所有置换都能写成一列对换的乘积. 事实上, 为了表
达所有置换, 需要的仅是如下的单对换

si := (i i+ 1) ∈ Sn, 1 ≤ i ≤ n− 1.

这是稍后的命题 5.1.8 的内容.

注记 5.1.3 对换两两共轭: 给定 i 6= j 和 i′ 6= j′, 命 τ := (i j). 任取 σ ∈ Sn 使得
σ(i) = i′ 且 σ(j) = j′, 则 (5.1.1) 表明 τ ′ := στσ−1 满足

τ ′(i′) = j′, τ ′(j′) = i′, 其余元素不动,

换言之, σ(i j)σ−1 = (i′ j′).

练习 5.1.4 验证以下关于单对换的等式.

s2i = id,
sisi+1si = si+1sisi+1,

|i− j| > 1 =⇒ sisj = sjsi.

为了更深入地了解置换如何分解为单对换, 我们需要以下概念.

定义 5.1.5 设 σ ∈ Sn, 以下集合的元素称为 σ 的逆序:

Invσ :=
{
(i, j) ∈ Z2 : 1 ≤ i < j ≤ n, σ(i) > σ(j)

}
.

定义 σ 的逆序数为 `(σ) := |Invσ|.

引理 5.1.6 我们有 σ = id 当且仅当 `(σ) = 0.

证明 条件 `(σ) = 0 相当于说 σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} 是严格递增映射, 但这样的
映射必然是恒等.

练习 5.1.7 证明逆序数 `(σ) 还有下述性质.

(i) `(σ) = `(σ−1);

提示 写下 Invσ 和 Invσ−1 之间的双射.

(ii) 若 s 是单对换, 则 `(σs)− `(σ) = ±1, `(sσ)− `(σ) = ±1;

提示 设 s = si. 对于 `(σs) 和 `(σ) 的比较, 可能增加或减少的逆序只有
(i, i+ 1).
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命题 5.1.8 设 σ ∈ Sn, 则存在 ` ∈ Z≥0 和一族单对换 τ1, . . . , τℓ ∈ Sn 使得

σ = τ1 · · · τℓ;

当 ` = 0 时, 右式的乘积理解为 id. 我们称 ` 为上述分解的长度. 在 σ 的所有单对换分
解中, 最短可能的长度为 `(σ).

证明 将置换 σ 看作 1, . . . , n 的重排, 则证明思路类似于算法理论中最简单的 “冒泡排
序” 法. 第一步是说明所有 σ 都有长度 ≤ `(σ) 的单对换分解. 我们将对 n+ `(σ) 递归
地论证.

当 n = 1 时 σ = id 而 `(σ) = 0, 此时天下太平.
今起假定 n ≥ 2. 若 σ(1) = 1, 则 σ 可以等同于 {2, . . . , n} 上的置换; 在 {2, . . . , n}

上计算的逆序数仍是 `(σ), 这就将问题递归地化到 Sn−1 上.
以下设 i := σ−1(1) > 1. 定义 σ′ := σsi−1. 因此

σ =

· · · i− 1 i · · ·

· · · σ(i− 1) 1 · · ·

 , σ′ =

· · · i− 1 i · · ·

· · · 1 σ(i− 1) · · ·


其中的省略部分无异. 于是 `(σ′) ≤ `(σ) − 1. 递归可知存在单对换 τ1, . . . , τk′ 使得
σ′ = τ1 · · · τk′ 而 k′ ≤ `(σ′), 于是 σ = τ1 · · · τk′si−1 给出长度 ≤ `(σ) 的分解.
第二步是证明 `(σ) 是最短可能的长度. 设有 σ = τ1 · · · τℓ, 其中每个 τi 都是单对

换. 反复应用练习 5.1.7 (ii) 可得

`(σ) = `(τ1 · · · τℓ) ≤ `(τ1 · · · τℓ−1) + 1 ≤ · · · ≤ `(id) + ` = `.

明所欲证.

长度为 `(σ) 的单对换分解称为 σ 的既约表法. 同一个 σ 可以有多种既约表法, 例
如练习 5.1.4 揭示的 s1s2s1 = s2s1s2 等.
综上, 逆序数可以设想为置换的某种 “长度”, 这类长度函数在置换群及其推广的研

究中至关重要.

例 5.1.9 作为简单然而常用的特例, 我们选定 2 ≤ m ≤ n, 研究

σ =

 1 2 · · · m m+ 1 · · · n

m 1 · · · m− 1 m+ 1 · · · n

 ∈ Sn

如何分解为单对换的乘积. 注意到 σ 的效果是让 1, . . . ,m − 1 作为一个整体和 m 调
换, 或者说是让 1, . . . ,m 向右轮换, 保持 > m 的部分不动; 它可以通过逐步将 m 左移
而得, 写法是

σ = s1 · · · sm−1.

同时也注意到 σ 的逆序是 (1, 2), . . . , (1,m), 故 `(σ) = m− 1, 而上式为既约表法.
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练习 5.1.10 证明 Sn 中存在唯一的 σ 使得 `(σ) 极大; 具体写下它的形式.
提示 为了使逆序数极大, 请思量从 {1, . . . , n} 到 {1, . . . , n} 的严格递减函数.

定义–命题 5.1.11 存在唯一的映射 sgn : Sn → {±1} 使下述性质成立:

(i) 对所有 σ, ξ ∈ Sn 皆有 sgn(σξ) = sgn(σ) sgn(ξ),

(ii) 若 τ ∈ Sn 为对换, 则 sgn(τ) = −1.

这样的 sgn必然满足 sgn(id) = 1和 sgn(σ−1) = sgn(σ)−1. 它可以用逆序数表达为

sgn(σ) = (−1)ℓ(σ).

证明 首先说明唯一性. 因为任何 σ 都能写成对换的乘积 τ1 · · · τℓ, 故 (i) 和 (ii) 蕴涵
sgn(σ) = (−1)ℓ. 注意到尽管分解 σ = τ1 · · · τℓ 不唯一, 但只要所求的映射 sgn 存在, 则
上述论证不仅说明 sgn 唯一, 还说明 ` 的奇偶性只依赖于 σ.

对条件 (i) 代入 σ = ξ = id 可得 σ(id) = 1. 再代入 ξ = σ−1 可得 sgn(σ−1) =

sgn(σ)−1 = sgn(σ).
存在性需要一些准备工作. 考虑函数

∆ : Zn Z

~x = (x1, . . . , xn)
∏

1≤i<j≤n

(xi − xj).

对所有 ~x ∈ Zn, 记

σ~x :=
(
xσ−1(1), . . . , xσ−1(n)

)
∈ Zn.

对于任意 i < j, 或者 σ−1(i) < σ−1(j), 此时 (h, k) := (σ−1(i), σ−1(j)) 6∈ Invσ; 又或者
σ−1(i) > σ−1(j), 此时 (h, k) := (σ−1(j), σ−1(i)) ∈ Invσ. 所有满足 1 ≤ h < k ≤ n 的
(h, k) ∈ Z2 都是如此得到的, 按此重新整理连乘积便得到

∆(σ~x) =
∏
h<k

(h,k)/∈Invσ

(xh − xk)
∏
h<k

(h,k)∈Invσ

(xk − xh)

= (−1)ℓ(σ)∆(~x) .

另一方面, 我们断言对所有 σ, ξ ∈ Sn 和 ~x ∈ Zn 都有

(σξ)~x =
(
xξ−1σ−1(1), . . . , xξ−1σ−1(n)

)
= σ (ξ~x) .

为此, 不妨视 ~x 为映射 {1, . . . , n} → Z, 映 i 为 ~x(i) = xi; 按定义, σ~x 对应到映射的合
成 ~x ◦ σ−1, 而 (σξ)~x = ~x ◦ (σξ)−1 = (~x ◦ ξ−1) ◦ σ−1 = σ(ξ~x). 断言得证.
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综上可得
∆((σξ)~x) = (−1)ℓ(σ)∆(ξ~x) = (−1)ℓ(σ)(−1)ℓ(ξ)∆(~x);

另一方面 ∆((σξ)~x) = (−1)ℓ(σξ)∆(~x). 取 ~x 使其坐标各异, 则 ∆(~x) 6= 0, 由此知
(−1)ℓ(σξ) = (−1)ℓ(σ)(−1)ℓ(ξ).

定义 sgn(σ) := (−1)ℓ(σ), 于是上一段说明 (i) 成立. 对于 (ii), 注意到对所有
1 ≤ i ≤ n− 1 皆有 `(si) = 1, 从而 sgn(si) = −1. 对于一般的对换 τ ∈ Sn, 注记 5.1.3
说明存在 σ 使得 τ = σs1σ

−1, 从而
sgn(τ) = sgn(σ) sgn(s1) sgn(σ)−1 = sgn(s1) = −1.

明所欲证.

定义 5.1.12 设 σ ∈ Sn. 若存在一族对换 τ1, . . . , τℓ 使得 σ = τ1 · · · τℓ, 其中 ` ∈ Z≥0

为偶数 (或奇数), 则称 σ 为偶置换 (或奇置换).

定义—命题 5.1.11 证明第一段说明任意对换分解 σ = τ1 · · · τℓ 中的 ` 的奇偶性仅
由 σ 决定; 更精确地说, 而 ` ≡ `(σ) (mod 2). 因此 σ 是偶置换当且仅当 sgn(σ) = 1.
这些正负号将直接体现在行列式的操作中.

注记 5.1.13 尽管上述定义针对的是 {1, . . . , n} 上的置换, 但一个元素 τ ∈ Sn 是否是
对换并不依赖 1, . . . , n 的排序. 因此, 对于任意有限非空集 X 上的置换都可以谈论其
奇偶性. 作为应用, 回忆 (5.1.2) 对非空子集 Y ⊂ X 给出的嵌入 b : SY ↪→ SX ; 按定
义, b 显然映对换为对换, 同时又保持乘法, 因而嵌入 b 也自动保持置换的奇偶性.

5.2 几何动机: 有向体积
读者或许已经见过 2 阶行列式∣∣∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣∣ := a11a22 − a12a21

和 3 阶行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ := a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32

− a13a22a31 − a12a21a33 − a11a23a32;

中学数学中习惯取 aij 为有理数, 实数或复数, 但这些代数表达式在一般的域 F 上同样
有意义. 就代数学的观点, 这些量和 2 元或 3 元线性方程组的解直接相关. 在 F = R
的情形, 它们则有基于面积 (或体积) 的几何诠释.

未定稿: 2024-10-20



§5.2 几何动机: 有向体积 185

以 R 上的 2 阶行列式为例, 记

u1 := (a11, a21), u2 := (a12, a22), u1,u2 ∈ R2,

并且引入符号

♦(u1,u2) := R2 中的平行四边形
u1

u2

= {t1u1 + t2u2 : t1, t2 ∈ [0, 1]} .

平面解析几何学的一则标准事实是

|a11a22 − a12a21| = ♦(u1,u2)的面积.

左式加绝对值是必要的, 因为面积总是非负实数. 但我们也可以转换思路, 将行列式
a11a22−a12a21看作是一种带正负号的面积,称为有向面积. 可以验证 a11a22−a12a21 >
0 当且仅当向量组 (u1,u2) 线性无关, 并且是正向的, 也就是说从 u1 到 u2 是逆时针走
向1). 若 u1 和 u2 线性相关, 则 ♦(u1,u2) 的面积为 0, 免论正负号.

类似地, 三阶行列式可以诠释为 R3 中三个向量 uj := (a1j , a2j , a3j) 张成的平行六
面体的有向体积 (j = 1, 2, 3), 其中正向的概念以右手定则确定. 假如读者愿意想象高
维度的体积, 则行将定义的 n 阶行列式都可以按此类推.

关于平行四边形和平行六面体体积的推导是初等的, 本节目的不在详述这些几何
内容, 而是从有向体积的直观概念出发, 说明它们所须具备的一般性质. 这些推导非但
不以行列式理论为前提, 还为 n 阶行列式的一般定义提供了必要的线索.

设 n ∈ Z≥1, 而 V 为 n 维 R-向量空间. 以下假定:

1. 在 V 上可以合理地定义体积和向量的长度, 夹角的概念, 具备和 R2 或 R3 情形
类似的性质. 精确的描述涉及第九章将介绍的内积结构, 在此先按直观行事.

2. 在 V 上已经赋予了一个定向. 这相当于给定一个无交并分解{
(u1, . . . , un) : V 的有序基

}
= {正向} t {负向}.

定向的精确定义需要以行列式理论为前提, 留待练习 5.4.11 来处理. 本节暂且将定
向领会为一个 “自然如此” 的观念; 在定向所需的一切性质中, 后续讨论只涉及最直观
的两条:

▷ 变号反向 若 (u1, . . . , un) 是正向的, 1 ≤ i ≤ n, 则 (u1, . . . ,−ui, . . . , un) 是负向
的;

1)一种方法是验证旋转 u1 和 u2 不改变行列式, 在此前提下, 问题化到 u1 = (1, 0) 的简单情形.
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▷ 微扰不变 若在所有有序基构成的空间中, 自 (u1, . . . , un) 可以连续地过渡到
(u′1, . . . , u

′
n), 则两者的定向相同.

对任意向量组 (u1, . . . , un) ∈ V n, 记它们张成的几何对象为

♦(u1, . . . , un) :=

{
n∑
i=1

tiui : ∀i, ti ∈ [0, 1]

}
;

这是平行四边形或平行六面体的高维版本. 留意到当 u1, . . . , un 线性相关时,
♦(u1, . . . , un) 是一个至多仅有 n − 1 个自由度的几何对象, 它作为 V 的闭子集应
当不占体积. 于是有向体积理应取以下定义.

定义 5.2.1 设 V 上已有取定的定向等概念. 定义映射 D : V n → R 如下:

D(u1, . . . , un) =


0, u1, . . . , un 线性相关,
♦(u1, . . . , un)的体积, 线性无关, 正向,
− (♦(u1, . . . , un)的体积) , 线性无关, 负向.

我们称 D(u1, . . . , un) 是由向量组 u1, . . . , un ∈ V (记顺序) 确定的有向体积.

有向体积之 “向” 即是有序基的定向, 体现为正负号.
尽管目前对 D 仍一无所知, 但以下性质可以从基本原理直接推得.

▷ 退化 若存在 1 ≤ i 6= j ≤ n 使得 ui = uj , 则 D(u1, . . . , un) = 0.

这是因为此时 u1, . . . , un 线性相关.

▷ 纯量乘法 设 1 ≤ i ≤ n 而 t ∈ R, 则

D(u1, . . . , tui, . . . , un) = tD(u1, . . . , un).

为此, 无妨假设 u1, . . . , un 是基, 否则两边出现的向量组皆线性相关, 同样给出 0.

? 当 t > 0 时, 将 ui 伸缩为 tui 不改变向量组的定向 (利用微扰不变性: 让 ui

连续地变化到 tui), 而 ♦(. . . , tui, . . .) 在 ui 的方向较原来伸缩了 t 倍, 在其
余 n− 1 个方向不变, 因此体积也应当相应地伸缩 t 倍.

? 若 t < 0, 则

D(. . . , tui, . . .) = D(. . . ,−|t|ui, . . .)
定向倒转

−D(. . . , |t|ui, . . .)
上一步

−|t|D(. . . , ui, . . .) = tD(. . . , ui, . . .).

最后, t = 0 的情形是容易的, 因为 u1, . . . , 0, . . . , un 线性相关.
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▷ 加法 对任意 u ∈ V 和 1 ≤ i ≤ n, 我们有

D(u1, . . . , ui + u, . . . , un) = D(u1, . . . , ui, . . . , un) +D(u1, . . . , u, . . . , un).

注意到若 {uj : j 6= i} 线性相关, 则两侧涉及的向量组也全都线性相关. 因此处理
{uj : j 6= i} 线性无关的情形即可.

任取 v ∈ V 使得 u1, . . . , v

第 i 项
, . . . un 为基. 于是存在系数 s, t 和 (aj)j , (bj)j 使

得
ui = sv +

∑
j 6=i

ajuj , u = tv +
∑
j 6=i

bjuj .

观察到 ♦(. . . , ui, . . .) 和 ♦(. . . , sv, . . .) 互为 “斜推”, 三维情形如下图所示 (取
i = n = 3):

u1

u2

u3

u1

u2

sv

法向

两者体积相同, 这是因为斜推不改变平行六面体的底和高, 或者说因为两者沿法
向的每个水平切片都仅差一个平移, 故切片等面积. 高维情形依此发挥想象力.

请读者简单地验证 u1, . . . , ui, . . . , un 线性无关当且仅当 s 6= 0. 当 s 6= 0 时, 斜推
不改变定向, 这是微扰不变性的应用 (因为可以 “连续地” 斜推到位), 于是

D(. . . , ui, . . .) = D(. . . , sv, . . .)
纯量乘法性质

sD(. . . , v, . . .).

上式对 s = 0 或者说 u1, . . . , un 线性相关的情形也平凡地成立. 同理,

D(. . . , u, . . .) = tD(. . . , v, . . .),

D(. . . , ui + u, . . .) = (s+ t)D(. . . , v, . . .),

故 D 的加法性质确实成立.

以上对有向体积 D 提炼出的三条性质乍看仿佛不劳而获, 然而 §5.3 将说明它们几
乎唯一刻画了 D, 至多差一个比例常数. 满足此三条性质的映射 D 因此是合理的研究
对象. 又因为这些性质的表述并不涉及实数域 R 所特有的性质, 故可扩及一般的域 F ,
由此便为行列式的一般定义铺平了道路.
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5.3 一类交错形式的刻画
选定域 F . 作为下节内容的预告, 我们即将从两种观点对一般的 n ∈ Z≥1 探讨 n

阶行列式. 考虑矩阵 A = (aij)i,j ∈ Mn×n(F ).

1. 定义–命题 5.4.6 将以具体的公式定义 A 的行列式∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1n
... . . . ...

an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
第一种观点是视此为以 n 个列向量 vi := (a1i, . . . , ani) ∈ Fn 为变元的函数
(i = 1, . . . , n), 取值在域 F 中. 暂且将此函数记作 D. 受 §5.2 关于有向体积的讨
论启发, 我们期望 D 应当具有以下性质:

? 它对每个变元都是线性的, 换言之, 对每个 1 ≤ i ≤ n, 我们有
D(. . . , vi + v′i, . . .) = D(. . . , vi, . . .) +D(. . . , v′i, . . .),

D(. . . , tvi, . . .) = tD(. . . , vi, . . .),

此处 t ∈ F , 省略号代表其余 n− 1 个变元, 它们是选定不动的列向量.

? 任两列相等导致行列式为 0: 我们有 D(. . . , v, . . . , v, . . .) = 0.

2. 将 A 通过 Fn 的标准基视同 Fn 到自身的线性变换, 则 A 对应的 n 阶行列式又
记为 detA. 第二种观点是将行列式看成由线性变换确定的一个量. 定义 5.4.1 将
给出 detA 的抽象定义, 它无关基的选取.

关于行列式的这两种观点密切相关, 但它们的理论角色需要区别: 我们将对 n 维
F -向量空间 V 研究一类特殊的映射 D : V n → F , 它们具有第一种观点提及的性质, 然
后将任意线性映射 T ∈ End(V ) 的行列式 detT 抽象地理解为一个相关的比例常数; 在
选定有序基的前提下, 命题 5.4.5 将阐明两种观点如何联系. 其余一切性质都是水到渠
成的.

定义 5.3.1 (交错形式) 设 V 为 F -向量空间, 对所有 m ∈ Z≥1, 记

DV,m := {D : V m → F, 满足以下性质 D.1,D.2} .

D.1 对每个 1 ≤ i ≤ m,

D(. . . , vi + v′i, . . .) = D(. . . , vi, . . .) +D(. . . , v′i, . . .),

D(. . . , tvi, . . .) = tD(. . . , vi, . . .),

此处 vi, v
′
i ∈ V 而 t ∈ F , 省略号代表的其余 m− 1 个变元选定不动.
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D.2 若存在 1 ≤ i < j ≤ m 使得 vi = vj , 则 D(v1, . . . , vm) = 0.

属于 DV,m 的映射也称为 V 上的 m 元交错形式.
对于有限维 F -向量空间 V , 记 n := dimV 并且定义

DV :=

{
DV,n, n ≥ 1,

F, n = 0.

留意到 DV,m 非空, 它至少包含零映射 0 : V m → F , 映一切 (v1, . . . , vm) 为 0. 一
如许多映射空间的例子, DV,m 对以下的 “逐点” 运算也构成向量空间:

(D +D′)(v1, . . . , vm) := D(v1, . . . , vm) +D′(v1, . . . , vm),

(tD)(v1, . . . , vm) := t ·D(v1, . . . , vm).

注意: m = 1 时条件 D.2 是多余的, 这时 DV,1 = Hom(V, F ) = V ∨.
从 D.1 和 D.2 能够推导更多重要的运算规律, 其表述涉及 §5.1 介绍的置换.

引理 5.3.2 设 m ∈ Z≥1, D ∈ DV,m, 而 σ ∈ Sm, 则

D
(
vσ−1(1), . . . , vσ−1(m)

)
= sgn(σ)D(v1, . . . , vm),

其中 sgn : Sm → {±1} 如定义–命题 5.1.11. 作为特例, 取 σ 为对换 (i j) 则有

D (. . . , vj , . . . , vi, . . .) = −D (. . . , vi, . . . , vj , . . .) .

证明 记 ~v = (v1, . . . , vm) ∈ V m. 对所有 ~v ∈ V m 和 σ ∈ Sm 定义

σ~v =
(
vσ−1(1), . . . , vσ−1(m)

)
.

熟悉的验证方式给出

(σξ)~v = σ (ξ~v) , σ, ξ ∈ Sm, ~v ∈ V m.

原问题相当于证 D(σ~v) = sgn(σ)D(~v). 从对换 σ = (i j) 的情形起步, 照定义推导
0 = D(. . . , vi + vj

变元 i

, . . . , vi + vj

变元 j

, . . .)

D.1
D (. . . , vi, . . . , vi, . . .) +D(. . . , vi, . . . , vj , . . .)

+D(. . . , vj , . . . , vi, . . .) +D(. . . , vj , . . . , vj , . . .)

D.2
D(. . . , vi, . . . , vj , . . .) +D(. . . , vj , . . . , vi, . . .)

= D(~v) +D(σ~v).

至于一般情形, 以命题 5.1.8 将 σ 表为对换的积 τ1 · · · τℓ. 上一步表明

D (σ~v) = D (τ1 · · · τℓ~v) = −D (τ2 · · · τℓ~v) = · · · = (−1)ℓD(~v).

然而定义–命题 5.1.11 表明 (−1)ℓ = sgn(σ). 证毕.

未定稿: 2024-10-20



190 第五章 行列式

注记 5.3.3 如果承认 D : V m → F 具有交换第 i 和 j 个变元导致变号的性质, 则代入
vi = v = vj 立刻导致

2 ·D(. . . , v
变元 i

, . . . , v
变元 j

, . . .) = 0.

由于一般的域 F 中未必有 2x = 0 =⇒ x = 0, 上式不足以导出 D(. . . , v, . . . , v, . . .) =

0; 详见 §3.7 关于域特征的讨论. 因此定义 5.3.1 的 D.2 强于变号条件.

交错形式的另一个性质是对于任意 D ∈ DV,m 和 1 ≤ i 6= j ≤ m, 我们有
D(. . . , vi, . . . , vj , . . .) = D(. . . , vi + cvj , . . . , vj , . . .),

其中 v1, . . . , vm ∈ V 和 c ∈ F 任取. 这是因为两边的差等于
cD(· · · , vj , . . . , vj , . . .) = 0.

由上一则性质可以推知
v1, . . . , vm ∈ V 线性相关 =⇒ D(v1, . . . , vm) = 0. (5.3.1)

诚然, 不失一般性可假设 v1 = c2v2 + · · · + cmvm, 其中 c2, . . . , cm ∈ F ; 将上一条性质
反复运用, 给出

D(v1, . . . , vm) = D

(
v1 −

m∑
i=2

civi, v2, . . . , vm

)
= D(0, v2, . . . , vm).

由于 D 对第一个变元是线性映射, 故最右式为 0.
对于 n 维向量空间 V (设 n ∈ Z≥1), 以上性质表明 m = n 情形的交错形式地位特

殊, 因为根据引理 4.4.12, 一旦 m > n 便不复有非零的 D ∈ DV,m.
现在聚焦于 DV := DV,n 的结构, 这与我们行将定义的行列式直接相关. 它是否包

含非零元? 它的维数几何? 为了进一步处理这些问题, 我们选取 V 的有序基 e1, . . . , en.
将任意 (v1, . . . , vn) ∈ V n 按此展开如

vi =

n∑
j=1

ai,jej , i = 1, . . . , n, (5.3.2)

其中的系数 ai,j ∈ F . 设 D ∈ DV , 我们有

D (v1, . . . , vn) =

n∑
j1=1

a1,j1D (ej1 , v2, . . . , vn)

=

n∑
j1=1

n∑
j2=1

a1,j1a2,j2D (ej1 , ej2 , v3, . . . , vn)

= · · ·

=

n∑
j1=1

· · ·
n∑

jn=1

a1,j1 · · · an,jnD (ej1 , . . . , ejn) .
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若存在 i 6= k 使得 ji = jk, 则 D (ej1 , . . . , ejn) = 0. 所以对上式有贡献的 (j1, . . . , jn)

只能是 1, . . . , n 的排列, 既不遗漏也不重复. 将这些排列诠释为 {1, . . . , n} 到自身的双
射 σ : i 7→ ji, 上式遂改写为∑

σ∈Sn

a1,σ(1) · · · an,σ(n)D
(
eσ(1), . . . , eσ(n)

)
.

应用引理 5.3.2 和定义–命题 5.1.11 包含的性质 sgn(σ) = sgn(σ−1), 进一步导出

D (v1, . . . , vn) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1,σ(1) · · · an,σ(n)D(e1, . . . , en). (5.3.3)

这就说明 DV 的元素至多只依赖一个参数, 即它在 (e1, . . . , en) 处的取值.

引理 5.3.4 设 V 为有限维 F -向量空间, 则 dimDV ≤ 1.

证明 零空间情形按定义有 DV = F , 故可设 n := dimV ≥ 1. 选定 V 的有序基
e1, . . . , en. 考虑映射

DV F

D D(e1, . . . , en).

这显然是线性映射, 而 (5.3.3) 说明这还是单射, 因此 dimDV ≤ dimF = 1.

定理 5.3.5 设 V 为有限维向量空间, 则 dimDV = 1. 若 e1, . . . , en 是 V 的有序基
(n ≥ 1), 记为 e, 则存在唯一的 De ∈ DV 使得 De(e1, . . . , en) = 1.

证明 仍然假定 n := dimV ≥ 1, 否则结论是平凡的. 首先说明 dimDV = 1. 由于引理
5.3.4 已说明 dimDV ≤ 1, 问题在于具体地构造 D ∈ DV ∖ {0}. 由于 (5.3.3) 的启发,
我们选定有序基 e1, . . . , en 并且定义

D (v1, . . . , vn) :=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1,σ(1) · · · an,σ(n)

其中 aij 是诸 vi 在 e 下的坐标, 按 (5.3.2) 确定. 以下验证 D ∈ DV .
首先验证 D.1. 固定 1 ≤ i ≤ n. 将 vi 换作 vi + v′i 相当于对所有 j 将 ai,j 换作

ai,j + a′i,j , 其余不动; 此处取展开 v′i =
∑n
j=1 a

′
i,jej . 因此 D(. . . , vi + v′i, . . .) 等于∑

σ∈Sn

sgn(σ)a1,σ(1) · · · ai,σ(i) · · · an,σ(n) +
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1,σ(1) · · · a′i,σ(i) · · · an,σ(n),

亦即 D(. . . , vi, . . .) +D(. . . , v′i, . . .). 类似地, 将 vi 换作 tvi 相当于对所有 j 将 ai,j 换
作 tai,j , 由此见得 D(. . . , tvi, . . .) = tD(. . . , vi, . . .).
其次设 n ≥ 2 并验证 D.2. 设 v1, . . . , vn ∈ V 满足 vi = vj , 其中 1 ≤ i < j ≤ n.

于是有
ai,h = aj,h, h = 1, . . . , n.
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命 τ 为对换 (i j) ∈ Sn. 对所有 σ ∈ Sn, 这导致
ai,σ(i) = aj,σ(i) = aj,στ(j),

aj,σ(j) = ai,σ(j) = ai,στ(i),

k /∈ {i, j} =⇒ ak,σ(k) = ak,στ(k).

(5.3.4)

现在将 Sn 的元素按照
σ ↔ στ

进行配对. 因为 (στ)τ = στ2 = σ, 配对是双向的; 此外元素不能自配对, 因为 στ = σ

两边左合成 σ−1 给出 τ = id, 矛盾. 在 D 的和式中, 我们可先将每一对 σ ↔ στ 中的
两项相加, 再沿着所有子集 {σ, στ} 加总, 其产物是∑

σ∈Sn

sgn(σ)a1,σ(1) · · · an,σ(n) =∑
{σ,στ}⊂Sn

(
sgn(σ)a1,σ(1) · · · an,σ(n) + sgn(στ)a1,στ(1) · · · an,στ(n)

)
.

然而 (5.3.4) 导致
a1,σ(1) · · · an,σ(n) = a1,στ(1) · · · an,στ(n),

另一方面 sgn(τ) = −1 蕴涵 sgn(σ) + sgn(στ) = 0. 综上可得 D(v1, . . . , vn) = 0.
将以上构造的 DV 的元素记为 De. 以下验证 De(e1, . . . , en) = 1. 代入 vi = ei 可

见 ai,i = 1, 而 i 6= j 时 ai,j = 0. 于是使 a1,σ(1) · · · an,σ(n) 非零的唯一可能是 σ = id,
此时 a1,1 · · · an,n = 1 而 sgn(id) = 1. 因此 De(e1, . . . , en) = 1; 特别地 De 不恒为 0.
一般的 D ∈ DV 依 (5.3.3) 由它在 (e1, . . . , en) 处的取值唯一确定. 这就说明满足

De(e1, . . . , en) = 1 的 De 唯一. 至此证完所有断言.

上述论证不仅说明了 dimDV = 1, 还对 V 的每个有序基 e 具体构造了非零元
De ∈ DV ; 这些交错形式 De 将是行列式理论的重要一环.

例 5.3.6 取 V 为 n 维 R-向量空间. 只要在 V 上具有合理的定向等概念, 则 §5.2 探讨
的有向体积 D : V n → R 总是 DV 的元素; 不论 D 的实际定义为何, 定理 5.3.5 表明它
精确到一个比例常数是唯一的.

5.4 行列式的定义和基本性质
定义 5.3.1 已经对所有 V 和 m ≥ 1 定义了向量空间 DV,m. 现在考虑有限维的 V ,

W 连同线性映射 T ∈ Hom(V,W ). 由 T 诱导相应的映射

T ∗ : DW,m DV,m

D [T ∗D : (v1, . . . , vm) 7→ D(Tv1, . . . , T vm)];
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它的效用是将交错形式从 Wm 拖回 V m, 走向和 T 正好相反.
为了说明定义合理, 必须验证对于每个 D ∈ DW,m, 右边的映射 T ∗D 满足 D.1 和

D.2; 因为 T 是线性映射, 这毫不困难.
进一步, T ∗ 还是从 DW,m 到 DV,m 的线性映射. 这也是定义的直接结论.
现在取 V =W 和 m = n := dimV , 于是 T ∗ 是从 1 维空间 DV (定理 5.3.5) 到其

自身的线性映射, 这般映射必然是伸缩 D 7→ cD, 其中 c ∈ F . 一句话, T 的行列式就是
此一比例常数 c.

定义 5.4.1 (线性映射的行列式) 设 V 是 n 维向量空间, n ∈ Z≥1. 对每个 T ∈ End(V )

定义 detT ∈ F 为使得下式成立的唯一元素:

T ∗(D) = (detT ) ·D, D ∈ DV ;

等价的说法是: 对于每个 D ∈ DV 和 (v1, . . . , vn) ∈ V n,

D (Tv1, . . . , T vn) = detT ·D(v1, . . . , vn).

对于零空间的情形 (n = 0), 我们对 T = 0V = idV 规定 det(T ) := 1.

由于 dimDV = 1, 上述条件对任何一个 D ∈ DV ∖ {0} 验证即可.

例 5.4.2 接续例 5.3.6 的讨论, 取 V 为 n 维 R-向量空间, 然后将 D ∈ DV ∖ {0} 设想
为有向体积映射, 则定义 5.4.1 相当于说 T ∈ End(V ) 将有向体积按照比例 detT 作伸
缩. 这是行列式的一种几何诠释, 它在多重积分的变量替换公式中自然地出现.

定理 5.4.3 (行列式的乘性) 行列式具有以下性质.

(i) det(idV ) = 1.

(ii) 设 S, T ∈ End(V ), 则 det(ST ) = det(S) det(T ).

(iii) 当 T 可逆时 detT ∈ F 也可逆, 并且 det(T−1) = (detT )−1.

证明 零空间的情形是平凡的, 故以下假设 n := dimV ≥ 1. 首先, 行列式作为比例的
定义即刻导致 det(idV ) = 1. 给定 S, T ∈ End(V ), 按定义操演可得

det(ST )D(v1, . . . , vn) = D(S(Tv1), . . . , S(Tvn))

= (detS)D(Tv1, . . . , T vn) = (detS)(detT )D(v1, . . . , vn),

其中 D ∈ DV 和 (v1, . . . , vn) ∈ V n 任取, 这就给出 det(ST ) = det(S) det(T ). 代入
S = T−1 立得 det(T−1) detT = 1.

命题 5.4.4 (行列式的共轭不变性) 设 T ∈ End(V ) 而 S : V
∼→ W 是有限维向量空间

的同构, 则 STS−1 ∈ End(W ) 满足 det(STS−1) = detT .
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证明 不妨设 n := dimV ≥ 1. 所需论证是一个直截了当的 “结构搬运”, 细说如下. 由
S 可得线性映射

DW DV

D′ [D : (v1, . . . , vn) 7→ D′(Sv1, . . . , Svn)],

亦即先前定义的 S∗. 因为 S 是同构, D′ 7→ D 自然也是同构. 现在按定义计算

det(STS−1)D′(w1, . . . , wn) = D′ (STS−1w1, . . . , STS
−1wn

)
,

其中 w1, . . . , wn ∈W , D′ ∈ DW . 记 vi = S−1wi, 并且定义 D 如上, 则前一式化为

det(STS−1)D(v1, . . . , vn) = D(Tv1, . . . , T vn).

因为 S 是同构, 这里的 v1, . . . , vn (或 D) 实则可以取遍 V (或 DV ), 上式遂说明
det(STS−1) = det(T ).

行列式 detT 的计算和 D ∈ DV 的计算紧密相关, 这是缘于以下结果.

命题 5.4.5 取定 n 维向量空间 V (设 n ≥ 1) 的有序基 e1, . . . , en, 记为 e, 并且取定理
5.3.5 给出的 De ∈ DV , 则

detT = De (Te1, . . . , T en) .

证明 按定义, detT = De(Te1, . . . , T en)
/
De(e1, . . . , en), 分母等于 1.

一旦取基, 线性变换的行列式便落实为 n× n 矩阵的行列式. 以下为矩阵的行列式
给出具体定义.

定义–命题 5.4.6 (矩阵的行列式) 取 e 为 Fn 的标准有序基, n ∈ Z≥1. 依此将每个
A = (aij)i,j ∈ Mn×n(F ) 等同于 End(Fn) 的元素. 定义矩阵 A 的行列式为∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1n
... . . . ...

an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ := detA = De (Ae1, . . . ,Aen)

=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)aσ(1),1 · · · aσ(n),n

=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1,σ(1) · · · an,σ(n).

证明 在 detA 之后的第一个等式不外是复述命题 5.4.5. 第二个等式是基于 Aei =∑n
j=1 ajiej 和 (5.3.3). 至于第三个等式, 留意到

aσ(1),1 · · · aσ(n),n = a1,σ−1(1) · · · an,σ−1(n),

未定稿: 2024-10-20



§5.4 行列式的定义和基本性质 195

而 σ 7→ σ−1 是 Sn 到自身的双射, 这是由于 σ = (σ−1)−1. 综之,∑
σ∈Sn

sgn(σ)aσ(1),1 · · · aσ(n),n =
∑
σ∈Sn

sgn(σ−1)a1,σ(1) · · · an,σ(n).

既然 sgn(σ) = sgn(σ−1), 由此便得到第三个等式.

因此, 在选定有序基的前提下, 行列式既是一种比例常数, 又是 Fn 上的一种特定
的交错形式.

留意到根据定义 5.4.1, 零空间 F 0 := {0} 对应的 0 阶行列式或曰 “空行列式” 应
规定为 1.

练习 5.4.7 验证 n = 2, 3 时定义–命题 5.4.6 给出熟知的 2 阶和 3 阶行列式. 验证
n = 1 时定义化简为 det(a) = a, 其中 a ∈ F .

我们即将介绍行列式按行或列的展开, 为此需要余子式的概念.

定义 5.4.8 设 1 ≤ i, j ≤ n, 其中 n ∈ Z≥1. 定义矩阵 A ∈ Mn×n(F ) 的第 (i, j) 个余子
式为从 A 删去第 i 行与第 j 列, 余下的 (n − 1) × (n − 1) 矩阵Mij 的行列式, 记为
Mij := detMij ∈ F .

当 n = 1 时, A 的唯一余子式按定义是空行列式, 已经规定为 1.
举 n = 3 的情形为例, 第 (2, 2) 个余子式的取法如下所示.

A =
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


i = 2

j = 2

, M22 = a11 a13
a31 a33

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣.

定理 5.4.9 设 n ∈ Z≥1 选定, n× n 矩阵的行列式具有以下性质.

▷ 在单位矩阵的取值 我们有 det(1n×n) = 1.

▷ 转置不变性 设 A ∈ Mn×n(F ), 则

detA = det (t
A) .

▷ 行/列的置换 设 A = (aij)i,j ∈ Mn×n(F ). 若 σ ∈ Sn 而 B = (bij)i,j ∈ Mn×n(F )

由下式确定:
bi,j = aσ(i),j (行的置换),

或
bi,j = ai,σ(j) (列的置换),

则 detB = sgn(σ) detA.
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▷ 对每一行/列的线性 对所有 1 ≤ i ≤ n, 以下性质成立:∣∣∣∣∣∣∣∣∣
...

...

ai1 + a′i1 · · · ain + a′in
...

...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
...

ai1 · · · ain
...

...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
...

a′i1 · · · a′in
...

...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,∣∣∣∣∣∣∣∣∣
...

...

cai1 · · · cain
...

...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
...

...

ai1 · · · ain
...

...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
等号两边除第 i 行以外的矩阵元皆相同, c ∈ F .

类似地, 对所有 1 ≤ j ≤ n,∣∣∣∣∣∣∣∣∣
· · · a1j + a′1j · · ·

...

· · · anj + a′nj · · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
· · · a1j · · ·

...

· · · anj · · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
· · · a′1j · · ·

...

· · · a′nj · · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,∣∣∣∣∣∣∣∣∣
· · · ca1j · · ·

...

· · · canj · · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
· · · a1j · · ·

...

· · · anj · · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
等号两边除第 j 列以外的矩阵元皆相同, c ∈ F .

▷ 交错性 若 A ∈ Mn×n(F ) 有两行 (或列) 相同, 则 detA = 0.

▷ 按行/列和余子式展开 对任意 1 ≤ i, j ≤ n, 任意 A ∈ Mn×n(F ) 的行列式可以按
第 i 行作展开

detA =

n∑
k=1

(−1)i+kaikMik

或者按第 j 列作展开

detA =

n∑
k=1

(−1)k+jakjMkj ,

其中的 Mik 如定义 5.4.8.

证明 依定义, 行列式在单位矩阵的取值等于 De(e1, . . . , en) = 1.
对转置的不变性无非是定义–命题 5.4.6 最后一则等式的内容. 基于这一对称性, 以

下性质仅须对行或列的情形择一验证即可.
列的置换性质是 detA = De(Ae1, . . . ,Aen) 和引理 5.3.2 的直接结论. 同理, 对每

一列的线性性质 (或交错性质) 转译为定义 5.3.1 的条件 D.1 (或 D.2).
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接着处理余子式展开. 空行列式等于 1, 所以 n = 1 情形是平凡的. 以下均假定
n ≥ 2.

首务是确立对第一列的展开. 我们有

De(Ae1, . . . ,Aen) =

n∑
i=1

ai1De(ei,Ae2, . . . ,Aen)

=:Di

.

且先固定 1 ≤ i ≤ n. 为了计算 Di, 同样将向量 Ae2, . . . ,Aen 按有序基 e 展开, 但排
头的 ei 导致这些展开式中含 ei 的部分对 Di 无贡献. 考虑 n− 1 个线性无关向量

e1, . . . , êi, . . . en,

符号 êi 代表此项略去, 记以它们为基的子空间为 Vi, 并且记 Vi 的此组有序基为 e[i].
对每个 2 ≤ j ≤ n, 命

f j := Aej − aijei ∈ Vi.

因此 Di = De(ei,f2, . . . , fn).
现在考虑映射

Ei : V
n−1
i F

(v1, . . . , vn−1) De(ei,v1, . . . , vn−1),

留意到 Ei 从 De 继承定义 5.3.1 的条件 D.1 和 D.2, 故 Ei ∈ DVi
. 基于例 5.1.9 和引

理 5.3.2, 我们有

Ei(e1, . . . , êi, . . . , en) = De (ei, e1, . . . , êi, . . . , en)

= (−1)i+1De(e1, . . . , en) = (−1)i+1,

符号 êi 仍代表该项略去. 配合定理 5.3.5 便得到 Ei = (−1)i+1De[i]. 代入之前的计算,
得到

Di = Ei(f2, . . . , fn) = (−1)i+1 detMi1 = (−1)i+1Mi1,

detA =

n∑
i=1

(−1)i+1ai1Mi1,

这是因为相对于有序基 e[i], 列向量 f2, . . . , fn 构成的矩阵正是定义 5.4.8 中的Mi1.
此即行列式对第一列的展开.

接着推导对第 j 列的展开, 1 < j ≤ n. 办法是先以形如

σ =

1 2 · · · j j + 1 · · · n

j 1 · · · j − 1 j + 1 · · · n

 ∈ Sn
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的置换将第 j 列搬到第 1 列, 得到的矩阵记为 A′, 从而由 sgn(σ) = (−1)j+1 (例 5.1.9)
可得 detA′ = (−1)j+1 detA. 根据上一步,

detA = (−1)j+1 detA′ 对第一列展开 n∑
k=1

(−1)k+1+j+1a′k1M
′
k1.

然而 a′k1 = akj 而 M ′
k1 =Mkj (置换 σ 不改变这些余子式的列序), 此即所求展开.

按行或列展开对于计算包含较多零元的行列式往往是很方便的.

推论 5.4.10 对任意 1 ≤ i 6= j ≤ n 和 A = (aij)i,j ∈ Mn×n(F ), 皆有
n∑
k=1

(−1)k+jaikMjk = 0,

n∑
k=1

(−1)k+jakiMkj = 0.

证明 基于行和列的对称性, 以下仅证第二条等式. 注意到 ∑n
k=1(−1)k+jakiMkj 无关

A 的第 j 列. 定义 B ∈ Mn×n(F ) 使得 B 的第 j 列等于 A 的第 i 列, 其余诸列和 A

相同. 将 detB 按第 j 列展开, 便是

detB =

n∑
k=1

(−1)k+jakiMkj .

然而 B 有两列相同, 交错性质遂表明 detB = 0. 证毕.

练习 5.4.11 (定向) 现在可以简单地处理 §5.3 中尚未定义的定向. 设 V 为 R-向量空
间, n := dimV ∈ Z≥1. 在集合

OrdBs := {(v1, . . . , vn) : V 的有序基}

上定义二元关系
(v1, . . . , vn) ∼ (v′1, . . . , v

′
n) ⇐⇒ detP v

v′ > 0,

其中 P v
v′ ∈ Mn×n(R) 是注记 4.9.2 中的转换矩阵.

(i) 验证 ∼ 是 OrdBs 上的等价关系.

(ii) 说明 OrdBs 被 ∼ 划分为两个等价类.

(iii) 任何一个 ∼ 等价类 P ⊂ OrdBs 都称为 V 的一个定向; 我们约定属于 P 的有序
基为正向, 反之为负向. 说明如此定义的定向确实具有 §5.2 要求的性质.

作为推论, 任何有序基 v1, . . . , vn 都唯一确定 V 的一个定向, 使得 (v1, . . . , vn) 为
正向. 对于 V = Rn 及其标准基 e1, . . . , en, 相应的定向称为 Rn 的标准定向; 以 R2 为
例, 其中的正向基是逆时针排列的基, 而 R3 的正向基则由右手定则刻画, 如下图所示.
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R2 的正向基 R3 的正向基

v1

v2

v1

v2

v3

5.5 一些特殊行列式
若 σ ∈ Sn, 而矩阵 A = (aij)i,j ∈ Mn×n(F ) 由

aij =

{
1, i = σ(j),

0, i 6= σ(j)

确定, 则称之为 σ 对应的置换矩阵, 记作 P σ. 它的每一行 (或每一列) 都恰好有一个非
零矩阵元, 即 1. 作为从 Fn 到 Fn 的线性映射, 它在标准基上的作用是

P σ : ej 7→ eσ(j).

既然 i = σ(j) 等价于 j = σ−1(i), 取转置就得到 t
(P σ) = P σ−1 .

从上述定义即刻看出 P id = 1n×n. 此外, 置换的合成反映为置换矩阵的乘法.

命题 5.5.1 若 σ, τ ∈ Sn, 则 P στ = P σP τ .

证明 依照线性映射的视角, 对所有 1 ≤ j ≤ n 都有 P σP τej = P σeτ(j) = eστ(j), 而
P στ (ej) = eστ(j). 既然线性映射由基上的取值确定, 故 P στ = P σP τ .

特别地, (P σ)
−1 = P σ−1 . 现在来确定置换矩阵的行列式.

命题 5.5.2 设 σ ∈ Sn, 则 detP σ = sgn(σ).

证明 按照定义–命题 5.4.6 和以上描述,

detP σ = De(P σe1, . . . ,P σen) = De
(
eσ(1), . . . , eσ(n)

)
.

代入引理 5.3.2 可得

detP σ = sgn(σ−1)De(e1, . . . , en) = sgn(σ−1).

然而 sgn(σ−1) = sgn(σ).

未定稿: 2024-10-20



200 第五章 行列式

命题 5.5.3 设 A 是上三角或下三角矩阵 (定义 4.11.9), 则

detA =

n∏
i=1

aii.

证明 既然转置不改变行列式, 处理上三角情形即可. 由于 a21 = · · · = an1 = 0, 将
detA 按第一列展开可得

detA = a11M11.

然而去掉第一行和第一列得到的子矩阵M11 仍是上三角, 以 a22, . . . , ann 为对角元,
因此可以递归地处理.

另一种方法则是直接代公式 ∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1) · · · anσ(n). 兹断言对于上三角
的 A, 使乘积 a1σ(1) · · · anσ(n) 6= 0 的唯一可能是 σ = id. 缘由如下: 为使乘积非
零, 必然对所有 i 皆有 σ(i) ≥ i. 代入 i = n 得到 σ(n) = n; 代入 i = n − 1 则有
σ(n− 1) ∈ {n− 1, n}, 但值 n 已取过, 故 σ(n− 1) = n− 1. 依此类推可见 σ = id.

算法 5.5.4 一般 n × n 矩阵的行列式通过 Gauss–Jordan 消元法化约到上三角情形计
算. 具体地说, 我们在 §1.3 将初等行变换分为三类:

? 记为 A(i, k, c) 的变换将第 i 行乘以 c 加到第 k 行, 这不改变行列式;
? 记为 B(i, k) 的变换将第 i 行和第 k 行对换, 这将行列式变号;
? 记为 C(i, c) 的变换将第 i 行乘以 c, 这将行列式乘以 c.

依此可以在 Gauss–Jordan 消元法的每一步追踪行列式的变化. 最终得到的行梯矩阵
A′ 必然是上三角的, 因为它逐行缩进. 如果行梯矩阵的主元个数 < n, 则必有对角元为
0, 故 detA′ = detA = 0. 如果主元有 n 个, 则 detA′ = 1.

另一方面, 由命题 5.5.2 和 5.5.3 容易推得三种初等行变换对应的初等矩阵分别以
1, −1 和 c 为其行列式. 考虑到初等行变换对应到初等矩阵的左乘, 以及行列式的乘法
性质 (定理 5.4.3), 这就以另一种方式说明了初等行变换如何影响行列式.

以 Gauss–Jordan 消元法计算 n 阶行列式所需的操作次数大致按 n3 增长 (练习
1.3.8). 相比之下, 定义–命题 5.4.6 的公式则有 n! 项. 计算效率高下立判.

另一类常用的特殊行列式是 Vandermonde 行列式.

命题 5.5.5 (Vandermonde行列式) 设 x1, . . . , xn ∈ F , 则∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

x1 x2 · · · xn
...

... . . . ...

xn−1
1 xn−1

2 · · · xn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
1≤j<i≤n

(xi − xj)

证明 注意到 n = 1 的特例对应到一阶行列式 |1| = 1, 而右式的 “空积” 按惯例律定为
1 (域 F 的乘法幺元).
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对于 n > 1 的情形, 我们将第 n − 1 行乘以 −x1 加到第 n 行上, 再将第 n − 2 行
乘以 −x1 加到第 n− 1 行, 依此类推, 得到原行列式等于∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1

0 x2 − x1 x3 − x1 · · · xn − x1
0 x22 − x1x2 x23 − x1x3 · · · x2n − x1xn
...

...
... . . . ...

0 xn−1
2 − x1xn−2

2 xn−1
3 − x1xn−2

3 · · · xn−1
n − x1xn−2

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
按第一列展开, 再从余子式 M11 的第 i − 1 列提出 xi − x1, 其中 i = 2, . . . , n, 可见上
式等于∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x2 − x1 · · · xn − x1
x22 − x1x2 · · · x2n − x1xn

... . . . ...

xn−1
2 − x1xn−2

2 · · · xn−1
n − x1xn−2

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n∏
i=2

(xi − x1) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 · · · 1

x2 · · · xn
... . . . ...

xn−2
2 · · · xn−2

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

右端的 n − 1 阶行列式无非是 x2, . . . , xn 给出的 Vandermonde 行列式. 因此递归
地得出

n∏
i=2

(xi − x1)
∏

2≤j<i≤n

(xi − xj) =
∏

1≤j<i≤n

(xi − xj).

明所欲证.

5.6 分块行列式
设 V 是带有直和分解 V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vn 的有限维向量空间, 则任何 T ∈ End(V )

都按 (4.10.3) 的方式得到相应的分解 (Tij)1≤i,j≤n, 由矩阵观点看便是分块. 我们希望
研究 detT 和各个分块之间的关系.
回忆到 Tij ∈ Hom(Vj , Vi).

命题 5.6.1 设 T ∈ End(V ) 相对于 V 的直和分解是上三角或下三角线性变换, 则

detT =

n∏
i=1

detTii.

证明 这一性质以矩阵观点处理是比较简便的. 由于转置不改变行列式, 处理上三角情
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形即可. 我们的目标相当于证明

det


A11 · · · A1n

0
. . . ...

0 0 Ann

 =

n∏
i=1

detAii,

其中每个 Aii 都是方阵. 基于 “块中有块” 的观察 (请回忆推论 4.11.8 证明), 问题可以
逐步化到 n = 2. 今后不妨设所论的分块上三角矩阵为

A = (aij)1≤i,j≤n1+n2

=

 A11 A12

0 A22

 ,

A11 ∈ Mn1×n1
(F ), A22 ∈ Mn2×n2

(F ).

按定义, detA =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)
∏n1+n2

i=1 ai,σ(i). 对于给定的 σ, 为了使对应的连乘
积非零, A 的样貌说明必要条件是对于每个 i,

n1 < i ≤ n1 + n2 =⇒ n1 < σ(i) ≤ n1 + n2.

但是这等价于说 σ 限制为 {n1 + 1, . . . , n1 + n2} 上的置换 (记为 σ2), 从而也限制为
{1, . . . , n1} 上的置换 (记为 σ1).

利用平移给出的双射 {1, . . . , n2}
1:1 {n1 + 1, . . . , n1 + n2}, 可将 σ2 等同于 Sn2

的元素. 现在观察到若 σ 按此方式对应到 (σ1, σ2) ∈ Sn1
×Sn2

, 则

sgn(σ) = sgn(σ1) sgn(σ2),

这是因为 σ 的逆序发生在两个无交子集的内部, 不相干涉. 综上可得

detA =
∑

(σ1,σ2)∈Sn1
×Sn2

sgn(σ1) sgn(σ2)
n1∏
i=1

ai,σ1(i)

n2∏
i=1

an1+i,n1+σ2(i)

=

(∑
σ1

sgn(σ1)
n1∏
i=1

ai,σ1(i)

)(∑
σ2

sgn(σ2)
n2∏
i=1

an1+i,n1+σ2(i)

)
.

此即 detA11 detA22.

兹介绍分块行列式计算的一些经典例子.

命题 5.6.2 设 A ∈ Mm×n(F ), B ∈ Mn×m(F ), 则

det

 1n×n B

A 1m×m

 = det (1m×m −AB) .
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证明 分块矩阵的乘法给出 1n×n 0n×m

−A 1m×m

 1n×n B

A 1m×m

 =

 1n×n B

0m×n 1m×m −AB

 ;

这也可以看作将断言中的矩阵作分块初等行变换 (将第一行左乘以 −A 加至第二行).
对两边同取行列式, 再运用乘性定理 5.4.3 即可.

推论 5.6.3 设 A ∈ Mm×n(F ), B ∈ Mn×m(F ), 则

det (1m×m −AB) = det (1n×n −BA) .

证明 在命题 5.6.2 中调换 A 和 B 的角色, 可得

det

 1m×m A

B 1n×n

 = det (1n×n −BA) .

然而若按线性映射的语言, 将 Fn+m 的标准有序基从

e1, . . . , en, en+1, . . . en+m

重排为
em+1, . . . , em+n, e1, . . . , em,

则
 1m×m A

B 1n×n

 所代表的线性映射对新的有序基便表为
 1n×n B

A 1m×m

 ,

其行列式已知是 det (1m×m −AB). 对不同的有序基计算线性映射的行列式给出相等
结果, 所求等式因此成立.

5.7 Cramer法则
行列式的主要应用之一是求矩阵的逆. 我们首先介绍一则抽象的结果: 在域 F 上,

矩阵或线性变换的可逆性可以由行列式判断.

命题 5.7.1 设 V 为有限维 F -向量空间, 则 T ∈ End(V ) 可逆当且仅当 detT ∈ F×.

证明 设 T 可逆, 则命题 5.4.3 蕴涵 detT 可逆. 反之设 T 不可逆, 则 T 的秩严格小于
n := dimV . 以下排除 n = 0 的平凡情形. 对于任意 n 个向量 v1, . . . , vn ∈ V , 必有

Tv1, . . . , T vn ∈ im(T ) 线性相关.
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根据交错形式的一般性质 (5.3.1), 对任意 D ∈ DV 都有

D(Tv1, . . . , T vn) = 0.

根据行列式作为比例常数的定义, 上式蕴涵 detT = 0.

推论 5.7.2 设 v1, . . . , vn 是 n 维 F -向量空间 V 的元素 (n ∈ Z≥1), 则以下性质等价:

(i) v1, . . . , vn 线性相关;

(ii) 对所有 D ∈ DV 皆有 D(v1, . . . , vn) = 0;

(iii) 存在 V 的有序基 e1, . . . , en, 记为 e, 使得 De(v1, . . . , vn) = 0.

证明 (i) =⇒ (ii) 是交错形式的一般性质 (5.3.1). (ii) =⇒ (iii) 属显然. 至于 (iii)
=⇒ (i), 定义 T ∈ End(V ) 使得 Tei = vi, 则

detT = De(Te1, . . . , T en) = De(v1, . . . , vn) = 0,

因此 T 不可逆. 推论 4.8.5 蕴涵 T 非单, 所以存在不全为 0 的 x1, . . . , xn ∈ F 使得∑n
i=1 xivi = 0.

若矩阵或线性变换可逆, 如何写出求逆的精确公式? 为了具体地回答这一问题, 以
下仅针对矩阵进行计算. 答案实质上就是线性方程组理论中的 Cramer 法则. 今起选定
n ∈ Z≥1.

定义 5.7.3 设 n ∈ Z≥1. 对于 A = (aij)i,j ∈ Mn×n(F ), 其经典伴随矩阵定义为

A∨ = (Aji)i,j ∈ Mn×n(F ),

其中

Aij := (−1)i+jMij , 1 ≤ i, j ≤ n,

而 Mij 是定义 5.4.8 中的 A 的余子式.

当 n = 1 时, A∨ 的定义退化为 A∨ = 1, 这是因为 0 阶行列式规定为 1. 其次,
n = 2 的情形具体写作 a b

c d

∨

=

 d −b

−c a

 .

推论 5.8.10 将说明如何为线性映射 T 内蕴地定义 T∨, 现阶段只考虑矩阵.

定理 5.7.4 对任意 A ∈ Mn×n(F ) 皆有

AA∨ = detA · 1n×n = A∨A.
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证明 按定义计算 AA∨ 的 (i, j) 矩阵元为
n∑
k=1

aikAjk =

n∑
k=1

aik(−1)k+jMjk.

综合定理 5.4.9 和推论 5.4.10 可得
n∑
k=1

(−1)k+jaikMjk =

{
detA, i = j,

0, i 6= j.

因此 AA∨ = detA · 1n×n.
以类似方法计算 A∨A 的 (j, i) 矩阵元, 结果是

n∑
k=1

Akjaki =

n∑
k=1

(−1)k+jMkjaki

=

{
detA, i = j,

0, i 6= j.

因此 A∨A = detA · 1n×n.

命题 5.7.1 说明域 F 上的矩阵可逆等价于行列式非零, 因此定理 5.7.4 即刻给出以
下的精确求逆公式.

推论 5.7.5 若 A ∈ Mn×n(F ) 满足 detA ∈ F×, 则命

A−1 = (detA)−1A∨.

在 n = 2 情形, 上式具体写作a b

c d

−1

=

∣∣∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣∣∣
−1 d −b

−c a

 .

推论 5.7.6 (Cramer法则) 考虑域 F 上的 n 元线性方程组

a11X1 + · · ·+ a1nXn = b1

...
...

an1X1 + · · ·+ annXn = bn.

将其系数矩阵 A = (aij)i,j ∈ Mn×n(F ) 视作从 Fn 到 Fn 的线性映射.

(i) 如果方程组齐次, 亦即 b1 = · · · = bn = 0, 则其解集等于 kerA (见定义 4.8.1). 特
别地, 此时方程组有不全为零的解当且仅当 detA = 0.
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(ii) 当 (b1, . . . , bn) ∈ Fn 给定, 方程组或者无解, 或者其解集形如

(x1, . . . , xn) + kerA,

其中 (x1, . . . , xn) ∈ Fn 是方程的任何一组解.

(iii) 设 detA ∈ F×, 则对任何 (b1, . . . , bn) ∈ Fn, 方程组都有唯一解 (x1, . . . , xn), 其
中

xj =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

第 j 列

a11 · · · b1 · · · a1n

a21 · · · b2 · · · a2n

...
...

...

an1 · · · bn · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1i · · · a1n

a21 · · · a2i · · · a2n

...
...

...

an1 · · · ani · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, j = 1, . . . , n.

证明 鉴于此前的一系列讨论,并且回忆到 ker(A) = {0}等价于 A可逆 (命题 4.8.13),
断言 (i) 和 (ii) 不外是复述 §4.1 和 §4.8 的基本内容. 对于 (iii), 我们有

(x1, . . . , xn)是解 ⇐⇒ A


x1
...

xn

 =


b1
...

bn

 ⇐⇒

x1
...

xn

 = A−1


b1
...

bn

 .

然而 A−1 = (detA)−1A∨ (推论 5.7.5) 表明列向量

A−1


b1
...

bn


的第 j 个坐标等于

(detA)−1
n∑
k=1

Akjbk = (detA)−1
n∑
k=1

(−1)k+jbkMkj ,

未定稿: 2024-10-20



§5.8 特征多项式和 Cayley–Hamilton 定理 207

而定理 5.4.9 说明 ∑n
k=1(−1)k+jbkMkj 是按第 j 列展开行列式

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

第 j 列

a11 · · · b1 · · · a1n

...
...

...

an1 · · · bn · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
的产物. 明所欲证.

尽管 Cramer 法则在系数矩阵可逆的情况下给出线性方程组的精确解. 但实用中
行列式的计算量将随 n 而迅速增长. 纵使有时能高效地计算这些行列式, Cramer 法则
在数值运算上依然不稳定: 因为它涉及取商, 当分母 detA 接近 0 时, 一点微小的扰动
都可能造成 x1, . . . , xn 的大幅改变. 因此 Cramer 法则的价值主要在于理论层面.

练习 5.7.7 设 n ≥ 2 而 A ∈ Mn×n(F ). 证明

rk(A∨) =


n, rk(A) = n,

1, rk(A) = n− 1,

0, rk(A) < n− 1.

提示 可逆情形 rk(A) = n 是容易的. 当 rk(A) < n− 1 时, 每个余子式里的列向量
都线性相关, 因而余子式全为 0. 当 rk(A) = n − 1 时, 先以算法 4.4.8 取出 n − 1 个
线性无关的列, 再以引理 4.9.13 说明存在非零余子式, 从而 rk(A∨) ≥ 1; 为了说明此时
rk(A∨) = 1, 代入例 4.8.8 来推导

rk(A) + rk(A∨) ≤ n.

练习 5.7.8 证明 det(A∨) = (detA)n−1.

练习 5.7.9 证明转置与经典伴随可以交换顺序: (
t
A)∨ =

t
(A∨).

提示 可尝试从定义证明, 但这也是稍后的定理 5.8.9 的直接结论.

5.8 特征多项式和 Cayley–Hamilton定理
以下需要任意域 F 上的多项式环 F [X] 和有理函数域 F (X) 的语言, 符号 X 代表

变元. 详见 §§3.3—3.5.
首先介绍如何将线性映射代入多项式来求值. 设 V 为 F -向量空间, T ∈ End(V ).

回忆到 End(V ) 成环, 因此对所有 k ∈ Z≥0 皆可定义 T k ∈ End(V ); 特别地, T 0 := idV .
对于任意多项式

f =

m∑
k=0

akX
k ∈ F [X],
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代入 T 的产物是
f(T ) :=

m∑
k=0

akT
k ∈ End(V ). (5.8.1)

根据多项式加法和乘法的定义, 易见
(fg)(T ) = f(T )g(T ), (f + g)(T ) = f(T ) + g(T ), (tf)(T ) = t · f(T ),

f, g ∈ F [X], t ∈ F.

现在假设 V 是有限维的, n := dimV . 且从对 T 求逆的问题入手, 考虑 End(V ) 的
n2 + 1 个元素

T 0, . . . , Tn
2

.

因为 dim End(V ) = dim Mn×n(F ) = n2, 它们必然线性相关. 换言之存在 c0, . . . , cn2 ∈
F , 不全为 0, 使得

n2∑
k=0

ckT
k = 0V .

特别地, 我们得知存在非零多项式 f ∈ F [X] 使得

deg f ≤ n2, f(T ) = 0V .

若 T 可逆, 则我们可进一步取 f 使得 c0 6= 0, 原因如下. 设若 c0 = 0, 则从
T
(∑m

k=1 ckT
k−1
)
= 0V 两边消去 T , 可得 c1idV + · · ·+ cmT

m−1 = 0V , 如是降次直到
常数项非零为止. 这便导致如下的存在性结果.

命题 5.8.1 设 T ∈ End(V ) 可逆, 则存在非零多项式 g ∈ F [X] 使得 T−1 = g(T ).

证明 根据先前讨论, 取 f =
∑m
k=0 c0X

k 使得 f(T ) = 0V 而 c0 6= 0. 于是

T

(
m∑
k=1

ckT
k−1

)
= −c0 · idV =

(
m∑
k=1

ckT
k−1

)
T.

令 g := −c−1
0

∑m
k=1 ckX

k−1 ∈ F [X] 即有 g(T ) = T−1.

尽管命题 5.8.1 的结论显得抽象, 它经常能给出实用的信息. 举例明之, 设 T 相对
于给定的直和分解 V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vn 是分块上三角 (或下三角, 对角) 的, 而且 T 可
逆, 则 T−1 也必然是分块上三角 (或下三角, 对角) 的. 原因如下: 取 g ∈ F [X] 使得
T−1 = g(T ), 则推论 4.11.7 蕴涵 g(T ) 和 T 同样是分块上三角 (或下三角, 对角) 的. 这
就重新证明了推论 4.11.8 的后半部.
事实上, 命题 5.8.1 的论证还蕴涵可取 g 使得 deg g ≤ n2. 这一论证适用于更广泛

的一类代数结构, 而对于眼下的情形, 对 g 可以有更精确也更经济的取法. 具体起见,
今后设 V = Fn, 将问题化到 n× n 矩阵的情形2).

2)之所以不直接对 T ∈ End(V ) 定义特征多项式, 根本原因是我们暂时说不清如何将 T 变为一个
F (X)-线性映射, 这点需要张量积的理论; 矩阵情形则无此困扰, 因为一切都是具体的.
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定义 5.8.2 (特征多项式) 设 A ∈ Mn×n(F ), 我们将 F 嵌入为有理函数域 F (X) 的子
域, 从而构造矩阵 X · 1n×n −A ∈ Mn×n(F (X)). 定义

CharA := det (X · 1n×n −A) ;

根据行列式的具体公式 (参考定义–定理 5.4.6), 可见 CharA ∈ F [X], 称之为 A 的特征
多项式.

引入称为 “Kronecker 的 δ 符号” 的记法

δi,j :=

{
1, i = j,

0, i 6= j.

行列式的具体公式给出

det (X · 1n×n −A) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)
n∏
i=1

(
δi,σ(i)X − ai,σ(i)

)
,

它对 X 的最高次项来自 σ = id 的贡献, 给出 Xn, 故 deg CharA = n.
另一方面, 从每一行或每一列提出 −1 可见 det(−A) = (−1)n detA, 故特征多项

式和行列式的关系为

CharA(0) = det(−A) = (−1)n det(A).

今后将 A ∈ Mn×n(F ) 的特征多项式表成

CharA = Xn + cn−1X
n−1 + · · ·+ c0.

已知 c0 = (−1)n detA. 事实上, 共轭的矩阵有相同的特征多项式, 故每个系数
c0, . . . , cn−1 都给出 A 的共轭不变量. 这是以下命题的内容.

命题 5.8.3 设 P ∈ Mn×n(F ) 可逆, 则 CharP−1AP = CharA.

证明 这是因为在 Mn×n(F (X)) 中有等式

X · 1n×n − P−1AP = P−1 (X · 1n×n −A)P ,

故两边的行列式相同.

有鉴于此, 对任意有限维 F -向量空间 V 和 T ∈ End(V ) 都能定义特征多项式
CharT , 方法是取有序基 v1, v2, . . . 将 T 表成矩阵 A, 然后命 CharT := CharA. 不同的
有序基对应的矩阵差一个共轭, 故共轭不变性说明 CharT 不依赖有序基的取法.
按照我们对行列式的规定, 零空间 V = {0} 上的 T = 0V = idV 满足 CharT = 1;

不必过度操心这种极端情形.
先来介绍特征多项式的一些基本性质.
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命题 5.8.4 转置不改变特征多项式: 对一切 A ∈ Mn×n(F ) 都有 CharA = ChartA.

证明 运用 X · 1n×n − t
A =

t
(X · 1n×n −A) 和行列式的转置不变性即可.

命题 5.8.5 设 A ∈ Mn×n(F ) 是分块上三角矩阵

A =


A11 · · · A1m

. . . ...

Amm

 ,

其中 Aii ∈ Mni×ni
(F ) 而 n1 + · · ·+ nm = n. 此时

CharA =

m∏
i=1

CharAii .

对分块下三角矩阵同样有相应的性质.

证明 注意到 X · 1n×n −A 也是分块上三角的, 以 X · 1ni×ni
−Aii 为其对角分块,

i = 1, . . . ,m. 于是可按命题 5.6.1 计算 X · 1n×n −A 的行列式. 分块下三角情形的论
证完全相同, 也可以取转置以相互过渡.

因此, 对于带直和分解 V =
⊕m

i=1 Vi 的有限维 F -向量空间 V 和分块上三角或下
三角线性映射 T ∈ End(V ), 我们也有 CharT =

∏m
i=1 CharTii .

命题 5.8.6 对任意 A ∈ Mm×n(F ) 和 B ∈ Mn×m(F ) 都有 F [X] 中的等式

Xn CharAB = Xm CharBA .

特别地, 当 m = n 时 CharAB = CharBA.

证明 在有理函数域 F (X) 中操作. 对 A 和 X−1B 应用推论 5.6.3, 可得 F (X) 中
的等式

X−m det (X · 1m×m −AB) = det
(
1m×m −X−1AB

)
= det

(
1n×n −X−1BA

)
= X−n det (X · 1n×n −BA) .

两端同乘以 Xm+n 便是.

当 m = n 时, 命题结论化为 CharAB = CharBA, 本章习题将对此介绍另一种
证法.
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例 5.8.7 (友矩阵) 设 n ∈ Z≥1. 给定 c0, . . . , cn−1 ∈ F , 定义矩阵

C :=



0 0 · · · 0 −c0
1 0 · · · 0 −c1
0 1 · · · 0 −c2
... . . . ...

0 0 · · · 1 −cn−1


∈ Mn×n(F ),

称之为多项式 f := c0 + · · ·+ cn−1X
n−1 +Xn 的友矩阵. 最低阶的特例是

n = 1 : C =
(
−c0

)
, n = 2 : C =

0 −c0
1 −c1

 .

以下来验证 CharC = f . 首先, n = 1 时显然 CharC = X + c0.
对于一般的 n ≥ 2, 将行列式 det(X · 1n×n −C) 按第一行展开可得∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

X 0 · · · 0 c0

−1 X · · · 0 c1
... . . . ...

...

0 0 · · · −1 X + cn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

X · · · 0 c1

−1 X · · · c2
. . . ...

0 · · · −1 X + cn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ (−1)n−1c0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 X · · · 0

0 −1 · · · 0
... . . .

0 · · · 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
第一项可以递归地化为 X(c1 + · · ·+ cn−1X

n−2), 第二项则按上三角行列式的公式 (命
题 5.5.3) 写作 (−1)n−1(−1)n−1c0 = c0, 相加即 f .

多项式 CharA ∈ F [X] 可以代入 A 求值, 给出 CharA(A) ∈ Mn×n(F ). 类似地, 对
有限维 F -向量空间 V 和 T ∈ End(V ) 同样有 CharT (T ) ∈ End(V ).

定理 5.8.8 (A. Cayley, W. R. Hamilton) 设 n ∈ Z≥1. 对一切 A ∈ Mn×n(F ) 皆有
CharA(A) = 0n×n. 类似地, 对一切有限维 F -向量空间 V 和 T ∈ End(V ) 皆有
CharT (T ) = 0V .

证明 处理矩阵版本即可. 这一著名结果有许多证明. 有些理路自然, 但需要进一步的
域论知识. 有些涉及张量代数, 可以扩及其他的数学对象. 另一些初等证明则比较取巧.
以下选取的论证属于初等而取巧的类型, 优势在于它和经典伴随矩阵相联系.
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我们需要次一定理 5.8.9, 它将蕴涵
An + cn−1A

n−1 + · · ·+ c01n×n

= A(An−1 + cn−1A
n−2 + · · ·+ c11n×n

=(−1)n−1A∨ (待证)

) + (−1)n detA · 1n×n

= (−1)n
(
detA · 1n×n −AA∨) 定理 5.7.4

0n×n.

由之便完成定理的证明.

证明将由以下定理补全, 它本身也是一则有趣的结果.

定理 5.8.9 设 n ≥ 1. 记 A ∈ Mn×n(F ) 的特征多项式为 Xn + cn−1X
n−1 + · · · + c0,

则
(−1)n−1A∨ = c1 · 1n×n + · · ·+ cn−1A

n−2 +An−1,

右式在 n = 1 时理解为 A0 := 1 ∈ F = M1×1(F ).

证明 注意到当 n = 1 时, A∨ 按定义 5.7.3 规定为 1, 断言平凡地成立.
以下对 n ≥ 2 情形在有理函数域 F (X) 上计算 X · 1n×n −A 的经典伴随矩阵. 注

意到变元 X 在各个余子式的每一行或列都至多出现一次, 所以各个余子式作为 X 的
多项式至多是 n− 1 次的. 将经典伴随矩阵的各个矩阵元按 X 的次数整理, 写作

(X · 1n×n −A)∨ =

n−1∑
k=0

XkDk, D0, . . . ,Dn−1 ∈ Mn×n(F ).

这种展开式是唯一的.
今考虑 Mn×n(F (X)) 中的等式
(
c0 + · · ·+ cn−1X

n−1 +Xn
)
1n×n

定理 5.7.4
(X · 1n×n −A)(X · 1n×n −A)∨

= (X · 1n×n −A)

n−1∑
k=0

XkDk.

等式两边的矩阵元都是多项式. 将两边按次数整理, 逐项比较每个 Xk 的系数, 便得到
Dn−1 = 1n×n,

−ADn−1 +Dn−2 = cn−1 · 1n×n,
...

−AD1 +D0 = c1 · 1n×n,
−AD0 = c0 · 1n×n.

(5.8.2)

将前 n条等式依序左乘以 An−1, . . . ,A0 = 1n×n,其右式相加给出 c1 ·1n×n+ · · ·+
cn−1A

n−2 +An−1, 而左式前后相消, 于是乎
D0 = c1 · 1n×n + · · ·+ cn−1A

n−2 +An−1.

未定稿: 2024-10-20



§5.9 线性映射的迹 213

然而 D0 按定义即是 (−A)∨ = (−1)n−1A∨. 明所欲证.

在定理 5.8.9 的证明中如果将 (5.8.2) 的每个等式依序左乘以 An,An−1, . . . ,A0 然
后相加, 则可直接给出 Cayley–Hamilton 定理 c0 · 1n×n + · · · +An = 0n×n, 但获得的
信息也稍打折扣.

推论 5.8.10 设 n ≥ 1. 对任意 A ∈ Mn×n(F ) 和任意可逆矩阵 P ∈ Mn×n(F ), 皆有
(P−1AP )∨ = P−1A∨P .

证明 因为特征多项式的系数 c0, . . . , cn−1 只依赖 A 的共轭类, 或者说特征多项式是
内蕴的, 故

(−1)n−1P−1A∨P = c1 · 1n×n + · · ·+ cn−1(P
−1AP )n−2 + (P−1AP )n−1

= (−1)n−1(P−1AP )∨.

明所欲证.

既然特征多项式是内蕴的, 对任意 n 维非零 F -向量空间 V 及线性映射 T ∈
End(V ) 也都可以内蕴地定义

T∨ := (−1)n−1
(
c1 · idV + · · ·+ cn−1T

n−2 + Tn−1
)
∈ End(V )

右式在 n = 1 时理解为 T 0 = idV , 使得它在一切有序基下的矩阵 M(T∨) 都满足
M(T∨) = M(T )∨.

特征多项式的深入研究和应用需要以多项式的进阶理论为前提, 这是第六章的
主题.

练习 5.8.11 设 A ∈ Mn×n(F ) 可逆, CharA = Xn + cn−1X
n−1 + · · ·+ c0. 证明

CharA−1 = Xn +
c1
c0
·Xn−1 + · · ·+ cn−1

c0
·X +

1

c0
.

提示 观察 detA · det
(
X · 1n×n −A−1

)
= (−X)n det

(
X−1 · 1n×n −A

)
.

5.9 线性映射的迹
考虑 n 维 F -向量空间 V 和线性映射 T ∈ End(V ), 其中 n ∈ Z≥1. 特征多项式

CharT = Xn + cn−1X
n−1 + · · ·+ c0 的每个系数 ci ∈ F 都蕴藏关于 T 的重要信息, 例

如 c0 = (−1)n detT . 在这一列系数中, 相对容易操作的是 cn−1. 为了方便计算, 今后选
定空间的基, 将问题化为矩阵的特征多项式来处理.

引理 5.9.1 设 A = (aij)i,j ∈ Mn×n(F ), 特征多项式 CharA ∈ F [X] 写作 Xn +

cn−1X
n−1 + · · ·+ c0, 则

−cn−1 =

n∑
i=1

aii.
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证明 按照行列式的公式, CharA =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)
∏n
i=1 αi,σ(i), 其中

αij := X · δi,j − aij .

对于和式中的每个 σ ∈ Sn, 为了使对应项贡献一个次数 ≥ n − 1 的多项式, 连乘积中
的 (i, σ(i)) 必须至少有 n− 1 项落在对角线上, 这是因为变元 X 仅在对角线上出现. 换
言之, 映射 σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} 至少要有 n− 1 个不动点. 然而 σ 既是双射, 剩
下的点也不动, 这就表明 σ = id.
既然 sgn(id) = 1, 综上可见

CharA =

n∏
i=1

(X − aii) + (次数小于 n− 1的多项式),

因此 cn−1 等于 Xn−1 在 ∏n
i=1(X − aii) 中的系数, 众所周知即 −∑n

i=1 aii.

定义 5.9.2 (迹) 对于矩阵 A = (aij)i,j ∈ Mn×n(F ), 其迹定义为

Tr(A) :=

n∑
i=1

aii.

由于 −Tr(A) 等于 CharA 的 n − 1 次项系数 (引理 5.9.1), 而这些系数是共轭不
变量, 我们有

Tr(P−1AP ) = Tr(A), P ∈ Mn×n(F )可逆.

依此可以对任何 n 维 F -向量空间 V 定义 T ∈ End(V ) 的迹为 Tr(T ) := Tr(A), 其中
A = M(T ) 是 T 在某组基下的矩阵.

等价地说, Tr(T ) = −cn−1, 其中 Xn + cn−1X
n−1 + · · ·+ c0 = CharT .

命题 5.9.3 设 V 是带有直和分解 V =
⊕n

i=1 Vi 的有限维向量空间, T ∈ End(V ) 相应
地写成 (Tij)1≤i,j≤n 的分块形式, 则

Tr(T ) =
n∑
i=1

Tr(Tii).

证明 将问题转译为矩阵版本, 则因为迹定义为对角元之和, 它相对于分块的加性是明
显的.

迹还具备以下的初步性质, 且以矩阵语言来表述.

▷ 线性 取迹给出线性映射 Tr : Mn×n(F )→ F . 这是因为定义显然地导致

Tr(A+B) = Tr(A) + Tr(B), Tr(tA) = tTr(A),

A,B ∈ Mn×n(F ), t ∈ F.
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▷ 对称性 对任何 A,B ∈ Mn×n(F ) 皆有 Tr(AB) = Tr(BA). 这是因为按定义

Tr(AB) =

n∑
i=1

n∑
j=1

aijbji

=

n∑
j=1

n∑
i=1

bjiaij = Tr(BA).

▷ 共轭不变性 若 P ∈ Mn×n(F ) 可逆, 则 Tr(P−1AP ) = Tr(A). 这是定义中业已
提及的事实, 但也可以按对称性论证如下:

Tr(P−1AP ) = Tr
(
(P−1A)P

)
= Tr

(
PP−1A

)
= Tr(A).

迹的对称性可以进一步推广为轮换对称性. 对于任一列矩阵 A1, . . . ,Ak ∈
Mn×n(F ), 对称性给出

Tr (A1 · · ·Ak) = Tr (A1(A2 · · ·Ak)) = Tr (A2 · · ·AkA1) .

反复运用此性质, 可以得到 Tr (A3 · · ·AkA1A2), Tr (A4 · · ·AkA1A2A3)等, 共有 k 种
形式. 这相当于说 Tr(A1 · · ·Ak) 在下标 1, . . . , k 的轮换之下保持不变. 对于一般的置
换 σ ∈ Sk 则无此性质.

5.10 不变子空间
设 V 是 F -向量空间. 以下概念在向量空间理论中是简单而基本的.

定义 5.10.1 (不变子空间) 给定线性映射 T ∈ End(V ), 如果子空间 U ⊂ V 满足
T (U) ⊂ U , 则称 U 为 V 的 T -不变子空间, 或简称不变子空间.

如果 U ⊂ V 是 T -不变子空间, 则对于任意多项式 f ∈ F [X], 它也是 f(T )-不变子
空间.

对任意 T -不变子空间 U ⊂ V , 我们有 §4.12 定义的商空间 V /U , 而 T (U) ⊂ U 和
推论 4.12.8 给出线性映射 T : V /U → V /U , 映陪集 v + U 为 Tv + U . 我们的目的是
更具体地描述 T 和 T 的关系.

以下设 V 有限维. 基于命题 4.12.12, 一旦为 U 和 V /U 取基, 再为 V /U 的基的每
个元素在 V 中任选原像, 则 T 对相应的直和分解便有分块上三角的形式:T |U ∗

0 T

. (5.10.1)

由此容易对特征多项式作相应的分解.
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命题 5.10.2 设 V 是有限维 F -向量空间, T ∈ End(V ) 而 U 是 V 的 T -不变子空间,
则推论 4.12.8 给出的线性映射 T ∈ End(V /U) 满足

CharT |U ·CharT = CharT .

证明 将分块表达式 (5.10.1) 代入命题 5.8.5 来计算 CharT .

既然特征多项式相对于不变子空间分解为乘积, 行列式和迹作为其系数自然有相
应的分解. 直接证明也是毫不困难的.

命题 5.10.3 设 V 是有限维向量空间, T ∈ End(V ) 而 U 是 V 的 T -不变子空间, 则对
应的 T ∈ End(V /U) 满足

det(T |U ) · det(T ) = det(T ),
Tr(T |U ) + Tr(T ) = Tr(T ).

证明 作形如 (5.10.1) 的分解, 则关于 det(T ) 和 Tr(T ) 的断言分别化约为命题 5.6.1
和命题 5.9.3 的公式.

上述等式也可以从命题 5.10.2 来推导, 留给读者练习.

5.11 子式与 Cauchy–Binet公式
设 V 是有限维 F -向量空间. 定理 5.4.3 断言行列式具备乘性 det(ST ) =

det(S) det(T ), 其中 S, T ∈ End(V ). 我们自然也可以问: 对于有限维 F -向量空间
V,W 和线性映射 V

T
W

S
V , 行列式 det(ST ) 可以如何表达? 这一问题适合以矩

阵的语言来表述. 今起假设 m,n ∈ Z≥1.

定义 5.11.1 考虑非空子集 I ⊂ {1, . . .m}和 J ⊂ {1, . . . , n}, 具体写成 I = {i1, . . . , ir}
和 J = {j1, . . . , js} 之形, 其中 i1 < · · · < ir 而 j1 < · · · < js. 矩阵 A ∈ Mm×n(F ) 的
(I, J)-子矩阵定义为

A

(
I

J

)
= A

(
i1 · · · ir
j1 · · · js

)
:=
(
aip,jq

)
1≤p≤r
1≤q≤s

∈ Mr×s(F ).

换言之, 这是从 A 中按序抽取属于 I 的行和属于 J 的列所给出的矩阵. 对于 |I| = |J |
的情形, detA

(
I
J

)
称为 (I, J) 确定的子式; 形如 detA

(
I
I

)
的子式称为 I 确定的主子式.

练习 5.11.2 对 n = m 的情形, 说明定义 5.4.8 的余子式是哪些 (I, J) 确定的子式.

首先说明如何以主子式表达多项式 det(X ·1n×n+C)的系数,其中 C ∈ Mn×n(F );
它们也是 −C 的特征多项式的系数.
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引理 5.11.3 设 C ∈ Mn×n(F ) 而 1 ≤ k ≤ n, 则多项式 det (X · 1n×n +C) ∈ F [X] 中
Xn−k 项的系数等于

∑
I⊂{1,...,n}

|I|=k
detC

(
I
I

)
.

证明 应用公式

det (X · 1n×n +C) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)
n∏
i=1

(X · δi,σ(i) + ci,σ(i))

其中的 δi,j 如定义 5.8.2 之下所述. 对每个 σ ∈ Sn, 连乘积 sgn(σ)
∏n
i=1(· · · ) 对 Xn−k

系数的贡献是
sgn(σ)

∑
I′

∏
i/∈I′

ci,σ(i)

其中 I ′ 遍历所有满足 |I ′| = n− k 和 ∀i ∈ I ′, σ(i) = i 的子集 I ′ ⊂ {1, . . . , n}. 上式对
σ ∈ Sn 求和便是所论的系数.

我们也可以换序, 先对所有含 k 个元素的子集 I ⊂ {1, . . . , n} 求和, 对应于先前的
{1, . . . , n}∖ I ′, 然后再对所有在 I 之外不动的置换 σ ∈ Sn,I 求和, 此处符号如 (5.1.2).
这给出 ∑

I⊂{1,...,n}
|I|=k

∑
σ∈Sn,I

sgn(σ)
∏
i∈I

ci,σ(i).

将每个 I 保序地等同于 {1, . . . , k} 并且按 (5.1.2) 将 Sn 的子集 Sn,I 等同于 Sk,
这不影响置换的奇偶性 (注记 5.1.13). 于是上式进一步化为

∑
I⊂{1,...,n}

|I|=k

∑
τ∈Sk

sgn(τ)
k∏
j=1

c

(
I

I

)
j,τ(j)

,

其中
(
c
(
I
I

)
j,l

)
j,l

= C
(
I
I

)
. 然而内层的和无非是 detC

(
I
I

)
.

定理 5.11.4 (A.-L. Cauchy, J. P. M. Binet) 设 A ∈ Mm×n(F ), B ∈ Mn×m(F ).

(i) 若 m > n, 则 det(AB) = 0.

(ii) 若 m ≤ n, 则

det(AB) =
∑

I⊂{1,...,n}
|I|=m

detA
(
1 · · ·m
I

)
detB

(
I

1 · · ·m

)
.

证明 若 m > n, 则注记 4.8.11 蕴涵 rk(AB) ≤ min{rk(A), rk(B)} < m, 故 AB ∈
Mm×m(F ) 不可逆, det(AB) = 0.

以下设 m ≤ n. 在命题 5.8.6 中代入 A 和 −B 可得

Xn−m det (X · 1m×m +AB) = det (X · 1n×n +BA) .
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比较 Xn−m 在两边的系数. 左式系数是 det (X · 1m×m +AB) 的常数项, 亦即
det(AB). 右式系数按引理 5.11.3 展开为∑

I⊂{1,...,n}
|I|=m

det
(
(BA)

(
I

I

))
.

根据 m ≤ n 和矩阵乘法的定义, 不难看出

(BA)

(
I

I

)
= B

(
I

1 · · ·m

)
A

(
1 · · ·m
I

)
,

这是因为左式来自于从 B 取下标属于 I 的行, 从 A 取下标属于 I 的列, 然后相乘. 对
右侧应用行列式的乘性 (定理 5.4.3), 然后对 I 求和, 便是 Cauchy–Binet 公式.

Cauchy–Binet 的一则精彩应用是证明图论中的矩阵-树定理, 相关内容留作本章习
题, 供感兴趣的读者尝试.

练习 5.11.5 设 A ∈ Mm×n(R).

(i) 试以 Cauchy–Binet 公式说明 t
AA 的行列式非负.

(ii) 进一步说明 t
AA 的所有主子式皆非负.

提示 给定 {1, . . . , n} 的子集 I, 从 A 萃取属于 I 的列得到子矩阵 B, 然后考虑
t
BB.

5.12 交换环上的行列式
注记 4.3.8 已说明矩阵及其基本运算 (加减法, 乘法) 能定义在一般的环上. 自然

地, 我们也想将矩阵的行列式从域推及一般的环. 然而乘法交换律在行列式理论中扮演
关键角色, 为了得到完整的类比, 本节旨在对交换环 R 定义 n 阶行列式并探讨其性质.
这些理论将在本书后续章节用到.

在此前的讨论中, 我们主要从域 F 上的有限维向量空间和线性映射的观点来定义
行列式, 而定义–命题 5.4.6 的具体公式不过是派生的. 对于交换环 R, 类似的进路虽然
存在, 却涉及较复杂的代数结构3), 建议感兴趣的读者参考 [10, §7.8]. 现阶段最合适的
方式还是从具体公式出发, 直接定义 R 上的 n 阶行列式如下.

定义–命题 5.12.1 设 R 为交换环, n ∈ Z≥1, 而 A = (aij)1≤i,j≤n ∈ Mn×n(R). 定义 A

的行列式为 R 的以下元素∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1n
... . . . ...

an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ :=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)aσ(1),1 · · · aσ(n),n;

3)参见关于模论与外代数的后续章节及习题.
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又记为 detA. 这也可以改写为

detA =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1,σ(1) · · · an,σ(n).

我们另外规定 n = 0 时的 “空行列式” 为 1.

证明 唯一需要说明的是∑
σ∈Sn

sgn(σ)aσ(1),1 · · · aσ(n),n =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1,σ(1) · · · an,σ(n).

论证和定义–命题 5.4.6 一字不差, 需要的仅是环 R 的乘法交换律.

定义是简单的. 重点在于说明行列式的种种一般性质在交换环 R 上依然成立. 我
们先给出一部分陈述, 证明兴许比定理本身更有教益.

定理 5.12.2 设 R 为交换环, n ∈ Z≥1 选定, 则 R 上的 n 阶行列式具有以下性质.

▷ 在单位矩阵的取值 我们有 det(1n×n) = 1.

▷ 转置不变性 设 A ∈ Mn×n(R), 则

detA = det (t
A) .

▷ 乘性 设 A,B ∈ Mn×n(R), 则

det(AB) = detA detB.

▷ 行/列的置换 设 A = (aij)i,j ∈ Mn×n(R). 若 σ ∈ Sn 而 B = (bij)i,j ∈ Mn×n(R)

由下式确定:
bi,j = aσ(i),j (行的置换),

或
bi,j = ai,σ(j) (列的置换),

则 detB = sgn(σ) detA.

▷ 对每一行/列的线性 对所有 1 ≤ i ≤ n, 以下性质成立:∣∣∣∣∣∣∣∣∣
...

...

ai1 + a′i1 · · · ain + a′in
...

...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
...

ai1 · · · ain
...

...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
...

a′i1 · · · a′in
...

...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,∣∣∣∣∣∣∣∣∣
...

...

cai1 · · · cain
...

...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
...

...

ai1 · · · ain
...

...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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等号两边除第 i 行以外的矩阵元皆相同, c ∈ R.

类似地, 对所有 1 ≤ j ≤ n,∣∣∣∣∣∣∣∣∣
· · · a1j + a′1j · · ·

...

· · · anj + a′nj · · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
· · · a1j · · ·

...

· · · anj · · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
· · · a′1j · · ·

...

· · · a′nj · · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,∣∣∣∣∣∣∣∣∣
· · · ca1j · · ·

...

· · · canj · · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
· · · a1j · · ·

...

· · · anj · · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
等号两边除第 j 列以外的矩阵元皆相同, c ∈ R.

▷ 交错性 若 A ∈ Mn×n(R) 有两行 (或列) 相同, 则 detA = 0.

▷ 按行/列和余子式展开 对任意 1 ≤ i, j ≤ n, 任意 A ∈ Mn×n(R) 的行列式可以按
第 i 行作展开

detA =

n∑
k=1

(−1)i+kaikMik

或者按第 j 列作展开

detA =

n∑
k=1

(−1)k+jakjMkj ,

其中 A 的余子式 Mij 如定义 5.4.8, 但此处在 R 上操作.

▷ 分块上三角或下三角情形 对于分块上三角矩阵, 我们有

det


A11 · · · A1n

0
. . . ...

0 0 Ann

 =

n∏
i=1

detAii;

分块下三角情形亦同.

证明 按定义直接计算 1n×n 的行列式, 公式中仅有 σ = id 有贡献. 其次, 转置不变性
已包含于定义–命题 5.12.1.
其余性质在域上的版本是通过线性映射语言处理的. 在一般的环 R 上, 如果以定

义–命题 5.12.1 为出发点, 则我们必须直面具体公式来验证. 这是可行的, 尽管某些场合
(例如乘性的证明) 显得相对复杂.

以下介绍另一种方法, 它能将问题化约到域上的已知情形. 具体起见, 我们举乘性
为例:

det(AB) = detA detB, A,B ∈ Mn×n(R).
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欲证的等式两边都是关于矩阵元 aij 和 bkl 的多项式, 系数为整数 (更严格地说, 系
数属于唯一环同态 Z→ R 的像, 见引理 3.7.1). 回想矩阵乘法与行列式的定义, 可见这
些多项式的系数与环 R 无关. 我们按此将欲证的等式等价地表成

f(aij , bkl) = g(aij , bkl)

的形式, 其中 f 和 g 都是 Z 上的 2n2 元多项式, 而 i, j, k, l 各自遍历 1, . . . , n.

1. 首先观察到若 R 是交换环 S 的子环, 而所求的等式 det(AB) = detA detB 或
等价的多项式表述对环 S 成立, 则它对子环 R 当然也成立.

2. 其次, 给定环同态 φ : R→ R′, 命

φ(A) := (φ(aij))1≤i,j≤n, φ(B) := (φ(bij))1≤i,j≤n.

兹断言若所求等式对 R 上的 A 和 B 成立, 则它对 R′ 上的 φ(A) 和 φ(B) 成立.

从多项式等式的观点看, 论证再容易不过: 由于 f 与 g 为整系数多项式, 反复运
用 φ 保持加法与乘法这一性质, 可得

f(φ(aij), φ(bkl)) = φ(f(aij , bkl)), g(φ(aij), φ(bkl)) = φ(g(aij , bkl)),

因此 R 中的等式 f(aij , bkl) = g(aij , bkl) 蕴涵 R′ 中的等式 f(φ(aij), φ(bkl)) =

g(φ(aij), φ(bkl)), 而这也相当于说

det(φ(A)φ(B)) = detφ(A) detφ(B).

3. 回到原问题. 给定 R, 考虑整系数 2n2 元多项式环

R̃ := Z[Xij , Ykl : 1 ≤ i, j, k, l ≤ n],

以及其上的 “泛矩阵”

Ã := (Xij)i,j , B̃ := (Ykl)k,l.

这般操作的好处是对每个 Xij (或 Ykl) 代入 aij (或 bkl) 给出的求值映射 φ : R̃→
R 为同态 (参见 (3.3.2)), 而且

φ(Ã) = A, φ(B̃) = B.

根据先前第二点观察, 如能对 Ã, B̃ ∈ Mn×n(R̃) 证明相应的等式, 则取 φ 便给出
A,B ∈ Mn×n(R) 的版本.

4. 因此问题化约到 R = Z[Xij , Ykl : 1 ≤ i, j, k, l ≤ n] 情形. 将整环 R 嵌入为分式域
S := Frac(R) 的子环 (见 §3.5). 根据先前第一点观察, 若等式对 S 成立, 则对 R

也成立. 然而 S 是域 (事实上 S 是有理函数域 Q(Xij , Ykl)), 问题终归化到域上
的已知情形.
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行列式的其他性质也可以按此化到域上处理. 论证写法机械化, 不必重复.

以上手法相当于将所论的矩阵元 “变元化”. 简言之, 矩阵乘法与行列式的定义未涉
及交换环 R 的任何特殊性质, 欲证的等式实际是以所有矩阵元为变元的一则或一族多
项式等式 — 换句话说, 我们面对的其实是关于泛矩阵的等式. 矩阵论中的许多基本公
式皆是如此.

类似地, 在一般的交换环 R 上能定义 A ∈ Mn×n(R) 的经典伴随矩阵

A∨ = (Aji)i,j ∈ Mn×n(R), Aij := (−1)i+jMij ,

以及特征多项式
CharA := det (X · 1n×n −A) .

定理 5.12.3 设 R 为交换环, A ∈ Mn×n(R). 我们有 AA∨ = detA · 1n×n = A∨A.

证明 这同样是关于矩阵元的一族整系数多项式等式, 故可按先前手法化约到域上的
定理 5.7.4.

Cayley–Hamilton 定理也有所推广.

定理 5.12.4 设 R 为交换环. 对一切 A ∈ Mn×n(R) 皆有 CharA(A) = 0n×n.

证明 依然是化约到域上的定理 5.8.8.

练习 5.12.5 对交换环 R 和 A ∈ Mn×n(R) 定义 A 的迹为 Tr(A) :=
∑n
i=1 aii. 证明

−Tr(A) 是 CharA 的 n− 1 次项系数, 而且当 A,B ∈ Mn×n(R) 时

Tr(AB) = Tr(BA).

自然地, 我们还希望将关于矩阵取逆的推论 5.7.5 推及交换环 R. 在此之前, 必须
明确何谓 R 上的可逆矩阵.

定义 5.12.6 设 R 为任意环. 若 A 是矩阵环 Mn×n(R) 的可逆元 (定义 3.1.5), 换言之
若存在 B ∈ Mn×n(R) 使得 AB = 1n×n = BA, 则称 A 为 R 上的可逆矩阵, 而称 B

为 A 的逆, 另记为 A−1.

根据环论, 定义中的 B 若存在则唯一, 故 A−1 的记法合理.
可逆性关乎环的选取. 作为例证, 请读者按定义验证 (

2 0
0 1

) 在 Q 上可逆, 在 Z 上不
可逆.

推论 5.12.7 设 R 为交换环, 则 A ∈ Mn×n(R) 可逆的充要条件是 detA ∈ R×, 此时
A−1 = (detA)−1A∨.

证明 设 A 可逆. 对 AA−1 = 1n×n 两边同取行列式, 可得 det(A) det(A−1) = 1, 故
det(A) ∈ R×.
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至于另一个方向, 设 detA ∈ R×, 则定理 5.12.3 表明 (detA)−1A∨ 确实具有 A−1

所需的性质.

习题

1. 说明若 σ, σ′ ∈ Sn 满足 Invσ = Invσ′ , 则 σ = σ′.

2. 选定正整数 n. 若对所有 1 ≤ i ≤ n 都有 σ(i) 6= i, 则称 σ ∈ Sn 为错排. 记错排的个数为
C(n), 另外规定 C(0) = 1. 证明

C(n) =

n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)n−kk!.

3. 置换 σ ∈ Sn 的下降集定义为

X(σ) := {1 ≤ i < n : σ(i) > σ(i+ 1)} .

给定一列整数 1 ≤ s1 < · · · < sk < n, 证明满足 X(σ) = {s1, . . . , sk} 的置换个数是
k∑
j=0

∑
1≤i1<···<ij≤k

(−1)k−j
(

n

si1 , si2 − si1 , . . . , n− sij

)

此处定义 (
n

a1, . . . , aj

)
:=

n!

a1! · · · aj !
, a1 + · · ·+ aj = n,

而在 j = 0 时对应的 (
n
···

) 定义为 1.
提示 给定 1 ≤ t1 < · · · < tj < n. 为了确定一个满足 X(σ) ⊂ {t1, . . . , tj} 的置换 σ, 先
指定 σ(1) < · · · < σ(t1), 再指定 σ(t1 + 1) < · · · < σ(t2), 依此类推. 说明这种置换共有(

n
t1,t2−t1,...,n−tj

) 个.

4. 对第一列作展开以证明∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x0,1 x0,2 · · · x0,k x0,k+1

1 x1,2 · · · x1,k x1,k+1

0 1 x2,3 · · · x2,k+1

...
. . .

...

0 · · · 0 1 xk,k+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

k∑
j=0

∑
1≤i1<···<ij≤k

(−1)k−jx0,i1xi1,i2 · · ·xij ,k+1.

5. 承上两题, 证明满足 X(σ) = {s1, . . . , sk} 的置换 σ ∈ Sn 个数是 n! detA, 其中 A 的定
义是 j + 1 ≥ i 时 aij :=

1

(sj+1 − si)!
, 否则 aij := 0.

提示 当 j > i 时取 xi,j :=
1

(sj − si)!
, 规定 s0 = 0 而 sk+1 = n.
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6. 设 a1, . . . , an 皆非零, n ≥ 2. 计算∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 − a1 x2 · · · xn

x1 x2 − a2 · · · xn
...

...
. . .

...

x1 x2 · · · xn − an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)n−1a1 · · · an

(
n∑
i=1

xi
ai

− 1

)
.

7. 证明所有可逆之 A ∈ Mn×n(F ) 都可以表成 A = UP σV 的形式, 其中 σ ∈ Sn 给出置换
矩阵 P σ, 而 U 和 V 都是上三角可逆矩阵.
这种分解在代数群理论中称为 Bruhat 分解, 可以证明其中的 σ 是唯一的.
提示 取 A 第一列最后一个非零元, 作适当的初等行/列变换化之为 1, 化同一行和同一
列的其他矩阵元为 0. 说明这一操作可由将 A 两边乘以上三角可逆矩阵来实现. 对剩下的
n− 1 级方阵继续操作, 说明最后得到的是置换矩阵.

8. 证明对任何 A ∈ Mn×n(F ) 和 t ∈ F 都有 det(tA) = tn det(A). 从行列式作为比例常数
的观点给出另一种说明.

9. 以简单的公式表达以下 n 阶行列式 (n ≥ 2), 并给出证明：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cosx 1

1 2 cosx 1

1 2 cosx
. . .

1
. . . . . .
. . . . . . 1

. . . 2 cosx 1

1 2 cosx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
其中留白部分为 0.

10. 对所有 n ∈ Z≥1 定义 Q 上的 n× n 矩阵

An =



2 −1 0 0 · · · 0

−1 2 −1 0 · · · 0

0 −1 2 −1 · · · 0

...
...

0 0 · · · −1 2 −1

0 0 · · · 0 −1 2


,

例如 A1 = (2) 而 A2 =

 2 −1

−1 2

.

未定稿: 2024-10-20



习题 225

(i) 将行列式按行展开以证明当 n ≥ 3 时 detAn = 2 detAn−1 − detAn−2.
提示 按最后一行展开 (做两次).

(ii) 证明 detAn = n+ 1.

(iii) 对于 n ≥ 2, 定义 n × n 矩阵 Cn 使得它的第 (1, 2) 个矩阵元为 −2, 其余矩阵元和
An 相同. 试证 detCn = 2.
提示 同样按行展开两次得到 n ≥ 4 时 detCn = 2 detCn−1 − detCn−2, 此外
detC2 = detC3 = 2.

11. 设 fij : R → R 为一族可导函数 (1 ≤ i, j ≤ n). 证明∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f11 · · · f1n
...

...

fn1 · · · fnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

′

=
n∑
k=1

...
...

f ′
k1 · · · f ′

kn

...
...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
第 k 行 (其余元素仍是 fij).

12. 考虑取值在域 F 中的所有数列 (aN )N≥0 构成的向量空间, 其间的加法和纯量乘法都按逐
项的方式定义:

(aN )N≥0 + (bN )N≥0 = (aN + bN )N≥0,

t(aN )N≥0 = (taN )N≥0.

(i) 设 x1, . . . , xn 为域 F 的相异元, 以 Vandermonde 行列式说明它们确定的等比数列
(xNi )N≥0 (其中 1 ≤ i ≤ N) 是线性无关的; 这里约定 00 = 1.

(ii) 考虑次数从任意正整数 k 起步的等比数列 (xNi )N≥k, 陈述并证明相应的结果.

13. 设 F 为任意域. 考虑 A,B ∈ Mn×n(F ) 和分块矩阵

X :=

 A B

B A

 ∈ M2n×2n(F ).

证明 detX = det(A+B) det(A−B).
提示 除了行列式的标准操作外, 另一种思路是先要求 char(F ) 6= 2, 用标准基将 A 和
B 看成线性映射 Fn → Fn. 考虑 Fn 的两份副本, 其标准有序基分别记为 e1, . . . , en 和
f1, . . . ,fn. 取 F 2n ' Fn ⊕ Fn 的有序基 e1, . . . , en,f1, . . . ,fn, 依此将 X 看成 F 2n 到
自身的线性映射, 然后用新基 {ei ± f i}ni=1 计算 detX. 特别地, 可以取 F 为 Q 上的 2n2

元有理函数域, 而 A 和 B 的矩阵元是 2n2 个变元; 等式两边都是整系数多项式, 代值即
可处理 F 为任意域或交换环的情形.

14. 记 (a, b) := gcd(a, b). 回忆 Euler 函数 ϕ 的定义 2.8.7. 证明∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(1, 1) (1, 2) · · · (1, n)

(2, 1) (2, 2) · · · (2, n)

...
...

...

(n, 1) (n, 2) · · · (n, n)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ϕ(1)ϕ(2) · · ·ϕ(n).
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提示 一种思路是尝试逐步将第 k 行化到

. . . , ϕ(k)

第 k 项

, . . . , ϕ(k)

第 2k 项

, . . . , ϕ(k)

第 3k 项

, . . .

的形式, 省略项皆为 0, 其中 k = 1, 2, 3, . . .. 可以运用练习 2.8.8 (iii) 的等式.

15. 选定 n ∈ Z≥1. 在 C 上计算 n 阶行列式∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 a1 a2 · · · an−1

an−1 a0 a1 · · · an−2

an−2 an−1 a0 · · · an−3

...
...

...

a1 a2 · · · an−1 a0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

提示 考虑对应的矩阵在列向量
1

ζ

...

ζn−1

 , ζ ∈ C, ζn = 1.

上的作用, ζ 有 n 种选法.

16. 设 A ∈ Mn×n(F ), 其每行与每列之和皆为零. 记 A0 为从 A 删除最后一行和最后一列得
到的子矩阵, 证明 X 在 CharA 中的系数是 (−1)n−1n det(A0), 而常数项是 0.
提示 将 X · 1n×n − A 的前 n − 1 行加到第 n 行, 提出 X, 得到形如 CharA(X) =

X detB(X) 的等式; 接着将 B(0) 的前 n− 1 列加到第 n 列.

17. 设 A,B ∈ Mn×n(F ).

(a) 在 A 或 B 可逆的前提下, 不用推论 5.6.3 直接证明命题 5.8.6 的等式 CharAB =

CharBA.

(b) 承上, 证明 CharAB = CharBA 在不可逆情形也成立, 此处甚至可以容许矩阵元取
在某个交换环 R 上.
提示 当域 F 有无穷多个元素时, 应用代数等式的延拓原理 (定理 3.6.3); 当 F 是
有限域, 可将其扩张为无穷域来处理, 例如取有理函数域 F (t). 对于一般的交换环
R, 试以 §5.12 的方法化到有理函数域 Q(Xij , Ykl) 的情形.

18. (A.-L. Cauchy) 设 F 为域, xi, yj ∈ F 为 2n 个两两相异的元素 (1 ≤ i, j ≤ n).

(i) 考虑 n 阶方阵 Cn =
(

1
xi−yj

)
1≤i,j≤n

, 证明

detCn =
∏

1≤i,j≤n

(xi − yj)
−1

∏
1≤i<j≤n

(xj − xi)
∏

1≤i<j≤n

(yi − yj).

未定稿: 2024-10-20



习题 227

(ii) 大致地写下 Cn 的逆.

提示 对 (i) 采用递归论证. 先从第 1, . . . , n− 1 列减掉第 n 列, 从每行每列提出公因式,
再从第 1, . . . , n− 1 行减掉第 n 行, 然后继续提出公因式. 最后的产物是∏n−1

r=1 (yr − yn)∏n
r=1(xr − yn)

∏n−1
r=1 (xn − xr)∏n−1
r=1 (xn − yr)

detCn−1.

对于 (ii), 代入 Cramer 法则可知 C−1
n 的 (p, q) 矩阵元是

(−1)p+q
∏′

1≤i,j≤n

(xi − yj)
∏′

1≤i<j≤n

(xj − xi)
−1

∏′

1≤i<j≤n

(yi − yj)
−1,

此处
∏′ 代表连乘积中只取涉及 i = q 或 j = p 的项.

19. 证明若 A ∈ Mn×n(F ) 是上三角 (或下三角) 矩阵, 则 A∨ 也是上三角 (或下三角) 矩阵.

20. 设 A,B ∈ Mn×n(F ).

(i) 设 F = C. 证明若 AB −BA = A 则 A 不可逆. 能否推及更一般的域 F?

(ii) 给出域 F 和 A,B ∈ M2×2(F ) 的例子, 使得 AB −BA = A 而 A 可逆. 提示
取 F 使得 char(F ) = 2.

21. 对所有向量空间 V 和 A,B ∈ End(V ), 定义 End(V ) 的元素
[A,B] := AB −BA.

(a) 证明若 char(F ) = 0 (例如 F = C), 则当 V 有限维时 [A,B] = id 不可能成立.

(b) 给出无穷维向量空间 V 和 A,B ∈ End(V ) 的例子, 使得 [A,B] = id.

(c) 给出域 F , 有限维 F -向量空间 V 和 A,B ∈ End(V ) 的例子, 使得 [A,B] = id.

22. 设 F 是满足 char(F ) = 0 的域, V 是有限维 F -向量空间, P1, . . . , Ps ∈ End(V ) 满足
P1 + · · ·+ Ps = idV . 证明下列三条陈述等价:

(i) 对每个 i 都有 P 2
i = Pi.

(ii)
∑s
i=1 rk(Pi) = dimV .

(iii) 对于任意 i 6= j 皆有 PiPj = 0 = PjPi.

提示 (i) =⇒ (ii): 条件和练习 4.10.8 说明 Pi 是相对于直和分解 V = Vi ⊕ V ′
i 的投影,

其中 Vi = im(Pi), V ′
i = im(idV − Pi). 因此

Tr(Pi) = dimVi = rk(Pi).

于是有 ∑s
i=1 rk(Pi) =

∑s
i=1 Tr(Pi) = Tr(P1 + · · ·+ Ps) = Tr(idV ) = dimV .

(ii) =⇒ (iii): 先说明线性映射

σ :

s⊕
i=1

im(Pi) → V, (vi)
s
i=1 7→

s∑
i=1

vi

为满; 比较维数可知 σ 实则是同构. 综上, 每个 v ∈ V 都有唯一表法 v =
∑s
i=1 vi, 其中

vi ∈ im(Pi), 由此推导 Piv = vi. 如此 PiPj = 0 = PjPi 便属显然.
(iii) =⇒ (i): 不失一般性设 i = 1. 我们有 0 = P1(P2 + · · ·+ Ps).
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23. 设 a, b, c,d ∈ R3, 视同列向量. 对分块矩阵

A :=

 ta

tc

 , B :=
(

b d
)

的乘积 AB 应用 Cauchy–Binet 定理 5.11.4, 以证明空间解析几何中的 Lagrange 恒等式∣∣∣∣∣∣a · b a · d

c · b c · d

∣∣∣∣∣∣ = (a× c) · (b× d);

当然地, 以上的 · (或 ×) 代表空间向量的内积 (或叉积).

24. 设 n ∈ Z≥1. 证明 Cauchy 恒等式(
n∑
i=1

aici

)(
n∑
j=1

bjdj

)
−

(
n∑
i=1

aidi

)(
n∑
j=1

bjcj

)
=

∑
1≤i<j≤n

(aibj − ajbi)(cidj − cjdi).

这是 Lagrange 恒等式 (n = 3) 的一种推广.
提示 直接展开比较, 或者对 Cauchy–Binet 定理 5.11.4 代入

A =

a1 · · · an

b1 · · · bn

 , B =


c1 d1
...

...

cn dn

 .

25. 考虑交换环 R. 证明 A ∈ Mn×n(R) 可逆当且仅当它左可逆, 当且仅当它右可逆. 交换环
的条件是必须的, 否则在 n = 1 时已经有左逆非右逆的例子, 见第三章习题. 提示 应
用推论 5.12.7 关于可逆性的判准, 以及行列式的乘性.

26. 说明 Cauchy–Binet 定理 5.11.4 在一般的交换环 R 上依然成立.

27. (有限图与矩阵) 所谓无向图 (此处简称为图) 意指结构 G = (V,E, r), 其中集合 V 的
元素称为 G 的顶点, E 的元素称为 G 的边, 映射 r 映每个 e ∈ E 为 V 的子集, 形
如 r(e) = {v, v′}, 其元素称为 e 的端点, 不计顺序; 此处要求 v 6= v′, 换言之排除形如

v 的边. 按显然的方式对图定义连通性和子图的概念. 若 V 和 E 皆有限, 则称 G

为有限图. 假如对每个边 e ∈ E 都指定 r(e) 的一个元素为边的始点, 另一个为终点, 则称
此为图 G 的一个定向.
若存在 e ∈ E 使得 r(e) = {v, v′}, 则称顶点 v 和 v′ 相邻; 顶点 v 的次数 deg(v) 定义
为与 v 相邻的顶点个数. 若有一列相异的边 v0 v1 · · · vn = v0

e1 e2 en , 使得顶点
v0, . . . , vn−1 也相异 (n ≥ 2), 则称之为 G 中的环路.
以下皆假定 G 为有限图, 并且将 V (或 E) 的元素标号为 v1, . . . , vp (或 e1, . . . , eq).

(i) 无环路的连通有限图称为树, 因此树不能有形如 v0 v1 的多重边. 证明以下陈
述等价: (a) G 是树, (b) G 连通且 q = p− 1, (c) G 无环路且 q = p− 1.
以此说明任意有限图 G 中的 p− 1 条边或者含环路, 或者是某个树的边集; 在后一情
形, 这些边的端点穷尽 G 的所有顶点.
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(ii) 分别定义 G 的邻接矩阵 A ∈ Mp×p(Q), 关联矩阵 B ∈ Mp×q(Q) (在指定定向的情
形), 和 Laplace 矩阵 L ∈ Mp×p(Q) 如下. 它们的矩阵元是

aij :=
∣∣{e ∈ E : e以 i, j 为端点}

∣∣ , bij :=


1, ej 始点为 vi,

−1, ej 终点为 vi,

0, 其他情形,

`ij :=

{
−aij , i 6= j,

deg(vi), i = j.

因此 tA = A. 证明 B tB = L.

(iii) 指定 G的一个定向,并且设 G连通. 定义 B0 ∈ M(p−1)×q(Q)为从 B 删除最后一行
(对应顶点 vp) 得到的矩阵. 设 S ⊂ E 为 p − 1 条边构成的子集, 也视同 {1, . . . , q}
的子集. 沿用定义 5.11.1 的子矩阵符号, 证明

detB0

(
1, . . . , p− 1

S

)
=

{
0, S 包含环路,
±1, S 是树的边集.

鉴于 (i), 这穷尽 S 的所有可能性.
提示 首先设 S 包含环路 C, 沿 C 的边 ei1 , · · · , eik 绕行, 走向可能和某些边的定
向相反, 但调整定向只让行列式差 ±1, 故可假设一路顺行. 说明 B 的第 i1, . . . , ik

个列向量的和为零向量.
其次设 S 是树的边集; 无妨设 p ≥ 2. 用 (i) 取边 ek ∈ S 使得 vp 是其端点. 说
明 B0

(
1,...,p−1

S

) 相应的列恰有一个非零元, 为 ±1. 令 B′
0 为从 B0

(
1,...,p−1

S

) 删
除含此非零元的行和列所得到的 (p − 2) × (p − 2) 矩阵; 按列展开行列式以说明
detB0

(
1,...,p−1

S

)
= ± detB′

0. 在 S 中将 ek 收缩为一点 u, 得到树 S′, 说明 B′
0 是

从 S′ 的关联矩阵 B′ 删除顶点 u 对应的列的产物, 于是递归可得 detB′
0 = ±1.

28. (Kirchhoff 矩阵-树定理) 沿用上一题的术语, 设 G = (V,E, r) 为有限连通图 (无向). 若子
图 H 本身是树, 而且和 G 有相同的顶点集, 则称 H 为 G 的一个生成树. 譬如下图给出
满足 (p, q) = (4, 7) 的图, 加粗部分是其生成树.

生成树的研究是图论及其应用中的重要课题.

(i) 记 κ(G) 为 G 的生成树个数. 记 L0 为从 G 的 Laplace 矩阵 L 删除最后一行和最
后一列 (对应顶点 vp) 得到的子矩阵. 证明

detL0 = κ(G).

提示 根据上一道习题的 (i) 及其符号, 指定生成树相当于指定 E ' {1, . . . , q} 的
p− 1 元子集, 使得 S 不含环路. 基于 Cauchy–Binet 定理 5.11.4 推导

detL0 =
∑

S⊂{1,...,q}
|S|=p−1

(
detB0

(
1, . . . , p− 1

S

))2
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并且运用上一道习题的 (iii).

(ii) 在上述等式中, 顶点 vp 的选择纯属人为, 用 L 的任何 (n− 1)× (n− 1) 主子式代替
detL0 也能得到 κ(G). 证明 κ(G) 还有无关任何选取的表法如下:

CharL(X) = (−1)p−1pκ(G)X +高次项.

提示 说明 L 每行与每列之和皆为零, 然后用此前的一道习题来表达 detL0.

矩阵-树定理是 G. R. Kirchhoff 于 1847 年在关于直流电路的研究中发现的.

29. (A. Cayley) 对所有 n ≥ 2 定义无向图 Kn, 使其恰有 n 个顶点, 而且任两个相异顶点之间
恰有一条边. 沿用上一题符号, 证明 κ(Kn) = nn−2.
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第六章 重访环和多项式

我们在第三章已经初识环, 域和多项式的基本概念. 本章回归这一基调, 而风景自
殊. 原因一则是我们在前两章的学习中已经累积了许多经验, 实例, 与百尺竿头更进一
步的想望. 二则是为了深化对向量空间和线性映射, 乃至对其它代数结构的理解, 环与
多项式的进阶理论必不可少.

本章从关于理想和商环的 §6.1 起步. “理想” 是一个环的一类特殊子集, 由之可以
在环上定义等价关系, 取商得到新的环, 思路与向量空间的商一脉相承, 属于代数学的
基本操作. 这部分内容适用于一般的环.

此后的内容聚焦于交换环, 尤其是整环. 我们在 §6.2 先介绍整环中的整除关系和
素元与不可约元的概念, 然后引进唯一分解环的定义. 素元与不可约元在唯一分解环中
相等价. 我们将以辗转相除法证明域 F 上的多项式环 F [X] 是唯一分解环, 从而揭示
F [X] 与 Z 共享许多算术性质.

实际上, 辗转相除法证明了 F [X] 和 Z 皆是主理想环, 亦即每个理想都能由单个元
素生成. 主理想环总是唯一分解环. 详细的讨论是 §6.3 的主题.

关于多项式的进一步讨论见诸 §§6.4–6.6, 包括形式求导, 与之相关的根与重因式判
准, 以及作为一则有趣应用的 Mason–Stothers 定理 6.5.3, 由之可以推导 Fermat 大定
理的多项式版本.

在 §6.7 探讨的所谓 n 元对称多项式, 是指对所有置换 σ ∈ Sn 皆满足

f(Xσ(1), . . . , Xσ(n)) = f(X1, . . . , Xn)

的 f ∈ F [X1, . . . , Xn]. 对称多项式基本定理 6.7.7说明对称多项式总能表为 g(e1, . . . , en),
其中 g ∈ F [X1, . . . , Xn] 而 e1, . . . , en 是 n 元初等对称多项式

ek :=
∑

1≤i1<···<ik≤n

Xi1 · · ·Xik ;

定理 6.7.8 还说明此 g 唯一. 由于一元首一多项式的系数总能表作根的初等对称多项
式, 见 (6.7.1), 对称多项式提供了探究高次方程公式解的经典工具.

在 §6.8 探讨的结式是多项式理论中的另一经典概念, 它能判断 F [X] 的两个元素
有无次数 > 1 的公因式; 这一问题当然也能以辗转相除法高效地计算, 然而结式的优点
是它基于一个明确的公式, 由关于多项式系数的某个行列式给出. 结式也能用来表达判
别式, 见推论 6.8.6.
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最后, §§6.9–6.11 围绕不可约多项式进行讨论. 不可约多项式在 Q = Frac(Z) 上的
情形具有数论的意涵, 相关内容包括著名的 Gauss 引理 (引理 6.9.4) 和 Eisenstein 判
准 (定理 6.9.8) 在 Z 上的情形; 在这些思路的延长线上, 本章习题将勾勒如何证明唯一
分解环上的多项式环仍是唯一分解环. 作为推论, 域上的 n 元多项式环是唯一分解环,
尽管它在 n ≥ 2 时不再是主理想环.

不可约多项式的另一个用法是构造扩域, 这相当于形式地向域添入多项式的根, 得
到域的扩张 (推论 6.10.5); 具体办法涉及对理想取商. 借此方法, 命题 6.11.1 和 6.11.5
将说明存在有 q 个元素的有限域当且仅当 q 是某个素数 p 的幂. 这就在 Fp = Z/pZ 之
外构造了更多的有限域; 习题将介绍它们在编码学中的应用.

最后这部分讨论自然地触及扩域, 扩张次数和分裂域的概念, 本书浅尝辄止. 对于
扩域的系统性讨论, 以及关于有限域的进阶研究 (例如有 q = pm 个元素的有限域 Fq
的唯一性), 可以参阅 [10, 第八和第九章] 或其它教材.

阅读提示
若无另外申明, 本章考虑的环都默认为非零环. 除了 §6.1, 本章只讨论交换环.

阅读顺序
§6.1

§6.2

§6.3§6.4§6.5 §6.6

§6.7

§6.8

§6.9 §6.10

§6.11

6.1 理想和商环
对于环 R 的任意非空子集 S 和 r ∈ R, 引入方便的记法

rS := {rs : s ∈ S},
Sr := {sr : s ∈ S}.

定义 6.1.1 设 I 为环 R 的非空子集. 当以下条件成立时, 称 I 为 R 的理想1).

▷ 加法封闭性 若 x, y ∈ I 则 x+ y ∈ I.
1)这一术语源自 19 世纪 Kummer, Dedekind 等数学家对数论中的 “理想数” 的研究.
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▷ 乘法双边封闭性 对任意 r ∈ R 皆有 rI ⊂ I 和 Ir ⊂ I.

由于定义中不要求 R 交换, 所以乘法封闭性必须对双边来陈述; 对于非交换环, 我
们也经常将上述定义中的理想称为 R 的双边理想. 如果将乘法封闭性放宽到 rI ⊂ I

(或 Ir ⊂ I), 便相应地得到左理想 (或右理想) 的概念, 但这不是本章关心的重点.
理想自动对加法逆元封闭: 若 x ∈ I 则 −x ∈ I,这是基于环论的等式 −x = (−1) ·x

和理想的乘法封闭性. 理想的平凡例子有 I = {0} (零理想) 和 I = R. 满足 I 6= R 的
理想 I 称为真理想.

命题 6.1.2 对于环 R 的任意理想 I, 我们有

I = R ⇐⇒ 1 ∈ I.

证明 方向 =⇒ 显然,至于 ⇐= ,留意到 1 ∈ I 蕴涵对所有 r ∈ R皆有 r = 1 ·r ∈ I.

真理想不可能是 R 的子环, 因为它不含乘法幺元 1.

例 6.1.3 (主理想) 设 R 为交换环, x ∈ R, 则 (x) := xR = {xr : r ∈ R} 给出 R 的理想,
称为 x 确定的主理想.

举例明之, 引理 2.7.2 表明环 Z 的所有理想都是主理想.
推而广之, 对于交换环 R 的任意子集 S, 可以定义 S 生成的理想为

〈S〉 :=

{∑
s∈S

rss ∈ R : rs ∈ R, 至多有限个 rs 非零
}
,

它是包含 S 的最小理想; 我们规定 〈∅〉 := {0}. 对于一列元素 r1, r2, . . ., 记

〈r1, r2, . . .〉 := 〈{r1, r2, . . .}〉 ,

特别地, 先前定义的主理想 (x) 等于此处的 〈x〉.
理想的另一类关键例子来自环同态的核, 细说如下.

定义–命题 6.1.4 (环同态的核) 设 f : R→ R′ 为环同态, 其核 (又称零核) 定义为

ker(f) := f−1(0) = {x ∈ R : f(x) = 0} .

这是 R 的理想

证明 首先验证加法封闭: 若 x, y ∈ ker(f), 则 f(x+ y) = f(x) + f(y) = 0 + 0 = 0, 故
x+ y ∈ ker(f). 其次验证乘法双边封闭. 若 x ∈ ker(f) 而 r ∈ R, 则

f(xr) = f(x)f(r) = 0 · f(r) = 0 = f(r) · 0 = f(r)f(x) = f(rx),

因此 xr, rx ∈ ker(f).
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以下选定环同态 f : R→ R′. 和向量空间和线性映射的情形类似, 对任意 x, y ∈ R
皆有 f(x) = f(y) ⇐⇒ f(x− y) = 0 ⇐⇒ x− y ∈ ker(f).
回忆到 im(f) 是 R′ 的子环, 自然可以问: 环 im(f) 是否可以仅由 R 及其理想

I := ker(f) 来内在地描述? 对于向量空间和线性映射的情形, §4.12 已经处理过相似的
问题, 此一类比将为我们指明方向.

我们仍从集合的层次入手, 逐步加上代数结构. 首先, 在 R 上定义二元关系 ∼I
如下：

x ∼I y ⇐⇒ x− y ∈ I.

对于 I = ker(f) 的例子, x ∼I y 无非是说 f(x− y) = 0, 亦即 f(x) = f(y); 于是
f 是单同态 ⇐⇒ ker(f) = {0}.

但是上述定义也可以施于任何理想 I: 由于 I 对加法和取加法逆元封闭, ∼I 确实
是等价关系, 其论证和 §4.12 开头部分并无二致. 这就导向了约定 4.12.1 的环论版本.

约定 6.1.5 对任意环 R 及其理想 I, 相对于 ∼I 的等价类可以表成

x+ I = {x+ r : r ∈ I}

的形式, R 中的这种子集称为 I 的陪集, 而 x 称为该陪集的代表元.

回到 I = ker(f) 的情形. 在集合的层次上, 命题 2.5.8 给出从商集 R/ ∼I 到 im(f)

的自然双射 f , 映陪集 x+ I 为 f(x). 一如向量空间的情形, 眼下的问题在于如何赋予
R/ ∼I 环结构, 使得 f 成为环同构. 我们期望环结构的定义不再涉及 f , 而仅由 R 和理
想 I 完全确定.

此外, 我们还希望商映射 q : R→ R/ ∼I 本身也是环同态, 从而 f 便拆分为两个环
同态 q 和 R/ ∼I

∼→ im(f) 的合成. 这一要求为商集上的运算定义指明了道路: 陪集之
间的代数运算只能定义为

(x+ I) + (y + I) = (x+ y) + I (对应到 q(x) + q(y) = q(x+ y)),
(x+ I) · (y + I) = xy + I (对应到 q(x)q(y) = q(xy))

而 1R/∼I
只能取为 1R + I (对应到 q(1R) = 1R/∼I

). 关键在于验证这是 R/ ∼I 上良定
义的运算. 一旦确立这点, 今后便可以合理地将商集带有的这一环结构另记为 R/I.

定义 6.1.6 (商环) 设 I 是环 R 的理想. 定义

R/I := {I 的陪集 x+ I : x ∈ R}
= R/ ∼I .

在 R/I 上可以对陪集合理地定义

▷ 加法 (x+ I) + (y + I) := x+ y + I;
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▷ 乘法 (x+ I) · (y + I) := xy + I;

▷ 零元 0R/I := I = 0R + I (作为 I 的陪集);

▷ 幺元 1R/I := 1R + I.

由此得到的环 (R/I,+, ·, 0R/I , 1R/I) 称为 R 对理想 I 的商环.

注记 6.1.7 易见 x + I = I 当且仅当 x ∈ I. 按定义, R/I 是注记 3.1.2 的零环当且仅
当对所有 x 都有 x ∈ I, 亦即 I = R. 有鉴于此, 在关于商环的讨论中通常只论真理想.

一如向量空间的商空间的定义 4.12.2, 上述运算只依赖陪集: 先看加法, 若 x′ =

x+ u, y′ = y + v, 其中 u, v ∈ I, 则理想的加法封闭性和 R 的加法交换律蕴涵

x′ + y′ = x+ u+ y + v ∈ x+ y + u+ v
∈I

+I = x+ y + I,

因此 x′ + y′ + I = x+ y + I; 同理, 理想的乘法封闭性蕴涵

x′y′ = xy + xv + uy + uv

∈I

∈ xy + I,

因此 x′y′ + I = xy + I.
其次, 还必须对 R/I 验证环的公理, 这也毫不困难.

1. 关于加法运算的验证和商空间情形完全类似. 结合律, 交换律和零元的所需性质
都化到 R 上去检验, 而陪集 x+ I 的加法逆元无非是 −x+ I.

2. 关于乘法的性质也是类似的. 至于乘法对加法的分配律, 我们同样有

((x+ I) + (y + I))(z + I) = (x+ y + I)(z + I) = (x+ y)z + I

R 的分配律
(xz + yz) + I = (xz + I) + (yz + I)

= (x+ I)(z + I) + (y + I)(z + I).

同理可证另一侧的分配律. 一句话, 一切都回归 R 的性质.

集合层次的商映射 q : R→ R/I 映 x 为陪集 x+ I. 按定义 6.1.6 显见它保持加法,
乘法和幺元,因此 q 是环同态,称为商同态; 由于 x+ I = I 等价于 x ∈ I,故 ker(q) = I.

命题 6.1.8 如果 R 是交换环, I ⊂ R 是理想, 则 R/I 仍是交换环.

证明 原因是 (x+ I)(y + I) = xy + I = yx+ I = (y + I)(x+ I).

例 6.1.9 取 R = Z. 我们从引理 2.7.2 知道它的所有理想都形如 nZ, 其中 n ∈ Z, 而对
应的陪集无非是 mod n 的同余类 (定义 2.8.2). 对照 §2.7, 可见对应的商环正是 Z/nZ.
这是同余运算的环论诠释.
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下述性质是命题 4.12.7 的自然类比.

命题 6.1.10 设 I 是环 R 的理想, 而 f : R→ R′ 是环同态.

(i) 若 I ⊂ ker(f), 则存在唯一的环同态 f : R/I → R′ 使得下图交换:

R R′

R/I

f

q
f

换言之 fq = f ;

具体地说, f(x+ I) = f(x).

(ii) 若 I = ker(f) 而 R′ = im(f), 则 f 是环同构.

证明 既然 q 是满的, 使 (i) 的图表交换的唯一选择是命 f(x+ I) = f(x). 之所以良定
义, 是因为 I ⊂ ker(f) 蕴涵 f(x) 只依赖陪集 x+ I. 环同态的性质归为

f((x+ I) + (y + I)) = f(x+ y + I) = f(x+ y)

= f(x) + f(y) = f(x+ I) + f(y + I),

f((x+ I)(y + I)) = f(xy + I) = f(xy) = f(x)f(y)

= f(x+ I)f(y + I),

f(1R + I) = f(1R) = 1R′ .

若进一步要求 I = ker(f) 而 R′ = im(f), 则 f = fq 说明 f 满. 此外

f(x+ I) = 0 ⇐⇒ f(x) = 0 ⇐⇒ x ∈ I,

因此 f 也是单射, 从而是同构.

推论 6.1.11 设 f : R1 → R2 是环同态, I1 ⊂ R1 和 I2 ⊂ R2 是理想, 而且 f(I1) ⊂ I2,
则存在唯一的环同态 f : R1/I1 → R2/I2 使得下图交换:

R1 R2

R1/I1 R2/I2

f

q1 q2

f

换言之 q2f = fq1,

图中的 q1 和 q2 分别是从 R1 和 R2 到各自商环的商同态. 具体地说, f(x + I1) =

f(x) + I2.

证明 合成同态 q2f : R1 → R2/I2 映 I1 为 0, 所以命题 6.1.10 说明存在唯一的 f 使
得 q2f = fq1, 它确实映 x+ I = q1(x) 为 q2f(x) = f(x) + I2.
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若有环同态 R1

f
R2

g
R3 和理想 Ii ⊂ Ri (其中 i = 1, 2, 3), 使得 f(I1) ⊂ I2 而

g(I2) ⊂ I3, 则交换图表

R1 R2 R3

R1/I1 R2/I2 R3/I3

f

q1 q2

g

q3

f g

和推论 6.1.11对 gf 的刻画给出 gf = g ◦f : 事实上, 两边都映 x1+ I1 为 g(f(x1))+ I3.
这是 §4.12 探讨商空间时见过的套路.

同样地, 可以比较商环 R/I 的理想与 R 的理想, 以及相应的商.

命题 6.1.12 设 I 是 R 的理想, R := R/I, 而商映射仍记为 q : R→ R. 我们有双射

{J ⊂ R :理想, J ⊃ I}
{
J ⊂ R :理想

}
J J := q(J)

J := q−1(J) J.

1:1

此双射具有下述性质.

? 它是严格保序的: J1 ⊃ J2 当且仅当 J1 ⊃ J2.

? 若 J 对应到 J , 则有自然的环同构

R/J
∼→ R/J

x+ J 7→ q(x) + J.

证明 和向量空间版本的命题 4.12.9 如出一辙. 先证双向箭头互逆. 给定 J , 我们断言
q−1(q(J)) = J . 首先 ⊃ 是同义反复; 至于 ⊂, 设 x ∈ R 满足 q(x) ∈ q(J), 则存在 y ∈ J
使得 q(y) = q(x), 亦即 x ∈ y + ker(q) = y + I, 因而从 I ⊂ J 可见 x ∈ J .
另一个方向相当于证 q(q−1(J)) = J . 一如既往 ⊂ 是同义反复, 至于 ⊃ 则缘于 q

的满性.
由于双向映射都保持理想的包含关系, 这对互逆映射严格保序.
最后, 定义同态 f : R → R/J 为 q 和商映射 R → R/J 的合成, 映 x 为 q(x) + J ,

它作为满射的合成依然满, 核则是 J := q−1(J). 因此 f 诱导同构 f : R/J
∼→ R/J , 映

x+ J 为 q(x) + J .

由于取商和满同态是一回事, 上述结果对环的任意满同态 q : R↠ R 同样有效.

练习 6.1.13 设 R 是非零交换环.
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(i) 说明 R 是域当且仅当它没有 {0} 和 R 之外的理想. 提示 任何非零理想都包
含形如 (x) 的理想, x 6= 0, 而 x 可逆等价于 (x) = R.

(ii) 设 F 是域, 证明任何环同态 ϕ : F → R 都是单的. 提示 考虑 ker(ϕ).

6.2 多项式的唯一分解性质
域上的一元多项式环有许多性质和整数环 Z 相近. 为了使概念清晰, 我们先从交

换环中的整除关系入手, 继而探讨整环 (定义 3.1.11) 的面向, 层层递进.
首先设 R 为交换环, x, y ∈ R. 我们以符号 x | y 代表存在 d ∈ R 使得 y = dx; 读

作 “x 整除 y”.
交换环中的整除关系自然是以 R = Z 的情形为模板, 见 §2.7. 在关于 Z 的算术的

研究中, 读者应该已经察觉到, 对于整除关系和因数分解的问题, 相差一个正负号并无
区别. 注意到 Z 是整环而 Z× = {±1}; 外推到一般整环, 便引出如下的记法.

约定 6.2.1 设 R 为整环, x, y ∈ R. 若存在 r ∈ R× 使得 x = ry, 则记为 x ∼ y.

这是 R 上的等价关系. 诚然, 若存在 r ∈ R× 使得 x = ry, 则 y = r−1x, 故对称性
成立; 从 x = 1 · x 和 1 ∈ R× 可见反身性成立; 若 x = ry 而 y = sz, 其中 r, s ∈ R×, 则
x = rsz 而 rs ∈ R×, 故传递性成立.

此外, 易见 x ∼ 1 当且仅当 x ∈ R×.
从元素 x 过渡到它对 ∼ 的等价类, 相当于只看它生成的主理想 (x) (例 6.1.3), 而

整除关系只和 ∼ 等价类或对应的主理想相关. 这是以下结果的内涵.

引理 6.2.2 设 R 为整环, x, y ∈ R, 则

? x | y 当且仅当 (x) ⊃ (y);

? x ∼ y 当且仅当 x 和 y 相互整除, 当且仅当 (x) = (y).

证明 先处理第一条. 设 y = dx, 其中 d ∈ R, 则 (y) = dxR ⊂ xR = (x). 反之, 若
(y) ⊂ (x), 则 y ∈ (y) ⊂ (x) 蕴涵存在 d 使得 y = dx.

其次处理第二条的前半段. 设 x ∼ y, 写作 y = rx, 其中 r ∈ R×, 则 x | y. 基于 ∼
的对称性, 同样有 y | x. 故两者相互整除.

设 x 和 y 相互整除, 则存在 a, b ∈ R 使得 y = ax 而 x = by. 于是 abx = x. 分
两种情形讨论: 若 x 6= 0, 则因为 R 是整环, 必有 ab = 1, 于是 a, b ∈ R× 而 x ∼ y; 若
x = 0, 则 y = ax = 0, 此时 x ∼ y 仍然成立.
最后, 证明第一步的结果表明 x 和 y 相互整除相当于 (x) = (y), 此即第二条的后

半段.

今后我们主要对 R 的非零元考虑它们的 ∼ 等价类.
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定义 6.2.3 设 p 为整环 R 的非零元, p /∈ R×.

? 若 p 满足 p | ab ⇐⇒ (p | a) ∨ (p | b), 则称 p 为素元.

? 若 p 满足 a | p ⇐⇒ (a ∼ p) ∨ (a ∼ 1), 则称 p 为不可约元.

不同于整数情形, 素元和不可约元在一般整环中并非等价的概念, 然而容易证明素
元必不可约.

引理 6.2.4 设 p 为整环 R 的素元, 则 p 是不可约元.

证明 若 a ∈ R 满足 a | p, 写作 p = ab, 则 p | ab. 若 p | a, 则 a 和 p 相互整除, 故引
理 6.2.2 蕴涵 a ∼ p. 若 p ∤ a, 则 p | b, 同样论证继而给出 p ∼ b; 换言之, 存在 r ∈ R×

使得
ab = p = rb.

因为素元 p 6= 0, 故 b 6= 0. 从上式两端消去 b 遂得到 a = r ∈ R×, 亦即 a ∼ 1.
证毕.

算术基本定理 2.7.6 的陈述在一般整环中可以提炼为以下形式.

定义 6.2.5 若对于整环 R中的所有非零元 r,都存在 n ∈ Z≥0 和不可约元 p1, · · · , pn ∈
R 使得

r ∼ p1 · · · pn,

而且 p1, . . . , pn (计重数) 的 ∼ 等价类是由 r 唯一确定的, 至多差一个重排, 则称 R 是
唯一分解环. 按惯例, n = 0 时应将上式解读为 r ∼ 1.

对于唯一分解环 R 中的任两个非零元 r, s, 取其唯一分解

r ∼
∏
i

paii , s ∼
∏
i

pbii , ai, bi ∈ Z≥0,

其中 p1, p2, . . . 是相对于 ∼ 互不等价的不可约元. 类似于整数的情形, 由此可以分别定
义它们的最大公因数和最小公倍数为

gcd(r, s) ∼
r∏
i=1

p
min{ai,bi}
i , lcm(r, s) ∼

r∏
i=1

p
max{ai,bi}
i .

上文所谓之 “数”, 实际是 R 对 ∼ 的一个等价类, 而 “最大” 和 “最小” 自然是相对于整
除而论. 这些定义也适用于两个以上, 甚至无穷多个元素. 若 r1, . . . , rn 的最大公因数
∼ 1, 则称它们互素.

和整数环之于有理数域的情形相似, R 的唯一分解性导致分式域 Frac(R) 的非零
元具有本质上唯一的既约表法.
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定义–命题 6.2.6 设 R 为唯一分解环, h ∈ Frac(R)∖ {0}, 则存在 f, g ∈ R 使得 g 6= 0

而 f 和 g 互素, 而且 h = f
g . 这般分式 f

g 称为既约分式.
倘若 f1, g1 ∈ R 也满足 g1 6= 0 而 h = f1

g1
, 则必有 f | f1 和 g | g1.

论证方式和整数情形是完全相同的. 作为推论, 既约分式表法中的资料 (f, g) 精确
到 R× 是由 h 唯一确定的.
唯一分解环的当然例子是 Z. 基于平凡的理由, 域也是唯一分解环. 更进一步的例

子则来自于多项式环.
简单起见, 以下仅探讨域 F 上的一元多项式环 F [X]; 引理 3.3.3 确保 F [X] 是整

环, 而且 F [X]× = F×.

注记 6.2.7 由 F [X]× = F× 可见 F [X] 上的关系 ∼ 再简单不过: f ∼ g 当且仅当它们
相差一个非零常数倍. 因此从任何非零 ∼ 等价类中都可以挑出唯一一个首一多项式,
以充当等价类的标准代表元.

下一则结果是引理 2.7.2 的多项式版本, 证明方法也是类似的, 其要点在于多项式
的带余除法 (命题 3.4.1).

引理 6.2.8 整环 F [X] 的所有理想 I 都是主理想.

证明 若 I = {0} 则毋须证明. 以下不妨设 I 6= {0}, 取 f ∈ I 使得 f 6= 0 而 deg f 极
小, 兹说明 I = (f): 基于理想的乘法封闭性, 包含关系 (f) ⊂ I 是容易的. 对于另一方
向, 任给 g ∈ I, 以带余除法表之为 g = df + r, 则加法封闭性蕴涵 r = g − df ∈ I, 然而
deg(r) < deg(f), 故唯一可能是 r = 0, 从而 g ∈ (f).

引理 6.2.9 整环 F [X] 的所有不可约元都是素元.

证明 和整数情形的命题 2.7.5 为同一思路: 设 p 是 F [X] 的不可约元, p | ab. 考虑 p

和 a 在 F [X] 中生成的理想 〈p, a〉. 以引理 6.2.8 取 f ∈ F [X] 使得 (f) = 〈p, a〉. 观察到

(f) ⊃ (a) =⇒ f | a, (f) ⊃ (p) =⇒ f | p;

因为 p 不可约, 第二式进一步蕴涵 f ∼ p 或 f ∼ 1.

? 若 f ∼ p 则 f | a 导致 p | a.

? 若 f ∼ 1 则 〈p, a〉 = F [X], 故存在 x, y 使得 px + ay = 1, 两边同乘以 b 得到
p | pxb+ aby = b.

这便对 p 验证了素元所需的条件.

配合引理 6.2.4, 我们便推知素元和不可约元在 F [X] 中是一回事. 此一事实是证明
唯一分解性的关键.

定理 6.2.10 (多项式环的算术基本定理) 整环 F [X] 是唯一分解环.

未定稿: 2024-10-20



§6.2 多项式的唯一分解性质 241

证明 首先说明任意 f ∈ F [X]∖ {0} 都能分解为不可约元的乘积. 如果 f ∈ F [X]× =

F× 或 f 不可约, 则无事可作. 在这两种状况以外, 存在 a, b ∈ F [X] 使得 f = ab, 而且
a, b /∈ F×. 此时 deg a 和 deg b 皆严格小于 deg f . 由此递归地将 a 和 b 分解为不可约
元的乘积即可.

其次说明分解唯一. 将不可约分解表作 f ∼ pa11 · · · parr 的形式, 其中 p1, . . . , pr 是
相对于 ∼ 互不等价的不可约元, a1, . . . , ar ∈ Z≥1. 给定 f 的两个不可约分解

pa11 · · · parr ∼ f ∼ q
b1
1 · · · qbss .

如果 r = 0, 则左式按规定是 1, 故右式可逆, 因而其中出现的每个因子都可逆, 唯一可
能是 s = 0; 根据对称性, 同样有 s = 0 蕴涵 r = 0. 故以下不妨设 r, s ≥ 1.
考虑 p1, 引理 6.2.9 说明它也是素元, 并且整除右式, 于是 p1 必然整除某一个 qj ,

从而 p1 ∼ qj . 适当重排右式下标, 不妨设 p1 = q1; 必要时左右两边互换, 不妨假设
a1 ≤ b1. 两头消去 pa11 (根据整环和 ∼ 的定义, 这是合理的), 可得

pa22 · · · parr ∼ p
b1−a1
1 qb22 · · · qbss .

因为 p1 6∼ p2, . . . , pr 而且 p1 是素元, 它不整除左式, 由此可得 b1 = a1. 递归地论证便
有不可约分解的唯一性.

约定 6.2.11 若多项式 f, g 满足 f | g, 则称 f 是 g 的因式. 多项式环 F [X]中的不可约
元 (等价地说, 素元) 称为不可约多项式, 定理 6.2.10 的分解称为多项式的素因式分解.

多项式环也有一些不共于 Z 的算术性质. 数学分析中常用的部分分式分解便是一
则简单例子, 陈述如下.

定理 6.2.12 (部分分式分解) 设 f, g ∈ F [X], g 6= 0而且 g = g1 · · · gn,其中 g1, . . . , gn ∈
F [X] 两两互素, 则存在唯一的 q, h1, . . . , hn ∈ F [X] 使得

? hi ∈ F [X] 满足 deghi < deg gi, 其中 1 ≤ i ≤ n;

? 我们有 F (X) 中的等式
f

g
= q +

n∑
i=1

hi
gi
.

证明 首先处理存在性. 两两互素的条件蕴涵

ĝ1 := g2 · · · gn, ĝ2 := g1g3 · · · gn, . . . , ĝn := g1 · · · gn−1

互素, 尽管它们不是两两互素; 这点可以从唯一分解性读出. 存在 k1, . . . , kn ∈ F [X] 使∑n
i=1 kiĝi = 1. 于是

f

g
=
f

g
·
n∑
i=1

kiĝi =

n∑
i=1

fki
gi
.
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将每个 fki 以带余除法写成 qigi + hi 的形式, 其中 qi, hi ∈ F [X], deghi < deg gi, 便得
到所求的分解

f

g
=

n∑
i=1

qi

=:q

+

n∑
i=1

hi
gi
.

至于唯一性, 设有分解 f
g = q +

∑n
i=1

hi

gi
. 取定 k1, . . . , kn 如上, 则对于每个

1 ≤ i ≤ n 皆有

fki = gqki +

n∑
j=1

hj ĝjki

= gi ·多项式+ hikiĝi

= gi ·多项式+ hi

1−
∑
j 6=i

kj ĝj


= gi ·另一个多项式+ hi.

这便确定 hi 为 fki 除以 gi 的余式. 故 q = f
g −

∑n
i=1

hi

gi
也是唯一确定的.

如果定理 6.2.12 中的 gi 形如 (X − ai)di , 则通过将 hi 表成
∑di−1
k=0 ck(X − ai)k, 分

解的第 i 项可以进一步表成
hi
gi

=
cdi−1

X − ai
+ · · ·+ c0

(X − ai)di
.

这是部分分式分解在应用中所常见的形式. 证明中关于 hi 的描述仅是理论性的, 并未
给出最高效的算法. 在具体计算时, 以待定系数法求 c0, . . . , cdi−1 通常更方便.
最后, 我们在 §3.1 讨论过商环 Z/NZ 的结构. 基于 F [X] 与 Z 的类比, 对商环

F [X]/(f) 也能提出种种类似的问题, 比如说, 整数环上的中国剩余定理 3.2.8 有无多项
式环的版本? 答案是肯定的. 这些问题更适合在主理想环的抽象框架下处理, 这是下一
节的主旨.

6.3 简单推广: 主理想环的唯一分解性
整数和多项式的算术可以放在更广泛的环论背景下来考察. 这非但不增加论证难

度, 反而有助于理清思路.

定义 6.3.1 设 R 为整环. 若 R 的所有理想都是例 6.1.3 所谓的主理想, 则称 R 为主理
想环.

整数环 Z (引理 2.7.2) 和域 F 上的多项式环 F [X] (引理 6.2.8) 都是主理想环的
实例.

在证明多项式环的算术基本定理 6.2.10 时, 实际运用的只是 F [X] 的抽象环论性
质, 不涉及多项式的具体操作. 现将所需的环论性质提炼为两条.
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命题 6.3.2 整环 R 是唯一分解环当且仅当以下条件成立.

? 所有 r ∈ R∖ {0} 都能写成不可约元的乘积.

? 所有不可约元都是素元.

证明 对于 “仅当” 方向, 不可约分解的存在性直接来自唯一分解环定义, 下面说明不
可约元必为素元. 设 p 不可约, p | ab, 取不可约分解 a = q1 · · · qm 和 b = r1 · · · rn, 则
q1 · · · qmr1 · · · rn 是 ab 的不可约分解. 另一方面, 将 ab

p 的不可约分解乘上 p, 即得 ab

的另一个不可约分解, 故唯一分解性质确保 p 必须出现在 q1, . . . , qm, r1, · · · rn 之中, 精
确到 ∼. 这便说明 p | a 或 p | b.
至于 “当” 的方向, 请细观定理 6.2.10 的证明. 不可约分解的存在性只用到第一条,

唯一性只用到第二条, 后者在 F [X] 的情形来自引理 6.2.9.

以下的结果称为主理想环的 Noether 性质, 它是环论的基本概念之一.

引理 6.3.3 设 R 为主理想环, 而 (In)
∞
n=1 是 R 的一列理想, 满足 I1 ⊂ I2 ⊂ I3 ⊂ · · · .

此时对充分大的 n ∈ Z≥1 必有 In = In+1 = · · ·

证明 命 I :=
⋃∞
n=1 In, 它是 R 的理想, 具体验证如下: 若 x ∈ Ia 而 y ∈ Ib, 则

x+ y ∈ Imax{a,b}, 而且对所有 r ∈ R 皆有 rx ∈ Ia.
因此可取 h ∈ R 使得 I = (h). 既然 I 是并, 必然有 n 使得 h ∈ In, 从而 I ⊂ In.

按定义又有 In ⊂ In+1 ⊂ · · · ⊂ I, 综之 In = In+1 = · · · = I.

上述性质相当于说主理想环中的理想升链总会停止.

定理 6.3.4 若 R 是主理想环, 则 R 是唯一分解环.

证明 首先以反证法说明所有 r ∈ R ∖ {0} 都能写成不可约元的乘积. 命 r0 := r. 设
r0 无不可约分解, 则 r0 必可约, 故有 r0 = r1s1, 其中 r1, s1 6∼ r0. 引理 6.2.2 蕴涵
(r1) ⊋ (r0) 和 (s1) ⊋ (r0).

若 r1 和 s1 都有不可约分解, 则 r0 亦然, 矛盾. 故不失一般性可设 r1 无不可约分
解, r1 必可约, 故进一步有 r1 = r2s2, 其中 r2, s2 6∼ r1. 于是 (r2) ⊋ (r1) 而 (s2) ⊋ (r1).
同样地, 不失一般性可设 r2 无不可约分解, 然后继续操作.

综上可见若 r 无不可约分解, 则有主理想构成的严格升链

(r0) ⊊ (r1) ⊊ (r2) ⊊ · · · ,

这与引理 6.3.3 矛盾.
为了说明 R 的不可约元都是素元, 论证与多项式情形的引理 6.2.9 毫无差别, 需要

的只是主理想环的定义.
将上述结果代入命题 6.3.2, 即知 R 是唯一分解环.

命题 2.7.3 在一般的主理想环中也有相应的推广.
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命题 6.3.5 设 R 为主理想环. 元素 r1, . . . , rn 互素当且仅当 〈r1, . . . , rn〉 = R, 或者等
价地说, 存在 s1, . . . , sn ∈ R 使得

∑n
i=1 risi = 1.

证明 取 h ∈ R 使得 〈r1, . . . , rn〉 = (h). 设 r1, . . . , rn 互素, 则由 ri ∈ (h) 知 h | ri 对
所有 i 成立, 从而互素性质导致 h ∼ 1, 换言之 (h) = R.

反之设 (h) = R, 则存在 s1, . . . , sn ∈ R 使得
∑n
i=1 risi = 1. 于是 r1, . . . , rn 的任

意公因子 a 也整除 1, 故 a ∼ 1, 由此推知 r1, . . . , rn 互素.

不妨将 〈r1, . . . , rn〉 = R 当作是互素在主理想环中的定义, 这样做的一个细微好处
是它直接适用于 r1, . . . , rn 包含零元的情形.

接着探讨主理想环的商环.

命题 6.3.6 设 R 为主理想环, t ∈ R∖ {0} 而且 t /∈ R×. 以下性质等价:

(i) R/(t) 是域;

(ii) R/(t) 是整环;

(iii) t 是素元, 或者等价地说 t 不可约 (见命题 6.3.2).

证明 (i) =⇒ (ii) 是平凡的.
(ii) =⇒ (iii): 设 R/(t) 是整环而 t = fg, 则 R/(t) 中的等式

(f + (t))(g + (t)) = fg + (t) = 0 + (t)

蕴涵 t | f 或 t | g 至少有一者成立; 另一方面 f 和 g 皆整除 t, 这就说明或者 t ∼ f , 或
者 t ∼ g. 因此 t 是素元.

(iii) =⇒ (i). 设 t 不可约, 故 R 6= (t). 考虑 R/(t) 的非零元 f +(t), 换言之 f ∈ R
而 t ∤ f . 此时 t 和 f 互素, 故命题 6.3.5 给出 h, k ∈ R 使得

hf + kt = 1.

因此 (h+ (t))(f + (t)) = 1 + (t). 综上, R/(t) 的非零元皆可逆.

练习 6.3.7 原封不动地照搬命题 2.7.3 的论证, 进一步证明在主理想环 R 中

〈r1, . . . , rn〉 = gcd(r1, . . . , rn)R;

此式也可以当作 gcd(r1, . . . , rn) 在主理想环中的定义.

我们也得到中国剩余定理 3.2.8 的一则推广, 它适用于所有主理想环, 包括域上的
多项式环 F [X]. 更广的版本可见 [10, 定理 5.5.2].
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定理 6.3.8 (主理想环的中国剩余定理) 设 R 为主理想环, a1, . . . , an ∈ R∖ {0} 两两互
素, a := a1 · · · an, 则有环同构

ϕ : R/(a)
∏n
i=1R/(ai)

r + (a) (r + (ai))
n
i=1 .

证明 首先处理 n = 2 情形. 为证 ϕ 单, 观察到 ϕ(r + (a)) = (0, 0) 等价于 a1 | r 而且
a2 | r, 而互素条件说明这等价于 a = a1a2 | r.

为证 ϕ 满, 取 x1 ∈ (a1) 和 x2 ∈ (a2) 使得 x1 + x2 = 1, 则对于所有 r ∈ R, 从
rx1 + rx2 = r 可推得 ϕ(rx1 + (a)) = (0, r+ (a2)) 和 ϕ(rx2 + (a)) = (r+ (a1), 0) 成立,
从而推得满性.

对于 n ≥ 3 情形, 按照 R/(a)
∼→ R/(a1 · · · an−1) × R/(an)

∼→ · · · 逐步化约即足,
请读者验证所需的细节.

6.4 形式求导
实多项式的求导运算起源于数学分析, 由于它的公式是代数地给出的, 可以对任意

域 F 上的多项式来定义, 并且具有和分析学中相类似的性质.

定义 6.4.1 (形式求导) 设 f =
∑
n≥0 anX

n ∈ F [X], 定义 f 的形式导数为

f ′ :=
∑
n≥1

nanX
n−1 ∈ F [X],

其中 nan ∈ F 按照 (3.1.1) 的方式理解. 递归地按照

f (0) = f, f (m) := (f (m−1))′ (m ∈ Z≥1)

定义 f 的任意阶导数; 我们也记 f ′′ = (f ′)′, 依此类推.

数学分析中的求导规律在此同样适用. 对于所有 f, g ∈ F [X], 我们有

(f + g)′ = f ′ + g′,

(fg)′ = f ′g + fg′,

c′ = 0, c ∈ F,
(cf)′ = cf ′, c ∈ F.

第一条性质是定义的直接结论, 第三条和第四条性质同样是明显的. 第二条性
质称为 Leibniz 律, 仍可按定义直接验证, 但以下手法兴许更方便. 首先注意到如果
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f =
∑a
i=1 fi, g =

∑b
j=1 gj , 而且 (figj)

′ = f ′igj + fig
′
j 对所有 i, j 都成立, 则

(fg)′ = (
∑
i,j

figj)
′ =

∑
i,j

(figj)
′ =

∑
i,j

f ′igj +
∑
i,j

fig
′
j

=
∑
j

(∑
i

f ′i

)
gj +

∑
i

fi

∑
j

g′j

 = f ′g + fg′.

按此观察, 容易将 Leibniz 律化约到 f = Xh 而 g = Xk 的简单情形来验证.
以下公式是递归地应用 Leibniz 律的产物, 同样对应到数学分析的标准结果.(

fk
)′

= kfk−1f ′, k ∈ Z≥1, f ∈ F [X]. (6.4.1)

推论 6.4.2 求导映射 f 7→ f ′ 是从 F -向量空间 F [X] 到其自身的线性映射.

需要格外留意的是 c′ = 0 未必蕴涵 c ∈ F , 这取决于域的特征.

命题 6.4.3 性质 f ′ = 0 ⇐⇒ f ∈ F 在 F [X] 中成立的充要条件是 char(F ) = 0.

证明 设 f =
∑
n≥0 anX

n, 则 f ′ = 0 等价于 nan = 0 对所有 n ≥ 1 成立. 若
char(F ) = 0, 则等式左边可以消去 n · 1F ∈ F×, 给出 n ≥ 1 =⇒ an = 0, 亦即 f ∈ F .

另一方面, 若 char(F ) = p > 0, 则形如 f =
∑
n≥0 anX

pn 的多项式都满足
f ′ =

∑
n≥1 pnanX

pn−1 = 0.

练习 6.4.4 进一步说明当 char(F ) = p > 0 时, 满足 f ′ = 0 的多项式正好是形如
f(X) =

∑
n≥0 anX

pn = g(Xp) 的多项式, 其中 g :=
∑
n≥0 anX

n.

形式求导可以从多项式环 F [X] 延拓到有理函数域 F (X) 上. 从数学分析的观点,
这是毫不意外的.

定义–命题 6.4.5 存在唯一的映射

F (X)→ F (X)

f 7→ f ′

使得它限制在 F [X] 上给出多项式的形式求导, 而且对所有 f, g ∈ F (X) 皆有

(f + g)′ = f ′ + g′, (fg)′ = f ′g + fg′.

事实上, 它可以精确地由下式给出:(
f

g

)′

=
f ′g − fg′

g2
, f, g ∈ F [X], g 6= 0.

证明 首先说明唯一性. 对任意非零之 g ∈ F [X], 从

0 = 1′ =

(
g · 1

g

)′

=
g′

g
+ g

(
1

g

)′
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可得
(

1
g

)′
= − g′

g2 . 进一步, 对于任意 f ∈ F [X], 我们有(
f

g

)′

=

(
f · 1

g

)′

=
f ′

g
− fg′

g2
==

f ′g − fg′

g2
.

问题在于反过来说明按上式定义的
(
f
g

)′
只和 f

g 相关, 不依赖 f, g 的选取, 而且它
满足列出的所有性质. 基于 §3.5 对分式域的定义, 这些验证完全是例行公事, 请读者应
用对多项式形式求导的性质予以验证.

例 6.4.6 (对数求导) 数学分析或复分析经常考虑的一类导函数形如 f ′

f , 可将其设想
为 log(f)′, 其中 log 是自然对数. 尽管取 log 在代数框架下颇成问题, 但对于非零的
f ∈ F [X], 考虑对数求导 f ′

f 是完全合理的, 而且它仍然有良好的性质.

? 化乘为加: (fg)′

fg
=
f ′

f
+
g′

g
, 这是 Leibniz 律的直接结论.

? 若 f 分解成 pa11 · · · parr , 其中 p1, . . . , pr ∈ F [X] 非零而 a1, . . . , ar ∈ Z≥1, 则

f ′

f
=

r∑
i=1

ai ·
p′i
pi
. (6.4.2)

诚然, 对数求导化乘为加, 所以问题立即简化到 r = 1, a1 = 1 的情形, 进而化为
同义反复.

练习 6.4.7 证明高次形式求导具有如下的 Leibniz 律:

(fg)(n) =

n∑
k=0

(
n

k

)
f (k)g(n−k).

形式求导自然地推及多变元情形, 类似于数学分析中的求偏导运算.

定义 6.4.8 (形式偏导数) 对于表作有限和的 n 元多项式

f =
∑

i1,...,in≥0

ci1,...,inX
i1
1 · · ·Xin

n ∈ F [X1, . . . , Xn]

和 1 ≤ k ≤ n, 我们借用分析学的符号来定义
∂f

∂Xk
:=

∑
i1,...,in≥0
ik 6=0

ikci1,...,inX
i1
1 · · ·X

ik−1
k · · ·Xin

n .

练习 6.4.9 (Euler恒等式) 设 m ∈ Z≥0 而 f ∈ F [X1, . . . , Xn] 是 m 次齐次的, 换言之

f =
∑

i1+···+in=m
ci1,...,inX

i1
1 · · ·Xin

n .

验证
n∑
k=1

Xk
∂f

∂Xk
= mf.
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6.5 应用: Mason–Stothers定理
令 F 为域. 先前已提及整数环 Z 和多项式环 F [X] 有许多相似的算术性质. 此

一类比意义深远. 一般而言, 多项式环上的算术问题往往比整数版本容易, 这是因为
多项式具有更多的操作, 例如求导. 本节介绍的 Mason–Stothers 定理是这方面的一
个初等结果, 由此可以容易地推导 Fermat 大定理的多项式版本: 当 n ≥ 3 时, 等式
un + vn = wn 没有非平凡的多项式解, 前提是 u, v, w 互素而且形式导数非零.

定义 6.5.1 对于非零多项式 f ∈ F [X], 定义 f 的根基为

rad(f) :=
∏
p|f

不可约首一多项式

p;

当 f ∈ F× 时, 右式理解为 1.

引理 6.5.2 设 f, g ∈ F [X] 互素, 而且 f ′ 6= 0, g′ 6= 0, 则 f ′

f 6=
g′

g .

证明 若 f ′

f = g′

g , 则由 f | f ′g − fg′ = 0 和 f, g 互素可见 f | f ′. 然而 f ′ 6= 0 而
deg f ′ < deg f , 此无可能.

留意到当 char(F ) = 0 时, 命题 6.4.3 确保 f ′ 6= 0 ⇐⇒ f /∈ F .

定理 6.5.3 (R. C. Mason, W. W. Stothers, 1981) 取 a, b, c ∈ F [X]为两两互素的多项
式, a′, b′, c′ 皆非零, 并且满足 a+ b+ c = 0, 则

max {deg a, deg b, deg c} ≤ deg rad(abc)− 1.

证明 形式求导得到 a′ + b′ + c′ = 0. 因此有理函数域 F (X) 上的齐次线性方程组

1 ·X +1 · Y +1 · Z = 0

a′

a ·X + b′

b · Y + c′

c · Z = 0

有非零解 (a, b, c). 为了求出其通解,我们对系数矩阵进行简单的 Gauss–Jordan消元法.
首先, 注意到系数矩阵的两行不可能成比例, 否则必有 a′

a = b′

b = c′

c , 这与两两互素
的条件相矛盾, 见引理 6.5.2. 原方程的解空间因而是 1 维的. 消元法表明解空间由非
零向量 (

c′

c
− b′

b
,
a′

a
− c′

c
,
b′

b
− a′

a

)
生成; 细节请读者操作. 和解 (a, b, c) 比较, 可知存在 λ ∈ F (X)× 使

λ · (a, b, c) =
(
c′

c
− b′

b
,
a′

a
− c′

c
,
b′

b
− a′

a

)
. (6.5.1)
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按定义 3.5.7 及其后所述的性质比较有理函数的次数, 可见

∀f ∈ {a, b, c}, degλ+ deg f ≤ −1. (6.5.2)

第二点观察是 (6.4.2) 蕴涵 a′

a 表作 p′i
pi
的整系数线性组合, 其中 p1, p2, . . . 遍历 a

的素因子. 对 b′

b 和 c′

c 也是如此, 由此可见

rad(abc)λ · (a, b, c) = rad(abc) ·
(
(6.5.1) 的右式) ∈ F [X]3.

鉴于唯一分解性, 上式蕴涵 rad(abc)λ 的既约分式的分母同时整除 a, b, c. 然而
a, b, c 互素, 故 rad(abc)λ ∈ F [X]. 而这又说明

deg rad(abc) ≥ − degλ.

代入 (6.5.2) 便是所求的不等式.

推论 6.5.4 (Fermat大定理的多项式版本) 设 n ∈ Z≥1, 而且 char(F ) ∤ n. 若存在两两
互素的多项式 u, v, w ∈ F [X] 使得 u′, v′, w′ 皆非零, 而且满足 un + vn = wn, 则必有
n < 3.

证明 在定理 6.5.3 中代入 (a, b, c) = (un, vn,−wn); 根据 (6.4.1) 和关于 char(F ) 的条
件, 它们的形式导数皆非零, 由此可得

n ·max{degu, deg v, degw} ≤ deg rad (unvn(−w)n)− 1.

根据根基的定义, 上式右侧等于 deg rad(uvw)− 1. 另一方面, 假若 n ≥ 3, 则

deg rad(uvw) ≤ deg(uvw) ≤ n ·max{degu, deg v, degw},

显然矛盾.

当 char(F ) = 0 时, 导数非零的条件也可以改写为 u, v, w /∈ F .

练习 6.5.5 试说明导数非零和 char(F ) ∤ n 的必要性.
提示 用练习 3.7.3: 设 p 为任意素数, 在满足 char(F ) = p 的域上有 up + vp =

(u+ v)p.

6.6 根和重因式
仍然固定域 F 并考虑其上的多项式环 F [X]. 本节旨在细化 §3.4 关于根的讨论.
我们现在知道 F [X] 是唯一分解整环 (定理 6.2.10). 基于次数理由, 一次多项式

X−a当然不可约;因此 X−a与 h ∈ F [X]互素当且仅当 X−a ∤ h,当且仅当 h(a) 6= 0

(余式定理). 当 a ∈ F 给定, 任意非零的 f ∈ F [X] 都能表成

f = (X − a)mah, ma ∈ Z≥0, h ∈ F [X], (6.6.1)
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其中 h 与 X − a 互素, 亦即 h(a) 6= 0. 指数 ma 由 f 和 a 唯一确定; ma > 0 当且仅当
a 是 f 的根.

定义 6.6.1 分解式 (6.6.1) 中的 ma 称为 a 在非零多项式 f 中的重数.

若 (6.6.1) 中的 h 还有一次因式, 换言之它在 F 中还有根, 则可以继续类似的操作,
最后得到分解

f = (X − a1) · · · (X − am)r,

其中 m ∈ Z≥0, a1, . . . , am ∈ F , 容许重复, 而 r ∈ F [X] 在 F 中无根. 若 r /∈ F , 则还能
将 r 进一步分解, 但它的不可约因式至少是二次的.

综上, 若能确定 f 在 F [X] 中的不可约分解, 或者至少是其中涉及一次因式的部分,
便能够确定 f 在 F 中的所有根及其重数. 我们在谈论多项式的根时经常将重数计入,
比如 (X − 1)2 的根是 1, 1 (计重数).

根和域的选择大有关系. 一个多项式可以在一个域 F 上无根, 而在足够大的扩域
E ⊃ F 上有根. 所有根都落在 F 中的多项式是特别容易处理的.

定义 6.6.2 如果域 F 上的多项式 f 在 F [X] 中分解为一次因式的积, 则称 f 分裂.

命题 6.6.3 设非零多项式 f 在 F 中的根为 a1, . . . , am (计重数), 则 0 ≤ m ≤ deg f ; 我
们有 m = deg f 当且仅当 f 或者是常数多项式, 或者分裂.

证明 注意到 f 是常数的情形对应到 m = 0 = deg f . 对于 deg f ≥ 1 的情形, 不失一
般性可设 f 首一; 取素因子分解

f = (X − a1) · · · (X − am)h1 · · ·hk,

其中 k ∈ Z≥0, 每个 hi 都是至少二次的不可约多项式. 那么

deg f = m+

k∑
i=1

deghi ≥ m,

等号成立当且仅当 k = 0, 亦即 f 的素因子都是一次的.

这细化了命题 3.4.4 的陈述.

练习 6.6.4 证明奇数次实多项式必有实根. 提示 设 f ∈ R[X] 而 λ ∈ C, 则
f(λ) = f(λ), 因此 f 的非实根能成对地从 f 提出.

对于代数学的研究而言, 能使每个非常数多项式都有根的域是再好不过的. 这种域
称为代数闭域.

定义 6.6.5 (代数闭域) 如果域 F 上的每个非常数多项式皆分裂, 则称 F 是代数闭域.

例 6.6.6 代数基本定理 1.1.1 断言复数域 C 是代数闭域.
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代数基本定理本质上是分析学的结果, 而一则纯粹代数的事实则是所有域 F 都能
嵌入一个代数闭域 F , 其构造可以粗略地设想为不断向 F 添入所有多项式的根; 本书
对此不拟细说, 详阅 [10, §8.2]. 至于单个非常数多项式 f 的情形, §6.10 将说明如何沿
添根的思路来构造域的嵌入 F ↪→ E, 使得 f 在 E 上分裂.

例 6.6.7 (Lagrange插值法) 多项式插值问题常见于各种应用场景. 给定两两相异的
x1, . . . , xn ∈ F 和任意的 y1, . . . , yn ∈ F , 问题是求多项式 f ∈ F [X] 使得

deg f ≤ n− 1, ∀1 ≤ i ≤ n, f(xi) = yi.

所有次数 ≤ n− 1 的多项式构成 F -向量空间 F [X]≤n−1, 它以 1, . . . , Xn−1 为有序
基. 从 x1, . . . , xn 可定义线性映射

ε : F [X]≤n−1 Fn

f (f(x1), . . . , f(xn)) .

所以问题相当于研究 ε−1(y1, . . . , yn), 或者说是解对应的线性方程组.
假如 ε(f) = (0, . . . , 0), 则 f 是有 n 个相异根 x1, . . . , xn 而次数 ≤ n− 1 的多项式,

故 f = 0. 这说明 ker(ε) = {0}. 又由于两边维数相同, ε 实际还是同构. 这就给出了插
值问题的抽象解答: 对所有 i 都满足 f(xi) = yi 的 f ∈ F [X]≤n−1 存在且唯一. 问题在
于求具体解. J.-L. Lagrange 提供的答案是

f =

n∑
i=1

yiLn,i, Ln,i :=
∏

1≤k≤n
k 6=i

X − xk
xi − xk

∈ F [X]≤n−1.

直接代值可见 Ln,i(xi) = 1 而当 j 6= i 时 Ln,i(xj) = 0, 所以上式确实成立.
线性方程组的理论也可以为 Lagrange 插值多项式给出一个自然的推导. 设所求之

f 为 c0 + c1X + · · ·+ cn−1X
n−1, 则关于系数 (ci)

n−1
i=0 的条件化为线性方程组

1 x1 · · · xn−1
1

...
...

...

1 xn · · · xn−1
n




c0
...

cn−1

 =


y1
...

yn

 .

每个 cj−1 都可以用推论 5.7.6 的 Cramer 法则表出. 精确到转置, Cramer 公式中
的分母是命题 5.5.5 的 Vandermonde 行列式, 值为

∏
j<i(xi − xj) 6= 0. 分子则可以按

行列式的第 j 列展开, 继而调整为更小的 Vandermonde 行列式. 可以验证这确实给出
Lagrange 的公式 (当然如此), 细节留给感兴趣的读者.

从数学分析的观点来看,实多项式 f 在 a ∈ R处有重根相当于说 f 在 a处与 X 坐
标轴相切, 或者说 f ′(a) = f(a) = 0. 此一观察可以推广到一般域上以及重因式的情形.
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设 f ∈ F [X] 非零. 若存在不可约多项式 p 使得 p2 | f , 则称 f 有重因式. 重因式
的存在性可以通过不可约分解来剖析. 首先, 适当乘以 F× 的元素后, 不妨假设 f 是首
一多项式, 带有分解

f = pe11 · · · penn , ei ∈ Z≥1, (6.6.2)

其中 p1, . . . , pn 两两相异, 首一不可约. 因此 f 无重因式当且仅当 e1 = · · · = en = 1.
形式求导的 Leibniz 律蕴涵

f ′ =

n∑
i=1

eip
ei−1
i p′i

∏
j 6=i

p
ej
j .

命题 6.6.8 设 f ∈ F [X] 非零.

(i) 若 f 和 f ′ 互素, 则 f 无重因式.

(ii) 若 f 无重因式, 而且它的每个素因式 p 都满足 p′ 6= 0 (这在 char(F ) = 0 时是自
动的), 则 f 和 f ′ 互素.

证明 不妨设 f 是首一多项式, 并且取 (6.6.2) 的分解. 既然 p1, . . . , pn 不可约而且相
异, f ′ 的公式表明对每个 i 都有

pi | f ′ ⇐⇒ pi | eipei−1
i p′i.

设 f 和 f ′ 互素, 则上述观察表明 ei − 1 = 0 恒成立, 故 f 无重因式.
设 f 无重因式, 而且 p′1, . . . , p

′
n 6= 0. 对每个 i 都有 ei = 1, 而且次数的理由导致

pi ∤ p′i, 因此上述观察表明 pi ∤ f ′. 由此知 f 和 f ′ 互素.

在所有素因式 p 都是一次的情形, (ii) 包含的前提 p′ 6= 0 自动成立, 这就导致以下
结果.

推论 6.6.9 设 f ∈ F [X] 分裂, 则 f 无重根当且仅当 f 和 f ′ 互素.

练习 6.6.10 尽管根的概念和所考察的域直接相关, 但 f 和 f ′ 互素与否却不依赖于域.
确切地说, 设 f1, . . . , fn ∈ F [X], 而 F 是域 E 的子域. 请证明 f1, . . . , fn 在 F [X] 中互
素当且仅当它们在 E[X] 中互素.

提示 在 F 和在 E 中作辗转相除法是一回事.
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6.7 对称多项式
选定域 F 和 n ∈ Z≥1. 对于 n 元多项式 f ∈ F [X1, . . . , Xn] 和置换 σ ∈ Sn, 用 σ

重排变元 X1, . . . , Xn 的产物记为
σf := f(Xσ(1), . . . , Xσ(n)) ∈ F [X1, . . . , Xn].

尽管以下性质暂时不用, 其验证是毫无困难的:

id f = f,

σ(τf) = (στ)f, σ, τ ∈ Sn.

在任何重排下都不改变的多项式具有特殊的用处与兴味. 它们对于求根问题尤其
重要.

定义 6.7.1 (对称多项式) 设 f ∈ F [X1, . . . , Xn]. 若 σf = f 对所有 σ ∈ Sn 成立, 则称
f 为对称多项式.

练习 6.7.2 说明若 f, g ∈ F [X1, . . . , Xn] 都是对称多项式, 则 fg 和 αf + βg 亦然, 其
中 α, β ∈ F .

例 6.7.3 对所有 k ∈ Z≥0 定义 pk :=
∑n
i=0X

k
i , 这是对称多项式, 称为 k 次幂和. 本章

习题介绍的 Newton 公式能够将 pk 以行将定义的初等对称多项式递归地表出. 更详细
的讨论可见 [10, 定理 5.8.7]. 留意到 k = 0 对应的幂和是常数多项式, 这是最简单的对
称多项式.

所有 n 元对称多项式构成 F [X1, . . . , Xn] 的子环, 它同时也是 F [X1, . . . , Xn] 作为
F -向量空间的子空间.

定义 6.7.4 对于 1 ≤ k ≤ n, 定义 n 元多项式

ek :=
∑

1≤i1<···<ik≤n

Xi1 · · ·Xik ;

容易看出它是 k 次齐次的对称多项式, 称为第 k 个初等对称多项式. 对于 k = 0 的情
形, 方便的规定是 e0 := 1.

初等对称多项式和求根问题直接相关: 引进变元 Y , 则有
n∏
i=1

(Y +Xi) =

n∑
i=0

eiY
n−i,

或者换个写法:
n∏
i=1

(Y −Xi) = Y n − e1Y n−1 + · · ·+ (−1)nen. (6.7.1)

上式无非是多项式根与系数关系的改写, 又称 Vieta 公式. 特别地, en = X1 · · ·Xn.
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引理 6.7.5 设 f 是 n 元对称多项式, 则代入 Xn = 0 的产物 f(X1, . . . , Xn−1, 0) 为零
的充要条件是 en | f .

证明 显然 en(X1, . . . , Xn−1, 0) = 0, 所以充分性显然. 至于必要性, 设

f =
∑

i1,...,in

ci1,...,inX
i1
1 · · ·Xin

n .

对给定的下标 i1, . . . , in, 条件 f(X1, . . . , Xn−1, 0) = 0 相当于说 ci1,...,in 6= 0 =⇒
in ≥ 1; 基于 f 的对称性, 对于每个 1 ≤ k ≤ n, 对 f 代入 Xk = 0 的产物也都是零, 于
是同理可得 ci1,...,in 6= 0 =⇒ ik ≥ 1. 这便说明可从 f 提出 en = X1 · · ·Xn.

既然对称多项式成环, g(e1, . . . , en) 对于任何 g ∈ F [X1, . . . , Xn] 也依然是对称的.
对称多项式基本定理 6.7.7 断言所有对称多项式都来自于这一构造. 作为准备, 我们先
将次数的概念方便地拓展到 n 元多项式.

约定 6.7.6 (多项式的齐次部分) 设 f =
∑
i1,...,in

ci1,...,inX
i1
1 · · ·Xin

n ∈ F [X1, . . . , Xn].
对所有 d ∈ Z≥0, 定义 f 的 d 次齐次部分为

fd :=
∑

i1+···+in=d

ci1,...,inX
i1
1 · · ·Xin

n ;

这使得 f =
∑
d fd. 因此满足 f = fd 的多项式正是 d 次齐次多项式. 另定义

deg f :=

{
max{d ∈ Z≥0 : fd 6= 0}, f 6= 0,

−∞, f = 0.
(6.7.2)

定理 6.7.7 设 f 为 n 元对称多项式, 则存在 g ∈ F [X1, . . . , Xn] 使得

f = g(e1, . . . , en).

证明 注意到 fd 对每个 d ≥ 0 都是对称多项式. 问题按此立刻化约到 f 是 d 次齐次
对称多项式的情形.
对于所有 n 元多项式 g, 定义其权重为

wt(g) :=
{

max
{∑n

k=1 kik : Xi1
1 · · ·Xin

n 在 g 中系数非零} , g 6= 0,

−∞, g = 0.

今将证明: 若 f 是 d 次齐次的, 则断言中的 g 不仅存在, 还能取到 wt(g) ≤ d. 我们将
对 n+ d 递归地论证.
当 d = 0, 亦即 f ∈ F 时一切是平凡的. 以下设 d ≥ 1.
对所有 n 元对称多项式 h, 记 h♭ := h(X1, . . . , Xn−1, 0); 观察到 h♭ 是 n − 1 元对

称多项式, n = 1 时理解为常数. 按此得到

? f ♭, 它依然是 d 次齐次的;
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? e♭1, . . . , e
♭
n−1, 它们正好是第 1, . . . , n− 1 个初等 n− 1 元对称多项式.

我们知道存在 g1 ∈ F [X1, . . . , Xn−1] 使得 f ♭ = g1(e
♭
1, . . . , e

♭
n−1), 而且 wt(g1) ≤ d.

由此可见
deg g1(e1, . . . , en−1) ≤ d

成立, 从而
f1 := f − g1(e1, . . . , en−1)

是次数 ≤ d 的 n 元对称多项式, 并且 f ♭1 = 0. 引理 6.7.5 蕴涵 en | f1. 命

f2 :=
f1
en
∈ F [X1, . . . , Xn].

从 f1 和 en 的对称性, 易见 f2 也是对称多项式, 且 deg f2 ≤ d− n (包括 f2 = 0 的
情况). 将 f2 分解为齐次部分的和, 并应用递归假设, 可知存在 g2 使得

f2 = g2(e1, . . . , en), wt(g2) ≤ d− n,

从而

f = f1 + g1(e1, . . . , en−1) = enf2 + g1(e1, . . . , en−1)

= eng2(e1, . . . , en) + g1(e1, . . . , en−1).

综上应取 g := Xng2 + g1, 它显然满足 wt(g) ≤ d.

上述证明具有算法特性, 它可以用来具体地求 g.
定理 6.7.7 断言了表法 f = g(e1, . . . , en) 的存在性, 然而 g 是否由 f 唯一确定? 答

案是肯定的: 若 g(e1, . . . , en) = h(e1, . . . , en), 则 (g− h)(e1, . . . , en) = 0, 故唯一性归结
为以下陈述, 称为 e1, . . . , en 的代数无关性.

定理 6.7.8 设 g ∈ F [X1, . . . , Xn]. 若 g(e1, . . . , en) = 0, 则 g = 0.

定理 6.7.8 的证明不难, 然而需要一些后续的结果, 留作本章习题. 对称多项式还
有许多值得称道的性质, 有意深究的读者不妨参考 [10, §5.8], 该处对定理 6.7.7 和 6.7.8
也提供了不同的证明.

练习 6.7.9 (判别式) 考虑首一多项式

f = Xn + cn−1X
n−1 + · · ·+ c0 =

n∏
i=1

(X − αi).

(i) 对所有置换 σ ∈ Sn, 说明∏
i<j

(ασ(i) − ασ(j)) := sgn(σ)
∏
i<j

(αi − αj).
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(ii) 定义 f 的判别式为
disc(f) =

∏
i<j

(αi − αj)2,

说明若将 α1, . . . , αn 视作变元, 则 disc(f) 是关于 α1, . . . , αn 的对称多项式.

(iii) 定理 6.7.7 确保 disc(f) 可以表作系数 c0, . . . , cn−1 的多项式, 定理 6.7.8 还确保
表法唯一; 依此, disc(f) 能对任何首一多项式 f 来定义, 不必要求 f 在给定的域
F 上分裂. 对于 n = 2, 3 情形具体写下 disc(f), 并将之与 §1.1 介绍的二次和三
次方程理论相对比.

举例明之, X3 + pX + q 的判别式为 −4p3 − 27q2, 和 (1.1.2) 一致.

6.8 结式
我们已经在 §6.2 谈及关于多项式互素的概念. 在具体例子中, 辗转相除法可以高

效地算出两个一元多项式的最大公因式, 但是出于理论的需求, 我们也时常寻觅一个精
确的量来判定它们互素与否, 这个量应该由多项式的系数直接确定. 尽管问题初看并非
线性的, 线性方程组与行列式的理论依然能提供一个优雅的答案.

本节仍然选定域 F , 并且约定以降幂方式表达多项式.

定义 6.8.1 (结式) 设 n,m ∈ Z≥1. 考如虑 F [X] 的元素

f = v0X
n + · · ·+ vn,

g = w0X
m + · · ·+ wm,

其中 vi, wj ∈ F . 定义 f 和 g 的结式为

Res(f, g) :=

v0 · · · · · · vn

. . . . . .
v0 · · · · · · vn

w0 · · · · · · wm
w0 · · · · · · wm

. . . . . .
w0 · · · · · · wm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

m 行

n 行

这是 n+m 阶行列式, 空白部分均为零.

观察到若将系数 v0, . . . , wm 视作变元, 而不代入具体数值, 则 Res(f, g) 展开后是
关于 v0, . . . , wm 的整系数 n+m+ 2 元多项式, 系数和 F 无关.

练习 6.8.2 运用行列式的性质, 迅速地说明
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1. Res(g, f) = (−1)nmRes(f, g);

2. 对所有 t ∈ F 皆有

Res(tf, g) = tmRes(f, g), Res(f, tg) = tnRes(f, g);

3. 在 Res(f, g) 的展开式中, vm0 wnm 的系数为 1.

引理 6.8.3 选定 n,m ∈ Z≥1. 设 f, g ∈ F [X]具有如定义 6.8.1的表法,则 Res(f, g) = 0

当且仅当存在 f1, g1 ∈ F [X], 不全为零, 使得

fg1 + gf1 = 0, deg f1 < n, deg g1 < m.

证明 将 f1 和 g1 表作

f1 = a1X
n−1 + · · ·+ an,

g1 = b1X
m−1 + · · ·+ bm,

然后将 fg1 + gf1 = 0 展开为关于

b1, . . . , bm, a1, . . . , an

的 n +m 元线性方程组 (注意顺序). 依序考察 Xn+m−1, . . . , 1 的系数, 可见线性方程
组的系数矩阵是以下矩阵的转置

v0 · · · vn

v0 · · · vn
. . . . . .

v0 · · · vn

w0 · · · wm

w0 · · · wm
. . . . . .

w0 · · · wm



.

既然转置不影响行列式, 根据 Cramer 法则 (推论 5.7.6), 方程组有不全为零的解当
且仅当 Res(f, g) = 0.

定理 6.8.4 选定 n,m ∈ Z≥1. 设 f, g ∈ F [X]具有如定义 6.8.1的表法,则 Res(f, g) = 0

当且仅当以下任何一个条件成立: v0 = 0 = w0, 或者 f 和 g 有次数 > 0 的公因式.
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证明 先处理 “当” 的方向. 若 v0 = 0 = w0, 则 Res(f, g) 是一个首列全为 0 的行列
式, 故 Res(f, g) = 0. 若 f 和 g 有次数 > 0 的公因式 d, 则可取多项式 f1 := −f/d 和
g1 := g/d, 它们不全为零, 而且

fg1 + gf1 = 0, deg f1 < deg f ≤ n, deg g1 < deg g ≤ m.

代入引理 6.8.3 便得到 Res(f, g) = 0.
现在处理 “仅当” 方向. 设若 f, g 当中有一者为零, 不失一般性可设 f = 0, 则:

? 或者 deg g > 0, 此时 g 本身便是寻求的公因式;

? 或者 g 为常数多项式, 因为 m ≥ 1, 这将导致 w0 = 0 = v0;

无论哪种情形, 断言都成立. 因此以下可以合理地假定 f, g 皆非零. 进一步还能设
v0, w0 不全为零, 不妨便设 w0 6= 0. 我们的目标是证明此时 f 和 g 不可能互素.
基于 Res(f, g) = 0, 按引理 6.8.3 的方式取不全为零的 f1, g1 ∈ F [X]. 它们满足

fg1 + gf1 = 0, deg g1 < m = deg g.

上式相当于 F (X) 中的等式 f
g = −f1

g1
. 假若 f 和 g 互素, 则关于既约分式表法的

定义–命题 6.2.6 将蕴涵 g | g1, 这与 deg g1 < deg g 矛盾. 明所欲证.

作为一则立即的推论, 若 f 和 g 有公共根 α, 亦即 X − α 是它们的公因式, 则
Res(f, g) = 0.

结式的历史渊源之一是高次方程组的求解. 本章习题将有进一步的介绍.
我们接着对 f 和 g 分裂的情形说明结式何以为 “结”.

定理 6.8.5 选定 n,m ∈ Z≥1. 设 f, g ∈ F [X] 有以下表法

f = a

n∏
i=1

(X − αi),

g = b

m∏
j=1

(X − βj),

其中 a, b 和 αi, βj 都是 F 的元素, 则

Res(f, g) = am
n∏
i=1

g(αi) = (−1)nmbn
m∏
j=1

f(βj)

= ambn
∏
i,j

(αi − βj).

证明 既然 Res(f, g) = (−1)nmRes(g, f), 证 Res(f, g) = am
∏n
i=1 g(αi) 即可. 进一步,

问题还容易化约到 a = 1 的情形.
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我们先处理 g(α1), . . . , g(αn) 两两相异的情形. 引入变元 Y 并在 F (Y ) 上考虑
Res(f, g−Y ). 这相当于将 g 的常数项 bm 改成 bm−Y , 给出一个关于 Y 的多项式. 就
结式的定义思忖半响, 可以得出降幂表法

Res(f, g − Y ) = (−1)nY n + · · ·+ Res(f, g).

对所有 1 ≤ i ≤ n, 既然 αi 是 f 和 g − g(αi) 的公根, 故 Res(f, g − g(αi)) = 0, 从
而 g(αi)− Y | Res(f, g − Y ). 因为 g(α1), . . . , g(αn) 两两相异, 我们得出

n∏
i=1

(g(αi)− Y ) | Res(f, g − Y ).

两边都是 Y 的 n 次多项式, 比较 Y n 的系数可见上式实则是等式. 代入 Y = 0 便是
Res(f, g) =

∏n
i=1 g(αi).

现在考虑一般情形. 以下采取的技巧是以 n 个变元来代替 α1, . . . , αn, 另外记为
Z1, . . . , Zn, 并相应地用 f̃ =

∏n
i=1(X − Zi) 代替 f . 我们先着手在环 F [Z1, . . . , Zn]

中证明
Res(f̃ , g) =

n∏
i=1

g(Zi). (6.8.1)

当然, 我们可设 b 6= 0, 否则等式是平凡的. 于是 g(Z1), . . . , g(Zn) 显然两两相异,
所求等式因而是先前处理的情况在有理函数域 F (Z1, . . . , Zn) 上的应用.

现在对等式 (6.8.1) 代入 Zi = αi. 既然结式是关于多项式系数的整系数多项式, 而
且这些整系数与域的选取无关, 故左式化为 Res(f, g), 右式则化为 ∏n

i=1 g(αi). 证毕.

证明中关于一般情形的论证也能以用定理 3.6.3 的延拓原理处理, 为此需先将 F

扩张为无穷域, 留给有兴趣的读者练习.
作为一则推论, 现在可以明确结式与练习 6.7.9 介绍的判别式有何联系, 这涉及

§6.4 的形式求导. 首先将判别式的定义推广到非首一的情形: 对

f = a

n∏
i=1

(X − αi), a, α1, . . . , αn ∈ F, a 6= 0

定义其判别式为
disc(f) := a2n−2

∏
i<j

(αi − αj)2. (6.8.2)

推论 6.8.6 对于如上的 f , 我们有 a · disc(f) = (−1)
n(n−1)

2 Res(f, f ′); 右式对应于在结
式定义中取 m = n− 1 和 g = f ′.

证明 定理 6.8.5 给出
Res(f, f ′) = an−1

n∏
i=1

f ′(αi).
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因为 f ′ = a
∑n
k=1

∏
j 6=k(X − αj), 对所有 1 ≤ i ≤ n 都有

f ′(αi) = a
∏
j 6=i

(αi − αj),

因之

Res(f, f ′) = a2n−1
n∏
i=1

∏
j 6=i

(αi − αj) = a2n−1(−1)
n(n−1)

2

∏
i<j

(αi − αj)2.

右式整理为 (−1)
n(n−1)

2 a 乘上先前所定义的 disc(f).

若 f = a0X
n + · · ·+ an, 则 Res(f, f ′) 涉及的行列式表作 a0, . . . , an 的整系数多项

式, 而且从行列式首列能提出 a = a0, 因此 (−1)n(n−1)/2a−1Res(f, f ′) 表作 a0, . . . , an

的整系数多项式. 这说明 disc(f) 在 f 非首一时的定义确实合理.

6.9 不可约多项式初探
我们在 §6.2 初步介绍过不可约多项式的概念. 一般而言, 判断一个多项式可约与

否是颇为棘手的问题. 本节仅探讨一些简单然而基础的面向.
当然, 问题和域 F 的选取密切相关.

例 6.9.1 域 F 是定义 6.6.5 所谓的代数闭域当且仅当 F 上的不可约多项式都是一次
多项式, 细说如下. 设 f ∈ F [X]∖ F :

? 若 F 代数闭, 则因为 f 分解为一次因式的积, 使其不可约的唯一可能是 f 本身便
是一次的;

? 反之, 若 F 上的不可约多项式都是一次的, 则将 f 分解为不可约因式便是分解为
一次因式的积.

因此复数域 C 上的不可约多项式都是一次多项式.

例 6.9.2 实数域 R 上的不可约多项式分成两类. 不失一般性, 考虑首一不可约多项式
即可:

▷ 一次情形 X − a;

▷ 二次情形 X2 + bX + c, 要求判别式 b2 − 4c < 0.

为了说明这点, 设 f ∈ R[X] 首一. 先将 f 在 C[X] 中分解为 f =
∏n
i=1(X − λi),

其中满足 λi ∈ R 的因式 X − λi 已经属于 R[X], 其余则按复共轭合并为

(X − λi)(X − λi) = X2 − (λi + λi)X + λiλi ∈ R[X];
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综上, R[X] 的不可约元只能是一次或二次的.
尚须确定哪些实二次多项式不可约. 在任意域 F 上, 多项式 X2 + bX + c 可约等

价于它在 F 中有根; 当 F = R, 有根等价于 b2 − 4c ≥ 0. 这就完成了所求的分类.

下一个考量的情形是有理数域 Q. 观察到对任意 f ∈ Q[X], 将系数通分给出
f = g

t , 其中 t ∈ Z 非零而 g ∈ Z[X]. 于是 f 不可约当且仅当 g 不可约. 进一步从 g 的
系数提出最大公因数, 便将多项式的可约性化约到各项系数互素的整系数多项式来考
量. 这一类多项式具有特别的兴味.

定义 6.9.3 设 f =
∑n
k=0 akX

k ∈ Z[X] 非零. 命

c(f) := a0, . . . , an 的最大公因数.

若 c(f) = 1, 则称 f 为本原多项式.

任何 f ∈ Z[X]∖ {0} 都能写成 f = c(f)f0 的形式, 其中的 f0 是本原多项式.
以下的重要结果被称为 Gauss 引理.

引理 6.9.4 (C. F. Gauss) 设 g, h ∈ Z[X] 为本原多项式, 则 gh 亦然.

证明 将 g 按升幂展开为 a0 + · · · + anX
n, 类似地, h = b0 + · · · + bmX

m, 其中
an, bm 6= 0. 方便起见, 不妨对整数 i /∈ [0, n] (或 j /∈ [0,m]) 命 ai = 0 (或 bj = 0).
对于任意素数 p, 由于 p 不整除所有 a0, . . . , an, 可取 0 ≤ r ≤ n 使得

i > r =⇒ p | ai, p ∤ ar.

同理可取 0 ≤ s ≤ m 使得
j > s =⇒ p | bj , p ∤ bs.

由于 gh 的 k 次项系数是 ∑
i+j=k aibj , 取 k = r + s 则有

p ∤ arbs +
∑
i>r

aibr+s−i +
∑
j>s

ar+s−jbj

被 p 整除

,

因此 gh 有不被 p 整除的系数. 既然 p 可任选, 这表明 gh 是本原多项式.

引理 6.9.5 对于所有非零的 g, h ∈ Z[X], 我们有 c(gh) = c(g)c(h).

证明 按定义可将 g (或 h) 写作 g = c(g)g0 (或 h = c(h)h0), 其中 g0, h0 是本原多
项式. 于是 gh = c(g)c(h)g0h0, 而引理 6.9.4 蕴涵 g0h0 是本原多项式. 这就表明
c(gh) = c(g)c(h).

定理 6.9.6 设 f ∈ Z[X] 为本原多项式, deg f > 0. 以下陈述等价:

(a) f 作为 Q[X] 的元素是不可约的;
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(b) 不存在次数皆 > 0 而且满足 f = gh 的多项式 g, h ∈ Z[X].

此外, 若本原多项式 f 能在 Q[X] 中分解为 gh, 则将 g 和 h 分别乘以某个 α ∈ Q×

以及 α−1 后, 可以确保 g 和 h 都是本原多项式.

证明 以下论证 (a)和 (b)两者的否定相互等价. 选定本原多项式 f ∈ Z[X], deg f > 0.
若有次数 > 0 的 g, h ∈ Z[X] 使得 f = gh, 将此式放在 Q[X] 中考量, 便表明 f 作

为 Q[X] 的元素可约.
反之设 f 在 Q[X] 中可约, 分解为 f = gh, 其中 g, h ∈ Q[X] 的次数皆 > 0. 取

u, v ∈ Z≥1 使得 ug, vh ∈ Z[X], 则 uvf = (ug)(vh) 而

uv = c(uvf) = c(ugvh)
引理 6.9.5

c(ug)c(vh),

于是
f =

ug

c(ug)
· vh

c(vh)
.

命 g1 := ug
c(ug) 和 h1 := vh

c(vh) , 它们都是本原多项式, 而且 f = g1h1. 这就证明
了 (a) 等价于 (b), 也顺带证明了最后一则断言在 deg f > 0 时的情形, 然而该断言在
deg f = 0 时是平凡的.

这套技术足以分类整环 Z[X] 的所有不可约元 (定义 6.2.3), 从而证明 Z[X] 是唯一
分解环 (定义 6.2.5).

定理 6.9.7 整环 Z[X] 的不可约元分成两类:

▷ 第一类 Z 的不可约元.

▷ 第二类 次数 > 0 并满足定理 6.9.6 的等价条件 (a) 或 (b) 的本原多项式 f .

进一步, Z[X] 是唯一分解环.

证明 先分类不可约元. 首先容易看出 Z[X] 中满足 deg f = 0 的不可约元必然是 Z 的
不可约元, 这是第一类.

其次设 f ∈ Z[X] 满足 deg f > 0. 若 f 在 Z[X] 中不可约, 则 f 必为本原多项式,
否则能从系数中提取 Z 的不可约元, 故以下可设 f 为本原多项式. 若有 Z[X] 中的分解
f = gh, 而且 g, h /∈ Z× = Z[X]×, 则必有 deg f, deg g > 0; 因此 f 在 Z[X] 中不可约当
且仅当它满足定理 6.9.6 的条件 (b), 这是第二类.
接着证明 Z[X] 是唯一分解环. 给定 f ∈ Z[X] ∖ {0}, 先将 c(f) 在 Z 中作不可约

分解, 然后将本原多项式 f0 := f
c(f) 在 Q[X] 中作不可约分解; 注意到根据定理 6.9.6 的

第二部分, 从 f0 析出的所有不可约因式皆可取为本原多项式, 因而满足定理 6.9.6 的等
价条件 (a), 给出 Z[X] 的第二类不可约元. 综上, f 表作 Z[X] 的不可约元的乘积.
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最后说明 Z[X] 的不可约分解唯一: 对整环 Z[X] 和 Z 沿用约定 6.2.1 的等价关系
∼. 回忆到 Z× = Z[X]×, 故两个环上的 ∼ 不致混淆. 设有

a1 · · · amp1 · · · pn ∼ b1 · · · brq1 · · · qs,

其中 ai, bj (或 pi, qj) 是 Z[X] 的第一类 (或第二类) 不可约元, 容许重复. 两边同取 c(·)
得到 a1 · · · am ∼ b1 · · · br, 根据 Z 的唯一分解性遂有 m = r 而 a1, . . . , am 和 b1, . . . , br

仅差一个重排和 ∼.
于是 p1 · · · pn ∼ q1 · · · qs. 根据 Q[X] 的唯一分解性, n = s 而两边仅差一个重排和

来自 Q× = Q[X]× 的倍数. 讨论 Q× 中元素的既约分式, 易见两个本原多项式相差一
个 Q× 的倍数当且仅当它们相差 Z× 的倍数. 这就证明了分解的唯一性.

定理 6.9.6 的好处在于 f 的不可约性是对 Q[X] 而论, 但它能否分解为次数 > 0 的
本原多项式乘积则是一个整系数的问题. 关于 Q 上不可约多项式的研究因此带有数论
意涵. 以下是称为 Eisenstein 判准的一则著名应用.

定理 6.9.8 (G. Eisenstein) 设 n ∈ Z≥1 而 f ∈ a0 + a1X + · · · + anX
n ∈ Z[X]. 若有

素数 p 满足

p ∤ an,
0 ≤ i < n =⇒ p | ai,

p2 ∤ a0,

则 f 作为 Q[X] 的元素不可约.

证明 首先化约到 f 是本原多项式的情形. 条件 p ∤ an 说明 p ∤ c(f), 因此 f
c(f) ∈ Z[X]

的系数对 p 满足相同的条件. 以 f
c(f) 代 f 可确保 f 是本原的.

以下采取反证法. 假若 f 可约, 则定理 6.9.6 确保有次数 > 0 的本原多项式

g = b0 + · · ·+ bmX
m, h = c0 + · · ·+ clX

l, bm, cl 6= 0

使得 f = gh. 观察到 l +m = n, 而 an = bmcl, a0 = b0c0. 于是有

p ∤ bm, p ∤ cl, p | a0 = b0c0.

不失一般性可以假定 p | b0. 现在取 0 < k ≤ m 使得

0 ≤ i < k =⇒ p | bi, p ∤ bk.

我们有同余式
ak =

k∑
i=0

bick−i ≡ bkc0 (mod p);

另一方面 k ≤ m < n 蕴涵 ak ≡ 0 (mod p), 故 bkc0 ≡ 0 (mod p). 既然 p ∤ bk, 必有
p | c0, 然而这与 p2 ∤ a0 = b0c0 矛盾.
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例 6.9.9 取 p 为素数. Eisenstein 判准的标准应用是证多项式

Φp :=
Xp − 1

X − 1
= 1 +X + · · ·+Xp−1

不可约. 证明的第一步是以二项式展开将 Φp 改写为

((X − 1) + 1)p − 1

X − 1
=

∑p
k=1

(
p
k

)
(X − 1)k

X − 1
=

p∑
k=1

(
p

k

)
(X − 1)k−1.

第二步是以下观察: 在任意域 F 上, 若 h =
∑
n anX

n ∈ F [X] 不可约, 则
h(X − 1) =

∑
n an(X − 1)n 也不可约. 何以故? 映射 h 7→ h(X − 1) 是环 F [X] 的自同

构, 以 h 7→ h(X + 1) 为逆, 所以不可约性也相应地在 h 和 h(X − 1) 之间转译.
现将第二步的观察用于 F = Q和 h :=

∑p
k=1

(
p
k

)
Xk−1. 第一步说明 h(X−1) = Φp,

问题遂归结为证 h不可约. 观察到 h是首一整系数多项式,常数项是 p;基于 Eisenstein
判准, 问题进一步化作证明

1 ≤ k ≤ p− 1 =⇒ p |
(
p

k

)
.

然而
(
p
k

)
= p(p−1)···(p−k+1)

k! 已知是整数, 当 1 ≤ k ≤ p− 1 时分子含 p 而分母和 p 互素,
这就表明 p |

(
p
k

)
. 明所欲证.

例 6.9.9 现身的 Φp 是分圆多项式的一员. 本章习题将介绍分圆多项式的一般定义.

练习 6.9.10 设 f =
∑
n anX

n ∈ Z[X] 是本原多项式. 设 p 为素数, 记 [an]p 为 an 在
Fp := Z/pZ 中的像, 亦即同余类 an + pZ. 证明若 f 的最高次系数和 p 互素, 而且
Fp[X] 的元素 fp :=

∑
n[an]pX

n 不可约, 则 f 不可约.
提示 若 f 可约, 则必可写成次数 > 0 的本原多项式 g 和 h 的积, 而且 g 和 h 的

最高次系数都和 p 互素. 从 fp = gphp 说明此时 fp 可约.

对于一般的整系数多项式, 有以下的简单算法来确定它的一次因式, 即根. 由于不
超过三次的多项式可约当且仅当有根, 它们的可约性便容易按此判定.

命题 6.9.11 (一次因式检验法) 设有理数 α = u
v 是整系数多项式 anX

n+ an−1X
n−1 +

· · ·+ a0 ∈ Z[X] 的根, 其中 u 和 v 互素, 则有 v | an 和 u | a0.

证明 对 anα
n + an−1α

n−1 · · ·+ a0 = 0 两边同乘以 vn, 得到

anu
n + an−1u

n−1v + · · ·+ a0v
n = 0;

因此左式被 u 和 v 整除. 利用整数的唯一分解性质, 关于互素的条件便蕴涵 v | an 和
u | a0.

推论 6.9.12 首一整系数多项式的有理根必然是整数.
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证明 在一次因式检验法中代入 an = 1.

读者可能已经察觉, 在本节关于整系数多项式的论证中, 起关键作用的是整环 Z 的
唯一分解性. 关于 Z 上的多项式的这些结果容易推广到任意唯一分解环 R 及其分式域
K 上. 譬如设 f =

∑
n anX

n ∈ R[X] ∖ {0}, 则当 c(f) := gcd(a0, . . . , an) ∼ 1 时称 f

为本原多项式, 而定理 6.9.7 则改述如下:

f 在 R[X] 中不可约 ⇐⇒
或者 f 是 R 的不可约元,
或者 deg f > 0, f 本原, 而且在 K[X] 中不可约;

此外 R[X] 仍是唯一分解环. 论证是完全相同的. 感兴趣的读者可以进一步参考 [10,
§5.7] 或本章习题.

算法 6.9.13 为了判断高次整系数多项式的可约性, 最明智的选择是让计算机代劳. 为
了展示这确实是可计算的, 下面介绍称为 Kronecker 法的一种初等手段.
给定本原多项式 f ∈ Z[X]和 k ∈ Z≥1,为了判定是否存在 g, h ∈ Z[X]使得 f = gh

而且 deg g ≤ k, 选取相异的 x0, . . . , xk ∈ Z, 避开 f 的零点; 因为整系数多项式在整点
取整值, 故

f = gh =⇒ ∀j = 0, . . . , k, g(xj) | f(xj).

由于每个 f(xj) 仅有有限多个因数, (g(xj))kj=0 也仅有有限多种可能. 然而所有
数组 (yj)

k
j=0 都以插值法 (例 6.6.7) 确定唯一的 g 使得 deg g ≤ k 而 g(xj) = yj 对

j = 0, . . . , k 成立. 综上, 因式被限制在一个有限而且可算的集合中; 对其中每个 g, 带
余除法能判定它是否整除 f .
代入 k = bdeg f

2 c. 若上述算法的结果是不存在这般的整系数因式 g 使得 deg g > 0,
则 f 不可约; 如果 f 可约, 则算法可迭代给出 f 的不可约分解.

Kronecker 法只在 f 的次数和系数较小的时候容易实行, 现代数学软件另有更曲折
的, 涉及 mod p 运算的算法.

6.10 从不可约多项式构造扩域
域 F 上的多项式未必有根, 自古以来这就是困扰学者们的一则麻烦. 本节的目的

是说明如何抽象地向多项式添根, 方式是将 F 嵌入足够大的域 L. 从环同态的观点看,
这相当于取适当的单同态 ξ : F → L. 自 L 观之, F 嵌入为子域; 自 F 观之, L 则称为
其扩域或扩张. 扩域的概念当然是相对于 ξ 而言, 但在不致混淆的前提下, 我们惯常省
略 ξ, 而将 F 直接视同 L 的子域, 以节约笔墨.

构造扩域的关键一步是取 F [X] 的商. 引理 6.2.8 说明考虑形如 (f) 的理想即可.
留意到 F [X]/(f) 是零环当且仅当 (f) = F [X], 当且仅当 f ∈ F×. 另一方面, 取 f = 0

则有 F [X]/(0) = F [X]. 因此以下不妨设 f ∈ F [X]∖ F .
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引理 6.10.1 设 f ∈ F [X]∖ F , 则

ι : F F [X]/(f)

a a+ (f)

是环之间的单同态.

证明 显见 ι 是标准嵌入 F ↪→ F [X] 和商映射 F [X]↠ F [X]/(f) 的合成, 既然两者都
是同态, ι 亦然. 其次, 从域到非零环的环同态总是单的 (练习 6.1.13), 但这点也可以直
接验证: 如果 f | a 而 a ∈ F , 则因为 f /∈ F , 唯一可能是 a = 0.

对于任意环 L, 一旦选定了同态 ξ : F → L, 便可以赋 L 以 F -向量空间的结构, 方
法是取加法为环 L 的加法, 而 t ∈ F 的纯量乘法映 x ∈ L 为 ξ(t)x ∈ L.

将上述思路代入引理 6.10.1 的情境, 便使得 F [X]/(f) 通过同态 ι 成为 F -向量空
间, 其加法是商环的加法, 而 t ∈ F 的纯量乘法映 h + (f) 为 ι(t)(h + (f)) = th + (f).
这也正是 F [X] 对子空间 (f) 取商得到的向量空间结构.
接着确定 F [X]/(f) 的维数.

引理 6.10.2 设 f ∈ F [X]∖F ,则 1, X, . . . ,Xdeg f−1 对 (f)的陪集给出 F [X]/(f)的基.

证明 带余除法说明任何 h ∈ F [X] 都属于形如 r+ (f) 的陪集, 其中 deg r < deg f , 而
这般的 r 是由 h 唯一确定的.

设 f ∈ F [X]∖ F . 对商环 F [X]/(f) 应用命题 6.3.6 可得

F [X]/(f)是域 ⇐⇒ F [X]/(f)是整环 ⇐⇒ f 不可约.

万事俱备, 现在可以严格地表述向不可约多项式添根的构造, 并且进一步说
明此构造方式是最经济的. 先介绍一则符号: 给定环同态 ξ : F → L 和 f =∑
n≥0 anX

n ∈ F [X] (有限和), 记 fξ :=
∑
n≥0 ξ(an)X

n ∈ L[X]. 容易看出 f 7→ fξ 给
出同态 F [X]→ L[X].

命题 6.10.3 设 f =
∑
n≥0 anX

n ∈ F [X] 不可约.

(i) 相对于引理 6.10.1 的域嵌入 ι : F ↪→ F [X]/(f) =: E, 记 α := X + (f) ∈ E, 则多
项式 f ι ∈ E[X] 满足 f ι(α) = 0.

(ii) 若 L 是交换环, ξ : F → L 是环同态, 而且 β ∈ L 满足 fξ(β) = 0, 则存在唯一的
环同态 ψ : E → L 使得 ψ(α) = β, 并且使下图交换:

E L

F

ψ

ι
ξ
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这也等价于说相对于 E (或 L) 上由 ι (或 ξ) 赋予的 F -向量空间结构, ψ 是线性
映射.

证明 先证 (i). 直接求 f ι(α) 的值为∑
n≥0

ι(an)(X + (f))n =
∑
n≥0

(an + (f))(Xn + (f))

=
∑
n≥0

anX
n + (f)

= f + (f) = (f).

此即 E := F [X]/(f) 的零元.
对于 (ii), 首先假设断言中的同态 ψ : E → L 存在, 则将交换图表

F [X] E

F

商同态

标准嵌入
ι

和断言中的交换图表拼接, 可得交换图表

F [X] L

F
标准嵌入 ξ

记上图的水平箭头为 Ψ, 则 Ψ(X) = ψ(α) = β. 因此对于一般的多项式 g =
∑
n bnX

n,
交换图表给出

Ψ(g) =
∑
n

Ψ(bn)Ψ(X)n =
∑
n

ξ(bn)β
n = gξ(β);

换言之, Ψ : F [X] → L 是求值同态 g 7→ gξ(β), 而 ψ 由 ψ(g + (f)) = Ψ(g) 完全确定.
唯一性得证.

这也为 ψ 的存在性指明了道路. 何以故? 从 F [X] 到 L 的求值同态 Ψ : g 7→ gξ(β)

总是能定义, 由 Ψ(f) = fξ(β) = 0 可见 Ψ 映理想 (f) 为零, 因此命题 6.1.10 将 Ψ 唯
一地分解为 F [X]

商同态
E

ψ
L, 其中 ψ 映 g + (f) 为 gξ(β). 特别地, 对所有 a ∈ F

都有 ψ(ι(a)) = ξ(a), 这便给出所需的交换图表.

我们更愿意将 F 通过 ι 视同 E 的子域, 从而将 F [X] 视同 E[X] 的子环, 故今后
将不加说明地省略 f ι 的上标 ι, 而直接将 f 看作 E[X] 的元素. 实践表明这在大部分
情境下不会导致混淆.

例 6.10.4 取 F = R 以及其上的不可约多项式 X2 + 1. 添根的构造给出嵌入

R ↪→ R[X]/(X2 + 1).
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在域 R[X]/(X2 + 1) 上, −1 自动有平方根 α := X + (X2 + 1); 事实上 R[X]/(X2 + 1)

按两种方式自然地同构于 C. 具体方法是在命题 6.10.3 (ii) 中考虑

L := C, ξ : R
标准嵌入

C, β± := ±i.

既然 ±i 都是 f := X2 + 1 的根, 我们得到同态 ψ± 连同交换图表

R[X]/(X2 + 1) C

R

ψ±

使得 ψ±(α) = ±i. 既然 R[X]/(X2 + 1) 是域, ψ± 必然单 (练习 6.1.13). 此外它还是满
的: 这点既可以从维数看出, 也可以从 C 的所有元素都能写成 ±i 的多项式这点直接推
导 — 事实上, 所有复数都能写成 a± bi 的形式.
上述同构 ψ± : R[X]/(X2 + 1)

∼→ C 并非唯一而是 “唯二” 的, 取决于如何指定 −1
的平方根. 从代数的立场, 这两个平方根无法区别, 也毋须区别.

推论 6.10.5 对任意域 F 和任意非常数多项式 f ∈ F [X], 存在域的嵌入 F ↪→ Ef 使得
f 在 Ef 上分裂 (定义 6.6.2).

证明 对次数 deg f 递归地论证, 但 F 是可变的. 若 deg f = 1 则 f 业已分裂. 以下设
deg f > 1.

任取 f 的不可约因式 p. 以命题 6.10.3 构造域嵌入 F ↪→ E1 使得 p 在 E1 上有
根, 记此根为 α, 则 f 可以置于 E1[X] 中写成 f = (X − α)g 的形式, g ∈ E1[X] 而
deg g = deg f − 1. 对 g ∈ E1[X] 继续递归地操作, 以得到一系列的域嵌入

F ↪→ E1 ↪→ E2 ↪→ · · · ↪→ Er,

使得 f 在 Er 上分裂; 留意到 r ≤ deg f .

在实际应用中, 我们不仅寻求扩域 E 使给定的多项式分裂, 还关心 E 相对于 F 的
大小. 为了阐明这个概念, 且先回到本节开头的情境, 并作如下定义.

定义 6.10.6 考虑域 F , 环 L 连同给定的同态 F → L, 这些资料使得 L 成为 F -向量空
间. 定义 L 相对于 F 的次数为

[L : F ] := dimF L.

特别地, 对于 F 的任意扩域 E 都能讨论其次数 [E : F ].

以引理 6.10.1 的嵌入 F ↪→ F [X]/(f) =: L 为例, 其中 f ∈ F [X]∖ F . 引理 6.10.2
表明 [L : F ] = deg f .
回忆到推论 6.10.5 给出的 F ↪→ Ef 实际源于扩域塔 F ↪→ E1 ↪→ · · · . 以下结果说

明扩域的次数可以在塔中逐层计算.
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命题 6.10.7 设 E 是 F 的扩域, L 是任意环, 带有给定的同态 E → L, 从而使 L 成为
E-向量空间; 如将纯量乘法限制在子域 F 上, 则 L 也是 F -向量空间. 它们的次数满足
塔性质:

[L : F ] = [L : E][E : F ]

证明 不失一般性, 可设 L 不是零环. 既然 E → L 总是单射 (练习 6.1.13), 今后不妨
将 E 和 F 视同 L 的子环, 以简化符号.

取 L 作为 E-向量空间的基 B ⊂ L, 再取 E 作为 F -向量空间的基 C ⊂ E. 兹断言
{cb : (b, c) ∈ B × C} 是 L 作为 F -向量空间的基.

首先, 任意 x ∈ L 都能表成有限和 x =
∑
b∈B tbb, 而每个系数 tb 又能在 E 中表成

有限和 ∑
c∈C tb,cc, 其中 tb,c ∈ F . 因此 x =

∑
(b,c)∈B×C tb,ccb.

兹断言若有系数在 F 上的线性关系式 ∑
(b,c)∈B×C tb,ccb = 0 (有限和), 则对所有

(b, c) 皆有 tb,c = 0. 办法仍然是集项:
∑
b (
∑
c tb,cc) b = 0 蕴含每个 ∑

c tb,cc ∈ E 皆为
0, 从而每个 tb,c ∈ F 皆为 0.

特别地, 这还蕴涵当 (b, c) 变动, cb 在 L 中必须两两相异, 因此以上构造的基恰有
|B| · |C| = [L : E][E : F ] 个元素.

推论 6.10.8 设 f ∈ F [X] 满足 n := deg f ≥ 1, 则推论 6.10.5 中的扩域 Ef 可以适当
地选取, 使得 [Ef : F ] ≤ n!.

证明 回到推论 6.10.5 中的递归构造 F ↪→ E1 ↪→ · · · ↪→ Er =: Ef , 第一层满足
E1 ' F [X]/(p), 其中 p 是 f 的某个不可约因子, 因此

[E1 : F ] = deg p ≤ deg f = n.

其后各层是对 n− 1 次多项式 g := f/(X − α) ∈ E1[X] 递归操作的产物 (α ∈ E1 是 p

的一个根). 综上, [Ef : F ] ≤ n(n− 1) · · · = n!.

6.11 应用: 构造有限域
我们已经在一些场合提到有限域, 然而除了在例 3.1.12 通过同余关系定义的

Fp := Z/pZ (其中 p 是素数) 之外, 迄今还缺乏更多例子. 有限域不只在代数学的研究
中举足轻重, 在密码学等领域中也极重要. 为了增进对有限域的了解, 我们先来确定它
们的特征.

对于任意域 F , 根据 §3.7 结尾的讨论:

? 若 char(F ) = 0, 则有自然的域嵌入 Q ↪→ F ;

? 若 char(F ) = p 是素数, 则有自然的域嵌入 Fp ↪→ F .
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若 F 是有限域, 显然只有第二种情形能发生. 因此可以按定义 6.10.6 来谈论扩域的次
数 [F : Fp]; 既然 F 有限, [F : Fp] 当然是一个正整数.
本节后续的讨论都将固定域的特征 p. 我们接着来考察有限域所能具有的元素

个数.

命题 6.11.1 设 p 为素数, F 为特征 p 的有限域, 则 |F | = pn, 其中 n := [F : Fp].

证明 作为 Fp-向量空间, F 同构于 n 份 Fp 的直和, 作为集合来看也就是 n 份 Fp 的
积, 故 |F | = |Fp|n = pn.

对于所有 n ∈ Z≥1, 确实存在有 pn 个元素的有限域. 抽象构造并不困难, 但需要引
入一些定义.

首先, 称为 Frobenius 自同态的一类映射在特征 p 的世界中格外有用. 我们给出交
换环版本的一般定义.

定义–命题 6.11.2 (Frobenius自同态) 设 p为素数, R为交换环,并且满足 p·1R = 0R.
对于所有 q = pn, 其中 n ∈ Z≥1, 映射

Frq : R→ R

x 7→ xq

是环 R 的自同态, 称为 Frobenius 自同态.

证明 显然 Frq 保持 0R 和 1R 不动, 此外由于 R 交换, Frq(xy) = Frq(x)Frq(y) 也是
显然的. 至于加法, 练习 3.7.3 说明 (x + y)p = xp + yp, 迭代 n 次便是 Frq(x + y) =

Frq(x) + Frq(y).

留意到 (Frq)m = Frqm .

练习 6.11.3 说明若 F 是特征 p 的有限域, 则 Frp : F → F 是自同构. 另一方面, 具体
举出一个特征 p 的域, 使得 Frp 并非同构.

提示 域上的 Frp 总是单射. 非同构的例子可取有理函数域 Fp(X).

引理 6.11.4 设 φ : R→ R 是环 R 的自同态, 则不动点集 {x ∈ R : φ(x) = x} 是 R 的
子环. 若 R 是域, 则不动点集还是子域.

证明 同态的定义确保 0R, 1R 都是不动点. 若 φ(x) = x 且 φ(y) = y, 则 φ(x + y) =

φ(x) + φ(y) = x+ y 而 φ(xy) = φ(x)φ(y) = xy, 此外还有 φ(−x) = −φ(x) = −x. 至此
验证了子环所需的条件.

进一步设 R 为域, 而 x 6= 0 满足 φ(x) = x, 则我们有 φ(x−1) = φ(x)−1 = x−1, 因
而不动点集的非零元对取逆也封闭.

命题 6.11.5 设 p 为素数, n ∈ Z≥1, 则存在恰有 q := pn 个元素的有限域.
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证明 考虑多项式 f := Xq −X ∈ Fp[X]. 推论 6.10.5 给出 Fp 的某个扩域 L, 使得 f

在 L 上分裂. 定义
F := {x ∈ L : xq = x} ;

既可以将 F 理解为 f 在 L 中的根集, 亦可理解为 Frobenius 自同态 Frq : L→ L 的不
动点集. 引理 6.11.4 蕴涵 F 是 L 的子域.
其次, p | q 蕴涵 Fp[X] 中的等式

f ′ = qXq−1 − 1 = −1.

特别地 f 和 f ′ 互素, 命题 6.6.8 (i) 遂确保 f 无重根. 既然 f 在 L 上分裂, 这相当于说
|F | = q.

综上可知 F 是恰有 q 个元素的域. 明所欲证.

一旦掌握更多域论工具, 便能证明有 q 个元素的域不仅存在, 而且彼此同构, 尽管
这种同构并不是唯一的 (比方说, 考虑练习 6.11.3 的 Frobenius 自同构). 细节超出本书
范围, 可参考 [10, §9.3]. 在不致混淆的情形, 一般将有 q 个元素的有限域记为 Fq.

习题

1. 设 F 为域. 说明 Mn×n(F ) 的双边理想只有 {0} 和 Mn×n(F ) 本身.

2. 我们在 §6.1 定义了任意环 R 中的双边理想. 现在仍假设非空子集 I ⊂ R 满足加法封闭
性, 但考虑乘法封闭性放宽后的两种版本:

? 如果对所有 r ∈ R 皆有 rI ⊂ I, 则称 I 为左理想;

? 如果对所有 r ∈ R 皆有 Ir ⊂ I, 则称 I 为右理想.

设 F 为域, n ∈ Z≥1. 试确定 Mn×n(F ) 的所有左理想和右理想.
提示 对于左理想的情形, 考虑矩阵的列向量. 对右理想则考虑行向量.

3. 证明 a, b 互素当且仅当 ab, a+ b 互素, 这里的 a 和 b 可以是任何唯一分解环的元素.

4. 设 R 为交换环, a ∈ R 而 m,n ∈ Z≥1. 证明理想的等式

〈am − 1, an − 1〉 =
〈
agcd(m,n) − 1

〉
.

提示 辗转相除.

5. 运用上一题证明若 R 是主理想环, 则 gcd(am − 1, an − 1) ∼ agcd(m,n) − 1.

6. 设 D ∈ Z ∖ {0, 1} 无平方因子. 按照练习 3.1.14 的方式定义整环 Z[
√
D]. 对所有

x = a+ b
√
D ∈ Z[

√
D], 记 N(x) := (a+ b

√
D)(a− b

√
D) = a2 −Db2 ∈ Z.

(i) 验证 N(1) = 1 和 N(xy) = N(x)N(y).
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(ii) 证明 x ∈ Z[
√
D]× 当且仅当 N(x) = ±1.

(iii) 证明若 N(x) 是 Z 中的素数, 则 x 是 Z[
√
D] 的不可约元.

(iv) 说明 Z[
√
D] 的任何素元 p 都整除一个唯一的素数 p.

(v) 证明 a+ b
√
D 7→ a− b

√
D 是环 Z[

√
D] 的自同构. 提示 当 D < 0 时此映射来

自复共轭, 因而自动保持加法和乘法结构, 但 D > 0 的情形仍然需要论证.

本题的一些操作能够扩及更广泛的二次代数整数环, 不过基于教学的考量, 此处只看
Z[
√
D] 的特例.

7. 设 D ∈ Z≥1, 将目光转向整环 Z[
√
−D].

(i) 验证 N(x) = xx, 其中 x 表 x 的复共轭. 因此 N(x) ∈ Z≥0.

(ii) 具体确定有哪些 D 使得 Z[
√
−D]× ⊋ {±1}.

(iii) 证明 Z[
√
−D]的非零元 x或者可逆, 或者分解为不可约元的乘积. 提示 对 N(x)

递归地论证.

(iv) 代入 D = 14. 说明 3 和 5 作为 Z[
√
−14] 的元素皆不可约.

提示 以 3 为例, 若 3 = xy 则 9 = N(x)N(y); 如果 x, y 皆不可逆, 唯一可能是
N(x) = N(y) = 3, 然而方程 a2 + 14b2 = 3 无整数解.

(v) 进一步说明 1 ±
√
−14 也不可约, 然后从 3 · 5 = (1 +

√
−14)(1 −

√
−14) 说明

Z[
√
−14] 不是唯一分解环.

提示 若 1 ±
√
−14 = xy 则 15 = N(x)N(y); 在 x, y 皆不可逆的前提下得到

N(x) = 3 或 N(y) = 3, 和之前结果矛盾.

8. 整环 Z[
√
−1] 称为 Gauss 整数环.

(i) 证明带余除法: 对于任意 a, b ∈ Z[
√
−1], 若 b 6= 0, 则存在 q ∈ Z[

√
−1] 使得

N(a− qb) < N(b).

(ii) 证明 Z[
√
−1]× = {±1,±i}.

(iii) 仿照 §2.7 的进路, 证明 Z[
√
−1] 是唯一分解环.

(iv) 具体给出 2 在 Z[
√
−1] 中的不可约分解.

(v) 设 p为素数, p ≡ 1 (mod 4). 证明存在 Z[
√
−1]的不可约元 p,使得 p = pp. 提示

一种方法是从练习 1.2.1 的结论出发.

(vi) 设 p 为素数, p ≡ 3 (mod 4). 证明 p 在 Z[
√
−1] 中仍是不可约元. 提示 若可约,

则因子可以按照复共轭配对.

(vii) 描述 Z[
√
−1] 的所有不可约元, 按照它们所整除的素数来分类.

(viii) 试完整地描述 X2 + Y 2 = n 对哪些 n 有整数解.

相关讨论亦可参见 [10, 定理 5.7.9].

9. 设域 F 满足 char(F ) = 0, 而 h ∈ F (X) 满足 h′ = 0. 证明 h ∈ F . 提示 表 h 为既约
分式.
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10. 简单地证明多项式
fn := 1 +

X

1!
+ · · ·+ Xn

n!
, n ∈ Z≥1

在 C 中无重根. 提示 探讨 fn 和 f ′
n 的最大公因式.

I. Schur 证明了形如 1 +
∑n−1
m=1 cm

Xm

m!
± Xn

n!
的多项式 (c0, . . . , cn−1 ∈ Z) 在 Q[X] 中是

不可约的. 证明需要一些数论的结论, 请感兴趣的读者参阅 [1].

11. 设 F 为域, 而 f, g ∈ F [X] 满足 deg f < n 和 g =
∏n
i=1(X − xi), 其中 x1, . . . , xn ∈ F 两

两相异. 证明
f

g
=

n∑
i=1

f(xi)

g′(xi)(X − xi)
.

以此重新推导例 6.6.7 的 Lagrange 插值公式. 提示 确定部分分式分解 f
g

=∑n
i=1

ai
X−xi

中的系数 a1, . . . , an.

12. 考虑 R 上的多项式 f = anX
n + an−1X

n−1 + · · ·+ a0. 设 a0 > 0 而 an 6= 0. 说明 f 有
偶数个正实根 (计重数) 当且仅当 an > 0.

13. (Descartes 符号律) 承上题, 在相同条件下, 证明若实数列 a0, . . . , an 的变号数为 α, 则

(i) f 的正实根 (计重数) 个数 ≤ α,

(ii) f 的正实根 (计重数) 个数与 α 的奇偶性相同.

变号按如下方式计数: 给定一列非零实数 c0, . . . , cm, 如果 cici+1 < 0 则称此数列在 i 和
i+ 1 之间变号; 对于一般的实数列 a0, . . . , an, 定义变号数 α 为将零元剔除后的数列的变
号数.
关于多项式的实根还有许多可说, 读者可以参考 [8, §7.3].
提示 涉及求导和数学分析中的 Rolle 定理.

14. 按照以下步骤完成初等对称多项式 e1, . . . , en 的代数无关性 (定理 6.7.8) 之证明. 设 F 为
域, g ∈ F [X1, . . . , Xn] 给定. 目标是证 g 6= 0 =⇒ g(e1, . . . , en) 6= 0.

(i) 说明可以用 F 的任意扩域 L 代替 F , 将 g 视为 L[X1, . . . , Xn] 的元素来处理.

(ii) 按此将问题化到 F 是无穷域的情形. 提示 将 F 嵌入有理函数域 F (Y ).

(iii) 在 F 无穷的前提下, 说明若 g 6= 0 则存在 (y1, . . . , yn) ∈ Fn 使得 g(y1, . . . , yn) 6= 0.
提示 代入命题 3.6.2.

(iv) 承上,说明存在 F 的扩域 L以及 (x1, . . . , xn) ∈ Ln,使得 ek(x1, . . . , xn) = yk 对 1 ≤
k ≤ n成立. 提示 以推论 6.10.5取 L使得多项式 Xn−y1Xn−1+ · · ·+(−1)nyn

分裂.

(v) 证明 g 6= 0 =⇒ g(e1, . . . , en) 6= 0. 提示 按以上方法取扩域, 然后说明对
g(e1, . . . , en) 代入 (x1, . . . , xn) 取值非零.

15. 将以下关于 X,Y, Z 的对称多项式用初等对称多项式表出, 系数在 Q 上.

(i) X3Y +XY 3 +X3Z +XZ3 + Y 3Z + Y Z3;

(ii) X4 + Y 4 + Z4;

未定稿: 2024-10-20



274 第六章 重访环和多项式

(iii) (XY + Z2)(Y Z +X2)(XZ + Y 2).

16. 写下 Xn−a ∈ C[X]的判别式. 提示 答案是 (−a)n−1(−1)
n(n−1)

2 nn. 可考虑 (Xn−1)′

在 ζj 处的取值以辅助计算, ζ := e2πi/n.

17. 证明结式满足 Res(fg, h) = Res(f, h)Res(g, h); 明确各项所涉及的 n,m 等参数.
提示 取适当扩域后, 不妨假设这些多项式皆分裂.

18. 设 f 和 g 分别为 n 次和 m 次多项式, 从上一题结果推导判别式 (6.8.2) 的乘积公式

disc(fg) = disc(f)disc(g)Res(f, g)2.

19. (Newton 公式) 证明例 6.7.3 的 n 元幂和 p1, p2, . . . 在 1 ≤ k ≤ n 时满足

pk − e1pk−1 + e2pk−2 + · · ·+ (−1)k−1ek−1p1 + (−1)kkek = 0,

而在 k > n 时满足

pk − e1pk−1 + e2pk−2 + · · ·+ (−1)nenpk−n = 0.

以此给出将 pk 用初等对称多项式展开的递归算法. 提示 必要时可参考 [10, 定理
5.8.7].

20. 分别在 R 和 C 上将 Xn − 1 分解为不可约多项式.

21. 写下域 F2 := Z/2Z 上所有次数 ≤ 4 的不可约首一多项式. 提示 次数为 3 的有 2 个,
次数为 4 的有 3 个.

22. 考虑素数 p 和有限域 Fp = Z/pZ 上的有理函数域 F := Fp(t). 证明 f := Xp − t ∈ F [X]

是不可约多项式, 而 f ′ = 0. 提示 不可约性涉及整环 Fp[t] 上的 Gauss 引理和
Eisenstein 判别法; 见 §6.9 接近结尾处的讨论.

23. (分圆多项式) 对所有 n ∈ Z≥1 在有理函数域 Q(X) 中定义

Φn :=
∏
d|n

(Xd − 1)µ(n/d);

此处的 µ 是练习 2.8.9 介绍的 Möbius 函数.

(i) 证明 ∏
d|n Φd = Xn − 1.

提示 归结为对所有 m ∈ Z≥1 证 ∑
h|m µ(h) =

{
1, m = 1,

0, m > 1
. 取 m 的因数分解,

将问题化到 m 为素数幂的简单情形.

(ii) 证明 Φn ∈ Z[X] 是 ϕ(n) 次首一多项式, 称为第 n 个分圆多项式; 关于 Euler 函数
ϕ(n) 请见定义 2.8.7.
提示 对 n 递归地论证, 并且应用练习 2.8.8 的 ∑

d|n ϕ(d) = n, 或者取道 (iii).

(iii) 说明在复数域上有分解 Φn =
∏

1≤a≤n
gcd(a,n)=1

(X − ζa), 其中 ζ := e2πi/n.

(iv) 证明当 n > 1 时 Φn 的常数项是 1.
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(v) 对所有 n ∈ Z≥1 和素数 p, 证明

Φpn(X) =

{
Φn(X

p), p | n,
Φn(X

p)/Φn(X), p ∤ n;

按此计算 Φ1, . . . ,Φ10.

分圆多项式 Φn 对所有 n ≥ 1 皆是 Q[X] 中的不可约多项式, 详见 [10, 定理 9.4.5].

24. 证明分圆多项式满足 Φn(X) = Φrad(n)

(
Xn/rad(n)

)
, 其中 rad(n) 定义为 n 的素因子的乘

积.

25. 证明 f :=
∏18
k=1(X − k) + 23 ∈ Q[X] 不可约.

提示 设有 Z[X] 中的分解 f = gh 满足 1 ≤ deg g ≤ 9. 说明存在 q ∈ Z[X], 整数
1 ≤ a1 < · · · < a5 ≤ 18 和 r ∈ {±1,±23} 使得 g =

∏5
i=1(X − ai)q + r. 说明存在整数

a ∈ [1, 18]∖ {a1, . . . , a5} 使得 g(a) 6= r, 从而推得
5∏
i=1

(a− ai)q(a) = g(a)− g(a1) ∈ {±2,±22,±24,±46},

进而导出矛盾.

26. 设 R 为唯一分解环, K := Frac(R). 依照 §6.9 结尾的线索, 说明 R[X1, . . . , Xn] 也是唯
一分解环, 并且进一步分类 R[X1, . . . , Xn] 的不可约元.

▷ 第一类 R 中的不可约元,

▷ 第二类 满足以下条件的非常数多项式 f =
∑
i1,...,in

ci1,...,inX
i1
1 · · ·Xin

n :

? c(f) = cR(f) := gcd {ci1,...,in : i1, . . . , in ≥ 0} ∼ 1,
? f 在 K[X1, . . . , Xn] 中不可约.

提示 一种策略是先处理 n = 1 情形, 再以 R[X1, . . . , Xn] ' R[X1] · · · [Xn] 递归地推导
R[X1, . . . , Xn] 是唯一分解环. 关于非常数不可约元的分类在 n > 1 时稍费工夫. 可以命
D := R[X1, . . . , Xn−1], 并将 f 视为 D[Xn] 的元素以定义 cD(f).

? 先说明非常数的 f 不可约等价于 cD(f) ∼ 1 而 f 是 K(X1, . . . , Xn−1)[Xn] 的不可
约元;

? 其次, 从 n = 1 情形论证上述条件也等价于 c(f) ∼ 1 而 f 是 K[X1, . . . , Xn−1][Xn]

的不可约元.

另一种可能的策略是证明某种多元版本的 Gauss 引理.

27. 说明当 F 是域而 n > 1 时 F [X1, . . . , Xn] 是唯一分解环, 却非主理想环.

28. 设 F 为域. 考虑方程
f(x, y) = g(x, y) = 0,

f, g ∈ F [X,Y ]∖ {0}, (x, y) ∈ F 2.

集项将 f 和 g 视作以 Y 为变元, 系数在 F [X] 上的一元多项式, 次数分别为 n 和 m. 对
此取结式

R := ResY (f, g) ∈ F [X].
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(i) 设 (x, y) ∈ F 2 满足 f(x, y) = g(x, y) = 0, 说明 R(x) = 0.
(ii) 按此给出求解 f(x, y) = g(x, y) = 0 的算法.

提示 当 R 6= 0 时, 对 R 的每个根 x 求 f(x, Y ) 和 g(x, Y ) 在 F [Y ] 中的最大公因
式. 当 R = 0 时, 说明 f 和 g 在 F [X,Y ] 中有公因式 h, 其中 h 对 Y 的次数 ≥ 1;
这部分可能需要先前习题的结果.

(iii) 说明当 R 6= 0 时, 或者 f 和 g 有形如 X − x0 的公因式 (x0 ∈ F ), 或者 f(x, y) =

g(x, y) = 0 的解 (x, y) 个数有限.
(iv) 对以下两个特例确定所有解 (x, y) ∈ C2:

f = X2Y 2 − 25X2 + 9, g = 4X + Y,

f = 5X2 − 6XY + 5Y 2 − 16, g = 2X2 −XY + Y 2 −X − Y − 4.

对于更复杂的高次方程组, 结式求解将变得不切实际.
结式的另一个相关用法是研究射影平面 P2 上两条代数曲线的相交数, 这点宜留给代数几
何的教材来解说.

29. (Reed–Solomon 码) 回顾第四章习题最后部分提及的编码理论, 以及 Hamming 距离的概
念. 以下介绍的 Reed–Solomon 算法是纠错码的重要例子, 涉及有限域上的线性方程组与
多项式理论.

(i) 设 n ≥ k ≥ 1. 给定域 F 的一列相异元素 α1, . . . , αn. 对所有满足 deg f ≤ k − 1 的
f ∈ F [X] 定义 ef := (f(αi))

n
i=1 ∈ Fn. 说明若 f1 6= f2, 则 Fn 上的 Hamming 距

离满足 d(ef1 , ef2) > n− k.
(ii) 考虑如上的 (αi)

n
i=1, 另取 z1, . . . , zn ∈ F . 说明存在

g, h ∈ F [X], deg g ≤ n+ k − 2

2
, degh ≤ n− k

2
,

使得 h 非零, 而且 g(αi) = zih(αi) 对所有 1 ≤ i ≤ n 成立.
提示 解齐次线性方程组.

(iii) 承上, 说明若 f ∈ F [X] 满足 deg f ≤ k − 1, 而且存在子集 E ⊂ {1, . . . , n} 使得
? |E| ≤ n−k

2
,

? f(αi) = zi 对所有 i /∈ E 成立,
则 g = fh.
提示 说明 deg(g − fh) < n+k

2
, 而且 (g − fh)(αi) = 0 对所有 i /∈ E 成立.

(iv) 取 Σ 为至少有 n 个元素的有限域 F , 取相异元素 α1, . . . , αn ∈ F .
? 编码映射 E 定义为 E(a0, . . . , ak−1) = ef , 其中 f :=

∑k−1
i=0 aiX

i ∈ F [X]; 注
意到这是线性映射.

? 解码映射 D (非唯一) 定义如下: 给定 (z1, . . . , zn) ∈ Fn, 按之前的方法计算
g, h ∈ F [X], 然后选取相异元素 x1, . . . , xk 使得 h(xi) 6= 0, 解出唯一的 f 使得
f(xi) = g(xi)/h(xi).

说明此码能纠正至多 n−k
2
位错误, 能纠正至多 n− k 位删除.

(v) 承上, 尽可能分析 E 和 D 在算法面向的时间复杂度, 说明可以只用到关于 n, k 的多
项式.
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设 V 为域 F 上的有限维向量空间, T : V → V 为线性映射. 如果 λ ∈ F 和
v ∈ V ∖ {0} 满足 Tv = λv, 则称 λ 为 T 的特征值, 而 v 称为相应的特征向量. 特征值
能等价地描述为特征多项式 CharT 在 F 中的根. 这一切当然也有矩阵表述.
特征值和特征向量在物理学, 工程和信息科学中有广泛的应用, 在基础数学中更是

无处不在. 就代数学本身而言, 特征值和特征向量与对角化问题直接相关. 何谓对角化?

? 对于先前的线性映射 T , 对角化相当于寻求 V 的基 v1, . . . , vn 连同 λ1, . . . , λn ∈
F , 使得 Tvi = λivi 对 i = 1, . . . , n 成立.

? 用矩阵的语言来说, 将 A ∈ Mn×n(F ) 对角化相当于使其共轭于对角矩阵, 亦即寻
求可逆矩阵 P ∈ Mn×n(F ) 使得

D := P−1AP 为对角矩阵


λ1

. . .

λn

 .

我们将在 §7.1 详细解释这些定义以及其间的等价性. 一般的 T 或 A 未必能对角
化; 若可对角化, 则涉及的 λ1, . . . , λn 恰好是特征多项式的 n 个根, 计重数不计顺序.
一旦解出特征多项式的所有根, 则关于可对角化与否, 以及 v1, . . . , vn (或 P ) 的计算都
能以 Gauss–Jordan 消元法料理. 由于涉及求根, 处理对角化问题时往往要求 F 是定义
6.6.5 所谓的代数闭域, 例如 F = C, 或至少要求特征多项式在 F 上分裂 (定义 6.6.2).

对角矩阵 D 的运算特别简单. 若 D = P−1AP 则不难证明 AN = PDNP−1, 从
而简化 AN 的计算 (N ∈ Z≥0). 作为对角化问题的动机之一, 例 7.1.1 将从这一观察探
讨线性递归数列的通解, 而例 7.1.9 将演示 Fibonacci 数列的特例.

在 §7.2, 我们介绍线性映射 T (或矩阵 A) 的极小多项式 MinT (或 MinA); 它是特
征多项式的首一因式, 而且两者在 F 上有相同的根集. 由此可推得关于对角化问题的
另一种判准. 这部分依赖于多项式环的性质, 见第六章.
在 §7.3, 我们将对线性映射或矩阵探讨上三角化. 可上三角化的充要条件是特征多

项式分裂, 例如 F 为代数闭域时总是如此. 尽管条件宽松, 上三角化有助于处理许多问
题, 例如它能给出 Cayley–Hamilton 定理 5.8.8 的另一种证明, 见注记 7.3.7.
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278 第七章 对角化

广义特征子空间和相应的直和分解 (7.4.1) 是 §7.4 的主题, 仅需要特征多项式分裂
的条件. 在此基础上, 定义 7.4.4 介绍特征值 λ 的几何重数与代数重数; 代数重数总大
于或等于几何重数, 而可对角化等价于两种重数对所有 λ 皆相等 (推论 7.4.6).
广义特征子空间理论还给出称为 Jordan–Chevalley 分解的实用工具, 分成加性和

乘性两种版本 (定理 7.4.8, 7.4.9). 这些内容全都涉及关于多项式的知识.
最后的 §7.5 介绍同步对角化的概念, 这相当于寻求基 v1, . . . , vn (或可逆矩阵 P ),

借之将一族线性映射 (或矩阵) S 的成员同时对角化. 定理 7.5.3 说明 S 可同步对角化
的充要条件是每个 T ∈ S 皆可对角化, 而且它们对乘法两两交换.

阅读顺序
§7.1 §7.2

§7.3 §7.4

§7.5

7.1 特征值与特征向量
选定域 F 并考虑有限维 F -向量空间 V . 对于从 V 到其自身的线性映射 T , 或者

更具体的 m×m 矩阵, 此前的一系列实例和习题已经充分表明它们的乘法运算在高维
时可以极端复杂. 为了克服这一困难, 我们从两方面探寻线索.

? 如果 V 带有合适的直和分解 V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vn, 则分块对角的线性变换

T = diag(T1, . . . , Tn)
表为矩阵



V1 · · · Vn

T1 V1

. . . ...

Tn Vn


特别容易处理: 运算可以逐块操作

diag(S1, . . . , Sn) + diag(T1, . . . , Tn) = diag(S1 + T1, . . . , Sn + Tn),

diag(S1, . . . , Sn)diag(T1, . . . , Tn) = diag(S1T1, . . . , SnTn).

这就提示我们寻求适当的直和分解, 使得给定的线性变换 T 具有简单的分块形
式, 例如对角分块.

? 线性映射 T 的矩阵表达式 A = M(T ) 依赖于基的选取. 基的变换在 §4.9 已
有讨论, 其中最重要的结论是推论 4.9.4: 换基的效果相当于将 A 换作其共轭
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P−1AP , 其中 P 是不同基之间的坐标转换矩阵. 将先前的讨论翻译为具体的矩
阵语言, 则问题在于寻求合适的可逆矩阵 P , 使得 P−1AP 具有简单的分块形式.

? 在探讨多个线性映射或矩阵之间的运算时, 上述手续应当在相同的直和分解或转
换矩阵 P 下操作, 方能和运算兼容. 以矩阵情形为例,

P−1(A+B)P = P−1AP + P−1BP ,

P−1ABP = P−1AP · P−1BP .
(7.1.1)

最简单的莫过于每个分块都是 1 × 1 的情形, 这相当于 V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vn 的每个
直和项都是 1 维的; 此时对每个 1 ≤ i ≤ n 取 vi ∈ V 使得 Vi = 〈vi〉, 则 v1, . . . , vn 成为
V 的基. 反过来说, V 的任意有序基 v1, . . . , vn 都通过 Vi := 〈vi〉 给出 V 的直和分解.
由于 T 是分块对角的相当于 T (Vi) ⊂ Vi 恒成立, 因此在 Vi = 〈vi〉 的前提下, 这也导致
存在唯一的 λi ∈ F 使得 Tvi = λivi.
在最优的情境下, 我们的愿望因而相当于寻求 V 的基 v1, . . . , vn 连同 λ1, . . . , λn ∈

F , 使得
Tvi = λivi, i = 1, . . . , n. (7.1.2)

采取矩阵语言, 则这也相当于寻求可逆矩阵 P 和 λ1, . . . , λn ∈ F 使得

D := P−1AP 为对角矩阵


λ1

. . .

λn

 . (7.1.3)

上式称为矩阵的对角化问题. 两种表述 (7.1.2) 和 (7.1.3) 的等价性也可以如下
理解: 将 A ∈ Mn×n(F ) 视同线性映射 Fn → Fn, 则给定可逆矩阵 P 相当于给定
Fn 的有序基 v1, . . . , vn, 其中 vi = Pei 是 P 的第 i 列, 而 P−1AP = D 或等价的
AP = PD 便相当于说

Avi = APei = PDei = λivi, i = 1, . . . , n,

而这无非是 (7.1.2) 的内涵.

例 7.1.1 (线性递归数列) 选定 n ∈ Z≥1 和 c0, . . . , cn−1 ∈ F . 考虑满足

RN + cn−1RN−1 + · · ·+ c0RN−n = 0

的列 (RN )N∈Z≥0
, 要求 RN ∈ F . 这样的列完全由初值 (R0, . . . , Rn−1) ∈ Fn 和上述递

归关系式确定. 因为递归关系式是关于 RN , . . . , RN−n 的线性关系式, 这也称为 n 阶线
性递归数列, 在计算机科学中用处不少. 它们可以利用矩阵工具来处理. 关键是将递归
关系式改写为矩阵等式

(RN−n+1 · · · RN ) = (RN−n · · · RN−1)C, N ∈ Z≥n,
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其中的 n× n 矩阵

C :=



0 0 · · · 0 −c0
1 0 · · · 0 −c1
0 1 · · · 0 −c2
... . . . ...

0 0 · · · 1 −cn−1


是我们在例 5.8.7 打过照面的友矩阵. 反复迭代给出

(RN · · · RN+n−1) = (R0 · · · Rn−1)C
N , N ∈ Z≥0.

线性递归数列的通解因之化为 CN 的计算. 倘若能明确地施行对角化 D =

P−1CP , 则反复应用 (7.1.1) 可见

CN = (PDP−1)N = PDNP−1

对所有 N 皆成立, 而 DN 是容易计算的.
本章的习题部分将给出求线性递归数列通解的另一种进路.

对于给定的矩阵 A ∈ Mn×n(F ) 或相应的线性映射, 对角化拆分为以下几个问题:

? 如何判定 A 是否共轭于一个对角矩阵 D?

? 如果答案是肯定的, D 在何种意义下由 A 确定?

? 如何具体地求出 P 和 D 的对角元 λ1, . . . , λn?

以下主要采取线性映射的视角, 逐一地梳理这些问题.

定义 7.1.2 (特征值和特征向量) 设 T ∈ End(V ) 而 λ ∈ F .

? 称子空间 Vλ := ker (λ · idV − T ) 为 T 的 λ-特征子空间, 若 Vλ 6= {0} 则称 λ 为
T 的特征值.

? 若 v ∈ Vλ (换言之 Tv = λv), 而且 v 6= 0, 则称 v 是 T 的一个特征向量, 以 λ 为
其特征值.

由于特征向量 v 按定义必须非零, 对应的特征值 λ 由 Tv = λv 唯一确定. 以上定
义暂未要求 V 有限维.

下述定义总结了先前关于对角化的讨论, 特别是 (7.1.2) 和 (7.1.3).

定义 7.1.3 (可对角化线性变换和矩阵) 设 n ∈ Z≥1. 如果 n 维向量空间 V 有基
v1, . . . , vn 使得每个 vi 都是 T 的特征向量, 则称 T 在 F 上是可对角化的.
若将矩阵 A ∈ Mn×n(F ) 看作线性映射 Fn → Fn, 则 A 在 F 上可对角化相当于

说存在可逆的 P ∈ Mn×n(F ), 使得 D := P−1AP 是对角矩阵.
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在矩阵 A 可对角化的情形, 设 v1, . . . , vn ∈ Fn 对应的特征值依序是 λ1, . . . , λn,
则本节开头的讨论说明 P 和 D 可以分别取为

P =
(

v1 · · · vn

)
, D =


λ1

. . .

λn

 .

研究对角化的第一步是确定特征值. 根据古早推论 4.8.5 和命题 5.7.1,

Vλ 6= {0} ⇐⇒ det (λ · idV − T ) = 0.

然而右式无非特征多项式 CharT ∈ F [X] (定义 5.8.2) 在 λ 处的值. 因此

λ是 T 的特征值 ⇐⇒ CharT (λ) = 0. (7.1.4)

注记 7.1.4 设 CharT 分裂 (见定义 6.6.2), 对其应用根与系数的关系, 可见 T 的行列式
(或迹) 无非是特征值之乘积 (或和), 记入重数; 此处所谓特征值的重数, 是作为 CharT
的根而言的, 这也正是定义 7.4.4 将要介绍的代数重数. 要求 CharT 分裂是为了获取所
有根; 一般情形下, 推论 6.10.5 说明总是可以过渡到 F 的扩域来确保 CharT 分裂.

命题 7.1.5 命 n := dimV ∈ Z≥1. 若 T ∈ End(V ) 在 F 上可对角化, 换言之若存在 V

的基 v1, . . . , vn 和 λ1, . . . , λn ∈ F 使得 Tvi = λivi 恒成立, 则

CharT =

n∏
i=1

(X − λi),

而且对于每个 λ ∈ F , 我们有

dimVλ = |{1 ≤ i ≤ n : λi = λ}| = λ作为 CharT 的根的重数.

作为推论, λ1, . . . , λn 精确到重排是唯一由 T 确定的.

证明 在有序基 v1, . . . , vn 之下计算特征多项式, 得到

CharT =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
X − λ1

. . .

X − λn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
n∏
i=1

(X − λi).

这就给出第一部分. 对于第二部分, 我们将基 v1, . . . , vn 适当地重排, 使得对应的特
征值为

λ1, . . . , λn−d

皆 6= λ

, λn−d+1, . . . , λn

皆 = λ

, 0 ≤ d ≤ n.

未定稿: 2024-10-20



282 第七章 对角化

于是 d = |{1 ≤ i ≤ n : λi = λ}|; 另一方面, T 相对于此有序基的矩阵 A 满足

λ · 1n×n −A =

 B

0d×d

 , B :=


λ− λ1

. . .

λ− λn−d

 .

这已经是简化行梯矩阵, 以此算出 λ · idV − T 的秩是 n− d, 故 d = dimVλ.
最后, 既然多项式的根 (计重数)精确到重排是唯一确定的, 资料 λ1, . . . , λn 亦然.

由此可见 CharT 分裂是 T 可对角化的必要条件, 尽管它远非充分的.

引理 7.1.6 设 λ1, . . . , λm ∈ F 两两相异, 而 vi ∈ Vλi
(其中 i = 1, . . . ,m) 满足∑m

i=1 vi = 0, 则 v1 = · · · = vm = 0.
作为推论, 如果 v1, . . . , vm ∈ V 是依序对应到相异特征值 λ1, . . . , λm 的特征向量,

则它们线性无关.

证明 对于所有满足 vi ∈ Vλi
的线性关系式 ∑m

i=1 vi = 0, 记

J := {1 ≤ i ≤ m : vi 6= 0} .

我们的目标是证明 J = ∅ 恒成立. 设若不然, 存在至少一个线性关系式 ∑m
i=1 vi = 0

使得对应的 J 非空, 但 J 的元素个数尽可能少. 此时必然有 |J | > 1, 否则存在 i 使得
J = {i}, 然而这蕴涵 vi = 0, 矛盾.

因此可取相异的 j, j′ ∈ J . 我们有
m∑
i=1

λivi = T

(
m∑
i=1

vi

)
= 0.

将上式与 λj
∑m
i=1 vi = 0 相减, 得到∑

1≤i≤m
i 6=j

(λi − λj)vi = 0.

此线性关系式的非零项严格少于 |J |个,因为扣掉了第 j 项;另一方面, (λj′−λj)vj′ 6= 0,
所以仍有非零项. 这与 J 的选法矛盾.

现在可以给出可对角化线性映射的第一种刻画.

定理 7.1.7 对于 T ∈ End(V ), 以下性质相互等价:

(i) T 或对应的矩阵在 F 上可对角化;

(ii)
∑
λ∈F dimVλ = dimV ;
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(iii)
⊕
λ∈F

T 的特征值

Vλ = V .

证明 首先留意到仅当 λ 是 T 的特征值时才有 Vλ 6= {0}, 既然 CharT 的根数有限,
(ii) 和 (iii) 的左式都是有限和. 记 T 的相异特征值为 λ1, . . . , λm, 则引理 7.1.6 说明对
应特征子空间的和是直和

Vλ1 ⊕ · · · ⊕ Vλm ⊂ V ; (7.1.5)

读者如有疑惑, 请回顾定义–命题 4.10.2 之前的讨论及其论证.
设 (i) 成立. 命题 7.1.5 说明 dimVλi

是 λi 作为 CharT 的根的重数, 而且 CharT
分裂. 因此 ∑m

i=1 dimVλi
相当于将根的重数加总, 给出 deg CharT , 即 (ii) 所要求的

dimV .
设 (ii) 成立. 比较维数知 (7.1.5) 化为等式, 此即 (iii).
设 (iii) 成立. 对每个 Vλi

取基, 它们的并给出 V 的一组基, 由特征向量组成. 此即
(i).

推论 7.1.8 命 n := dimV . 如果 T 有 n 个相异的特征值 λ1, . . . , λn ∈ F , 则 T 在 F

上可对角化.

证明 因为 Vλ1 , . . . , Vλn 皆非零, 故 ∑n
i=1 dimVλi ≥ n = dimV . 结合 (7.1.5) 即见定

理 7.1.7 (ii) 的等式成立, T 在 F 上可对角化.

例 7.1.9 (Fibonacci数列) 回到例 7.1.1 的线性递归数列. 取特例 F = C, n = 2 和

RN −RN−1 −RN−2 = 0, N ∈ Z≥2.

对应的矩阵是

C =

0 1

1 1

 .

为了求 RN 在初值 (R0, R1) 给定时的公式, 我们希望将 C 对角化以计算 CN . 首先

CharC =

∣∣∣∣∣∣X −1

−1 X − 1

∣∣∣∣∣∣ = X2 −X − 1.

有两根 1±
√
5

2 . 解相应的特征向量相当于解齐次线性方程组 1+
√
5

2 −1

−1 −1+
√
5

2

x
y

 =

0

0

 ,

 1−
√
5

2 −1

−1 −1−
√
5

2

x
y

 =

0

0

 .
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两者的解空间都是 1 维的, 生成元不妨取为列向量

v1 =

 1

1+
√
5

2

 , v2 =

 1

1−
√
5

2

 .

因此

D :=

 1+
√
5

2 0

0 1−
√
5

2

 = P−1CP , P :=

 1 1

1+
√
5

2
1−

√
5

2

 .

以此求 CN , 进而求 RN , 不过如此得到的通解可能略显繁琐. 取巧的方法是观察到
CN = PDNP−1 的矩阵元总是

(
1+

√
5

2

)N
和
(

1−
√
5

2

)N
的线性组合, 其系数和 N 无

关. 因此存在无关 N 的常数 a, b ∈ R 使得

RN = a

(
1 +
√
5

2

)N
+ b

(
1−
√
5

2

)N
, N ∈ Z≥0.

根据第五章的一道简单习题 (涉及 Vandermonde 行列式), 系数 a, b 是唯一确定的. 代
入初值 R0, R1 可以容易地反解 a, b, 不必计算特征向量.

算法 7.1.10 总结上述讨论, 对角化可以分成为三步:

1. 确定线性映射或矩阵的特征多项式, 找出它的所有根, 亦即特征值;

2. 对每个特征值 λ 确定相应的特征子空间 Vλ, 并找出一组基.

3. 判断这些 Vλ 是否张成整个空间 V .

第一步是多项式求根的问题, 第二步本质上是解线性方程组, 第三步则关乎维数的估计.

为了确立更完整的理论, 我们需要进一步的铺垫.

7.2 极小多项式
本节将用到多项式环 F [X] 的一些代数性质, 包括主理想环性质以及唯一分解性.

见 §6.2.
对任意 F -向量空间 V , 线性映射 T ∈ End(V ) 和多项式 h ∈ F [X], 按照 (5.8.1) 的

方法向 T 代值, 得到线性映射 h(T ) ∈ End(V ); 以此定义子空间
V [h] := ker(h(T ))

= {v ∈ V : h(T )v = 0} .
(7.2.1)

注意到 T (V [h]) ⊂ V [h], 这是因为 T 和自身的任意次幂相交换, 故

Th(T ) = h(T )T, h(T )v = 0 =⇒ h(T )Tv = Th(T )v = 0;
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换言之, V [h] 是定义 5.10.1 所谓的 T -不变子空间.
如果取 h = X − λ, 则 V [h] 无非是定义 7.1.2 介绍的特征子空间 Vλ, 因而 Vλ 也是

T -不变的.

引理 7.2.1 设 f ∈ F [X] 分解为 f = gh, 其中 g, h ∈ F [X] 互素. 当 T ∈ End(V ) 给定,
我们有直和分解

V [f ] = V [g]⊕ V [h].

证明 因为 g, h 互素, 命题 6.3.5 蕴涵存在 a, b ∈ F [X] 使得 ag + bh = 1. 对于任意
v ∈ V , 我们有

v = 1 · v = (ag + bh)(T ) · v = a(T )g(T )v + b(T )h(T )v.

然而当 v ∈ V [f ] 时 g(T )v ∈ V [h] 而 h(T )v ∈ V [g], 而且 V [g] 和 V [h] 都是 T -不变子
空间. 综上可见

V [f ] = V [g] + V [h].

其次, 若 v ∈ V [g] ∩ V [h], 则同样由 v = a(T )g(T )v + b(T )h(T )v 可得 v = 0. 这就验证
了直和分解的全部条件.

引理 7.2.1 的证明实际给出了将任意 v ∈ V [f ] 按 V [g]⊕ V [h] 分解的具体手段: 一
旦 g, h 给定, 多项式的辗转相除法能够高效地判定它们是否互素, 并且在互素的情形给
出 a, b 使得 ag + bh = 1. 取 v = a(T )g(T )v + b(T )h(T )v 便是所求的分解.
今起要求 V 是取定的有限维 F -向量空间. 以下定义涉及理想的语言, 见 §6.1.

定义–命题 7.2.2 设 T ∈ End(V ). 考虑集合

I := {h ∈ F [X] : h(T ) = 0} ,

则其中存在唯一的首一多项式 MinT ∈ F [X] 使得 deg MinT 极小, 而且 I = (MinT )
(符号如例 6.1.3). 如是之 MinT 称为 T 的极小多项式.

证明 根据 §5.8开头的讨论, I 6= {0}. 若 h1, h2 ∈ I,则 (h1+h2)(T ) = h1(T )+h2(T ) =

0; 若 h ∈ I 而 k ∈ F [X], 则 (hk)(T ) = h(T )k(T ) = 0. 综上可见 I 是 F [X] 的理想,
I 6= {0}. 代入 6.2.8 可见存在 f ∈ F [X]∖ {0} 使得 I = (f). 仅是精确到约定 6.2.1 的
∼ 等价关系, f 才是唯一确定的; 然而注记 6.2.7 说明等价类有唯一的首一代表元.

对于 V = {0} 的极端情形, 我们有 I = F [X], 此时 MinT = 1. 当 V 6= {0} 时, 我
们有 T = 0V 当且仅当 MinT = X.

命题 7.2.3 任何 T ∈ End(V ) 的极小多项式 MinT 总是整除特征多项式 CharT . 特别
地, deg MinT ≤ dimV .

证明 根据 MinT 的定义, 这等价于 Cayley–Hamilton 定理 5.8.8 断言的 CharT (T ) =
0V .
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下一则结果的证明用到一个简单观察: 设 Tv = λv, 其中 λ ∈ F , 则对所有 k ≥ 0

都有 T kv = λkv, 从而对所有 f =
∑
k akX

k ∈ F [X] 都有

f(T )v =
∑
k

akT
kv =

∑
k

akλ
kv = f(λ)v.

命题 7.2.4 设 λ ∈ F , 则 λ 是 T 的特征值当且仅当 MinT (λ) = 0. 作为推论, MinT 和
CharT 在 F 上有相同的根集 (不计重数).

证明 设 v ∈ V ∖ {0} 是以 λ 为特征值的特征向量, 则 0 = MinT (T )v = MinT (λ)v 导
致 MinT (λ) = 0.

反之设 λ 非特征值, 则 T − λ · idV 可逆; 因此 X − λ 不能整除 MinT , 否则对
MinT (T ) = 0V 两边作用 (T − λ · idV )−1 将给出 MinT

X−λ (T ) = 0V , 与极小性矛盾.

留意到上述论证并不依赖 Cayley–Hamilton 定理 5.8.8.
对于矩阵 A ∈ Mn×n(F ), 我们将 A 视作 End(Fn) 的元素来定义极小多项式

MinA. 一如特征多项式的情形, 域的扩张不影响极小多项式.

命题 7.2.5 设 F 是域 E 的子域, A ∈ Mn×n(F ). 记 A 作为 F 上的矩阵的极小多项式
为 MinA,F , 作为 E 上的矩阵的极小多项式为 MinA,E , 则 MinA,F = MinA,E .

证明 令 d := deg MinA,F . 显然 MinA,E | MinA,F ; 由于极小多项式按定义是首一的,
MinA,E = MinA,F 等价于以下论断: 对所有 a0, . . . , ad−1 ∈ E,

a0A
0 + · · ·+ ad−1A

d−1 = 0n×n ⇐⇒ a0 = · · · = ad−1 = 0.

然而左式是系数在 F 上的 d 元齐次线性方程组, 它有无非平凡解是由消元法确定的,
不受扩域影响.

我们接着聚焦于极小多项式的因式分解.

引理 7.2.6 考虑 T ∈ End(V ). 设有直和分解 V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vk 使得每个 Vi 都是
T -不变子空间 (定义 5.10.1). 对每个 1 ≤ i ≤ k 记 Ti := T |Vi

∈ End(Vi), 则 MinT 是
MinT1

, . . . ,MinTk
的最小公倍式.

证明 设 f ∈ F [X]. 由于 T -不变子空间 V1, . . . , Vk 生成 V , 我们有 f(T ) = 0V 当且仅
当 f(T )|Vi

= f(Ti) 对每个 i 皆等于 0Vi
. 然而根据极小多项式的性质, 后者又等价于

MinTi
| f . 综上可见 MinT | f 当且仅当 f 是 MinT1

, . . . ,MinTk
的公倍式.

例 7.2.7 设 T ∈ End(V ) 在 F 上可对角化, 其特征值记为 λ1, . . . , λm ∈ F (不计重数),
则

MinT =

m∏
i=1

(X − λi).
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验证是容易的: 定理 7.1.7 说明 V 是特征子空间的直和 V =
⊕m

i=1 Vλi
. 既然 T 限制在

非零子空间 Vλi
上等于 λi · idVλi

, 相应的极小多项式不外乎 MinTi
= X − λi. 基于引

理 7.2.6, 它们的最小公倍式
∏m
i=1(X − λi) 即 MinT .

一般而言, MinT 在 F [X] 中分解为乘积

MinT = pe11 · · · pemm ,

其中 pi 是两两相异的首一不可约多项式, ei ∈ Z≥1, 而且此分解精确到重排是唯一的.
此处同样有套话: 当 m = 0 时右式理解为常数 1, 对应于 V = {0} 的极端情形.

对此分解反复运用引理 7.2.1, 便将 V 分解为 T -不变子空间的直和

V = V [pe11 ]⊕ · · · ⊕ V [pemm ]. (7.2.2)

引理 7.2.8 考虑 T ∈ End(V ). 设 MinT = gh, 其中 g, h ∈ F [X] 互素. 记 T ′ := T |V [g],
T ′′ := T |V [h], 则

MinT ′ = g, MinT ′′ = h.

作为上式的特例, 考虑 (7.2.2) 的分解, 记 Ti 为 T 在不变子空间 V [peii ] 上的限制,
则对所有 1 ≤ i ≤ m 皆有 MinTi

= peii .

证明 根据 V [g] 的定义, g(T ′) = g(T )|V [g] = 0V [g]. 同理有 g(T ′′) = 0V [h], 所以极小多
项式的性质导致 MinT ′ | g 和 MinT ′′ | h. 另一方面, MinT = gh 又是 MinT ′ 和 MinT ′′

的最小公倍式. 唯一可能是 MinT ′ = g 而 MinT ′′ = h.
对 MinT = pe11 · · · pemm 反复运用此分解, 便得到 MinTi = peii 恒成立.

现在得到可对角化的第二种刻画, 它借由极小多项式表述.

定理 7.2.9 线性映射 T ∈ End(V ) 在 F 上可对角化的充要条件是极小多项式 MinT ∈
F [X] 分裂而且无重根. 当上述条件成立时,

MinT =

m∏
i=1

(X − λi),

其中 λ1, . . . , λm 遍历 T 的特征值, 不计重数.

证明 以下排除 V = {0} 的极端情形. 当 T 可对角化时, 例 7.2.7 已经说明 MinT =∏m
i=1(X − λi), 它分裂无重根.
反之, 设 MinT =

∏m
i=1(X −λi), 其中 λ1, . . . , λm ∈ F 两两相异. 此时 (7.2.2) 化为

V = V [X − λ1]⊕ · · · ⊕ V [X − λm].

然而 V [X − λi] = Vλi , 而且 T 再无其他的非零特征子空间, 这就回到可对角化的判准,
即定理 7.1.7 (iii).
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推论 7.2.10 设 T ∈ End(V )可对角化,而 V0 ⊂ V 是 T -不变子空间,则 T |V0
∈ End(V0)

和推论 4.12.8 给出的 T ∈ End(V /V0) 皆可对角化.

证明 基于定理 7.2.9, 说 T 可对角化相当于说 MinT 分裂无重根. 容易看出
MinT (T |V0

) = 0V0
而 MinT (T ) = 0V /V0

, 所以 T |V0
和 T 的极小多项式都整除 MinT ,

从而分裂无重根.

推论 7.2.10 的逆并不成立. 以 V = F 2 为例, 取 V0 = Fe1 和表作矩阵
(
1 x
0 1

) 的
T , 则 T |V0

和 T 都是一维空间上的恒等映射, 对应到两个对角元 1, 然而读者可以验证
x 6= 0 时 T 不可对角化.

7.3 上三角化
一般的矩阵未必能对角化. 退而求其次, 我们寻求将矩阵通过共轭化为上三角的形

式. 这是一个简单得多的问题: 以下将说明只要特征多项式在域 F 上分裂, 上三角化总
是可行的. 作为特例, 在 F 代数闭的前提下 (定义 6.6.5), 所有线性映射都能上三角化.
相关推导不依赖 §7.2 的结果.

我们首先给出明确的定义. 以下的 V 都是有限维 F -向量空间, n := dimV .

定义 7.3.1 (旗) 向量空间 V 的旗意谓 V 的一列子空间

{0} = V0 ⊊ · · · ⊊ Vm = V,

称 m 为此旗的长度. 若 m = dimV , 则称之为完备旗.
对于给定的旗, 若线性映射 T ∈ End(V ) 对所有 0 ≤ i ≤ m 皆满足 T (Vi) ⊂ Vi, 则

称 T 保持此旗.

因为 0 = dimV0 < · · · < dimVm = n, 完备旗必然对所有 i 满足 dimVi = i.

例 7.3.2 取 V 的有序基 v1, . . . , vn, 由之可以构造完备旗

V0 := {0}, Vi := 〈v1, . . . , vi〉 , 1 ≤ i ≤ n.

反过来说, 对于任意完备旗 V0 ⊊ · · · ⊊ Vn, 因为 dimVi = i, 从 Vi 过渡到 Vi+1 只
要多添一个生成元. 我们可以从 i = 1 起步, 逐步选取 v1, . . . , vn (精确到一个比例常
数) 使得 Vi = 〈v1, . . . , vi〉. 这使 v1, . . . , vn 成为 V 的基.

定义 7.3.3 (上三角化–线性映射版本) 若 T ∈ End(V ) 保持 V 的一组完备旗, 则称 T

在 F 上可以上三角化.

定义 7.3.4 (上三角化–矩阵版本) 设 A ∈ Mn×n(F ). 若存在可逆矩阵 P ∈ Mn×n(F )

使得 P−1AP 是上三角的, 则称 A 在 F 上可上三角化.

未定稿: 2024-10-20



§7.3 上三角化 289

两套概念相互等价: T 可上三角化当且仅当它在某个有序基下的矩阵 A 可上三角
化. 这是 §4.11 结尾解释过的事实.

定理 7.3.5 线性映射 T ∈ End(V ) 在 F 上可上三角化的充要条件是特征多项式
CharT ∈ F [X] 分裂.

证明 首先设 T 在 F 上可上三角化. 取 V 的有序基, 使得 T 对应的矩阵形如
λ1 ∗ ∗

. . . ...

λn

 , λ1, . . . , λn ∈ F,

留白部分照例默认为 0. 按照分块来计算特征多项式 (命题 5.8.5), 可得 CharT =∏n
i=1(X − λi).
反之设 CharT =

∏n
i=1(X − λi), 其中 λ1, . . . , λn ∈ F . 以下对 n = dimV 递归地

论证 T 在 F 上可上三角化. 当 n = 0 时无事可作. 以下设 n ≥ 1. 既然 CharT 分裂,
总是存在特征值 λ1 ∈ F 和对应的特征向量 v1 6= 0. 定义 1 维子空间 V1 := 〈v1〉, 另外
记 V := V /V1, 则因为 T (V1) ⊂ V1, 推论 4.12.8 (代入 W = V 和 U = U ′ = V1) 给出
T ∈ End(V ). 代入命题 5.10.2 可得

CharT =
CharT
X − λ1

=

n∏
i=2

(X − λi).

由于 dimV = n− 1, 我们知道 T 可上三角化: 它保持某个完备旗

{0} = V 1 ⊊ · · · ⊊ V n = V .

以命题 4.12.9 取它们相对于商映射 q : V → V 的原像 V1 ⊊ . . . ⊊ Vn; 因为 {0} 的原像
确实是 V1, 记法是合理的. 由此得到 V 的完备旗

{0} =: V0 ⊊ V1 ⊊ · · · ⊊ Vn = V.

以上的旗也被 T 保持, 缘由如下: v ∈ Vi 蕴涵 qT (v) = Tq(v) ∈ T (Vi) ⊂ Vi, 从而
Tv ∈ Vi. 这就说明 T 可上三角化.

以后介绍 Jordan 标准形时将对上三角化给出更精密的版本. 然而上三角化定理
7.3.5 很容易证明, 应用中又往往已经足够方便, 以下是一些范例.

推论 7.3.6 若特征多项式 CharT 分裂为
∏n
i=1(X − λi), 则对于任意 m ∈ Z≥0, 我们有

CharTm =
∏n
i=1(X − λmi ).

证明 以定理 7.3.5 化到 T 对应于上三角矩阵的情形, 以命题 4.11.6 描述 Tm 的对角
元, 然后按命题 5.8.5 比较 T 和 Tm 的特征多项式.
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注记 7.3.7 上三角化的论证技巧给出 Cayley–Hamilton 定理 5.8.8 的第二种证明. 且
先假设 CharT 已在 F 上分解为

∏n
i=1(X − λi), 以解释证明的思路.

论证同样基于递归, 不妨设 n ≥ 1. 回忆定理 7.3.5 的证明, 其第一步是取特征值为
λ1 的特征向量 v1 以及 V1 := 〈v1〉, 然后考虑商空间 V 层次的线性映射 T . 递归地假定

n∏
i=2

(
T − λi · idV

)
= CharT (T ) = 0V .

拉回 V 上观照, 这相当于说对每个 v ∈ V 皆有

n∏
i=2

(T − λiidV ) (v) ∈ V1.

两边同取 T − λ1 · idV 的像便给出 CharT (T )(v) = 0. 明所欲证.
对于一般的域, 考虑 Cayley–Hamilton 定理的矩阵表述. 设 A ∈ Mn×n(F ). 关键

在于将 F 嵌入足够大的域 E, 以确保 CharA 在 E 上分裂; 推论 6.10.5 确保这般的域
嵌入总是存在. 如果 CharA(A) = 0n×n 在 Mn×n(E) 中成立, 则在 Mn×n(F ) 中同样成
立. 明所欲证.

练习 7.3.8 设 V 为 n 维 C-向量空间, T ∈ End(V ). 通过纯量限制将 V 视同 2n 维向
量空间, 并以 detR T 代表 T 作为 R-线性映射的行列式. 试证 detR T = | detT |2.

提示 以 C 上的三角化定理 7.3.5 化到 n = 1 情形具体计算.

7.4 广义特征子空间
本节继续选定有限维向量空间 V . 一般的线性映射 T ∈ End(V ) 未必能对角化, 但

是在假设 CharT 分裂的前提下, 总能够将 V 分解为广义特征子空间的直和.

定义 7.4.1 设 T ∈ End(V ) 而 λ ∈ F . 沿用 (7.2.1) 的记法, 命

V[λ],N := V
[
(X − λ)N

]
, N ∈ Z≥0

V[λ] :=
⋃
N≥1

V[λ],N .

我们称 V[λ] 是 T 相对于 λ 的广义特征子空间.

我们有 Vλ,[0] = {0} 而 Vλ = V[λ],1 ⊂ V[λ],2 ⊂ · · · . 关于 V[λ] 还需要一些说明. 尽
管子空间的并通常不再是子空间, 但此处的递增性质确保 V[λ] 确实是子空间; 举加
法封闭性为例, 若 v, v′ ∈ V[λ], 可取 N 和 N ′ 使得 v ∈ V[λ],N 而 v′ ∈ V[λ],N ′ , 于是
v + v′ ∈ V[λ],max{N,N ′} ⊂ V[λ]. 纯量乘法封闭性则是容易的.

引理 7.4.2 我们有 V[λ] 6= {0} 当且仅当 λ 是 T 的特征值.
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证明 一个方向是容易的: 若 λ 是特征值, 则 {0} 6= Vλ ⊂ V[λ].
对于另一个方向, 取 v ∈ V[λ] ∖ {0}, 再取最小的 N ≥ 1 使得 (T − λ · idV )Nv = 0,

则 (T − λ · idV )N−1(v) 是 Vλ 的非零元.

留意到定义 7.4.1 和引理 7.4.2 并不要求 V 有限维, 但本节后续的论证只适用于有
限维的 V . 命 n := dimV .

以下设 CharT 分裂, 具体表作

CharT =

m∏
i=1

(X − λi)ai ,

其中 λ1, . . . , λm 两两相异, ai ∈ Z≥1 满足 a1 + · · · + am = n. 鉴于命题 7.2.4, 极小多
项式 MinT 也有相同的根集, 而 MinT | CharT , 故

MinT =

m∏
i=1

(X − λi)bi ,

1 ≤ bi ≤ ai.

引理 7.4.3 设 CharT 分裂并且定义 λi, bi 如上. 对每个 1 ≤ i ≤ m 皆有

V[λi] = V
[
(X − λi)bi

]
= V[λi],dimV .

证明 先处理第一个等号. 定义显然导致 V
[
(X − λi)bi

]
⊂ V[λi]. 对于另一方向的包含

关系, 设 v ∈ V[λi], 再取 N ≥ 1 使得

(T − λi · idV )N (v) = 0.

若 h ∈ F [X] 是 (X − λi)N 和 MinT 的最大公因式, 则因为 λi 是 MinT 的 bi 重根, h
整除 (X − λi)bi ; 另一方面, 存在 f, g ∈ F [X] 使得

h = (X − λi)Nf + MinT g,
h(T )v = f(T )(T − λi · idV )Nv = 0.

综上遂有 (T − λi · idV )biv = 0.
考虑第二个等号. 由于 bi ≤ ai ≤ n, 故 V[λi],bi ⊂ V[λi],n ⊂ V[λi]. 配合上一步的结果

可知每个包含都是等号.

由此得到适用于 V 在 T 作用下的广义特征子空间分解:

V
(7.2.2) m⊕

i=1

V
[
(X − λi)bi

]
=

m⊕
i=1

V[λi]. (7.4.1)
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记 Ti := T |V[λi]
, 则

MinTi
| (X − λi)bi ,

CharTi
和 MinTi

有相同的根集 (命题 7.2.4),
m∏
i=1

CharTi = CharT =

m∏
i=1

(X − λi)ai .

既然 λ1, . . . , λm 相异, 综上立见
CharTi

= (X − λi)ai ,
dimV[λi] = deg CharTi

= ai.
(7.4.2)

定义 7.4.4 设 CharT 分裂, λ ∈ F . 定义 λ 的几何重数为 dimVλ, 其代数重数为 λ 作
为 CharT 的根的重数.

鉴于引理 7.4.2, 无论几何重数或代数重数, 它们非零的充要条件都是 λ 为 T 的特
征值.

定理 7.4.5 任意 λ 的代数重数皆大于或等于几何重数. 两者相等当且仅当 V[λ] = Vλ.

证明 可设 λ 是特征值, 否则所论的重数和空间全为零. 鉴于 (7.4.2), 代数重数等于
dimV[λ], 显然大于等于几何重数 dimVλ, 而且等号成立的充要条件是 V[λ] = Vλ.

目光转回对角化的问题. 命题 7.1.5 表明特征多项式分裂是可对角化的必要条件,
因此以下关于可对角化的第三种判准也只论分裂情形.

推论 7.4.6 考虑线性映射 T ∈ End(V ). 假设 CharT 分裂, 则 T 可对角化当且仅当每
个特征值的代数重数皆等于几何重数.

证明 可对角化的充要条件是 V =
⊕m

i=1 Vλi
. 将此与 V 已有的分解 (7.4.1) 比较, 可

见 T 可对角化当且仅当 Vλi
= V[λi] 恒成立. 将此代入定理 7.4.5.

关乎广义特征子空间的一个标准结论是矩阵或线性映射的 Jordan–Chevalley 分
解, 有两种版本. 先引进一则常用概念.

定义 7.4.7 选定有限维 F -向量空间 V (或 n ∈ Z≥1). 设 N ∈ End(V ) (或 A ∈
Mn×n(F )). 若存在 k ∈ Z≥1 使得 Nk = 0V (或 Ak = 0n×n), 则称 N (或 A) 为幂零的.

定理 7.4.8 (加性 Jordan–Chevalley分解) 考虑 T ∈ End(V ) 并假设 CharT 分裂. 存
在唯一一对 S,N ∈ End(V ) 使得

? S 可对角化,

? N 幂零,

? T = S +N 而 SN = NS.
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此外, 存在 f, g ∈ F [X] 使得 S = f(T ) 而 N = g(T ). 当 T 可逆时 S 亦可逆.

证明 先取相对于 T 的广义特征子空间分解 (7.4.1), 记 Ti := T |V[λi]
. 命 n = dimV .

关于存在性, 定义 S 使得它在每个 V[λi] 上限制为 λiid. 其次定义 N 使得它在每
个 V[λi] 上限制为 Ti−λiid. 从 V[λi] = V[λi],n 可见 Nn 限制在每个 V[λi] 上皆为零映射,
从而 Nn = 0V .

极易在每个 V[λi] 上检验 T = S +N 和 SN = NS, 这就给出所求的资料. 观察到
当 T 可逆时 λi ∈ F×, 故以上构造的 S 也可逆.

至于唯一性, 先记 S 的相异特征值为 µ1, . . . , µl, 相应地分解 V 为特征子空间直
和 ⊕l

j=1 Vj . 对所有 j, 从 SN = NS 得出 Vj 是 N -不变子空间, 而 (Tj − µj id)k =

Nk|Vj = 0Vj 蕴涵 Tj 在 Vj 上的唯一特征值为 µj . 这就说明

? l = m 而 µj = λj 在重排下标后对所有 j 成立,

? 承上, Vj ⊂ V[λj ] 对所有 j 成立.

与广义特征子空间分解对照, 立见 Vj = V[λj ]. 因此 S 由 S|V[λi]
= λiid 唯一确定,

而 N = T − S.
最后讨论 f 的取法. 对主理想环 F [X] 应用中国剩余定理 6.3.8, 得到 f 使得对所

有 1 ≤ i ≤ m 皆有
f ≡ λi (mod (X − λi)n);

故 f(T )|V[λi]
= λiid, 回顾唯一性论证得到 f(T ) = S. 取 g = X − f .

接着从加性版本推导乘性版本.

定理 7.4.9 (乘性 Jordan–Chevalley分解) 设 T ∈ End(V ) 可逆而 CharT 分裂. 存在
唯一一对可逆之 S,U ∈ End(V ) 使得

? S 可对角化,

? U − idV 幂零,

? SU = T = US.

此外, 存在 f, g ∈ F [X] 使得 S = f(T ) 而 U = g(T ).

证明 对于存在性, 先取加性 Jordan–Chevalley 分解 T = S+N , 其中 S 已知可逆. 命
U := idV + S−1N , 则 SU = T . 此外从 SN = NS 推得 U − idV = S−1N 幂零, 而且
SU = US.

对于唯一性,将分解写作 T = S+S(U − idV ). 命 N = S(U − idV ),则从 SU = US

和 U − idV 幂零推出 SN = NS 以及 N 幂零. 于是加性版本说明 S 由 T 唯一确定, U
随之也唯一确定.
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最后, 加性版本给出 f ∈ F [X] 使得 S = f(T ). 兹断言 f 与 CharT 互素: 设若不
然,则存在 T 的特征值 λ使得 X−λ | f ,从而相应的特征向量 v 满足 Sv = 0,矛盾. 由
断言知存在 g, h ∈ F [X]使得 gf+hCharT = X,故 g(T )f(T ) = T , g(T ) = TS−1 = U .
明所欲证.

7.5 同步对角化
本节设 V 是有限维 F -向量空间. 前几节已经从种种面向说明如何判定 T ∈

End(V ) 能否对角化. 然而许多实际场景中面对的不是单个线性映射, 而是一族
T1, . . . , Tk ∈ End(V ), 甚至是无穷多个线性映射. 这就引出以下定义.

定义 7.5.1 设 S 是 End(V ) 的子集. 如果存在 V 的基 v1, . . . , vn 使得每个 vi 都是所
有 T ∈ S 共同的特征向量, 则称 S 在 F 上可以同步对角化.

用矩阵语言来说, 子集 S ⊂ Mn×n(F ) 可以同步对角化相当于说存在可逆之 P 使
得矩阵 P−1AP 对所有 A ∈ S 都是对角的. 定义 7.1.3 相当于 S 是独点集 {T} 的
特例.

即使每个 T ∈ S 都可以对角化, S 也未必能同步对角化, 这是因为定义要求 S 有
一族共同的特征向量作为 V 的基; 或者以矩阵语言改述, 定义要求可逆矩阵 P 的选取
不依赖于 A ∈ S. 关键条件是乘法交换性.

引理 7.5.2 设 S, T ∈ End(V ) 满足 ST = TS, 则对于所有 λ ∈ F , 相对于 T 的特征子
空间 Vλ = {v ∈ V : Tv = λv} 都是 S-不变子空间.

证明 设 v ∈ Vλ, 则
TSv = STv = S(λv) = λSv,

因此 Sv ∈ Vλ.

定理 7.5.3 设 S 是 End(V ) 的子集, 则 S 在 F 上可以同步对角化的充要条件是以下
两则性质成立.

? 每个 T ∈ S 在 F 上皆可对角化;

? 对所有 T, T ′ ∈ S 皆有 TT ′ = T ′T .

证明 首先说明条件的必要性. 设 v1, . . . , vn 是 V 的基, 满足

Tvi = λi(T )vi, T ∈ S, 1 ≤ i ≤ n,

其中 λi(T ) ∈ F 是对应的特征值, 依赖于 T , 则对任意 T, T ′ ∈ S 和所有 i 皆有
TT ′vi = T (λi(T

′)vi) = λi(T )λi(T
′)vi,

T ′Tvi = T ′ (λi(T )vi) = λi(T
′)λi(T )vi,
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由此立见 TT ′ = T ′T .
接着说明充分性. 取 S 作为 End(V ) 的子集的极大线性无关子集 {T1, . . . , Tk}. 由

于 S 的所有元素都能写成线性组合 ∑k
i=1 aiTk, 问题简化到 S 是有限集 {T1, . . . , Tk}

的情形. 以下对 k 递归地论证.
当 k = 1 时, T1 本身按条件已经可对角化.
设 k ≥ 2. 对 T1 应用定理 7.1.7 可得相对于 T1 的特征子空间分解 V =

⊕
λ Vλ, 下

标 λ ∈ F 遍历 T1 的特征值. 引理 7.5.2 蕴涵 Vλ 对所有 i 都是 Ti-不变子空间. 现在对
每个 λ ∈ F 定义

Tλi := Ti|Vλ
∈ End(Vλ), 1 ≤ i ≤ k.

一旦 Tλ1 , . . . , T
λ
k 对所有 λ 都可以同步对角化, 则取直和可见 T1, . . . , Tk 亦然. 所以同

步对角化的问题可以化约到每个 Vλ 上来处理. 接着选定 λ 并观察到
? 每个 Tλi 皆可对角化, 这是基于推论 7.2.10;

? Tλi T
λ
j = Tλj T

λ
i 恒成立, 这是将等式 TiTj = TjTi 限制到 Vλ 上的产物.

然而 Tλ1 = λ · idVλ
, 所以 Vλ 上的同步对角化问题实则只涉及 Tλ2 , . . . , T

λ
k . 这就化

约到 k − 1 的递归假设.

习题

1. 设 V 是有限维 F -向量空间, T ∈ End(V ). 证明若 V 的每个非零元都是 T 的特征向量,
则存在 λ ∈ F 使得 T = λ · idV .

2. 设 A ∈ M2×2(C). 证明 A 或者可对角化, 或者共轭于形如
a 1

0 a

 的矩阵, 两种情况是

互斥的.

3. 证明矩阵 A =


2 0 0

u 2 0

v w −1

 可对角化的充要条件是 u = 0.

4. 在复数域 C 上, 求下列矩阵 A 的所有特征值和特征向量, 并且判断哪些矩阵可以对角化.
在可对角化的情形, 确定可逆矩阵 P 和对角矩阵 D 使得 P−1AP = D.

2 2 −2

2 5 −4

−2 −4 5

 ,


2 3 2

1 8 2

−2 −14 −3

 ,


6 2 4

2 3 2

4 2 6

 .

5. 满足 A2 = A 的 A ∈ Mn×n(F ) 称为幂等矩阵. 证明幂等矩阵总能对角化, 并且其特征值
都属于 {0, 1}.
提示 任何 v ∈ Fn 皆可表为 Av + (v −Av). 或者应用关于极小多项式的知识.
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6. 设 A,B ∈ Mn×n(F ). 证明若 AB = BA, 而且 A 在 F 上有 n 个相异特征值, 则存在多
项式 f ∈ F [X] 使得 B = f(A).

7. 对所有列向量 v,w ∈ Fn 确定 n × n 矩阵 v · tw 的特征多项式, 讨论它可否对角化.
提示 回忆 CharAB 和 CharBA 的比较.

8. 对以下复矩阵, 确定它们的特征多项式, 并且对每个特征值确定几何重数和代数重数, 从而
判断它们是否可对角化. 

4 −3 0

2 −1 0

1 −1 1

 ,


1 1 0

0 1 0

0 0 2

 .

9. 设 A ∈ Mn×n(C) 满足 AN = 1n×n, 其中 N 是正整数, 说明 A 可对角化. 另一方面, 举
出 A ∈ M2×2(F2) 的例子, 使得 A2 = 12×2 而 A 在 F2 的任何扩域上都无法对角化.

10. 设域 F 满足 char(F ) = 0. 记由域 F 中的所有数列 (a0, a1, . . .) = (an)
∞
n=0 构成的 F -向

量空间为 S, 其加法和纯量乘法逐项地定义. 对所有 x ∈ F 和 k ∈ Z≥0, 定义 S 的元素
如下.

? 若 x 6= 0, 定义
kx :=

(
nkxn

)∞
n=0

, (00 := 1);

? 若 x = 0, 定义 kx 使得它的第 k 项是 1, 其余为 0.

(i) 定义线性映射 T : S → S, 使之映 (an)
∞
n=0 为 (an+1)

∞
n=0. 说明

(T − x · idS)
k+1

(
kx
)
= 0, (T − x · idS)

k
(
kx
)
6= 0.

(ii) 证明 0x, 1x, 2x, . . . 在 S 中线性无关.

(iii) 运用上述结果来确定满足

an+d = cd−1an+d−1 + · · ·+ c0an, n ∈ Z≥0

的线性递归数列 (an)
∞
n=0 ∈ S 的通解, 其中 d ≥ 1 和 c0, . . . , cd−1 ∈ F 是给定的.

提示 令 f = Xd− cd−1X
d−1 − · · ·− c0, 问题相当于求 f(T ) ∈ End(S) 的核. 设 x

是 f 的根, 重数为 e(x), 验证 0x, . . . e(x)−1x 都落在核里, 然后说明当根 x 变动, 得
到 d 个线性无关的解.

11. 设 V 为有限维 R-向量空间, V 6= {0}, 而 T ∈ End(V ). 证明或者 T 有特征向量, 或者存
在 2 维的 T -不变子空间. 提示 用极小多项式.

12. 给定有限维向量空间 V 和 T ∈ End(V ), 考虑从 End(V ) 到其自身的线性映射
LT : End(V ) → End(V )

S 7→ TS.

(i) 证明 LT 和 T 有相同的极小多项式.

(ii) 分别用 detT 和 Tr(T ) 来描述 detLT 和 Tr(LT ).
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提示 从矩阵观点看, End(V ) ' Mn×n(F ) 分解为列空间的直和.

13. 设 A ∈ Mn×n(F ). 说明若 Tr(A) = 0, 而且 char(F ) = 0, 则存在 A′ = (a′ij)i,j ∈
Mn×n(F ) 使得

A共轭于 A′, a′11 = · · · = a′nn = 0.

提示 可设 n ≥ 2. 取 v ∈ Fn ∖ {0} 使得 v 和 Av 不成比例, 将 v,Av 扩充为 Fn

的有序基 v, 考虑 A 作为线性映射 Fn → Fn 对 v 的矩阵表法, 然后递归地化约到 n− 1

情形.

14. 设 A ∈ Mn×n(F ) 幂零 (定义 7.4.7), 证明
(i) A 的唯一特征值是 0,

(ii) CharA = Xn,

(iii) A 可对角化当且仅当 A = 0n×n.

15. 将定理 7.3.5 的充分条件部分强化为以下版本: 设 A ∈ Mn×n(F ) 满足 CharA =∏n
i=1(X − λi), 证明存在可逆矩阵 P 使得 P−1AP 是对角元依序为 λ1, . . . , λn 的上三角
矩阵.

16. 证明 A ∈ Mn×n(F ) 幂零当且仅当存在可逆的 P 使得 P−1AP 是对角线全为 0 的上三
角矩阵.

17. 设 A =
(
a
b

)
∈ M2×2(R), 其中 a 6= b 而且 a < 0. 证明不存在 B ∈ M2×2(R) 使得

B2 = A. 提示 一种策略是应用推论 7.3.6.

18. 回忆到A ∈ Mn×n(F )的经典伴随矩阵记为A∨ (定义 5.7.3). 证明若 CharA =
∏n
i=1(X−

λi), 则 CharA∨ =
∏n
i=1(X − Λi), 其中

Λi := λ1 · · · λ̂i · · ·λn,

符号 ·̂ · · 代表在连乘积中省略该项.
提示 一种方法是先说明问题只和 A 的共轭类相关, 从而化到 A 是上三角矩阵的情形,
然后计算 A∨ 的对角元.

19. 设 n ≥ 2. 定义 n× n 矩阵

A :=



0 0 0 · · · 0

1 0 0 · · · 0

0
. . .

...
. . .

...

0 · · · 1 0 0

0 · · · · · · 0 1 0


换言之它在 “次对角线” 上为 1, 其余为 0. 试说明 A 不可能共轭于以下形式的分块对
角矩阵  C 0c×d

0d×c D

 , C ∈ Mc×c(F ), D ∈ Md×d(F )
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其中 c, d ≥ 1, c+ d = n.

20. 设 A ∈ Mm×n(F ), B ∈ Mn×m(F ). 证明 AB 和 BA 有相同的非零特征值.
提示 应用命题 5.8.6, 或者作以下观察: 设 v 是 AB 的特征值为 λ 6= 0 的特征向量, 则
ABv = λv 蕴涵 Bv 6= 0 和 BA(Bv) = λBv.

21. 设 A,B ∈ Mn×n(F ). 证明如果它们的特征多项式皆分裂, 而且 AB = BA, 则它们可以
同步上三角化: 存在可逆之 P 使得 P−1AP 和 P−1BP 皆为上三角的.
条件 AB = BA 对于同步上三角化是充分而非必要的. 精确的充要条件略为复杂, 适合
从 Lie 理论来观照, 在此不论.

22. 设 A 和 B 为代数闭域 F 上的 n × n 矩阵, AB = BA 而 Bn = 0n×n. 证明 A 和
A+B 有相同的特征多项式.
提示 将 A 和 B 同步上三角化.

23. 设 A ∈ Mn×n(F ), 其中 F 是任意域. 请在不用 Cayley–Hamilton 定理 5.8.8 的前提下证
明以下陈述.

(i) 若 A 在 F 的某个扩域上可对角化, 则 CharA(A) = 0n×n.

(ii) 若 CharA 的判别式 (练习 6.7.9) 非零, 则 CharA(A) = 0n×n.
提示 应用 (i) 和推论 7.1.8.

(iii) 由此说明 CharA(A) = 0n×n 总是成立. 这给出 Cayley–Hamilton 定理的另一证明.

提示 所求等式可以表述为 fij = 0, 其中 1 ≤ i, j ≤ n 而 fij 是关于 A 的矩阵元
的多项式. 当 F 无穷时应用 (ii) 与代数等式的延拓原理 (定理 3.6.3) 来证明. 若 F

有限, 则取无穷扩域, 例如 F 上的有理函数域.
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设 V 和 W 为域 F 上的向量空间, 如果映射 B : V ×W → F 单独对每个变元都
是线性的, 则称之为双线性形式; 将 F 替换成一般的向量空间 X, 便得到双线性映射
的概念 (定义 8.1.1). 双线性形式的实例有几何与分析学中的内积, 理论力学中的辛形
式, 概率与数据科学中的协方差等, 不一而足. 当 V = Fm 而 W = Fn 时, 双线性形式
B : V ×W → F 也能用矩阵 A ∈ Mm×n(F ) 表达为

B(v,w) =
t
v ·Aw.

本章的 §§8.1–8.3 表述双线性映射与双线性形式的基本概念与实例, 并且在有限维
的情形给出矩阵描述. 其中格外重要的是非退化双线性形式的概念 (定义 8.2.1), 等价
于对应的矩阵可逆. 给定有限维向量空间 Vi, V ′

i 连同双线性形式 B : Vi × V ′
i → F , 其

中 i = 1, 2. 在 B1 非退化的前提下, 定义–命题 8.2.8 将
? 对线性映射 T : V1 → V2 定义其右伴随 T ∗ : V ′

2 → V ′
1 使得

B2(Tv1, v
′
2) = B1 (v1, T

∗v′2) 恒成立,

? 对线性映射 T : V ′
1 → V ′

2 定义其左伴随 ∗
T : V2 → V1 使得

B2(v2, T v
′
1) = B1 (

∗
Tv2, v

′
1) 恒成立.

这些跷跷板似的伴随关系是代数学中的常见思路. 最根本的是 V1 = V2, V ′
1 = V ′

2 而
B1 = B2 或者对称 (亦即 Bi(v, w) = Bi(w, v))或者反对称 (亦即 Bi(v, w) = −Bi(w, v))
的情形, 此时伴随不必再分左右, 由此可得自伴或反自伴线性映射的概念 (定义 8.2.15).
一切都能用矩阵具体地表达.

我们关心形如 B : V × V → F 的双线性形式, 简记为 (V,B), 其中 V 是有限维
的; 一如我们迄今见识的所有代数结构, 这些资料之间也有同构的概念. 给定 (V1, B1)

和 (V2, B2), 若有向量空间的同构 ϕ : V1
∼→ V2 使得 B2(ϕ(v1), ϕ(v

′
1)) = B1(v1, v

′
1) 对所

有 v1, v
′
1 ∈ V1 成立, 则称 (V1, B1) 和 (V2, B2) 同构, 它们本质上是同一个结构. 分类所

有 (V,B) 的同构类是研究双线性形式的基本目标. 用矩阵的语言来说, 这相当于研究
Mn×n(F ) 对等价关系

A ∼ t
CAC, C ∈ Mn×n(F )可逆
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的商集; 上述等价关系也称为矩阵的合同关系 (定义 8.3.8).
分类问题在 B 对称和反对称的情形差异鲜明, 此外问题还和 char(F ) 相关. 本书

在这部分总假设 char(F ) 6= 2.
对称情形由 §§8.4–8.6 处理. 记 n = dimV , 关于资料 (V,B) 的分类也可以等价地

表述为 n 元齐次二次多项式 (简称 n 元二次型)

f =
∑

1≤i,j≤n

aijXiXj , aij = aji

在线性坐标变换下的分类问题; 二次型的分类在代数闭域 (例如 C) 上近乎平凡, 在 R
上则由 Sylvester 惯性定理 8.6.6 给出完整的答案. 尽管问题乍看是二次的, 依然落在线
性工具的射程之内.
反对称情形由 §8.7 处理. 非退化且反对称的 (V,B) 称为辛空间, 其分类在所有域

F 上都是一致的: 同构类由 dimV 完全确定, 而且 dimV 必为偶数 (推论 8.7.5). 证明
诀窍是研究 V 的 Lagrange 子空间, 关键结论是定理 8.7.4.

最后的 §8.8 和 §8.9 分别研究向量空间 V 的双重对偶 V ∨∨ 和商空间的对偶, 需要
本章前几节的若干结论. 我们将证明线性映射 T 的单性及满性, 以及核 ker(T ) 及余核
coker(T ) 都是相互 “对偶” 的概念, 像 im(T ) 则是 “自对偶” 的, 对此将有严格的数学
解释. 基于这些抽象结论, 推论 8.9.6 将重新证明矩阵的列秩等于行秩, 并将等式升级为
一个同构.

阅读提示
若无另外说明, F 代表一个选定的域. 在 §§8.4–8.7 默认 char(F ) 6= 2.

阅读顺序
§8.1 §8.2 §8.3 §8.4 §8.5 §8.6

§8.7§8.8 §8.9
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8.1 双线性形式
双线性形式是双线性映射的特例. 我们先从后者的定义入手.

定义 8.1.1 (双线性映射和双线性形式) 设 V,W,X 为 F -向量空间, 若映射

B : V ×W → X

对每个变元都是线性的, 亦即

B(v1 + v2, w) = B(v1, w) +B(v2, w),

B(v, w1 + w2) = B(v, w1) +B(v, w2),

B(tv, w) = tB(v, w) = B(v, tw), t ∈ F,

则称 B 为双线性映射. 这些双线性映射构成的集合记为 Bil(V,W ;X)

取 X = F 的特例, 则双线性映射 B : V ×W → F 也称为 V ×W 上的双线性形
式, 或称双线性型.

一如线性映射的情形, 集合 Bil(V,W ;X) 也对逐点运算
(B1 +B2)(v, w) := B1(v, w) +B2(v, w),

(tB)(v, w) := t ·B(v, w)

成为向量空间, 以零映射 B(·, ·) = 0 为零元; 一切所需性质都可以化到单个变元来检验.
今后的重点在于双线性形式的情形. 双线性形式 V ×W → F 有时也形象地称为

V 和 W 的配对.

例 8.1.2 矩阵乘法 Mm×n(F )×Mn×l(F )→ Mm×l(F ) 是双线性映射.

例 8.1.3 取特例 F = R. 在直角坐标系下, 平面向量的内积 (x1, x2) · (y1, y2) :=∑2
i=1 xiyi 给出 R2 × R2 上的双线性形式. 类似地, 空间向量的内积 (x1, x2, x3) ·

(y1, y2, y3) :=
∑3
i=1 xiyi 给出 R3 ×R3 上的双线性形式. 实向量空间上的内积结构是第

九章的主题.

例 8.1.4 (典范配对) 取特例 W = V ∨ (回忆定义 4.7.5), 定义 V ∨ 和 V 之间的典范
配对为

〈·, ·〉 = 〈·, ·〉V : V ∨ × V → F

(λ, v) 7→ 〈λ, v〉 := λ(v).

对偶空间 V ∨ 的定义使得 〈·, ·〉 对两个变元都是线性的. 线性映射 T : V → W 的转置
t
T :W∨ → V ∨ 的定义 4.7.6 依此改写为

〈tT (λ), v〉 = λ(Tv) = 〈λ, Tv〉 ,

其中 v ∈ V 而 λ ∈W∨.
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按照 §4.7 介绍的方式, 将 Fn 视同列向量空间 Mn×1(F ), 将 (Fn)∨ 视同行向量空
间 M1×n(F ), 典范配对 〈·, ·〉 便化为矩阵的乘法

M1×n(F )×Mn×1(F ) M1×1(F ) = F

(
t
w,v)

t
w · v,

而例 8.1.4 关于转置映射的写法则以矩阵语言表为
〈w,Av〉 = t

w ·Av =
t
(

t
A ·w) · v = 〈tA ·w,v〉 ,

其中 v ∈ Fn, w ∈ Fm 而 A ∈ Mm×n(F ).
现在留意到对于任意集合 A,B, C, 记 CA :=

{所有映射 A → C}, 则有自然的双
射1) (

CA
)B CA×B (

CB
)A

ϕ [(a, b) 7→ ϕ(b)(a)]

[(a, b) 7→ ψ(a)(b)] ψ.

1:1 1:1

若将集合代换成向量空间, 类似现象在线性的框架下同样成立. 为了简化讨论, 且将以
上的集合 C 代换为 1 维向量空间 F .

给定双线性形式 B : V ×W → F . 当 v ∈ V 固定, B(v, ·) :W → F 确定 W∨ 的元
素, 记为 ψ(v); 同理, 当 w ∈W 固定, B(·, w) 确定 V ∨ 的元素, 记为 ϕ(w). 通过这一观
察, 所有双线性形式都可以通过典范配对来表达, 细说如下.

命题 8.1.5 对于任意 F -向量空间 V 和 W , 我们有向量空间的同构

Hom(W,V ∨) Bil(V,W ;F ) Hom(V,W∨)

[w 7→ B(·, w)] B [v 7→ B(v, ·)]

ϕ [B(v, w) := 〈ϕ(w), v〉]

[B(v, w) := 〈ψ(v), w〉] ψ

∼ ∼

证明 首先, 注意到图中所有映射皆线性. 问题在于逐一验证两个方向来回合成的产物
都是恒等.

先论 Hom(W,V ∨)↔ Bil(V,W ;F ). 给定 ϕ ∈ Hom(W,V ∨),它向右映为 B(v, w) =

〈ϕ(w), v〉, 而 B 再向左映为 Hom(W,V ∨) 的如下元素: w 7→ B(·, w) = 〈ϕ(w), ·〉 =
ϕ(w). 因此 合成为 id.

另一方面, 给定双线性形式 B, 它向左映为 ϕ : w 7→ B(·, w), 后者再向右映为双线
性形式 (v, w) 7→ 〈ϕ(w), v〉, 然而 〈ϕ(w), v〉 = ϕ(w)(v) = B(v, w), 因此 也合成为 id.
至于 Bil(V,W ;F )↔ Hom(V,W∨), 论证完全是对称的, 不必重复.

1)这种技巧在计算机科学或数理逻辑中称为 Curry 化.
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如果考虑更一般的 Bil(V,W ;X), 则命题 8.1.5 中的 V ∨ (或 W∨) 应替换为

Hom(V,X) (或 Hom(W,X));

论证无异, 只是符号更冗长.

命题 8.1.6 (以矩阵表达双线性形式) 设 m,n ∈ Z≥1. 将 Fn 的元素视同列向量, 则有
向量空间的同构

Mm×n(F ) Bil(Fm, Fn;F )

A [B(v,w) :=
t
v ·Aw].

∼

进一步, 对所有 (xi)i ∈ Fm 和 (yi)i ∈ Fn 皆有

B

 m∑
i=1

xiei,

n∑
j=1

yjej

 =

m∑
i=1

n∑
j=1

aijxiyj .

证明 断言中的同构有至少两种论证. 先介绍略微抽象的第一种方法. 命题 8.1.5 的
同构 Hom(W,V ∨)

∼→ Bil(V,W ;F ) 中代入 V = Fm 和 W = Fn. 另外将行向量空间
(Fm)∨ 和列向量空间 Fm 通过转置等同, 那么 A ∈ Mm×n(F ) 可以等同于线性映射
ϕ : Fn → (Fm)∨, 映 w 为 ϕ(w) =

t
(Aw). 将典范配对表达成行向量对列向量的乘法,

ϕ 对应的双线性形式 B 遂表为
B(v,w) = 〈ϕ(w),v〉 = t

(Aw) · v
=

t
w · t

A · v
=

t
vAw;

最后一个等式成立的缘由是将两边作为 1× 1 矩阵取转置.
接着验证 B

(∑m
i=1 xiei,

∑n
j=1 yjej

)
的公式. 双线性导致

B

∑
i

xiei,
∑
j

yjej

 =
∑
i

∑
j

xiyjB(ei, ej),

问题化为证 B(ei, ej) = aij . 回忆到 Aej 是列向量
∑m
k=1 akjek. 因此 t

ei · (Aej) 取出
此列向量的第 i 个分量 aij . 此即 B(ei, ej) = aij .

至于第二种方法, 扼要地说, Mm×n(F )→ Bil(Fm, Fn;F ) 显然是线性映射, 姑且记
为 Θ. 由于双线性导致 B 由资料 (B(ei, ej))i,j 唯一确定, 故映射 Θ 的右侧维数 ≤ mn,
而左侧已知是 mn 维的. 然而上一段的结论 B(ei, ej) = aij 表明 A 被 B = Θ(A) 确
定, 故 Θ 单. 比较维数遂知 Θ 是同构.

注记 8.1.7 若取 n = m, 并且设双线性形式 B 对应于 A ∈ Mn×n(F ), 则

B(w,v) =
t
w ·A · v =

t
(

t
w ·Av) =

t
v · t

Aw,

所以在命题 8.1.6 的对应下, 对调双线性形式的变元相当于将对应的矩阵作转置.
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定义 8.1.8 设 B1 : V1 × V ′
1 → F 和 B2 : V2 × V ′

2 → F 为双线性形式. 定义

B : (V1 ⊕ V2)× (V ′
1 ⊕ V ′

2)→ F

B((v1, v2), (v
′
1, v

′
2)) = B1(v1, v

′
1) +B2(v2, v

′
2).

易见 B 也是双线性形式, 称为 B1 和 B2 的直和, 记为 B1 ⊕B2.

具体矩阵的角度看, 设 Vi = Fni，V ′
i = Fn

′
i 而 Bi 对应到矩阵 Ai ∈ Mni×n′

i
(F ),

其中 i = 1, 2, 则直和 B1 ⊕B2 对应于分块对角矩阵

A :=

 A1

A2

 ∈ M(n1+n2)×(n′
1+n

′
2)
(F ).

接着探讨两个变元取在同一个空间的双线性形式.

定义 8.1.9 设 V 为向量空间, B : V × V → F 为双线性形式.

? 若对所有 v1, v2 ∈ V 皆有 B(v1, v2) = B(v2, v1), 则称 B 为对称的;

? 若对所有 v1, v2 ∈ V 皆有 B(v1, v2) = −B(v2, v1), 则称 B 为反对称的.

如果 B1 和 B2 皆对称 (或反对称), 则其直和亦然.
双线性形式的对称性或反对称性在矩阵语言下有直接了当的描述.

定义 8.1.10 若矩阵 A ∈ Mn×n(F ) 满足
t
A = A (或 t

A = −A), 则称 A 为对称 (或
反对称) 矩阵.

引理 8.1.11 设双线性形式 B : Fn × Fn → F 按命题 8.1.6 的方式对应到 A ∈
Mn×n(F ). 则 B 是对称 (或反对称) 的当且仅当 A 是对称 (或反对称) 矩阵.

证明 注记 8.1.7 的直接结论.

对称和反对称这两种双线性形式将是我们未来探讨的重点.

定义 8.1.12 给定双线性形式 B : V ×W → F , 可以定义任何子空间 W0 ⊂ W 的正交
空间为

⊥W0 := {v ∈ V : ∀w0 ∈W0, B(v, w0) = 0} .

类似地, 对任何子空间 V0 ⊂ V 可以定义

V ⊥
0 := {w ∈W : ∀v0 ∈ V0, B(v0, w) = 0} .

由双线性形式的性质可见 ⊥W0 确实是 V 的子空间, 而 V ⊥
0 是 W 的子空间. 此外,

近乎同义反复的论证表明

W0 ⊂ (⊥W0)
⊥, V0 ⊂ ⊥(V ⊥

0 ).
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对于一般的双线性形式 B, 上述包含关系可以是严格的; 以极端情形 B = 0 为例, 所有
V0 都有相同的正交空间 V ⊥

0 = W . 我们将在 §8.2 对非退化双线性形式来考察正交空
间所承载的信息.

注记 8.1.13 在 V = W 的场合, 对子空间 V0 取 ⊥V0 和 V ⊥
0 的产物未必相同. 在本书

稍后所考虑的情境中, B 总是对称或反对称的, 这时左右两种正交空间相同, 不妨统一
标为 V ⊥

0 .

8.2 非退化形式与伴随映射
继续关于双线性形式的讨论.

定义 8.2.1 考虑任意向量空间 V , W 和双线性形式 B ∈ Bil(V,W ;F ).

? 定义 B 的左根为 V 的子空间 ⊥W = {v ∈ V : B(v, ·) = 0}.

? 定义 B 的右根为 W 的子空间 V ⊥ = {w ∈W : B(·, w) = 0}.

? 设 V 和 W 都是有限维的. 若 B 的左根和右根都是零空间, 则称 B 非退化.

假如 V = W 而 B 是定义 8.1.9 中的对称或反对称双线性形式, 则 B 的左根自动
等于右根.

例 8.2.2 设 V 有限维. 例 8.1.4 定义的典范配对 〈·, ·〉 : V ∨ × V → F 是非退化的.

? 首先考虑它的左根: 若 λ ∈ V ∨ 满足 〈λ, v〉 = λ(v) = 0 对所有 v ∈ V 成立, 则按
定义 λ = 0.

? 其次考虑右根. 设 v ∈ V 非零. 将 v = v1 扩充为基 v1, . . . , vn, 则其对偶基
v̌1, . . . , v̌n 中的 v̌1 满足 〈v̌1, v〉 = 1, 故 v 不属于右根. 换言之, 右根也是零空间.

引理 8.2.3 设 B ∈ Bil(V,W ;F ) 按命题 8.1.5 的同构对应到 ψ ∈ Hom(V,W∨) 和
ϕ ∈ Hom(W,V ∨), 则

B 的左根 = ker(ψ), B 的右根 = ker(ϕ).

证明 这是定义和命题 8.1.5 的具体构造的立即结论.

作一则简单的观察: 若 V 和 W 皆为有限维向量空间, 则仅当 dimV = dimW

时才可能存在非退化双线性形式, 解释如下. 设两者维数不同, 不妨就假设 dimV >

dimW = dim(W∨), 则必有 dim ker(ψ) = dimV − rk(ψ) > 0, 此时 B 退化.
基于上述事实, 今后探讨有限维向量空间上的非退化双线性形式 B : V ×W → F

时, 一律默认 dimV = dimW .
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命题 8.2.4 设 V 和 W 是有限维 F -向量空间, dimV = dimW , 则对于任意 B ∈
Bil(V,W ;F ), 以下性质相互等价:

(i) B 非退化,

(ii) B 的左根为 {0},

(iii) B 的右根为 {0},

当以上任一条件成立时, B 对应的 ϕ :W → V ∨ 和 ψ : V →W∨ 都是同构.

证明 按非退化双线性型的定义立见 (i) 蕴涵 (ii) 和 (iii). 以下说明 (ii) =⇒ (i). 设
(ii) 成立, 则 ψ : V → W∨ 是单射; 由于 dimV = dimW = dimW∨, 它自动是同构.
我们的目的是说明 B 的右根也是 {0}. 设 w ∈ W 属于右根, 亦即对所有 v ∈ V 皆有
B(v, w) = 0, 然而这也相当于说 ψ(v) 总是属于 W∨ 的子空间

⊥ 〈w〉 := {λ ∈W∨ : λ(w) = 0} .

假若 w 6= 0, 则 ⊥ 〈w〉 ⊊ W∨, 这是因为 w 可扩充为 W 的基 w1, . . . , wn 使得
w1 = w; 取其对偶基 w̌1, . . . , w̌n ∈W∨, 则 w̌1 /∈ 〈w〉⊥. 于是 im(ψ) 包含于 W∨ 的真子
空间, 与 ψ 为同构矛盾. 综上, B 非退化.

(iii) =⇒ (i) 的论证是完全相同的, 此时同样有 ϕ :W
∼→ V ∨.

例 8.2.5 取 V = W = Fn, 等同于列向量空间, 并将其对偶空间等同于行向量空间. 对
于 A ∈ Mn×n(F ), 依命题 8.1.6 的范式来考虑双线性形式

B : Fn × Fn F

(v,w)
t
vAw.

它对应的线性映射 ϕ : Fn → (Fn)∨ 已知是 w 7→ t
(Aw), 映列向量为行向量. 因此 B

非退化当且仅当 A 可逆.

例 8.2.6 (迹形式) 设 V 为有限维 F -向量空间, 则 End(V ) 也是有限维的. 运用 §5.9
介绍的迹映射, 可以在 End(V ) 上定义自然的双线性形式

End(V )× End(V ) F

(S, T ) Tr(ST ),

称为迹形式. 因为 Tr(ST ) = Tr(TS) 恒成立, 这是定义 8.1.9 所谓的对称双线性形式.
现在说明它还是非退化的. 为此, 仅须对所有 S 证

∀T ∈ End(V ), Tr(ST ) = 0 =⇒ S = 0.
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取 V 的基以将 End(V )等同于矩阵环Mn×n(F ). 设 S 对应于A = (aij)i,j ∈ Mn×n(F ).
代入 Mn×n(F ) 的标准基的元素 B = Eij 可得

AEij =



第 j 列

0 · · · a1i · · · 0

...
...

...

0 · · · ani · · · 0

, Tr(AEij) = aji.

根据假设, Tr(AEij) = 0; 既然其中的 (i, j) 可以任取, 由此立得 A = 0n×n.

以下练习给出命题 8.2.4 的强化版本, 它涉及定义 4.12.2 介绍的商空间.

练习 8.2.7 设 V 和 W 是任意 F -向量空间, B ∈ Bil(V,W ;F ). 分别记 B 的左根和右
根为 L 和 R.

(i) 证明 B 自然地诱导出非退化双线性映射 B : (V /L)× (W/R)→ F , 由下式给出

B(v + L,w +R) = B(v, w).

(ii) 应用 (i) 来说明 dimL− dimR = dimV − dimW .

结合命题 8.1.5 和命题 8.2.4 可知, 对于有限维 F -向量空间 V 和 W ,

指定非退化双线性形式 V ×W B
F ⇐⇒

指定同构 ϕ :W
∼→ V ∨ ⇐⇒ 指定同构 ψ : V

∼→W∨,

而 B 在这些同构之下对应到 V 或 W 上的典范配对. 命题 8.2.4 的刻画还表明非退化
双线性形式 B 可以用来表示对偶空间的所有元素, 更精确地说:

? 对于任意 λ ∈ V ∨, 存在唯一的 w ∈W 使得 λ = ϕ(w) := B(·, w);

? 对于任意 η ∈W∨, 存在唯一的 v ∈ V 使得 η = ψ(v) := B(v, ·).

作为应用, 现在考虑一个貌似复杂 (实则不然) 的情境: 给定有限维向量空间上的
两个双线性形式 B1 和 B2, 设 B1 非退化. 对于以下两种情况

V1 V ′
1

F

V2 V ′
2

×

T

B1

×
B2

V1 V ′
1

F

V2 V ′
2

×
B1

T

×
B2

其中 T 是给定的线性映射, 我们都寻求虚线所示的线性映射, 它和 T 之间须具备某种
翘板似的 “伴随关系”.
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定义–命题 8.2.8 (伴随映射) 考虑双线性形式 Bi ∈ Bil(Vi, V ′
i ;F ), 其中 i = 1, 2, 其中

所有向量空间均为有限维, 并且假设 B1 非退化.

(i) 存在唯一的线性映射

Hom(V1, V2) Hom(V ′
2 , V

′
1)

T T ∗,

其中的 T ∗ 称为 T 相对于 B1 和 B2 的右伴随, 由下式刻画:

B2(Tv1, v
′
2) = B1(v1, T

∗v′2), v1 ∈ V1, v′2 ∈ V ′
2 .

(ii) 存在唯一的线性映射

Hom(V ′
1 , V

′
2) Hom(V2, V1)

T
∗
T ,

其中的 ∗
T 称为 T 相对于 B1 和 B2 的左伴随, 由下式刻画:

B2(v2, T v
′
1) = B1(

∗
Tv2, v

′
1), v′1 ∈ V ′

1 , v2 ∈ V2.

对于 V1 = V2, V ′
1 = V ′

2 而 B1 = B2 =: B 的情况, 称 T ∗ (或 ∗
T ) 为 T 相对于 B 的

右 (或左) 伴随.

证明 讨论 (i) 即足. 思路是清楚的: 固定 v′2 ∈ V ′
2 , 则映射

B2(T (·), v′2) : v1 7→ B2(Tv1, v
′
2)

给出 V ∨
1 的元素; 因为 B1 非退化, 先前的观察说明存在唯一的 v′1 ∈ V ′

1 使得
B2(T (·), v′2) = B1 (·, v′1). 所求的 T ∗ 的映法必然是 v′2 7→ v′1, 然而须说明这般定义
的 T ∗ 确实是线性映射, 而且 T 7→ T ∗ 也是线性的. 最后这两步没有本质上的困难, 请
读者基于 v′1 的刻画自行检验.

当 B1 和 B2 都非退化时, 关于左伴随和右伴随的刻画即刻给出

(
∗
T )

∗
= T =

∗
(T ∗); (8.2.1)

这几乎是同义反复.

例 8.2.9 在定义–命题 8.2.8 中取特例 V1 = V2 =: V , V ′
1 = V ′

2 =: V ′ 和 T = idV , 可
见对于

? 给定的非退化双线性形式 B1 ∈ Bil(V, V ′;F ),
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? 任意双线性形式 B2 ∈ Bil(V, V ′;F ),

存在唯一的映射 S ∈ End(V ′) 使得 B2(v, v
′) = B1(v, Sv

′) 对所有 v, v′ ∈ V 成立; 事实
上 S = id∗. 换言之, 任何 B2 和给定的非退化双线性形式之间都仅相差一个线性映射.

如果给定 Bi ∈ Bil(Vi, V ′
i ;F ) (其中 i = 1, 2, 3) 和线性映射 V1

T
V2

S
V3, 并假

设 B1 和 B2 非退化, 则
(ST )

∗
= T ∗ S∗.

这是因为
B3 (STv1, v

′
3) = B2 (Tv1, S

∗v′3) = B1 (v1, T
∗ S∗v′3) .

左伴随的情况当然是类似的. 在 B1 和 B2 皆非退化的前提下, 这顺带说明若 T 可逆,
则 T ∗ (或 ∗

T ) 也可逆, 而
(T ∗)−1 =

(
T−1

)∗
, (

∗
T )−1 =

∗(
T−1

)
. (8.2.2)

伴随映射的行为显然和先前介绍的转置有些类似, 它们之间有简单的关系.

练习 8.2.10 设上述的双线性形式 Bi 按命题 8.1.5对应到 ϕi : V
′
i → V ∨

i ,其中 i = 1, 2,
而 ϕ1 可逆. 验证 Hom(V ′

2 , V
∨
1 ) 中的等式 ϕ1 ◦T ∗ =

t
T ◦ϕ2. 换言之, 应用约定 2.3.3 的

交换图表, T : V1 → V2 的右伴随 T ∗ 和转置 t
T 的关系可以总结为交换图表

V ′
2 V ′

1

V ∨
2 V ∨

1

φ2

T∗

φ1

tT

.

以 ψi 代替 ϕi 给出左伴随的版本. 提示 以例 8.1.4 的典范配对来验证

B1 (v1, T
∗v′2) = 〈ϕ1(T

∗v′2), v1〉V1
,

B2 (Tv1, v
′
2) = 〈ϕ2(v

′
2), T v1〉V2

= 〈tT (ϕ2(v
′
2)) , v1〉V1

.

练习 8.2.11 基于上一道练习的结果, 证明当 B1 和 B2 皆非退化时 rk(T ∗) = rk(T ) =
rk(∗T ).

命题 8.2.12 取定非退化双线性形式 Bi : Vi × Vi → F , 其中 i = 1, 2. 若 B1 和 B2 都
是对称的, 或者都是反对称的, 则对所有 T ∈ Hom(V1, V2) 都有 T ∗ =

∗
T ; 换言之, 此时

B2(v2, T v1) = B1 (T
∗v2, v1) 对所有 v1, v2 皆成立.

作为推论, 此时有 (T ∗)
∗
= T =

∗
(
∗
T ).

证明 当 B1 和 B2 都对称时命 ε = 1, 否则命 ε = −1. 此时
B2 (v2, T v1) = εB2 (Tv1, v2) = εB1 (v1, T

∗v2)

= ε2B1 (T
∗v2, v1) = B1 (T

∗v2, v1) .

这就说明 ∗
T = T ∗, 而第二部分是 (8.2.1) 的改写.
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以下术语因之是合理的.

约定 8.2.13 在 B1 和 B2 同为对称或反对称非退化双线性形式的情形, 我们将 T 的左
伴随和右伴随统一称为伴随, 记为 T ∗.

最常用的还是 (V1, B1) = (V2, B2) 的特例. 对于矩阵情形, 一切都是具体的.

例 8.2.14 取 Vi = V ′
i := Fni , 等同于列向量空间 (i = 1, 2). 考虑 Ai ∈ Mni×ni

(F ) 确
定的双线性形式

Bi : F
ni × Fni F

(v,w)
t
vAiw.

设 A1 可逆; 根据例 8.2.5, 这相当于说 B1 非退化.
给定矩阵 T ∈ Mn2×n1(F ), 视同线性映射 Fn1 → Fn2 , 如何明确它的右伴随?

兹断言

T ∗ 等同于
A−1

1 ·
t
T ·A2 ∈ Mn1×n2(F ).

这点可以由练习 8.2.10 推导, 但更省心的方法或许是直接用矩阵来计算

B2 (Tv1,v2) =
t
(Tv1)A2 v2 = (

t
v1)

t
T A2v2 = (

t
v1)A1A

−1
1 ·

t
T A2v2

= (
t
v1)A1

(
A−1

1 ·
t
T ·A2

)
v2 = B1

(
v1, (A

−1
1 ·

t
T ·A2)v2

)
;

这相当于说 A−1
1 ·

t
T ·A2 也具有刻画 T ∗ 的性质. 证毕.

定义 8.2.15 设 B : V × V → F 是非退化双线性形式. 考虑线性映射 T ∈ End(V ). 以
下概念都是相对于 B 而言的.

? 若 T ∗ = T , 则称 T 是自伴的.

? 若 T ∗ = −T , 则称 T 是反自伴的.

严格来说, 应该按照 ∗
T 和 T ∗ 分为左右两组版本. 由于今后主要考量对称或反对

称的 B, 此处不深究.

例 8.2.16 考虑 (v,w) 7→ t
w · v 确定的对称非退化双线性形式 Fn × Fn → F ; 这相当

于在例 8.2.14 中取 A1 = A2 = 1n×n. 将 T ∈ Mn×n(F ) 视同 End(Fn) 的元素, 从例
8.2.14 即刻导出

伴随映射 T ∗ 等同于
作为矩阵取转置 t

T ,

以及

T 自伴 ⇐⇒ t
T = T

作为矩阵

,

T 反自伴 ⇐⇒ t
T = −T
作为矩阵

.
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这又接上了定义 8.1.10 介绍的对称和反对称矩阵, 差异在于矩阵在 §8.1 承担了双线性
形式的角色, 在此却是线性映射的化身.

最后接续 §8.1结尾遗留的问题. 我们取 V 和 W 为有限维向量空间, B : V ×W →
F 为双线性形式. 对给定的子空间 W0 ⊂ W 和 V0 ⊂ V 考虑定义 8.1.12 中的子空间
⊥W0 和 V ⊥

0 .

命题 8.2.17 设 B : V ×W → F 非退化, 则

dimV ⊥
0 + dimV0 = dimV, dim ⊥W0 + dimW0 = dimW.

证明 两式的论证全然相似, 以下仅给出第一式的论证. 记 d := dimV0, n := dimV =

dimW . ψ : V
∼→W∨ 为对应到 B 的同构. 考虑 V0 在 ψ 之下的像, 取其基 w̌1, . . . , w̌d,

所以 V ⊥
0 ⊂W 是由以下等式定义的子空间

〈w̌1, ·〉 = · · · = 〈w̌d, ·〉 = 0. (8.2.3)

根据即将证明的维数引理 8.2.18, 可见 V ⊥
0 的维数确实是 n− d.

请注意: 命题 8.2.17 仅是确定了 V ⊥
0 的维数. 对于一般的 V0 ⊂ V 和非退化双线性

形式 B : V × V → F , 未必有直和分解 V = V0 ⊕ V ⊥
0 .

为了补全上述证明, 现在来确立一则关于维数的一般性结果, 证明方法也颇有趣.

引理 8.2.18 设 W 为有限维向量空间, d ∈ Z≥1 而 w̌1, . . . , w̌d ∈ W∨ 线性无关, 则 W

的子空间
⊥ 〈w̌1, . . . , w̌d〉 := {w ∈W : 〈w̌1, w〉 = · · · = 〈w̌d, w〉 = 0}

的维数是 dimW − d.

证明 从两个极端状况入手. 命 n := dimW . 先设 d = n, 则 〈w̌1, . . . , w̌n〉⊥ 便是
{w ∈W : ∀w̌, 〈w̌, w〉 = 0}. 例 8.2.2 已经说明这是零空间.

其次设 d = 1. 已知 w̌1 6= 0, 故 w̌1 作为线性映射 W → F 必然满, 从而
⊥ 〈w̌1〉 = ker(w̌1) 的维数是 n− 1 (定理 4.8.4).
对于一般情形, 将 w̌1, . . . , w̌d 扩充为 W∨ 的基 w̌1, . . . , w̌n 并考虑 W 的子空间列

⊥ 〈w̌1〉 ⊃ · · · ⊃ ⊥ 〈w̌1, . . . , w̌n〉 . (8.2.4)

一般而言, 设 W1,W2 ⊂W 为子空间, 则有
dim(W1 ∩W2) = dimW1 + dimW2 − dim(W1 +W2)

≥ dimW1 + dimW2 − n;

详见练习 4.10.5. 对所有 1 ≤ k < n, 基于先前解释过的 ⊥ 〈w̌k+1〉 = n− 1, 我们得到
dim ⊥ 〈w̌1, . . . , w̌k+1〉 = dim ⊥ 〈w̌1, . . . , w̌k〉 ∩ ⊥ 〈w̌k+1〉

≥ dim ⊥ 〈w̌1, . . . , w̌k〉 − 1.
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然而 (8.2.4) 的首项是 n − 1 维, 末项是 0 维, 故它每步恰好降 1 维. 特别地,
〈w̌1, . . . , w̌d〉⊥ 是 n− d 维的.

现在可以简单地对非退化双线性形式描述双重正交子空间.

定理 8.2.19 设 B : V ×W → F 非退化, 则对所有子空间 V0 ⊂ V 和 W0 ⊂W 皆有

⊥(V ⊥
0 ) = V0, (⊥W0)

⊥ =W0.

对于 V =W 和 B 对称或反对称的情形, 上式也可以简记为 V ⊥⊥
0 = V0.

证明 基于平凡的理由, V0 ⊂ ⊥(V ⊥
0 ). 然而 dimV = dimW 和命题 8.2.17 (应用两次)

又蕴涵两边维数相等, 于是 V0 = ⊥(V ⊥
0 ). 关于 W0 的论证完全类似.

8.3 分类问题的提出
先前着重讨论了形如 B : V × V → F 的双线性形式. 我们希望进一步地了解, 甚

至是在合适条件下分类这种数学对象. 本节不解决分类问题, 而是为问题的提出作好
准备.

一如熟悉的向量空间情形, 当我们谈及分类, 真正重要的不是资料 (V,B) 本身, 而
是它们的同构类. 何谓同构?

定义 8.3.1 考虑资料 (V1, B1) 和 (V2, B2), 其中 Vi 是 F -向量空间而 Bi : Vi × Vi → F

是双线性形式 (i = 1, 2). 从 (V1, B1) 到 (V2, B2) 的同构意谓满足以下条件的线性映射
ϕ ∈ Hom(V1, V2):

? ϕ 是向量空间的同构;

? B2(ϕ(v1), ϕ(v
′
1)) = B1(v1, v

′
1) 对所有 v1, v

′
1 ∈ V1 成立.

上述同构也记为 ϕ : (V1, B1)
∼→ (V2, B2). 若存在这样的同构, 则称资料 (V1, B1)

和 (V2, B2) 是同构2)的, 简记为 (V1, B1) ' (V2, B2).

双线性形式的同构是等价关系:

▷ 反身性 idV 当然地给出同构 (V,B)
∼→ (V,B);

▷ 对称性 若 ϕ : (V1, B1)
∼→ (V2, B2), 则逆映射给出 ϕ−1 : (V2, B2)

∼→ (V1, B1), 这是
因为易见原条件等价于

B2(v2, v
′
2) = B1(ϕ

−1(v2), ϕ
−1(v′2)), v2, v

′
2 ∈ V2;

2)一些文献称之为等价.
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▷ 传递性 若 ϕ : (V1, B1)
∼→ (V2, B2) 而 ψ : (V2, B2)

∼→ (V3, B3), 则 ψϕ : (V1, B1)
∼→

(V3, B3). 验证也毫无困难.

在上述定义中, 不仅底层的向量空间 V1 和 V2 以 ϕ 相互等同, 其上的双线性形式
也通过 ϕ 相互匹配. 因此同构的双线性形式可以设想为实质相同的. 我们已经对不少
代数结构 (域, 环, 向量空间...) 谈过同构的概念, 此处不过是搬演同样的套路.

关于双线性形式的一切性质都可以通过同构来转译, 以下不过是略举其简单面向.
证明大概是多余的.

命题 8.3.2 设 (Vi, Bi) 为双线性形式 (i = 1, 2), 而 ϕ : (V1, B1)
∼→ (V2, B2) 为同构. 我

们有:

(i) dimV1 = dimV2;

(ii) ϕ 映 B1 的左根 (或右根) 为 B2 的左根 (或右根);

(iii) B1 非退化当且仅当 B2 亦然;

(iv) B1 对称 (或反对称) 当且仅当 B2 亦然.

在后续针对对称或反对称双线性形式的研究中, 根基的概念将会频繁出现.

定义 8.3.3 当 B : V × V → F 是对称或反对称双线性形式时, 其左根等于右根, 统一
称为 (V,B) 的根基, 视情况另记为 R(V ), R(B) 或 R(V,B).

定义 8.3.4 对于资料 (V,B) 和 V 的子空间 V0, 将双线性映射 B 限制在 V0 × V0 上给
出资料 (V0, B), 称之 B 在 V0 上的限制. 若 B 是对称 (或反对称) 的, 则其限制亦然.

从已有的双线性形式构造新货的一种手段是直和. 我们顺带引入相关符号.

定义 8.3.5 资料 (V1, B1) 和 (V2, B2) 的直和 (V1, B1)⊕ (V2, B2) := (V1 ⊕ V2, B1 ⊕B2)

按定义 8.1.8 的方式来构造. 由于 V1 和 V2 的元素在 B1 ⊕B2 配对下总是取零, 这种直
和也常被称为正交直和.

若有 ϕi : (Vi, Bi)
∼→ (V ′

i , B
′
i), 其中 i = 1, 2, 则自然也有 (V1, B1) ⊕ (V2, B2)

∼→
(V ′

1 , B
′
1)⊕ (V ′

2 , B
′
2).

同样地, 可以定义任意份资料的 (正交) 直和⊕
i(Vi, Bi).

直和的另一种用法是将给定的 (V,B) 简化. 比方说它可以将 (V,B) 的研究化约到
非退化情形, 细说如下.

命题 8.3.6 考虑资料 (V,B). 存在子空间 K 使得 V = R(V )⊕K, 而且 B 在 K 上的
限制是非退化双线性形式 K ×K → F . 因此我们得到直和分解

(V,B) = (R(V ), 0)⊕ (K,B),

其中 0 代表恒取零的平凡双线性形式
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证明 命题 4.10.6 确保存在子空间 K 使得 V = R(V )⊕K. 兹说明 (K,B) 非退化. 设
v ∈ K 使得对所有 v′ ∈ K 皆有 B(v, v′) = 0, 则因为条件对于 v′ ∈ R(V ) 显然也成立,
故 B(v, ·) 恒为零, v ∈ R(V ) ∩K = {0}. 其余断言都是平凡的.

练习 8.3.7 从商映射限制而来的同构 K
∼→ V /R(V ) (推论 4.12.11)等同 B : K×K →

F 与商空间上诱导的双线性形式 B : V /R(V )× V /R(V ) → F (练习 8.2.7). 试按定义
严格地检验这些断言.

泛泛而论双线性形式 (V,B)的分类几乎是没有内容的. 在后续研究中, 我们将对双
线性形式的对称/反对称性, 非退化性, 维数以及域 F 本身加上种种限定. 比方说, 我们
将在大部分场合假定 V 是有限维的. 不同场景下的结果和技术都具有各自的鲜明风格.
最后将理论落实到 V = Fn 的具体场景, 说明如何在矩阵的层次诠释资料 (Fn, B)

与 (Fn, B′) 之间的同构. 这将涉及以下概念.

定义 8.3.8 (矩阵的合同关系) 设 A,A′ ∈ Mn×n(F ). 若存在可逆的 C ∈ Mn×n(F ) 使
得 A =

t
CA′C, 则称 A 和 A′ 合同.

练习 8.3.9 运用转置的性质 t
(C1C2) =

t
C2

t
C1 和 (

t
C)−1 =

t
(C−1), 说明合同是

Mn×n(F ) 上的等价关系. 验证若 A 和 A′ 合同, 则 A 对称 (或反对称) 当且仅当 A′

亦然.

此外,
t
CA′C = A ⇐⇒ ∀v1,v2,

t
v1

(t
CA′C

)
v2 =

t
v1 Av2

⇐⇒ ∀v1,v2,
t
(Cv1)A

′ (Cv2) =
t
v1 Av2,

其中 v1,v2 遍历 Fn 的元素, 视同列向量. 若考虑 A (或 A′) 所对应的双线性形式 B

(或 B′), 将可逆矩阵 C 视同向量空间的同构 Fn
∼→ Fn, 则最后一则条件也相当于说

B′(Cv1,Cv2) = B(v1,v2),

而这正是定义 8.3.1 所谓的同构. 这些观察总结如下.

命题 8.3.10 设 B 和 B′ 为双线性形式 Fn × Fn → F , 分别对应到 n × n 矩阵 A 和
A′, 则有双射

{
C ∈ Mn×n(F ) :可逆,

t
CA′C = A

} {
ϕ : (Fn, B)

∼→ (Fn, B′)
}

C 相应的同构 Fn
∼→ Fn.

1:1

因此, 有限维向量空间上的双线性形式之间的同构和矩阵的合同是一回事.
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8.4 二次型的基本概念
本节考量有限维 F -向量空间上的对称双线性形式 (V,B). 以下设 F 是满足

char(F ) 6= 2 的域 (定义 3.7.2), 这是因为相关操作中经常需要作 “除以 2” 的运算, 见
练习 3.7.6 的讨论.
命 n := dimV . 选定 V 的有序基以得到同构 ϕ : V

∼→ Fn. 于是按照 §8.3 的语言,
ϕ : (V,B)

∼→ (Fn, B′), 其中的 B′ : Fn × Fn → F 由
B′(ϕ(v1), ϕ(v2)) = B(v1, v2), v1, v2 ∈ V

确定. 综之, n 维对称双线性形式的分类化约到 V = Fn 的情形. 根据命题 8.1.6 和引
理 8.1.11, 它们进一步与 F 上的 n× n 对称矩阵一一对应.

现在将这些资料用更经典而具体的多项式语言改述. 选定 n ∈ Z≥1.

定义 8.4.1 (n元二次型) 域 F 上的 n 元齐次二次多项式 (定义 3.3.4) 称为 n 元二次
型3).

按定义, n 元二次型可以表为

f =

n∑
i=1

aiiX
2
i +

∑
1≤i<j≤n

2aijXiXj

的形式, 其中的 aij ∈ F 是由 f 唯一确定的系数 (1 ≤ i ≤ j ≤ n). 我们也可以另外
对 i ≥ j 的情形命 aij := aji. 尽管这么做显得冗余, 但好处是 f 可以更简练地表作∑

1≤i,j≤n aijXiXj , 而且由此得到定义 8.1.10 意义下的对称矩阵
A = (aij)i,j ∈ Mn×n(F ).

反过来说, 任何对称矩阵 A ∈ Mn×n(F ) 都按 f =
∑
i,j aijXiXj 唯一地确定了 n

元二次型. 综上, 我们得到双射

{
n元二次型}

 A ∈ Mn×n(F )

对称矩阵


 B : Fn × Fn → F

对称双线性形式


f =

∑
1≤i,j≤n aijXiXj A = (aij)i,j B(v1,v2) =

tv1 Av2

1:1 1:1

命题 8.1.6

∈ ∈ ∈

(8.4.1)
按惯例, 矩阵运算中将 Fn 的元素 v1,v2 视同列向量; 此外它们还能代入 n 元多项式来
求值.

因此, 对于二次型至少有三种观点: 作为多项式, 对称矩阵或对称双线性形式. 它
们各有优点.

3)在经典文献中, “型” 往往是一类齐次多项式的代称.
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命题 8.4.2 设 n 元二次型 f 按 (8.4.1) 对应到对称双线性形式 B : Fn × Fn → F , 则

f(v) = B(v,v), B(v1,v2) =
1

2
(f(v1 + v2)− f(v1)− f(v2)) .

证明 第一式直接来自 B(v,v) =
∑

1≤i,j≤n aijxixj , 其中 v = (x1, . . . , xn). 第二式则
是来自于

f(v1 + v2) = B(v1 + v2,v1 + v2)

= B(v1,v1) +B(v2,v2) +B(v1,v2) +B(v1,v2)

= f(v1) + f(v2) + 2B(v1,v2).

其中 v1 = (x1, . . . , xn) 而 v2 = (y1, . . . , yn); 此处 B 的对称性是关键.

留意到如果 B 对应的是一般的矩阵 A ∈ Mn×n(F ), 则代入 v = (x1, . . . , xn) 给出

B(v,v) =
∑

1≤i,j≤n

aijxixj =

n∑
i=1

aiix
2
i +

∑
1≤i<j≤n

(aij + aji)xixj ,

这和对应到 1
2 (A+

t
A) 的对称双线性形式给出一样的结果.

练习 8.4.3 对应 (8.4.1) 和命题 8.4.2 顺道说明尽管 n 元二次型 f 是 F [X1, . . . , Xn]

的元素, 它却由对应的多项式函数 Fn → F 完全确定. 请尝试直接证明: 若域 F 满足
char(F ) 6= 2 而 f =

∑
i≤j aijXiXj +

∑
i biXi + c ∈ F [X1, . . . , Xn], 则 f 由对应的多项

式函数唯一确定.

定义 8.4.4 (向量空间上的二次型) 考虑资料 (V,B), 其中 V 是有限维 F -向量空间,
B : V × V → F 是对称双线性形式. 此时我们简称 (V,B) 为域 F 上的二次型, 实现在
空间 V 上. 基于命题 8.4.2, 一个 n 元二次型 (V,B) 也可以等价地用资料 (V, f) 来刻
画, 其中 f = B(v, v).

鉴于 (8.4.1), 实现在 Fn 上的二次型无非是定义 8.4.1 所谓的 n 元二次型. 多项式
的观点经常是比较具体的, 但基于 (V,B) 的定义在操作中更具弹性, 例如可以由定义
8.1.8 直接说明何谓二次型的直和.

命题 8.3.10 以矩阵的合同等价来诠释双线性形式之间的同构. 施之于 Fn 上的二
次型 B 和 B′, 便推得 (Fn, B) ' (Fn, B′) 当且仅当对应的 n × n 对称矩阵 A 和 A′

合同.

约定 8.4.5 当上述条件成立时, 我们也称相应的 n 元二次型 f 和 f ′ 同构.

从多项式的角度观照, n 元二次型 f 和 f ′ 之间的同构是由线性而且可逆的变
量替换

Y :=


Y1
...

Yn

 = C


X1

...

Xn

 = CX, C = (cij)1≤i,j≤n 可逆
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来实现的: 设 f 对应到对称矩阵 A 而 f ′ 对应到对称矩阵 A′, 并且有合同关系
A =

t
CA′C, 则

f(X1, . . . , Xn) =
t
X

t
CA′CX =

t
Y A′Y = f ′(Y1, . . . , Yn).

由于 Yi 具体展开为多项式
∑n
j=1 cijXj , 因此 f 和 f ′ 的关系也可以简单地表作多

项式的合成
f = f ′ ◦ (Y1, . . . , Yn) ∈ F [X1, . . . , Xn],

来理解 (定义 3.3.6).
综上, 二次型的分类问题转译为对称矩阵在合同意义下的分类. 处理此问题的第一

步是在合同意义下进行对角化, 从多项式的角度来看便是配方.

8.5 配方法
仍然设 F 是域, char(F ) 6= 2. 首先说明任何 n 元二次型都可以用同构化到

a1X
2
1 + · · ·+ anX

2
n 的形式, ai ∈ F . 这种二次型对应到对角矩阵, 因而也称是为对角的.

命题 8.5.1 (二次型的对角化) 任何 n 元二次型都同构于形如 a1X
2
1 + · · ·+ anX

2
n 的对

角二次型.

证明 对 n 递归地论证: n = 1 情形平凡. 设 n ≥ 2. 将所论的二次型写成 f =∑
1≤i,j≤n aijXiXj . 无妨假设系数 aij 不全为零, 否则无事可作. 分两种情形讨论.
如果存在 1 ≤ i ≤ n 使得 aii 6= 0, 适当重排变元后不妨假设 i = 1, 则

f = a11

X1 +
1

a11

n∑
j=2

a1jXj

2

+
∑

2≤i,j≤n

aijXiXj −
1

a11

 n∑
j=2

a1jXj

2

.

考虑变量替换
Yi :=

{
X1 +

1
a11

∑n
j=2 a1jXj , i = 1,

Xi, 2 ≤ i ≤ n.

这是线性而且可逆的, 由 X1 = Y1 − 1
a11

∑n
j=2 a1jYj 反解. 二次型在这些变量下改写成

a11Y
2
1 + g(Y2, . . . , Yn), 其中

g =
∑

2≤i≤j≤n

aijYiYj −
1

a11

 n∑
j=2

a1jYj

2

是 n− 1 元二次型, 因此 g 可以继续对角化.
如果所有 aii 全为 0, 则存在 i < j 使得 aij 6= 0. 施行变量替换

Yk :=

{
Xi −Xj k = i,

Xk, k 6= i.
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由 Xi = Yi + Yj 可见这仍是线性而且可逆的. 按此将 1
2f =

∑
k<h akhXkXh 表示为

1

2
f =

∑
1≤k<h≤n
k,h 6=i

akhYkYh +
∑
i<h≤n

aih(Yi + Yj)Yh +
∑

1≤k<i

akiYk(Yi + Yj).

上式中 Y 2
j 的系数为 aij 6= 0. 按此化约到前一情形.

证明过程具有算法的特性. 事实上, 处理关键的 a11 6= 0 情形的手段正是配方.
按照直和的观点 (定义 8.3.5), 对角化也相当于在同构意义下将二次型 f 表为 n 个

形如 aX2 的一元二次型的直和.

算法 8.5.2 任何可逆矩阵皆可写成初等矩阵的积 U1 · · ·Uk. 考虑对称矩阵 A ∈
Mn×n(F ). 命题 8.5.1 的对角化手续相当于寻求一列初等矩阵 U1, . . . ,Uk 使得

t
Uk · · · t

U1 AU1 · · ·Uk 为对角矩阵.

左式相当于对 A 依序施行 U i 对应的初等行变换以及列变换 (两者顺序可换), 其中
i = 1, . . . , k. 对应的 C = U1 · · ·Uk 则是对单位矩阵 1n×n 依序施行 U1, . . . ,Uk 对应
的初等列变换的成果.

成对地施行这些初等行, 列变换, 总可以将 A的非对角线元素零化. 这是命题 8.5.1
证明过程的矩阵表述. 请读者尝试用矩阵语言重证命题 8.5.1.

尽管 n 元二次型能够化到 ∑n
i=1 aiX

2
i 的形式, 其中 a1, . . . , an ∈ F , 但不同

的 a1, . . . , an 给出的二次型可以相互同构. 比如命 Yi = tXi, 其中 t ∈ F×, 则
aiX

2
i = t−2aiY

2
i . 但至少二次型的根基 (即: 对应的对称双线性形式的根基) 容易从对

角化读出.

引理 8.5.3 若 n 元二次型 f 写作
∑r
i=1 aiX

2
i , 其中 0 ≤ r ≤ n 而 a1, . . . , ar ∈ F×, 则

f 的根基等于 〈er+1, . . . , en〉.

证明 由于 f 对应的对称矩阵 A 以 a1, . . . , ar, 0, . . . , 0 为对角元, 其他位置为 0, 回忆
引理 8.2.3 的内容可知子空间

ker(A) = {(x1, . . . , xn) ∈ Fn : a1x1 = · · · = arxr = 0}
= {(0, . . . , 0, xr+1, . . . , xn) ∈ Fn : xr+1, . . . , xn ∈ F}
= 〈er+1, . . . , en〉

给出 f 的根基.

于是 n 元二次型 f 非退化当且仅当它对角化之后的系数 a1, . . . , an 全部非零.

定义 8.5.4 二次型 f 的秩 r 定义为变元个数 n 减去 f 的根基的维数.

同构的二次型有相同的秩. 非退化 n 元二次型正是秩为 n 的二次型. 若二次型 f

对应到对称矩阵 A, 则 f 的秩等于 rk(A), 这是定理 4.8.4 的结论.
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例 8.5.5 (代数闭域的情形) 取 F 为定义 6.6.5 所谓的代数闭域, 例如 F = C. 任何 n

元二次型都能化到 a1X
2
1 + · · ·+ arX

2
r 的形式, 其中 r ≤ n 而 a1, . . . , ar ∈ F×. 以 biXi

代替 Xi, 其中 1 ≤ i ≤ r 而 bi ∈ F 满足 b2i = ai, 便将二次型进一步化为 X2
1 + · · ·+X2

r

的形式, 其中的 r 无非是二次型的秩, 它仅依赖二次型的同构类. 综上, 此时有双射

{n元二次型的同构类} {0, 1, . . . , n}

f 的同构类 f 的秩.

1:1

换言之, 此时二次型完全由秩来分类. 代数闭的条件在此其实过强, 真正用到的条件是
F 的所有元素都有平方根.

8.6 实二次型的分类
在 §8.5 已经看到复二次型容易分类, 本节转向 F = R 情形. 配方法可以化任意 n

元实二次型 f 为 a1X
2
1 + · · ·+ arX

2
r 的形式, 其中 r 是 f 的秩, 而 a1, . . . , ar ∈ R×. 由

于 ai 在 R 中未必有平方根. 所以在将变元适当重排后, 我们只能将实二次型 f 在同构
意义下化到

X2
1 + · · ·+X2

p −X2
p+1 − · · · −X2

r ,

其中 0 ≤ p ≤ r. 姑且称以上形式的实 n 元二次型或对应的对称双线性形式为规范形.
规范形中的数字 p 如何诠释? 我们先引入若干概念. 对称双线性形式的语言在此

更为方便.

定义 8.6.1 设 V 是 R-向量空间, B : V × V → R 是对称双线性形式.

? 若 B(v, v) ≥ 0 对所有 v ∈ V 成立, 则称 B 是半正定的;

? 若 B 半正定, 而且 v 6= 0 蕴涵 B(v, v) > 0, 则称之为正定的.

如果 −B 半正定 (或正定), 则称 B 半负定 (或负定). 若以上皆非, 则称 B 不定.

若进一步要求 V 有限维, 便能为定义 8.4.4 介绍的二次型 (V,B) 在 F = R 时探讨
何谓半正定, 正定, 半负定, 负定, 不定. 这些概念只和 (V,B) 的同构类相关.

练习 8.6.2 说明正定或负定的二次型 (V,B) 必然非退化. 提示 若 v 属于 B 的根
基, 则 B(v, v) = 0.

进一步取 V = Rn, 再用命题 8.4.2 的对应, 便能够对作为多项式的 n 元实二次型
f 谈论正定性等种种概念, 它们同样只依赖 f 的同构类.

命题 8.6.3 设 n 元实二次型 f 同构于规范形 X2
1 + · · ·+X2

p −X2
p+1 − · · · −X2

r , 其中
r 是 f 的秩, 则
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? f 半正定当且仅当 p = r;

? f 正定当且仅当 p = n.

对于半负定和负定性也有类似的刻画, 代 f 为 −f 即可相互过渡.

证明 要点在于非零实数的平方和总为正数. 另一方面, 倘若规范形包含 X2
p −X2

p+1 =

(Xp +Xp+1)(Xp −Xp+1) 的部分, 则显然对任何 c ∈ R 皆可找到 v 6= 0 使 f(v) = c.

现已初见规范形和正定性或半正定性的关系. 一般情形下, 实二次型的同构类中的
规范形是否唯一? 答案是肯定的, 由此可以推导实二次型的完整分类.

约定 8.6.4 对于任何二次型 (V,B) 和 V 的子空间 V0. 按照定义 8.3.4 考虑 B 在 V0

上的限制. 若此限制为正定 (或负定) 的二次型, 则称 V0 是正定 (或负定) 子空间. 类似
地定义何谓半正定 (或半负定) 子空间.

引理 8.6.5 设二次型 (V,B) 同构于规范型 X2
1 + · · · + X2

p − X2
p+1 − · · · − X2

r , 其中
0 ≤ p ≤ r, 则:

(i) 存在 V 的 p 维正定子空间;

(ii) 任何维数 > p 的子空间都不是正定的.

证明 命 n := dimV . 由于断言中的性质只和二次型的同构类相关, 不妨就假设
V = Rn 而 B 对应到多项式 f = X2

1 + · · ·+X2
p −X2

p+1 − · · · −X2
r . 取 p 维子空间

V+ := 〈e1, . . . , ep〉 .

命题 8.6.3 说明 V+ 正定, (i) 得证.
命 N := 〈ep+1, . . . , en〉, 命题 8.6.3 说明 N 半负定. 设 V 的子空间 V ′ 满足

dimV ′ > p, 则

dim(V ′ ∩N) = dimV ′ + dimN − dim(V ′ +N)

≥ dimV ′ + dimN − n
= dimV ′ + n− p− n > 0.

故存在 V ′ ∩N 的非零元 v. 从 v ∈ N 得 f(v) ≤ 0. 这表明 V ′ 非正定, (ii) 得证.

定理 8.6.6 (惯性定理) 选定 n ∈ Z≥1, 则 n 元实二次型的每个同构类中有唯一的规
范形.

证明 考虑二次型 (V,B), (V ′, B′) 和 ϕ : (V,B)
∼→ (V ′, B′). 记 n (或 r) 为 (V,B) 和

(V ′, B′) 共有的维数 (或秩). 取 V 的基 v1, . . . , vn 和 V ′ 的基 v′1, . . . , v
′
n, 使得 B 和 B′
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分别对应于对角元为

1, . . . , 1

p 项
,−1, . . . ,−1

r−p 项
, 0, . . . , 0

n−r 项
,

1, . . . , 1

p′ 项
,−1, . . . ,−1

r−p′ 项
, 0, . . . , 0

n−r 项

的对角矩阵. 目标是证 p = p′.
使用反证法. 设 p′ > p. 对 (V ′, B′) 应用引理 8.6.5 (i) 可得 p′ 维正定子空间

V ′
+ ⊂ V ′, 以同构搬运便得到 V 的正定子空间 ϕ−1(V ′

+). 然而对 (V,B) 应用引理 8.6.5
(ii) 可知任何 p′ 维子空间均不可能正定. 矛盾.

这一结果由 J. J. Sylvester 发现并命名, 他以 “惯性” 譬喻坐标变换下的不变性.
鉴于定理 8.6.6, 以下定义是合理的.

定义 8.6.7 在实二次性 f 的同构类中取规范形, 其中的 p 称为 f 的正惯性指数,
q := r − p 称为负惯性指数, 而两者的差 p− q = 2p− r 称为 f 的符号差.

正负惯性指数的和等于秩, 因此两个 n 元实二次型同构当且仅当它们有相同的秩
和符号差. 两个非退化 n 元实二次型同构当且仅当它们的符号差相同.
基于以上一系列说明, 实二次型的秩, 惯性指数或符号差可以通过配方法和观察正

负号来确定. 往后的定理 9.7.4 将另外给出一种以行列式判断正定性的方法.

8.7 反对称双线性形式: 辛空间
之前侧重于有限维向量空间上的对称双线性形式. 现在我们将目光转向反对称情

形, 它们的分类是比较简单的. 本节继续默认域 F 满足 char(F ) 6= 2. 这就导致反对称
双线性形式 B 总是满足 B(v, v) = 0.

首先聚焦于带有非退化反对称双线性形式的有限维向量空间. 它们在几何学, 数学
物理与计算数学等领域中有精彩应用, 值得一个特殊的名字.

定义 8.7.1 设 V 为有限维向量空间, 其上的非退化反对称双线性形式 B : V × V → F

称为辛形式, 而资料 (V,B) 也称为辛空间, 往往简记为 V .

按此便可以谈论辛空间的直和, 其间的同构, 以及辛空间的分类问题. 先看辛空间
的一则具体例子. 考虑带有有序基 p, q 的二维空间 Fp⊕ Fq, 取其上的反对称双线性形
式 B 使得

B(p, q) = 1 = −B(q, p);

因为反对称性蕴涵 B(p, p) = 0 = B(q, q), 上式完全刻画了 B. 若以有序基 p, q 将此空
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间等同于 F 2, 则 B 按照命题 8.1.6 的方式对应到反对称矩阵

J1 :=

 0 1

−1 0

 ;

这种二维辛空间也称为双曲辛平面.

定义 8.7.2 设 (V,B) 为辛空间.

? 设 V0 为 V 的子空间, 若 B|V0×V0
恒为零, 则称 V0 是全迷向的;

? 极大全迷向子空间 L 称为 V 的 Lagrange 子空间, 这相当于说 L 全迷向, 而任
何严格包含 L 的子空间都不是全迷向的.

基于维数的理由, 任何全迷向子空间总是包含于某个 Lagrange 子空间; 特别地,
Lagrange 子空间总存在, 它们是理解辛空间结构的钥匙.

引理 8.7.3 设 (V,B) 为辛空间, L 为 Lagrange 子空间, 则有 L⊥ = L 和 dimV =

2dimL.

证明 先证 L⊥ = L. 全迷向性质等价于 L ⊂ L⊥. 假若存在 v ∈ L⊥ ∖ L, 则 L+ 〈v〉 仍
是全迷向的, 而且严格包含 L, 与极大性质矛盾.

其次, 命题 8.2.17 说明 dimL⊥ = dimV − dimL, 代入 L⊥ = L 立得 dimV =

2dimL.

作为推论, 辛空间必是偶数维的.

定理 8.7.4 (J.-G. Darboux) 设 (V,B) 为辛空间, L 为 Lagrange 子空间, 则 L 的任何
有序基 p1, . . . , pn 都能扩充为 V 的有序基

p1, . . . , pn, q1, . . . , qn,

使得对一切 1 ≤ i, j ≤ n 皆有

B(pi, pj) = B(qi, qj) = 0,

B(pi, qj) = −B(qj , pi) =

{
1, i = j,

0, i 6= j.

满足上述条件的有序基 p1, . . . , qn 也称为辛空间 V 的辛基.

证明 以下提供一则初等论证, 对偶空间理论能给出更简短的证明, 详见本章习题的
勾勒.

对 i = 1, . . . , n 定义 n − 1 维子空间 Li := 〈p1, . . . , p̂i, . . . , pn〉, 其中 ·̂ · · 代表省略
该项. 从 Li ⊂ L 连同命题 8.2.17 得到

L⊥
i ⊃ L⊥ = L, dimL⊥

i = 2n− dimLi = n+ 1.
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现在逐步构造辛基. 兹断言对所有 1 ≤ k ≤ n, 存在 q1, . . . , qk ∈ V 使得

1 ≤ i, j ≤ k, =⇒ B(qi, qj) = 0,

1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ k =⇒ B(pi, qj) =

{
1, i = j,

0, i 6= j.

首先是 k = 1 情形. 存在 q1 ∈ L⊥
1 ∖ L, 这相当于说 B(p1, q1) 6= 0 而 i > 1 =⇒

B(pi, q1) = 0, 适当伸缩后可确保 B(p1, q1) = 1. 条件满足.
今假定 k < n, 而且已有 q1, . . . , qk 使条件成立. 基于 L⊥

k+1 ⊋ L, 依然可取 q′k+1 使
得

B(pi, q
′
k+1) =

{
1, i = k + 1,

0, i 6= k + 1

对所有 1 ≤ i ≤ n 成立. 若将 q′k+1 代换为

qk+1 := q′k+1 + a1p1 + · · ·+ akpk, a1, . . . , ak ∈ F

上述等式不受影响; 取 ai := B(qi, q
′
k+1) 便能确保 B(q1, qk+1) = · · · = B(qk+1, qk+1) =

0. 这就完成了第 k + 1 步构造.
取 k = n 给出满足所需等式的 q1, . . . , qn. 最后来验证 p1, . . . , qn 线性无关, 因而给

出 V 的基. 设∑n
i=1 aipi+

∑n
i=1 biqi = 0. 对所有 i, 对等式两边取 B(·, qi)得到 ai = 0,

取 B(pi, ·) 得到 bi = 0. 明所欲证.

辛基的存在性相当于断言所有辛空间 (V,B) 都同构于 n := dimV
2 份双曲辛平面的

直和, 第 i 份对应到子空间 〈pi, qi〉. 这就导向下述结果.

推论 8.7.5 对于所有 n ∈ Z≥0, 存在唯一的 2n 维辛空间, 精确到同构.

练习 8.7.6 设 (V,B) 为辛空间. 满足 W ∩W⊥ = {0} 的子空间 W 称为非退化的, 也
称为辛子空间. 试说明

(i) W 是辛子空间当且仅当 B 在 W 上的限制非退化.

(ii) 若 W 是辛子空间, 则有直和分解 V =W ⊕W⊥, 而且 W⊥ 也是辛子空间.

实践表明, 将辛基排序为

p1, p2, . . . , pn, qn, . . . , q2, q1
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往往更加顺手; 此时对应的辛形式便对应到 2n× 2n 反对称矩阵

J2n :=



1

...

1

−1
...

−1


. (8.7.1)

现在放下非退化的条件, 回到本节开头的问题框架.

推论 8.7.7 考虑资料 (Vi, Bi), 其中 Bi 反对称 (i = 1, 2), 则 (V1, B1) 同构于 (V2, B2)

当且仅当
dimV1 = dimV2, dimR(V1) = dimR(V2).

证明 若 (V1, B1) 同构于 (V2, B2), 则当然有向量空间的同构 V1 ' V2 以及 R(V1) '
R(V2). 重点在 “仅当” 方向.
设断言中的条件成立, 命题 8.3.6 表明存在直和分解

(Vi, Bi) = (R(Vi), 0)⊕ (Ki, Bi)

非退化
, i = 1, 2.

从 dimR(V1) ' dimR(V2) 立得 (R(V1), 0) ' (R(V2), 0). 问题遂化约为证辛空间
的同构 (K1, B1) ' (K2, B2). 既然 dimKi = dimVi − dimR(Vi), 从而有 dimK1 =

dimK2, 应用推论 8.7.5 便完成证明.

8.8 双重对偶
对于一般的域 F 上的向量空间 V , 对偶空间 V ∨ 和 V 本身难以在不取基的前提下

建立自然的联系, 但 V 和双重对偶 (V ∨)∨ 却可以自然地加以比较. 这一现象和双线性
形式的语言不无关系.

首先, V ∨ 的元素既然是从 V 到 F 的映射, 自然可以在任意 v ∈ V 处求值. 当 v

固定, 这便给出求值映射
evv = 〈·, v〉 : V ∨ → F

evv(v̌) = 〈v̌, v〉 ,

其中 〈·, ·〉 : V ∨ × V → F 是例 8.1.4 引进的典范配对. 既然 〈·, ·〉 是双线性的, 故 evv 是
线性映射, 而且

evv1+v2 = evv1 + evv2 , evtv = t evv,
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这些都是 (V ∨)∨ = Hom(V ∨, F ) 中的等式, 其中 t ∈ F , v1, v2 ∈ V .

命题 8.8.1 求值运算按上述方式给出自然的线性映射

evV : V (V ∨)∨

v evv.

若 V 有限维, 则 evV 为同构. 对于一般的 V , 它总是单射.

证明 此前的讨论已经说明 evV 的确是线性映射. 设 v ∈ V 非零. 当 V 有限维时, 存
在基 v1, . . . , vn 使得 v1 = v. 取对偶基 v̌1, . . . , v̌n, 则 evv ∈ (V ∨)∨ 在 v̌1 ∈ V ∨ 上的取
值是 〈v̌1, v〉 = 1. 这就表明 ker(evV ) = {0}. 既然 dimV ∨ = dimV , 故 evV 必为同构.
上一段不过是复述例 8.2.2 的论证, 但证明 ker(evV ) = {0} 的策略同样适用于一

般的 V , 前提是述而未证的定义–命题 4.4.10: 任何非零的 v ∈ V 都包含于 V 的一
组基 B. 尽管无穷维空间不再有对偶基, 但总是能定义 v̌ ∈ V ∨ 使得对一切有限和∑
b∈B cbb ∈ V 皆有 〈

v̌,
∑
b∈B

cbb

〉
= cv.

这就说明 evV (v) = evv 在 v̌ 上取值为 1. 明所欲证.

在 §4.10 结尾已经说明当 V 无穷维时, 对偶空间 V ∨ 总是比 V 大得多, 因而 evV
不可能是同构. 尽管如此, 我们可以探讨嵌入 evV 和关于双重对偶运算的种种是否兼
容, 例如线性映射 T 的双重转置 t

(
t
T ). 答案不出所料: 应容尽容. 详述如下.

命题 8.8.2 对任意线性映射 T : V →W , 下图是约定 2.3.3 意义下的交换图表:

V W

V ∨∨ W∨∨.

T

evV evW

t(tT )

证明 设 v ∈ V 而 w̌ ∈W∨, 小心翼翼地展开定义, 得到〈
t
(

t
T ) (evV (v))

∈W∨∨

, w̌
∈W∨

〉
=

〈
evV (v)
∈V ∨∨

,
t
T (w̌)

∈V ∨

〉
= 〈tT (w̌), v〉 = 〈w̌, Tv〉 = 〈evW (Tv), w̌〉 .

由于 w̌ 可任取, t
(

t
T )(evV (v)) = evW (Tv). 由于 v 可任取, t

(
t
T ) ◦ evV = evW ◦ T . 图

表交换性得证.

其次, 对有限维向量空间的有序基也可以取双重对偶. 它们同样有简单的描述.
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命题 8.8.3 设 V 是有限维向量空间, v1, . . . , vn ∈ V 为有序基, 其对偶基记为
v̌1, . . . , v̌n ∈ V ∨, 则 V ∨∨ 的元素

evV (v1), . . . , evV (vn)

是 v̌1, . . . , v̌n 的对偶基.

证明 回忆到有限维情形有 dimV = dimV ∨ = dimV ∨∨. 对所有 1 ≤ i, j ≤ n,〈
evV (vi)
∈V ∨∨

, v̌j

∈V ∨

〉
= 〈v̌j , vi〉 =

{
1, i = j,

0, i 6= j.

此即对偶基在 V ∨∨ 中的刻画.

以下性质适用于任意向量空间及其对偶, 证明也不外是按定义逐步验证.

命题 8.8.4 设 V 和 W 为向量空间. 考虑命题 8.1.5 中的同构

Hom(V,W∨)
∼→ Bil(V,W ;F )

∼→ Hom(W,V ∨),

则它们的合成映 ψ ∈ Hom(V,W∨) 为 W
evW

(W∨)∨
tψ

V ∨ 的合成 t
ψ ◦ evW . 类

似地,
Hom(W,V ∨)

∼→ Bil(V,W ;F )
∼→ Hom(V,W∨)

的合成映 ϕ ∈ Hom(W,V ∨) 为 t
ϕ ◦ evV .

证明 说明 ϕ ∈ Hom(W,V ∨) 的情形即可. 按定义, ϕ 在 Bil(V,W ;F ) 中的像是
B(v, w) = 〈ϕ(w), v〉,而后者在 Hom(V,W∨)中的像映任意 v ∈ V 为 B(v, ·) = 〈ϕ(·), v〉.
现在考虑 t

ϕ ◦ evV . 展开定义, 它映任意 v ∈ V 为这样一个从 W 到 F 的线性映射:

w 7→

〈
evV (v)
∈(V ∨)∨

, ϕ(w)

∈V ∨

〉
, w ∈W.

然而按照 evV (v) 的定义, 此即 w 7→ 〈ϕ(w), v〉. 证毕.

设 V 为有限维 F -向量空间. 我们已经知道它和对偶空间之间虽然存在同构
V ' V ∨, 但同构依赖于有序基的选取; 基的选取既然任意, 同构 V ' V ∨ 没有自然的选
法, 除非对 V 再指定其他资料.
另一方面, 关于双重对偶的同构 evV : V ' (V ∨)∨ 却是自然的, 或者称为典范的.

这个形容词在代数学中处处可见, 至少能按两种方式理解. 且以 evV 为例.

1. 它不依赖基的选取; 事实上, 我们直接写下了它的公式 evV (v) = 〈·, v〉 : V ∨ → F ,
不需要诸如有序基之类的任何辅助资料.
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2. 它和线性映射是兼容的, 或者用数学工作者的术语来说, 它满足 “函子性”, 明确意
义通过命题 8.8.2 的交换图表表述.

两种理解方式内涵相异却彼此相关. 在代数学的研究中, 一条经验法则是: 只要能
合理地, 自然地4)定义代数结构之间的一类映射, 使得定义不依赖带有任意性的辅助资
料, 则这些映射通常也具备体现为种种交换图表的函子性 — 至少通常如此.
另外一个例子则是命题 8.1.5, 其中的所有同构都是典范的, 不依赖基的选取.
基于这些考量, 我们尔后将继续使用自然映射, 典范映射之类的术语, 并且在必要

时写下所涉及的交换图表.

8.9 对偶与商
现在可以结合先前介绍的种种概念, 以求更透彻地理解向量空间的对偶. 稍加具体

地说, 眼下的主题是比较线性映射 T : V →W 及其转置 t
T :W∨ → V ∨ 的性质.

引理 8.9.1 (单及满相对偶) 设 T : V → W 为线性映射. 若 T 单则 t
T 满, 若 T 满则

t
T 单.

证明 设 T 单. 任取 V 的基 X , 则 T (X ) 是 W 的线性无关子集. 用定义–命题 4.4.10
将 T (X ) 扩充为 W 的基 Y. 由于任意 w ∈W 都有唯一的有限和展开 ∑

y∈Y cyy, 其中
cy ∈ F , 对给定的 µ ∈ V ∨ 可定义 µ̃ :W → F 为

µ̃

∑
y∈Y

cyy

 = µ

(∑
x∈X

cT (x)x

)
.

显然 µ̃ ∈ W∨ 而 t
T (µ̃) 映 x ∈ X 为 µ̃(T (x)) = µ(x). 由此见 t

T (µ̃) = µ. 既然 µ 可任
取, 故 t

T 满.
设 T 满而 µ̃ ∈W∨ 满足 t

T (µ̃) := µ̃T = 0, 则 T 的满性蕴涵 µ̃ = 0, 故 t
T 单.

引理 8.9.2 设线性映射 T : V → W 满, 而 µ ∈ V ∨, 则 µ|ker(T ) = 0 当且仅当存在
µ̃ ∈W∨ 使得 t

T (µ̃) = µ.

证明 对于 “仅当” 方向, 关键是建立以下交换图表:

V W

F V / ker(T )

T

sµ

µ

∼ T s : 商映射.

由于 im(T ) = W , 上半部的交换三角和同构 T 来自命题 4.12.7 (ii). 由于 µ|ker(T ) = 0,
下半部的交换三角和 µ 来自命题 4.12.7 (i).

4)按日常语言理解.
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现在取 µ̃ := µ ◦ T−1
:W → F , 交换图表遂给出

µ̃T = µ ◦ T−1
T = µs = µ.

至于 “当” 的方向, t
T (µ̃) = µ̃T , 而 (µ̃T )|ker(T ) = 0 实属显然.

回忆到除了 V 的子空间 ker(T ), 称为 T 的核, 从 T 还能构造 W 的商空间
coker(T ), 称为 T 的余核 (定义 4.12.5). 它们带有的包含映射和商映射分别记为

i : ker(T ) ↪→ V, q :W ↠ coker(T );

在对偶空间方面, 我们便得到 t
i 和 t

q.

定理 8.9.3 (核及余核相对偶) 给定线性映射 T : V →W , 考虑相应的

coker(T )∨ W∨ V ∨ ker(T )∨

λ λq

µ̃ µ̃T

µ µi.

tq tT ti

借此, coker(T )∨ 等同于 ker (t
T ), 而 ker(T )∨ 等同于 coker (t

T ). 更精确地说, 我们
有交换图表

coker(T )∨ W∨

ker (t
T )

tq

∼

V ∨ ker(T )∨

coker (t
T )

ti

∼ (8.9.1)

其中垂直方向的同构由左右两个交换图表各自唯一确定.

证明 因为 q 满而 i 单, t
q 的单性和 t

i 的满性皆来自引理 8.9.1.
关于垂直方向同构的存在性, 我们从 T 是单射或满射的简单情形入手.
首先假定 T 是单射, 此时 ker(T ) = {0} 而引理 8.9.1 蕴涵 t

T 满. 右边图表化
为废话; 对于左边图表, 唯一待证的是 coker(T )∨ ↪→ W∨ 的像正好是 ker (t

T ). 考虑
λ ∈ coker(T )∨, 从 qT = 0 可得 t

T (λq) = λqT = 0, 这给出一边的包含关系. 至于另一
边, 设 µ̃ ∈W∨ 满足 t

T (µ̃) = µ̃T = 0, 则命题 4.12.7 (i) 给出线性映射

λ : coker(T ) =W/ im(T )→ F

w + im(T ) 7→ µ̃(w),

而这正好说明 λ ∈ coker(T )∨ 满足 λq = µ̃.
其次假定 T 是满射, 此时 coker(T ) = {0} 而引理 8.9.1 蕴涵 t

T 单. 左边图表
化为废话; 对于右边图表, 唯一待证的是 V ∨ ↠ ker(T )∨ 可以按断言的方式等同于
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coker (t
T ). 请端详下图实线部分:

V ∨ ker(T )∨

coker (t
T )

ti

商映射 ∼ (8.9.2)

引理 8.9.2 相当于说 ker(t
i) = im(

t
T ). 代入命题 4.12.7 (ii) 可见确实存在唯一的虚线所

示同构, 使得全图交换. 这就说明 V ∨ ↠ ker(T )∨ 按断言的方式等同于 coker (t
T ).

现在考虑一般的 T , 将 T 作满–单分解 V U WT ′ T ′′
, 例如取 U =

im(T ) 而 T ′′ 是包含映射. 命题 4.7.7 和引理 8.9.1 相应地给出 t
T 的满–单分解

W∨ U∨ V ∨
t(T ′′) t(T ′)

. 如此则

ker(T ) = ker(T ′), coker(T ) = coker(T ′′),

ker (t
T ) = ker (t

(T ′′)) , coker(t
T ) = coker (t

(T ′)) .

由此容易化约到先前处理的特例.
最后, 观察到使 (8.9.1) 的两个图表交换的垂直箭头都是唯一的 (存在性业已说明):

这分别来自单射和满射对映射合成的消去律.

对于一切 F -向量空间 W 及其子空间 V , 定义 W∨ 的子空间
⊥V := {w̌ ∈W∨ : ∀v ∈ V, 〈w̌, v〉 = 0} ;

这也是定义 8.1.12 对典范配对 〈·, ·〉 :W∨ ×W → F 的应用.

推论 8.9.4 设 V 是 W 的子空间, 则有典范同构

W∨/⊥V V ∨

µ̃+ ⊥V µ̃|V .

∼
(W/V )∨ ⊥V

λ [w 7→ λ(w + V )]

∼

证明 命 T : V ↪→ W 为包含映射, 则 t
T : W∨ ↠ V ∨ 映 µ̃ 为 µ̃|V , 而且这是满射. 代

入之前的定义, 立见 ker (t
T ) = ⊥V . 应用命题 4.12.7 (ii) 可知 µ̃+⊥V 7→ µ̃|V 给出同构

W∨/⊥V
∼→ V ∨. 此即第一式.

至于第二式, 商映射 q :W → coker(T ) =W/V 映 w 为 w + V , 故定理 8.9.3 的映
射列的左段写作

(W/V )∨ W∨

λ [w 7→ λ(w + V )]

tq

而且它的像正是 ker (t
T ) = ⊥V . 这就说明 t

q 给出同构 (W/V )∨
∼→ ⊥V ⊂W∨.

定理 8.9.3 可用来比较线性映射 T 及 t
T 的像.
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定理 8.9.5 (像自对偶) 设 T : V →W 是线性映射, 则有典范同构

im(T )∨ im (
t
T ) .∼

证明 根据 (4.12.1), 我们有 im(T ) = ker
[
q :W

商映射
coker(T )

]
. 先后对 q 和 T 应

用定理 8.9.3 可得
im(T )∨ ' coker [tq : coker(T )∨ →W∨]

= coker [ker (t
T ) ↪→W∨]

=W∨/ ker (t
T ) .

然而根据命题 4.12.7 (ii), 末项典范地同构于 im (
t
T ).

本节迄今得到的结论适用于所有向量空间. 但最常用的是有限维的情形.

推论 8.9.6 设 T : V → W 是有限维向量空间之间的线性映射, 则 dim im(T ) =

dim im (
t
T ).

证明 此时 im(T ) 是有限维的. 对定理 8.9.5 的同构两边取维数, 得 dim im(T )∨ =

dim im (
t
T ), 然而定义–命题 4.7.8 表明 dim im(T )∨ = dim im(T ).

如果取定 V 和 W 的有序基, 将 T 等同于矩阵, 则 dim im(T ) 无非是矩阵的列秩,
dim im (

t
T ) 则是其转置的列秩, 即行秩. 这就重新证明了定理 4.9.11:

矩阵的列秩 = 行秩.

以上论证不涉及任何具体的矩阵操作, 因此也不依赖于定理 4.9.11 的原证. 尽管优
美与否见仁见智, 但定理 8.9.5 确实具有比 “行秩 = 列秩” 严格高出一个档次的威力,
因为它不仅断言两个数相等, 而是给出两个向量空间之间的典范同构, 前者不过是后者
取 dim 之后的简单结论.

习题

1. 设 V 是有限维 F -向量空间, B : V × V → F 是非退化双线性形式. 命 n := dimV . 证明
v1, . . . , vn ∈ V 线性无关当且仅当 (B(vi, vj))1≤i,j≤n 是可逆 n× n 矩阵.

2. 设 V 和 W 是 n 维 F -向量空间, B : V ×W → F 是非退化双线性形式. 证明对于任意有
序基 w1, . . . , wn ∈W , 存在唯一的有序基 v1, . . . , vn ∈ V 使得

B(vi, wj) =

{
1, i = j,

0, i 6= j

说明这与定义–命题 4.7.8 的对偶基有何联系.
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3. 参照 §8.5 介绍的配方法, 将以下 Q 上的二次型对角化, 并具体写下所用的变换.

(i) f = X2
1 − 2X2

2 +X2
3 − 2X1X2 + 4X2X3.

(ii) f = X1X2 − 2X2X3 + 3X3X4.

(iii) f = X1X2 +X1X3 +X2X3

4. 设 F 为域, char(F ) 6= 2, 而 a, b ∈ F 满足 a+ b 6= 0. 证明 F 上的二元二次型

aX2
1 + bX2

2 和 (a+ b)X2
1 + ab(a+ b)X2

2

相互同构.

5. 说明有限域 F5 := Z/5Z 上的二元二次型 X1X2 和 X2
1 +X2

2 同构.

6. 在实数域 R 上, 将 n× n 对称矩阵

A =


1

...

1

 (留白部分为零)

所对应的二次型化到规范形, 并确定其符号差.

7. 设 A 是 n × n 实对称矩阵. 证明若有列向量 α1,α2 ∈ Rn 使得 tα1Aα1 > 0 而
tα2Aα2 < 0, 则存在非零之 α3 ∈ Rn 使得 tα3Aα3 = 0.

8. 对于域 F 上的向量空间 V , 线性映射 L : V → F 也称为 V 上的一次型或线性型.
在 char(F ) 6= 2 的前提下, 说明若 L,M 是 V 上的一次型, 则 LM : v 7→ L(v)M(v)

给出 V 上的二次型, 并尽可能精确地给出对称双线性形式 B : V × V → F 使得
L(v)M(v) = B(v, v).

9. 证明一个不恒为零的 n 元实二次型 f ∈ R[X1, . . . , Xn] 分解成两个一次型 (见上题) 的乘
积当且仅当以下任一条件成立:

? 对应的对称矩阵秩为 2, 并且二次型的符号差为 0;

? 对应的对称矩阵秩为 1.

10. 考虑 R-向量空间 V = Rn 及其上的二次型 f .

(i) 设 f 可以表成 f+ − f−, 其中 f± 都是半正定二次型, f+ 的正惯性指数为 p 而 f−

的正惯性指数为 q. 证明 f 的正惯性指数 ≤ p, 负惯性指数 ≤ q.

提示 记 f 的正惯性指数为 p′. 存在 p′ 维子空间 U ′ ⊂ V 使得 f 在 U ′ 上正定. 存
在 n− p 维子空间 U 使得 f+ 在 U 上半负定. 假若 p′ > p 则

dimU ∩ U ′ = dimU + dimU ′ − dim(U + U ′) > p+ (n− p)− n = 0;

取其中的非零向量 v 便有 0 < f(v) ≤ f+(v) ≤ 0, 矛盾.
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(ii) 证明若二次型 f 可以表成

f = L2
1 + · · ·+ L2

p − L2
p+1 − · · · − L2

p+q

其中 L1, . . . , Lp+q 是 Rn 上的一次型, p, q ∈ Z≥0, 则 f 的正惯性指数 ≤ p, 负惯性
指数 ≤ q.

11. 设对称矩阵 A ∈ Mn×n(R) 在 Rn 上给出的二次型是正定的 (称之为对称正定矩阵). 证明
n 元二次型

f(X1, . . . , Xn) = det

 A x

tx 0


(n+1)×(n+1)

, x =


X1

...

Xn


是负定的. 提示 设法化到 A 为规范形的情形.

12. 设 A = (aij)1≤i,j≤n ∈ Mn×n(R) 为正定对称矩阵. 证明

detA ≤ a11 · · · ann.

此外, 试明确等号成立的充要条件.
提示 设 n ≥ 2. 命 A♭ := (aij)1≤i,j≤n−1, 留意到 A♭ 仍是正定对称矩阵, 而且

detA = ann detA♭ + det



a1n

a2n

...

an1 an2 · · · 0

A[


然后配合上一题推得 detA ≤ ann detA♭, 递归地论证.

13. 设 L1, L2 是辛空间 (V,B) 的 Lagrange 子空间. 说明存在 (V,B) 的自同构 ϕ (换言之, ϕ
是满足 B(ϕ(v), ϕ(v′)) = B(v, v′) 的可逆线性映射 V

∼→ V ), 使得 L2 = ϕ(L1).
提示 对 i = 1, 2 取 Li 的基 p

(i)
1 , . . . , p

(i)
n , 扩充为辛基 p

(i)
1 , . . . , q

(i)
n . 定义 ϕ ∈ End(V )

使得 ϕ
(
p
(1)
j

)
= p

(2)
j 而 ϕ

(
q
(1)
j

)
= q

(2)
j ; 说明 ϕ 是 (V,B) 的自同构.

14. 设 (V,B) 为辛空间而 V0 为全迷向子空间 (定义 8.7.2). 说明 B 自然地诱导 V ⊥
0 /V0 上的

辛形式.

15. 试以推论 8.9.4 为定理 8.7.4 给出更简短的证明.
提示 考虑 v 7→ B(·, v) 给出的同构 V

∼→ V ∨. 验证 L 被映为 ⊥L, 而推论 8.9.4 的
同构 V ∨/⊥L

∼→ L∨ 是将每个 B(·, v) ∈ V ∨ 限制到 L 上. 现在取 p1, . . . , pn 的对偶
基 p̌1, . . . , p̌n, 再取 q1, . . . , qn 使得 B(·, qi) ∈ V ∨ 映至 p̌i. 最后逐步用 L 调整以确保
B(qi, qj) = 0 恒成立.
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第九章 实内积结构

向量的长度和夹角是几何学的基本概念. 在向量空间的抽象语言中, 两者统合为一
个简单的代数结构, 称为内积. 内积分为实与复两种版本, 本章专注于实数域 R 上的
情形.

实向量空间 V 上的内积是满足正定性的对称双线性形式 V × V → R, 本书惯例记
为 (·|·); 对称意谓 (v1|v2) = (v2|v2), 而正定意谓 (v|v) ≥ 0 且 (v|v) = 0 ⇐⇒ v = 0. 实
向量空间 V 配上内积 (·|·) 所成的结构称为实内积空间, 本章简称为内积空间.

内积的标准范例来自 Rn 上的双线性形式 (x|y) :=
∑n
i=1 xiyi, 也可以用列向量的

观点表为 t
xy. 向量 x 的长度以内积表作

‖x‖ :=
√

(x|x) =

√√√√ n∑
i=1

x2i ,

而非零向量 x 和 y 之间的夹角 ∠(x,y) ∈ [0, π] 则由

(x|y) = ‖x‖‖y‖ cos∠(x,y)

刻画; 对于平面或空间向量, 以上两个等式分别是勾股定理和余弦定理的应用, 而在一
般的内积空间中, 我们反过来以这些公式来定义向量的长度和夹角. 长度为 1 的向量称
为单位向量, 内积为零的一对向量称为是正交的.

在 §§9.1–9.2, 我们将从 Rn 的标准内积出发, 引入内积空间的一般定义, 并从定义
推导内积空间中的勾股定理 (命题 9.2.2), Cauchy–Bunyakovsky–Schwarz 不等式 (定理
9.2.3) 与三角不等式 (推论 9.2.4), 它们的几何意涵明朗, 但证明纯粹是代数的. 我们还
将引入内积空间之间的保距线性映射和同构的概念.
在 §9.3, 我们将定义内积空间中的正交向量族与单位正交向量族, 然后证明 Gram–

Schmidt 正交化定理 9.3.5; 它蕴涵任何有限维内积空间都有单位正交基, 从而同构于标
准内积空间 (Rn, (·|·)), 尽管同构的选法非唯一. 对有限维子空间的正交投影和正交直
和分解也是该节的重头戏.
有限维内积空间之间的线性映射是 §§9.4–9.5 的主题. 基于伴随映射的概念, 我们

将介绍何谓正交变换和自伴线性映射 (又称自伴算子), 并且提供矩阵诠释. 这部分最重
要的结论是自伴算子或实对称矩阵的正交对角化 (定理 9.5.2), 以及称为主轴定理的应
用 (定理 9.5.5); 后者涉及二次型, 由之容易得到 Rn 中的二次超曲面的完整分类.
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334 第九章 实内积结构

本章后半部的 §§9.6–9.10 介绍内积空间上的的种种经典结论, 应用极为广泛, 其内
容具体包括:

? 线性方程组的最小二乘解 (定义 9.6.1) 及其刻画 (定理 9.6.3),

? 关于正定二次型的顺序主子式判准 (定理 9.7.4), 半正定线性映射的平方根 (定
义–命题 9.7.7) 和可逆线性映射的极分解 (定理 9.7.8),

? 数据科学中常用的奇异值分解 (定理 9.8.1) 及其矩阵形式 (9.8.1),

? Moore–Penrose 广义逆 (定义 9.9.2) 的存在和唯一性 (定理 9.9.3), 与基于奇异值
分解的算法 (命题 9.9.4),

? 极小化极大原理在有限维内积空间上的情形 (定理 9.10.3).

本章最后的 §9.11 只需要 §§9.1–9.3 的基础, 但技术性相对突出. 该节探讨非负矩
阵的特征值和特征向量, 这类问题在应用场合自然地出现. 正文部分的主要结论是定理
9.11.7, 所需条件可以用有向图的概念来解释; 适用范围更广的定理 9.11.8 仅述而不证,
但本章习题将勾勒证明的步骤, 并提供提示.

阅读提示
若无另外说明, 本章的向量空间都默认为 R-向量空间. 除了 §§9.1–9.3 和本章习
题的一部分内容, 其余部分只处理有限维向量空间; §9.11 只涉及矩阵语言.

阅读顺序
§9.1

§9.2 §9.3 §9.4 §9.5

§9.6

§9.7

§9.8 §9.9

§9.10

§9.11
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§9.1 引言: 标准内积 335

9.1 引言: 标准内积
在初等平面几何学中, 一旦选定原点和直角坐标系, 则可以将平面方便地等同于

R2. 平面向量 x = (x1, x2) 的长度可以写作

‖x‖ :=
√
x21 + x22.

现在考虑两个平面向量 x,y. 暂且假设它们非零. 记其夹角为 ∠(x,y) ∈ [0, π]. 考虑它
们的差 y−x: 若将这些向量适当平移, 使其起点前后衔接, 则构成如下图所示的三角形

x

y − x

y

当 x,y 皆非零时, 夹角和长度的关系由余弦定理确定:

‖y − x‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 − 2‖x‖‖y‖ cos∠(x,y).

这就启发我们考虑以下的量

‖x‖‖y‖ cos∠(x,y) = −1
2

(
‖y − x‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2

)
.

在上式中以 −x 代 x, 则因为 ‖x‖ = ‖ − x‖, 而余弦函数的定义导致 cos∠(−x,y) =
− cos∠(x,y), 整理便得到 x 和 y 的内积, 其定义是

(x|y) := ‖x‖‖y‖ cos∠(x,y)

=
1

2

(
‖x+ y‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2

)
.

注意到 (x|y) 对所有 x,y 都有定义; 相对于坐标表法 x = (x1, x2), y = (y1, y2), 它有
简单的代数表达式

(x|y) = 1

2

(
(x1 + y1)

2 + (x2 + y2)
2 − (x21 + x22)− (y21 + y22)

)
= x1y1 + x2y2.

内积定义涉及向量的长度, 反过来, 内积又能统合长度和夹角这两种几何概念:

‖x‖2 = (x|x)

cos∠(x,y) = (x|y)
‖x‖‖y‖

, x,y 6= 0.
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336 第九章 实内积结构

推而广之, 赋予 n 维空间 (不妨想象 n = 3) 直角坐标系, 将之等同于 Rn. 在
Euclid 几何的框架下, 向量 x = (x1, . . . , xn) 的长度应当合理地定为

‖x‖ =

√√√√ n∑
i=1

x2i .

当 n ≥ 2 时, 任两个非零向量 x,y 都同时包含于一个二维子空间. 在此平面上用余弦
定理计算向量的加法, 长度和夹角, 则同样的论证给出

‖x‖‖y‖ cos∠(x,y) = 1

2

(
‖x+ y‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2

)
=: (x|y).

注意到这一公式对于 n = 1 的情形同样成立. 相对于坐标 x = (x1, . . . , xn) 和
y = (y1, . . . , yn) 计算 ‖x+ y‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2, 同样得到

(x|y) =
n∑
i=1

xiyi.

由此容易看出以下性质.

▷ 双线性 (·|·) : Rn × Rn → R 是双线性形式.

▷ 对称性 对所有 x,y ∈ Rn 皆有 (x|y) = (y|x).

▷ 正定性 我们有 (x|x) ≥ 0, 等号成立当且仅当 x = 0.

定义 9.1.1 以上对 x,y ∈ Rn 定义的 (x|y) =
∑n
i=1 xiyi 称为 x 和 y 的标准内积. 我

们称 ‖x‖ 为向量 x 的 Euclid 长度, 称 ‖y − x‖ 为 x 和 y 的 Euclid 距离.

至今所有定义皆直接依赖直角坐标系的选取. 举例来说, 若将坐标沿着某个轴作伸
缩, 则标准内积, 长度和角度都会受到扭曲. 这促使我们思考以下问题:

? 内积是否有不依赖直角坐标系的表述方式?

? 坐标变换如何影响内积?

? 哪些坐标变换保持内积不变, 或者至多差一个伸缩 (例如图像的相似变换)?

如果内积的情形得到解答, 则关于长度和角度的问题也能随之解决.
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9.2 内积空间
今后主要考虑实数域 R 上的向量空间, 简称实向量空间.

定义 9.2.1 实向量空间 V 上的内积意指正定对称双线性形式 (·|·) : V × V → R; 见定
义 8.6.1. 这般资料 (V, (·|·)) 统称为实内积空间, 本章简称为内积空间.

为了帮助读者回忆, 现在将内积所需的性质复述如下.

▷ 双线性 (·|·) : V × V → R 是双线性形式 (定义 8.1.1).

▷ 对称性 对所有 v, w ∈ V 皆有 (v|w) = (w|v).

▷ 正定性 我们有 (v|v) ≥ 0, 等号成立当且仅当 v = 0.

注意到当 V 有限维时, 正定性蕴涵内积是定义 8.2.1 所谓的非退化线性形式. 正定
是一个显著强于非退化性质的条件.
和标准内积的情形类似, 对于内积空间 (V, (·|·)),

? 记向量 v ∈ V 的长度为 ‖x‖ :=√(x|x), 因此 ‖tx‖ = |t| · ‖x‖, 其中 t ∈ R.

? 满足 ‖v‖ = 1 的向量称为单位向量. 任何非零向量 v 都可以通过伸缩化为单位向
量: 取 v/‖v‖ 便是.

? 若向量 v, w ∈ V 满足 (v|w) = 0, 则称它们正交, 也写作 v ⊥ w.

? 推而广之, 若子空间 V1, V2 ⊂ V 满足

v1 ∈ V1, v2 ∈ V2 =⇒ v1 ⊥ v2,

则称 V1 与 V2 正交, 记为 V1 ⊥ V2.

一如命题 8.4.2, 长度也反过来通过称为配极化的手法确定内积:

(v|w) = 1

2

(
‖v + w‖2 − ‖v‖2 − ‖w‖2

)
. (9.2.1)

这是内积的双线性和对称性的简单应用. 等式 (9.2.1) 直接导致以下结果.

命题 9.2.2 (内积空间的勾股定理) 设 (V, (·|·)) 为内积空间, v 和 w 在其中正交, 则

‖v + w‖2 = ‖v‖2 + ‖w‖2.

设 n := dimV ∈ Z≥1. 若选定 V 的有序基将 V 等同于 Rn, 将 (·|·) 作为双线性形
式用矩阵 A ∈ Mn×n(R) 来表示, 亦即

(v|w) =
t
vAw, 如命题 8.1.6,
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338 第九章 实内积结构

则对称性 (v|w) = (w|v) 相当于说 A =
t
A. 矩阵 A 又称为内积 (·|·) 对此一有序基的

Gram 矩阵.
在进一步刻画正定性质之前, 先来介绍它的一些重要推论.

定理 9.2.3 (Cauchy–Bunyakovsky–Schwarz不等式) 设 (V, (·|·)) 为内积空间, 则对
任何 v, w ∈ V 皆有

(v|w)2 ≤ (v|v)(w|w);

等式成立当且仅当 v 和 w 线性相关.

证明 线性相关相当于说存在 t ∈ R 使得 v = tw 或 w = tv, 两种情况下 (v|w)2 =

(v|v)(w|w) 都是自明的. 以下假设 v 和 w 线性无关, 如此则 w 6= 0, 而且 v + tw 对任
何 t ∈ R 皆非零, 于是正定性导致

0 < (v + tw|v + tw) = t2(w|w) + 2t(v|w) + (v|v), t ∈ R.

视此为关于 t 的二次多项式, 无实根, 故判别式满足

4(v|w)2 − 4(v|v)(w|w) < 0,

此即所求的不等式.

之后证明复内积版本 (定理 10.3.6) 时, 我们将为上述不等式提供另一种论证.

推论 9.2.4 (内积空间的三角不等式) 设 (V, (·|·)) 为内积空间, 则对任何 v, w ∈ V 皆有

‖v + w‖ ≤ ‖v‖+ ‖w‖,

等号成立当且仅当存在 t ≥ 0 使得 v = tw 或 w = tv.

证明 对定理 9.2.3 的两边开平方根, 可得
‖v + w‖2 = ‖v‖2 + ‖w‖2 + 2(v|w)

≤ ‖v‖2 + ‖w‖2 + 2|(v|w)|
≤ ‖v‖2 + ‖w‖2 + 2‖v‖ · ‖w‖ = (‖v‖+ ‖w‖)2.

取到等号的充要条件是 v 和 w 线性相关而且 (v|w) ≥ 0, 这也等价于 v 和 w 差一个非
负的比例常数.

如果形象地考虑向量 v, w 和 v + w 组成的三角形

v

w
v + w

则推论 9.2.4 相当于说三角形两边和大于等于第三边, 等号成立当且仅当三角形是压
扁的.
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定义 9.2.5 设 (V, (·|·)) 为内积空间. 相应的距离函数定义为

d : V × V → R≥0

(v, w) 7→ ‖w − v‖.

因为任意 x ∈ V 都满足 ‖x‖ = ‖ − x‖, 我们有 d(v, w) = d(w, v). 推论 9.2.4 相
当于说

d(u, v) + d(v, w) ≤ d(u,w),

而内积的正定性相当于 d(v, w) = 0 当且仅当 v = w. 综上, 资料 (V, d) 构成数学分析
所探讨的度量空间, 其上可以探讨数列的收敛性和极限, 以及函数的连续性等.

我们至今见识过种种的代数结构; 对每一种结构, 都应该考虑保持结构的映射. 内
积空间是叠架在向量空间上的结构, 以下定义不出所料.

定义 9.2.6 设 (V, (·|·)V ) 和 (W, (·|·)W ) 为内积空间. 线性映射 ϕ : V → W 若对所有
v ∈ V 皆满足 ‖ϕ(v)‖W = ‖v‖V , 则称 ϕ 是保距的.

因为 ϕ(v) = 0 等价于 ‖ϕ(v)‖W = 0, 保距线性映射必然单. 又由于内积可以通过
(9.2.1) 以长度来表达, 保距线性映射 T : V →W 也自动保内积

(Tv1|Tv2)W = (v1|v2)V .

定义 9.2.7 设 (V, (·|·)V ) 和 (W, (·|·)W ) 为内积空间, 若

V W
T

S

是一对保距线性映射,使得 TS = idW , ST = idV ,则称 S 和 T 为内积空间的互逆同构.

注意到如果 T : V → W 保距, 而且是向量空间的同构, 则 T 自动是内积空间的同
构. 缘由是简单的: 因为 T 是双射, 对 T 的保距条件 ‖Tv‖W = ‖v‖V 代入 w = Tv, 则
它自动蕴涵 T−1 的版本 ‖T−1w‖V = ‖w‖W .

9.3 Gram–Schmidt正交化
首先考虑一般的实内积空间.

定义 9.3.1 若 V 中的一族非零元素两两正交, 则称之为正交向量族; 若进一步要求它
们都是单位向量, 则称之为单位正交向量族.

给定任何正交向量族, 对其元素进行伸缩 v ⇝ v/‖v‖, 都能够得到单位正交向量族.

引理 9.3.2 正交向量族必然线性无关.
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证明 设在正交向量族 S 中有线性关系 ∑
s∈S ass = 0, 要求仅有至多有限个系数非零.

对选定的 t ∈ S, 等式两边同时对 t 取内积, 得到(∑
s∈S

ass

∣∣∣∣∣ t
)

=
∑
s∈S

as(s|t) = at(t|t).

由 (t|t) > 0 即得 at = 0.

定义 9.3.3 由单位正交向量族给出的基称为单位正交基.

现在考虑有限维内积空间 (V, (·|·)). 命 n := dimV . 引理 9.3.2 确保 n 个单位正交
向量必然给出单位正交基. 设 v1, . . . , vn ∈ V 是单位正交基, 则对任意元素 v ∈ V 的
展开式

v =

n∑
i=1

aivi

两边同取内积 (·|vi), 可以确定每一项的系数
ai = (v|vi), i = 1, . . . , n.

这就导致下面的简单结论.

命题 9.3.4 若 v1, . . . , vn 是有限维内积空间 (V, (·|·)) 的单位正交基 (计顺序), 则它所
确定的线性映射

Rn → V

(a1, . . . , an) 7→
n∑
i=1

aivi

给出从 (Rn,标准内积) 到 (V, (·|·)) 的同构.

证明 既然 v1, . . . , vn 是基, 此映射已经是向量空间的同构. 问题在于匹配两边的内积.
我们有  n∑

i=1

aivi

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

bjvj

 =
∑
i,j

aibj(vi|vj) =
n∑
i=1

aibi.

因此这确实对应 Rn 的标准内积.

问题在于单位正交基是否存在, 以及如何构造, 这是后续的重点. 许多相关结果也
适用于无穷维的内积空间.

定理 9.3.5 (Gram–Schmidt正交化) 设 V 中的一族向量 v1, v2, . . . 线性无关 (容许个
数有限或可数无穷). 递归地定义

w1 := v1,

wk := vk −
k−1∑
i=1

(wi|vk)
(wi|wi)

· wi, k ∈ Z≥2.
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则 w1, w2, . . . 是正交向量族. 进一步命 uk := wk/‖wk‖, 则 u1, u2, . . . 是单位正交向量
族, 而且对所有 k ≥ 1 皆有

〈u1, . . . , uk〉 = 〈w1, . . . , wk〉 = 〈v1, . . . , vk〉 .

证明 所求的性质基本蕴藏在定义中. 观察到 w1, . . . , wk 的构造仅涉及 v1, . . . , vk. 以
下递归地对所有 k ≥ 1证明 w1, . . . , wk是正交向量族,而且 〈w1, . . . , wk〉 = 〈v1, . . . , vk〉.
因为 uk 是 wk 的伸缩, 当然也有 〈u1, . . . , uk〉 = 〈w1, . . . , wk〉.
按定义, k = 1 的情形是自明的. 设 k ≥ 2, 由于 wk ∈ vk + 〈w1, . . . , wk−1〉, 故

〈w1, . . . , wk〉 = 〈w1, . . . , wk−1〉+ 〈wk〉 = 〈v1, . . . , vk−1〉+ 〈wk〉
= 〈v1, . . . , vk−1〉+ 〈vk〉 = 〈v1, . . . , vk〉 .

此外, w1, . . . , wk−1 已知正交, 而当 j < k 时

(wk | wj) = (vk|wj)−
k−1∑
i=1

(vk|wi)
(wi|wi)

· (wi|wj)

= (vk|wj)−
(vk|wj)
(wj |wj)

· (wj |wj) = 0.

最后留意到 wk 6= 0, 否则 vk ∈ 〈w1, . . . , wk−1〉 = 〈v1, . . . , vk−1〉, 和线性无关的条件矛
盾. 综上可见 w1, . . . , wk 是正交向量族.

练习 9.3.6 研究 Gram–Schmidt 正交化在 v1, v2, . . . 线性相关时的产物; wk 仍然按相
同公式递归地定义.

提示 产物可能含零向量, 其余非零向量仍然正交.

推论 9.3.7 任何有限维内积空间都有单位正交基1).

证明 以定理 9.3.5 将任意基正交化, 再作伸缩即可. 由于内积正定, 这点也同样可由命
题 8.6.3 导出.

单位正交基的存在性还能进一步精细化.

练习 9.3.8 说明若 Gram–Schmidt 正交化中的 v1, v2, . . . 是正交向量族, 则 wk = vk.

推论 9.3.9 任何有限维内积空间中的单位正交向量族都能扩充为单位正交基.

证明 设 v1, . . . , vk 是有限维内积空间 V 中的单位正交向量族. 引理 9.3.2 说明它们
线性无关, 故可扩充为基 v1, . . . , vk, . . . , vn. 对此基施行正交化, 得到 V 的单位正交基
u1, . . . , un; 按构造, 前 k 项既然已经单位正交, 它们不受正交化影响, 故 1 ≤ i ≤ k 时
ui = vi.

1)Gram–Schmidt 正交化还说明所有可数维内积空间都有单位正交基, 然而这类空间的应用不多, 无穷维
情形更常用的概念是 Hilbert 空间.
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定义 9.3.10 (正交补) 设 S 为内积空间 V 的任意子集, 命

S⊥ := {v ∈ V : ∀s ∈ S, (s|v) = 0} .

我们称 S⊥ 为 S 的正交补.

因为 (·|·) 是双线性的, S⊥ 自动对加法和纯量乘法封闭, 而且包含 0, 因而是子空
间. 从定义还容易推导 S⊥ = 〈S〉⊥, 所以今后将着眼于 S = V0 是子空间的情形, 这也
是定义 8.1.12 的特例. 特别地, 定理 8.2.19 蕴涵 V ⊥⊥

0 = V0.

命题 9.3.11 设 (V, (·|·)) 为内积空间, V0 为 V 的子空间, 则 V0 连同 (·|·) 在 V0×V0 上
的限制仍然是内积空间.

证明 所需的双线性, 对称性和正定性条件显然可以被 V0 继承. 顺带一提, 有限维向量
空间上的对称非退化形式限制后仍是对称的, 却未必非退化.

定义 9.3.12 给定内积空间 (V, (·|·)) 和一族子空间 (Vi)i∈I , 如果

? 向量空间的直和分解 V =
⊕

i∈I Vi 成立,

? 当 i 6= j 时 Vi ⊥ Vj ,

则称 V =
⊕

i∈I Vi 为 V 的正交直和分解.

命题 9.3.13 设 (V, (·|·)) 为内积空间, 子空间 V0 是有限维的, 则此时有正交直和分解

V = V0 ⊕ V ⊥
0 .

具体地说, 若 v1, . . . , vm 是 V0 的单位正交基, 则任意 v ∈ V 有唯一的分解

v =

m∑
i=1

(vi|v)vi

∈V0

+ v −
m∑
i=1

(v|vi)vi

∈V ⊥
0

.

因此
∑m
i=1(vi|v)vi 可谓是 v 在 V0 上的正交投影.

证明 给定 v ∈ V , 首先显然有 ∑m
i=1(vi|v)vi ∈ V0. 其次, 对每个 1 ≤ j ≤ m, 从单位正

交基的定义可知 (
v −

m∑
i=1

(vi|v)vi

∣∣∣∣∣ vj
)

= (v|vj)−
m∑
i=1

(v|vi)(vi|vj)

= (v|vj)− (v|vj) = 0.

因此左式属于 V ⊥
0 . 综上, V = V0 + V ⊥

0 .
为了证明这是直和, 注意到若 v ∈ V0 ∩ V ⊥

0 , 则 ‖v‖2 = (v|v) = 0, 故 v = 0.
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对于任意向量空间 V , 其任意子空间 V0 总能实现为直和项, 这是命题 4.10.6 的内
容; 一般来说, 一旦有向量空间的直和分解 V = V0 ⊕ V1, 便有相应的投影映射

P : V → V0

P (v0 + v1) = v0, vi ∈ Vi,

问题在于只有 V0 是给定的, 直和分解中的 V1 并无标准的或曰 “典范” 的取法.
另一方面, 借助于内积结构, V1 在命题 9.3.13 的情境下有典范的取法 V ⊥

0 , 相应的
P : V → V0 从而也是典范地定义的. 由于数学物理或数学分析的研究中习惯将线性映
射称为线性算子, 故 P 也经常被称为向子空间 V0 的正交投影算子. 几何图像如下.

v = v0 + v1

Pv = v0

v0 − v1

V0
0

举例明之, Gram–Schmidt 正交化 (定理 9.3.5) 中构造的

wk := vk −
k−1∑
i=1

(wi|vk)
(wi|wi)

· wi = vk −
k−1∑
i=1

(ui|vk)ui.

正是 vk 减去它在 〈v1, . . . , vk−1〉 上的正交投影.
由几何图像易知 v0 − v1 应当是 v = v0 + v1 对 V0 的镜像, 这一操作也容易用正交

投影算子表达.

定义 9.3.14 记 P 为向子空间 V0 的正交投影算子, 视同 End(V ) 的元素, 则对 V0 的
镜射定义为 2P − idV ∈ End(V ); 它映 v0 + v1 为 v0 − v1, 其中 v0 ∈ V0 而 v1 ∈ V ⊥

0 .

一如我们所熟悉的低维情形, 正交投影在一般的内积空间中也与一个向量到 V0 的
最短距离密切相关.

命题 9.3.15 设 (V, (·|·)) 为内积空间, V0 为有限维子空间, 则对于任意 v ∈ V , 距离

‖u− v‖, u ∈ V0

取到极小值当且仅当 u 是 v 在 V0 上的正交投影.

证明 作分解 v = v0 + v1, 其中 v0 ∈ V0 而 v1 ∈ V ⊥
0 , 则内积空间的勾股定理 (命题

9.2.2) 对 u ∈ V0 给出

‖u− v‖2 = ‖(u− v0)− v1‖2 = ‖u− v0‖2 + ‖v1‖2 ≥ ‖v1‖2,

等号成立的充要条件是 u = v0.
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例 9.3.16 (Legendre多项式) 将 R 上的所有多项式作成 R-向量空间 R[X]. 将多项式
视同 R 上的多项式函数, 对所有 f, g ∈ R[X] 定义

(f |g) :=
1∫

−1

f(x)g(x) dx, f, g ∈ R[X].

基于数学分析的基础知识 (例如
∫ 1

−1
f(x)2 dx = 0 ⇐⇒ f |[−1,1] = 0 ⇐⇒ f = 0), 可见

(R[X], (·|·)) 构成内积空间. 另一方面, R[X] 又有一组自然的基

1, X,X2, X3, . . . .

对它们施行 Gram–Schmidt 正交化的产物是颇富兴味的数学对象. 尊重传统, 此处将向
量的下标按 n = 0, 1, . . . 排列, 不难看出对 vn := Xn 作正交化给出的 w0, w1, . . . 由以
下性质唯一刻画:

w0 = 1,

wn = Xn +低次项,
i 6= j =⇒ (wi|wj) = 0.

事实上有 wn(1) 6= 0, 这当然是需要证明的, 细节留至本章习题处理; 承认这一事
实, 则 w0, w1, . . . 也可以适当地伸缩, 给出由以下条件唯一刻画的 P0, P1, . . . ∈ R[X],
称为 Legendre 多项式:

degPn = n,

Pn(1) = 1,

i 6= j =⇒ (Pi|Pj) = 0.

以下是 P0, . . . , P5 及其函数图形的描绘.

P0 = 1,

P1 = X,

P2 = 1
2 (3X

2 − 1),

P3 = 1
2 (5X

3 − 3X),

P4 = 1
8 (35X

4 − 30X2 + 3),

P5 = 1
8 (63X

5 − 70X3 + 15X).

−1 −0.5 0 0.5 1

−1

−0.5

0

0.5

1
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这些资料初步提示了一些规律, 比如函数 Pn 的奇偶性与 n 相同, 以及 Pn 在
[−1, 1] 上有 n 个根. 本章习题对此将有较深入的探究, 比方说, 我们将建立以下的
Rodrigues 公式, 这对研究 Legendre 多项式是特别方便的:

Pn =
1

2nn!

(
(X2 − 1)n

)(n)
n 次导数

, n ∈ Z≥1.

此外, 习题也会介绍另一类称为 Chebyshev 多项式的对象, 它们同样与正交性密切
相关.

9.4 内积空间上的伴随映射和正交变换
定义 9.2.6 已介绍了保距线性映射的概念. 本节聚焦于从内积空间 V 到自身的保

距线性映射.
选定有限维内积空间 (V, (·|·)V ) 和 (W, (·|·)W ). 内积非退化而且对称, 于是根据定

义–命题 8.2.8, 所有线性映射 T : V →W 皆有伴随2) T ∗ :W → V , 这是使得等式

(Tv | w)W = (v|T ∗w)V , 或等价地 (T ∗w | v)V = (w|Tv)W

对所有 v ∈ V 和 w ∈W 成立的唯一线性映射 T ∗ 回忆到命题 8.2.12 断言

(ST )
∗
= T ∗ S∗, (T ∗)

∗
= T,

前提是映射合成有意义.

命题 9.4.1 取 (V, (·|·)V ) 和 (W, (·|·)W ) 如上. 线性映射 T : V → W 是内积空间的同
构 (定义 9.2.7) 当且仅当 T ∗ = T−1.

证明 设 T 是内积空间的同构, 则

(Tv | w)W =
(
T−1Tv

∣∣ T−1w
)
V
=
(
v
∣∣ T−1w

)
V
, v ∈ V, w ∈W,

这表明 T ∗ = T−1. 反之设 T ∗ = T−1, 则 (Tv1 | Tv2)W = (v1 | T ∗Tv2)V = (v1|v2)V ,
而 v1, v2 ∈ V 可任选, 故 T 是保距的线性同构.

命题 9.4.2 设 T : V →W 是有限维内积空间之间的线性映射, v1, . . . , vn 是 V 的单位
正交基 (定义 9.3.3), 则线性映射 T 是内积空间的同构当且仅当 Tv1, . . . , T vn 是 W 的
单位正交基.

2)所以改记为 ∗T 也完全合理.
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证明 若 T 是内积空间的同构, 则它保持一切关于内积的性质, 故 Tv1, . . . , T vn 仍是
单位正交基. 反之设 Tv1, . . . , T vn 是单位正交基, 则∥∥∥∥∥

n∑
i=1

aivi

∥∥∥∥∥
2

V

=

n∑
i=1

a2i ,∥∥∥∥∥T
(

n∑
i=1

aivi

)∥∥∥∥∥
2

W

=

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aiTvi

∥∥∥∥∥
2

W

=

n∑
i=1

a2i ,

从而 T 保距. 此外 dimV = n = dimW , 故 T 是同构.

今后主要针对 (V, (·|·)V ) = (W, (·|·)W ) 的情形探讨伴随映射.

定义 9.4.3 有限维内积空间 (V, (·|·))V 的自同构称为 V 上的正交变换.

由于保距线性映射自动是单的, 所以 V 上的正交变换相当于是 V 到其自身的保距
线性映射. 命题 9.4.1 相当于说 T ∈ End(V ) 是正交变换当且仅当 T ∗ = T−1.
现在取 V = Rn, 配备标准内积. 我们着手以矩阵来描述正交变换.

定义–命题 9.4.4 对于矩阵 A ∈ Mn×n(R), 以下性质等价.

(i) t
AA = 1n×n;

(ii) A
t
A = 1n×n;

(iii) 视为从 Rn 到 Rn 的线性映射, A 相对于标准内积是正交变换.

具有这种性质的矩阵称为实正交矩阵.

证明 性质 (i) 和 (ii) 的等价性是关于矩阵的一般事实, 见命题 4.8.13 末段. 将 Rn 的
元素看作列向量, 则标准内积表为

(v|w) =
t
wv ∈ M1×1(R) = R.

将 A 视同线性映射 Rn → Rn, 则它相对于标准内积的伴随映射是作为矩阵取转置
t
A (例 8.2.16). 于是 (iii) 和 (i) 或 (ii) 的等价性归结为命题 9.4.1.

因此实正交矩阵 A ∈ Mn×n(R) 的等价刻画是 t
A = A−1.

命题 9.4.5 以下断言适用于 n× n 实矩阵.

(i) 单位矩阵 1n×n 是正交矩阵.

(ii) 若 A 和 B 都是正交矩阵, 则 AB 亦然.

(iii) 若 A 是正交矩阵, 则 A−1 亦然.

(iv) 正交矩阵的行列式必为 ±1.
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证明 性质 (i) — (iii) 不外是将同构的一般性质从内积空间转译到矩阵: 无论对任何
结构, 恒等映射总是同构, 而同构的合成和逆仍然是同构. 至于 (iv), 对 t

AA = 1n×n 两
边取行列式, 便得到 (detA)2 = det t

A detA = 1.

练习 9.4.6 设 v1, . . . , vn 为内积空间 V 的单位正交基, 记这组资料为 v. 考虑 V 的有
序基 v′1, . . . , v

′
n, 记之为 v′. 注记 4.9.2 引入的转换矩阵 P v

v′ ∈ Mn×n(R) 记录了如何将
v′1, . . . , v

′
n 用 v 展开. 说明

t
(P v

v′)P v
v′ =

(
(v′i|v′j)

)
1≤i,j≤n ;

因此 v′ 是单位正交基当且仅当 P v
v′ 是正交矩阵.

定理 9.3.5 介绍的 Gram–Schmidt 正交化给出一种实用的矩阵分解.

推论 9.4.7 (QR分解) 任何可逆矩阵 A ∈ Mn×n(R) 都能表作 A = QR, 其中 Q 是正
交矩阵, R 是可逆上三角矩阵.

证明 将 A 按列表成
A =

(
v1 · · · vn

)
,

其中每个 vi 视同内积空间 (Rn, ·) 的元素. 根据命题 9.4.2, 所求的分解等价于说存在
上三角矩阵 R′ ∈ Mn×n(R), 相当于断言中的 R 的逆, 使得

Q =
(

u1 · · · un

)
:=
(

v1 · · · vn

)
R′ 是正交矩阵, (9.4.1)

或者等价地说, 使得 u1, . . . ,un ∈ Rn 相对于标准内积成为单位正交基. 注意到 R′ 自
动可逆, 因为 A 和 Q 皆可逆; 它记录着如何按 u1, . . . ,un 来展开 v1, . . . , vn.

既然 A 可逆, v1, . . . , vn 线性无关, 故 Gram–Schmidt 正交化定理 9.3.5 给出单位
正交基 u1, . . . ,un, 使得对每个 1 ≤ j ≤ n 皆有 uj ∈ 〈v1, . . . , vj〉; 换言之存在一族系
数 aij ∈ R, 其中 1 ≤ i ≤ j ≤ n, 使得

uj =

j∑
i=1

aijvi, j = 1, . . . , n.

另对 i > j 定义 aij := 0, 则上三角矩阵 R′ := (aij)i,j 使 (9.4.1) 成立.

Gram–Schmidt 正交化实际还给出了构造 Q 和 R 的具体算法.

练习 9.4.8 说明推论 9.4.7 中的 R 可以适当选取, 使得对角线上都是正数. 提示
等价于说明证明中的 aii > 0. 为此, 请回顾 Gram–Schmidt 正交化对 wk 的定义, 以及
uk = wk

‖wk‖ .

作为应用, 我们回到 §9.3 介绍的正交投影算子 P : V → V0, 在此 (V, (·|·)) 取作有
限维内积空间, 而 V0 是 V 的子空间. 既然 V0 ⊂ V , 也可以将 P 视为 End(V ) 的元素.
这些算子有简明的刻画.
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命题 9.4.9 给定有限维内积空间 (V, (·|·)), 则 P ∈ End(V ) 是向某个子空间 V0 的正交
投影算子当且仅当

P ∗ = P, P 2 = P ;

此时 V0 = im(P ).

证明 设 P 是向 V0 的正交投影算子. 将任意 v ∈ V 唯一地表成 v0 + v1, 其中 v0 ∈ V0
而 v1 ∈ V ⊥

0 . 于是 Pv = v0 而 P 2v = P (v0) = v0, 故 P 2 = P . 若另有 v′ ∈ V 和类似的
分解 v′ = v′0 + v′1, 则

(Pv|v′) = (v0|v′) = (v0|v′0)
= (v|v′0) = (v|Pv′),

这说明 P ∗ = P . 最后 im(P ) = V0 是当然的.
反之设 P ∈ End(V ) 满足 P ∗ = P 和 P 2 = P . 取 V0 := im(P ). 将任意 v ∈ V 按

先前方式作唯一分解 v = Pu+ v1, 其中 u ∈ V 而 v1 ∈ V ⊥
0 , 则

Pv = P 2u+ Pv1 = Pu+ Pv1.

由于 v1 ∈ V ⊥
0 , 从

(Pv1|Pv1) = (P ∗ Pv1|v1) = (P 2v1
∈V0

|v1) = 0

推知 Pv1 = 0. 因此 Pv = Pu. 这便说明 P 是向 V0 的正交投影算子.

推论 9.4.10 取 (V, (·|·)) 和 V0 如上, 则对 V0 的镜射 2P − idV (定义 9.3.14) 是正交
变换.

证明 直接从镜射的观点验证并不困难, 以下则从 P 的性质来论证. 只须观察到
P ∗ = P 和 P 2 = P 导致

(2P − idV )∗ (2P − idV ) = (2P − idV )(2P − idV )
= 4P 2 − 4P + idV = idV ;

同理也有 (2P − idV ) (2P − idV )∗ = idV .

既然在有限维内积空间 (V, (·|·)) 中指定子空间 V0 和指定相应的正交投影 P ∈
End(V ) 是一回事 (通过 im(P ) = V0 对应), 定义 9.3.12 的正交分解也可以用投影算子
的性质来刻画如下.

命题 9.4.11 设 (V, (·|·)) 为有限维内积空间, V1, . . . , Vs 为子空间, 依序对应到投影算
子 P1, . . . , Ps ∈ End(V ). 以下陈述等价:

(i) 有正交直和分解 V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vs
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(ii)
∑s
i=1 Pi = idV 而 i 6= j =⇒ PiPj = 0.

证明 (i) =⇒ (ii). 根据条件, 任何 v ∈ V 都能写成 ∑
i vi, 其中 vi ∈ Vi. 既然

V1, . . . , Vs 两两正交, 易知 V ⊥
i =

⊕
j 6=i Vj , 从而有 Piv = vi. 这就蕴涵

∑s
i=1 Piv =∑s

i=1 vi = v. 此外, 这也说明当 i 6= j 时 PiPj(v) = Pivj = 0.
(ii) =⇒ (i). 根据条件, 任何 v ∈ V 都等于 ∑s

i=1 Piv, 从而属于 ∑s
i=1 Vi. 为了说

明这是正交直和分解, 对所有 i 6= j 证 Vi ⊥ Vj 即可. 设 vi ∈ Vi 而 vj ∈ Vj , 则
(vi|vj) = (Pivi|Pjvj) = (vi|Pi∗ Pjvj)

= (vi|PiPjvj) = 0.

明所欲证.

回忆到根据定义 8.2.15, 满足 T ∗ = T 的线性映射 T ∈ End(V ) 称为自伴的, 又称
自伴算子. 上述论证已经初步示范了自伴性质的妙用, 下一节将有更深入的说明.

9.5 自伴算子的正交对角化
取定 R 上的有限维内积空间 (V, (·|·)). 以下论及的伴随映射 T ∗ 都是相对于此内

积而言的.

引理 9.5.1 设 T ∈ End(V )而 V0 是 V 的 T -不变子空间 (定义 5.10.1),则 V ⊥
0 是 T ∗-不

变子空间.

证明 操练定义. 对于任意 w ∈ V ⊥
0 和 v ∈ V0, 我们有 (T ∗w | v) = (w | Tv), 然而条件

蕴涵 Tv ∈ V0, 故此内积为 0. 这就表明 T ∗(V ⊥
0 ) ⊂ V ⊥

0 .

现在已有足够工具证明自伴线性映射或自伴算子可对角化.

定理 9.5.2 (正交对角化: 自伴情形) 设 T ∈ End(V ) 自伴, 则存在 V 的单位正交基
v1, . . . , vn 使得每个 vi 都是 T 的特征向量.

证明 对 n = dimV 递归地论证. 当 n = 0, 1 时无事可作. 以下设 n ≥ 2.
关键的第一步是说明 T 有特征值 λ1 ∈ R. 由于 (V, (·|·)) 同构于标准内积空间

(Rn, ·), 不妨将 T 等同于矩阵 A ∈ Mn×n(R), 满足 t
A = A. 稍后的引理 9.5.4 (或本章

习题) 将给出 A 的特征值 λ1 ∈ R.
承认这一性质, 取 v1 ∈ V 非零使得 Tv1 = λ1v1. 适当伸缩后不妨假设 ‖v1‖ = 1.

考虑正交直和分解
V = 〈v1〉 ⊕ 〈v1〉⊥ .

留意到 〈v1〉⊥ 相对于 (·|·) 仍是内积空间. 既然 〈v1〉 是 T -不变子空间, 引理 9.5.1 蕴涵
〈v1〉⊥ 亦然. 恒等式 (Tv|w) = (v|Tw) 限制到 v, w ∈ 〈v1〉⊥ 上依然成立, 所以 T 限制在
〈v1〉⊥ 上仍然自伴.
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根据递归假设, 存在 〈v1〉⊥ 的单位正交基 v2, . . . , vn 连同 λ2, . . . , λn ∈ R, 使得
Tvi = λivi 对 i = 2, . . . , n 成立. 于是 v1, . . . , vn 给出 V 的单位正交基, 使得每个 vi 都
是以 λi 为特征值的特征向量 (i = 1, . . . , n).

定理 9.5.2 也可以用矩阵语言表述. 不失一般性, 设 (V, (·|·)) 为标准内积空间
(Rn, ·), 将 T 等同于矩阵 A ∈ Mn×n(R), 满足 t

A = A. 取 P 为以单位正交基
v1, . . . , vn 为列向量的矩阵, 则 P 是正交矩阵, 而定理的结论相当于给出矩阵对角化

P−1AP =


λ1

. . .

λn

 , λ1, . . . , λn ∈ R.

由于 t
P = P−1, 上式既是矩阵的共轭关系, 同时又是定义 8.3.8 所谓的合同关系.
为了补全定理 9.5.2 的证明, 最简单的途径是在复数域上操作. 本章习题将另外给

出一种只涉及实数的证明方案.

约定 9.5.3 对任意复矩阵 A = (aij)i,j ∈ Mm×n(C), 定义

A := (aij)i,j ∈ Mm×n(C).

显然,
A+B = A+B, A ·B = A ·B,

前提是矩阵的加法和乘法在此有定义. 特别地, 对任意 v = (x1, . . . , xn) ∈ Cn 也可以定
义 v = (x1, . . . , xn). 我们另外定义

†
A :=

t
A =

t
A.

这使得 †
(
†
A) = A, †

(λA) = λ
†
A (其中 λ ∈ C), 而且 †

(AB) =
†
B

†
A 对所有 A,B 成

立, 前提是乘法有定义.
取 v = (z1, . . . , zn) ∈ Cn, 视同列向量, 则

†
v · v =

n∑
i=1

|zi|2 ∈ R≥0;
†
v · v = 0 ⇐⇒ v = 0.

引理 9.5.4 设 A ∈ Mn×n(C) 满足 †
A = εA, 其中 ε ∈ C, 则 A 的所有特征值都满足

λ = ελ.

证明 设 v ∈ Cn 是以 λ ∈ C 为特征值的特征向量. 考虑
†
v · (Av) = λ · (†v v) .

对两边取 †
(· · · ). 左边给出 †

v
†
Av = ε · †vAv = ελ (

†
v v), 右边则给出 λ (

†
v v). 两边

消去 †
v v ∈ R>0 即是 λ = ελ.
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反自伴和正交矩阵的对角化必须取道复数域, 这是定理 10.4.1 的内容, 届时也将一
并讨论一些在实数域上的应用.

最后探讨正交对角化对于实二次型的初步应用. 基于双线性形式的定义 8.4.4 对此
是颇为方便的.

定理 9.5.5 设 (V, (·|·)) 是有限维实内积空间, (V,B) 是二次型, 则存在 V 的单位正交
基 v1, . . . , vn 使得 B 所对应的对称矩阵 (B(vi, vj))1≤i,j≤n 是对角矩阵.

证明 不妨假设 V = Rn 而 (·|·) 是标准内积, 将 B 等同于对称矩阵 A ∈ Mn×n(R).
根据正交对角化定理 9.5.2 的矩阵形式, 存在正交矩阵 P 使得 P−1AP 是对角的. 依
旧记 Rn 的标准基为 e1, . . . , en, 视同列向量, 并将 P 按列展开为 (v1| · · · |vn), 则由
vi = Pei 和 P−1 =

t
P 可知

B(vi,vj) =
t
viAvj =

t
ei

t
P AP ej

= P−1AP 的 (i, j) 矩阵元.

综上, v1, . . . , vn 即所求的单位正交基.

总结上述讨论, 在内积空间 V 上给定二次型, 总能找到单位正交基 v1, . . . , vn, 使
得 V 借此等同于 Rn, 而二次型相应地化为

λ1X
2
1 + · · ·λnX2

n

的形式. 在 V = Rn 的标准情形, 这与关于 Rn 中的二次超曲面∑
1≤i,j≤n

aijXiXj = 0, aij ∈ R

的初等研究直接相关. 我们以后将说明变换单位正交基相当于在空间中施行刚体变换
(旋转, 镜射...), 而上述结论相当于说给定二次超曲面, 总能适当地施行刚体变换, 使得
其方程不再包含交叉项; 举熟悉的 n = 2 情形为例, 不含交叉项的形式分为三类:

椭圆 λ1λ2 > 0

双曲线 λ1λ2 < 0

抛物线 λ1λ2 = 0

考量定理 9.5.5 证明中的 A ∈ Mn×n(R), 则 vi 是以 λi 为特征值的特征向量. 在特
征值两两相异的一般情形下, 直线 Rv1, . . . ,Rvn 是唯一确定的, 几何直观上便是椭圆
或双曲线 (或其高维推广) 的轴. 出于这一考量, 定理 9.5.5 也常被称为主轴定理.
我们将在 §9.10 继续研究主轴定理中的 λ1, . . . , λn.
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9.6 应用: 最小二乘解
考虑有限维向量空间之间的线性映射 T : V →W . 给定 w ∈W , 求解

Tv = w, v ∈ V

相当于解线性方程组, 前提是取定 V 和 W 的基. 一般而言, 方程 Tv = w 未必有解 v,
应用中寻求的往往也不是精确解, 而是它的某种逼近. 何谓逼近, 如何逼近? 当 V 和
W 都是实数域 R 上的内积空间时, 相应的度量结构导向了以下概念. 记 V (或 W ) 的
内积为 (·|·)V (或 (·|·)W ), 而 ‖v‖V :=

√
(v|v)V , ‖w‖W :=

√
(w|w)W .

定义 9.6.1 (最小二乘解) 给定 w ∈ W , 使得 ‖Tv − w‖W 取到极小值的 v ∈ V 称为方
程 Tv = w 的最小二乘解.

一旦取定单位正交基, 则 ‖ · ‖2W 可以表示成坐标的平方和, 这是最小二乘解一词的
由来. 至于极小值能否取到, 以及相应的 v ∈ V 有何刻画, 则是以下引理的内容.

引理 9.6.2 给定 w ∈W , 将它按命题 9.3.13 的正交直和分解唯一地表成

w = w′ + w′′, w′ ∈ im(T ), w′′ ∈ im(T )⊥,

则 v ∈ V 是最小二乘解当且仅当 Tv = w′; 这般的 v 总是存在, 等价的条件是
Tv − w ∈ im(T )⊥.

证明 求 ‖Tv − w‖W 的极小值相当于求向量 w 到子空间 im(T ) 的距离, 我们知道极
小值恰好在 Tv 等于 w 向 im(T ) 的正交投影时取到 (命题 9.3.15); 这一条件无非是
Tv = w′, 也等价于 Tv − w ∈ im(T )⊥.

留意到定义最小二乘解时仅在 W 上考虑了向量长度的极值, 对应的 v 并非唯一
的. 如果进一步取长度极小的 v, 便导向了 Moore–Penrose 广义逆的概念, 这是 §9.9 的
主题.

运用 T 的伴随 T ∗ :W → V , 最小二乘解可以具体刻画为另一线性方程组的解.

定理 9.6.3 给定 w ∈ W , 则方程 Tv = w 的最小二乘解 v ∈ V 正好是 T ∗ Tv = T ∗w

的解.

证明 回忆到 v 是最小二乘解当且仅当 Tv − w ∈ im(T )⊥, 换言之

∀v′ ∈ V, (Tv − w | Tv′)W = 0.

然而 (Tv − w | Tv′)W = (T ∗ Tv − T ∗w | v′)V , 而 v′ ∈ V 可任取, 故上式等价于

T ∗ Tv = T ∗w.

明所欲证.
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观察到 T ∗ T ∈ End(V ) 和 T T ∗ ∈ End(W ) 皆自伴, 这是因为在内积空间的框架
下, 任意线性映射取双重伴随回到自身; 见命题 8.2.12. 这两种映射将在往后的论证中
反复出现. 关于最小二乘解的讨论顺带给出下述结果.

推论 9.6.4 对有限维实内积空间 V , W 和线性映射 T : V →W , 我们有

im (T ∗ T ) = im (T ∗) , im (T T ∗) = im (T ) ,

ker (T ∗ T ) = ker(T ), ker (T T ∗) = ker (T ∗) ,

rk (T ∗ T ) = rk(T ), rk (T T ∗) = rk (T ∗) .

证明 先说明 im (T ∗ T ) = im (T ∗). 包含关系 ⊂ 属显然. 至于 ⊃, 给定 T ∗w ∈ im (T ∗),
取方程 Tv = w 的最小二乘解 v ∈ V 给出 T ∗w = T ∗ Tv ∈ im (T ∗ T ).
其次说明 ker (T ∗ T ) = ker(T ). 包含关系 ⊃ 属显然. 至于 ⊂, 若 T ∗ Tv = 0 则

(Tv|Tv)W = (T ∗ Tv | v)V = 0 蕴涵 Tv = 0.
等式 rk (T ∗ T ) = rk(T ) 是上一则等式和定理 4.8.4 的综合.
以上证明了左侧的三个等式. 鉴于 T = (T ∗)

∗ (命题 8.2.12), 将上述结果施于 T ∗

便给出右侧三个等式.

练习 9.6.5 沿用先前符号, 说明 ker(T ∗) = im(T )⊥, 因此 T ∗ 单等价于 T 满.
提示 等式 T ∗w = 0 等价于 (Tv|w)W = 0 对所有 v ∈ V 成立.

9.7 对于正定二次型的应用
本节的第一部分探讨如何以行列式判断正定性, 这在维数较低时是很方便的手段,

其证明需要正交对角化.

定义 9.7.1 (顺序主子式) 设 A = (aij)1≤i,j≤n 为任意域上的 n × n 矩阵. 以下 n 个
行列式

|a11|,

∣∣∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , . . . ,
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
... . . . ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
称为 A 的顺序主子式.

顺序主子式的定义依赖于有序基的选择. 相关定理的陈述和论证也因而需要使用
矩阵语言.

定义 9.7.2 设实对称矩阵 A ∈ Mn×n(R) 对应到 n 元实二次型 f . 若 f 正定 (或半正
定), 则称 A 是正定 (或半正定) 实对称矩阵.

未定稿: 2024-10-20



354 第九章 实内积结构

定理 9.7.3 实对称矩阵 A ∈ Mn×n(R) 正定 (或半正定) 当且仅当 A 的所有特征值皆
正 (或皆非负).

证明 记 A 对应的 n 元实二次型为 f . 正交对角化定理 9.5.2 给出

t
CAC =


λ1

. . .

λn

 ,
C ∈ Mn×n(R), t

C = C−1,

λ1, . . . , λn ∈ R : A 的特征值, 记重数.

这相当于通过 C 作变量代换, 化 f 为 ∑n
i=1 λiX

2
i ; 我们继续对满足 λi 6= 0 的项作代换

Yi :=
√
|λi|Xi, 便能将二次型的系数化到 {−1, 0, 1} 中. 然而这便足以说明 f 正定 (或

半正定) 当且仅当 λ1, . . . , λn 全为正 (或非负).

定理 9.7.4 (Sylvester判准) 实对称矩阵 A ∈ Mn×n(R) 正定当且仅当 A 的所有顺序
主子式都是正数.

证明 记 A 对应的 n 元实二次型为 f . 首先假设 f 是正定二次型. 惯性定理 8.6.6 蕴
涵存在可逆的 C ∈ Mn×n(R) 使得 t

CAC = 1n×n, 因此 detA = (detC)−2 > 0.
其次, 注意到对于每个 1 ≤ m ≤ r, 对称矩阵

Am :=


a11 · · · a1m
... . . . ...

am1 · · · amm


来自于 m 元二次型 fm(X1, . . . , Xm) := f(X1, . . . , Xm, 0, . . . , 0), 而 fm 当然也正定.
将第一段的观察施于 f1, . . . , fn, 立见每个顺序主子式皆正.

现在论证另一方向. 注意到 n = 1 情形是平凡的, 我们可以对 n 递归地论证, 以下
皆设 n ≥ 2. 假设 A 的每个顺序主子式皆正. 鉴于定理 9.7.3, 说明 A 的特征值皆正
即可.

将 A 的特征值列作 λ1, . . . , λn, 计重数; 等式

λ1 · · ·λn = detA > 0

蕴涵负特征值若存在, 必然成对出现. 假定 A 有负特征值, 不妨设其为 λ1 和 λ2. 根据
正交对角化定理 9.5.2, 相应的特征向量 v1 和 v2 可以取为 Rn 中相对于标准内积的正
交单位向量. 对任意 α, β ∈ R,

f(αv1 + βv2) =
t
(αv1 + βv2)A (αv1 + βv2)

= α2 (
t
v1 Av1) + β2 (

t
v2 Av2) + 2αβ (

t
v1 Av2)

= α2λ1 + β2λ2 + 2αβλ2 (
t
v1 v2)

= α2λ1 + β2λ2 ≤ 0,
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最后的不等式仅在 α = 0 = β 时取等号.
易见存在不全为零的 α, β 使得 αv1 + βv2 作为列向量的第 n 个坐标为 0, 从而

它可以视同 Rn−1 ' Rn−1 × {0} ⊂ Rn 的元素 w. 按照证明第一步的符号, 我们有
f(αv1 + βv2) = fn−1(w) ≤ 0.
另一方面, A 的前 n− 1 个顺序主子式皆正, 所以 fn−1 正定. 综上可得 fn−1(w) =

0, 从而 w = 0. 这和 v1, v2 线性无关相矛盾.

本节的第二部分探讨平方根的矩阵版本, 这需要正定或半正定的前提. 以下采取线
性映射的语言. 若无另外申明, 内积空间都是有限维的; V 上的内积记为 (·|·)V 或 (·|·).

定义 9.7.5 设 (V, (·|·)) 为有限维内积空间. 若 T ∈ End(V ) 自伴, 而且 (v1, v2) 7→
(Tv1|v2) 是 V 上的正定 (或半正定) 二次型, 则称 T 是正定 (或半正定) 的.

对于标准内积空间 Rn (列向量) 及对应于实对称矩阵 A 的自伴算子, 定义中考虑
的二次型无非是 (v1,v2) 7→ t

v1 Av2. 所以上述的正定 (或半正定) 概念和定义 9.7.2 是
兼容的.

因此正定 (或半正定) 的 T 总能正交对角化, 而且其特征值皆正 (或非负). 兹介绍
正定和半正定线性映射的一类基本例子.

引理 9.7.6 设 T : V → W 为内积空间之间的线性映射, 则 T ∗ T ∈ End(V ) (或
T T ∗ ∈ End(W )) 是半正定的; 若 T 单 (或 T ∗ 单, 等价说法是 T 满), 则它们是正定的.

证明 处理 T ∗ T 版本即可, 因为以 T ∗ 代 T 可得另一版本.
自伴性质已知. 半正定性是 (T ∗ Tv | v)V = (Tv|Tv)W 的结论. 此外这还蕴涵

(T ∗ Tv | v)V = 0 ⇐⇒ Tv = 0; 若 T 单则推得 (T ∗ Tv | v)V = 0 ⇐⇒ v = 0, 故此时
T ∗ T 正定.

定义–命题 9.7.7 设 T ∈ End(V ) 正定 (或半正定), 则存在唯一的 S ∈ End(V ) 使得 S

正定 (或半正定) 而且 S2 = T . 因此, 这样的 S 可以合理地记为
√
T .

证明 存在性比较容易. 取由 T 的特征向量组成的单位正交基 v1, . . . , vn, 对应的特征
值记为 λ1, . . . , λn, 它们皆正 (或非负). 定义 S 使得 Svi =

√
λivi 对 i = 1, . . . , n 成立,

则易见 S 正定 (或半正定), 并且 S2 = T .
现在考虑唯一性. 对于具备所需性质的 S, 特征值 (不记重数) 排列为 µ1 > · · · >

µm ∈ R≥0, 则 V 相应地分解为特征子空间的直和

V =

m⊕
i=1

Vµi
.

由于 T = S2, 这说明 T 的特征值是 µ2
1 > · · · > µ2

m (不记重数), 而 µ2
i 对应的特征子空

间正是上述 Vµi .
这反过来说明如何从 T 来确定 S: 将 T 的特征值 (不记重数) 排列为 λ1 > · · · >

λm, 则 S 在 T 的 λi-特征子空间上必然等于
√
λi · id.
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作为平方根构造的应用, 本节最后给出线性映射的极分解定理.

定理 9.7.8 (极分解) 仍然设 (V, (·|·)) 为内积空间, 而 T ∈ End(V ) 可逆, 则存在唯一一
对 R,U ∈ End(V ), 使得 R 正定 (定义 9.7.5), U 是正交变换, 而且 T = RU .

证明 首先说明 (R,U) 唯一. 我们有 T T ∗ = RU U∗R = R2. 因为 T 可逆, 引理 9.7.6
确保 T T ∗ 和 R 同样正定, 从而 R =

√
T T ∗; 因为 R 可逆, 必有 U = R−1T .

下面处理存在性. 线索已经明朗: 必须取 R :=
√
T T ∗,这是正定的,而 U := R−1T .

关键在于证 U∗ = U−1. 从 (
R−1

)∗
= (R∗)

−1
= R−1 (请回忆 (8.2.2)) 和 R2 = T T ∗ 得

到
U∗ = T ∗ (R−1)

∗
= T ∗R−1

= T−1T T ∗ (R2)−1R

= T−1R = U−1.

明所欲证.

极分解可设想为非零复数的极分解 z = reiθ 的矩阵类比, 其中 r = |z| =
√
zz̄ 而 θ

是 z 的幅角.

9.8 奇异值分解
本节取 V 和 W 为 R 上的有限维内积空间, 仍将其内积分别记为 (·|·)V 和 (·|·)W .

记 m := dimV , n := dimW .
对给定的线性映射 T : V →W , 我们将需要推论 9.6.4 的内容:

ker(T ) = ker (T ∗ T ) , rk(T ) = rk (T ∗ T ) ;

此外, 引理 9.7.6 表明 T ∗ T ∈ End(V ) 和 T T ∗ ∈ End(W ) 都是自伴而且半正定的.

定理 9.8.1 (奇异值分解) 对于任意线性映射 T : V →W , 记 p := min{m,n}, 则存在
? V 的单位正交基 v1, . . . , vm,
? W 的单位正交基 w1, . . . , wn,
? 非负实数 σ1 ≥ · · · ≥ σp,

使得

Tvi =

{
σiwi, 1 ≤ i ≤ p,
0, i > p.

此处的 σ1 ≥ · · · ≥ σp 由 T 唯一确定, 称为 T 的奇异值.

证明 先来说明 σ1 ≥ · · · ≥ σp 的唯一性. 首先验证

T ∗wj =

{
σjvj , 1 ≤ j ≤ p,
0, j > p;
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诚然,易证上式确定的线性映射 T ∗确实符合伴随映射的条件 (vi|T ∗wj)V = (Tvi|wj)W .
由此可见 v1, . . . , vm 是 T ∗ T 的特征向量, 对应的特征值为 σ2

1 , . . . σ
2
p, 0, . . . , 0 (计重数).

按此唯一地确定 σ1 ≥ · · · ≥ σp.
这也启发存在性的证明. 给定 T , 对 T ∗ T 作正交对角化以得到单位正交基

v1, . . . , vm ∈ V 和对应的特征值 λ1, . . . , λm ∈ R≥0,适当重排以确保 λ1 ≥ · · · ≥ λm ≥ 0.
注意到 r := rk(T ) = rk(T ∗ T ) ≤ p, 非零项正是前 r 项. 对所有 1 ≤ i ≤ p 定义
σi :=

√
λi, 另外定义

wi := σ−1
i Tvi, 1 ≤ i ≤ r.

兹断言 w1, . . . , wr 是 W 中的单位正交向量族. 缘由在于
(wi|wj)W = (σiσj)

−1 (Tvi | Tvj)W
= (σiσj)

−1 (vi | T ∗ Tvj)V

= (σiσj)
−1λj(vi|vj)V

=

{
1, i = j,

0, i 6= j.

依推论 9.3.9 将 w1, . . . , wr 扩充为 W 的单位正交基 w1, . . . , wn. 观察到 Tvi =

σiwi 在 1 ≤ i ≤ r 时按定义自动成立; 在 i > r 时 T ∗ Tvi = 0 蕴涵 Tvi = 0, 而
r < i ≤ p 时 σi = 0. 将这些信息组合起来便是所求等式.

现在设 V = Rm, W = Rn, 各自配备标准内积, 并且将 T 等同于矩阵 A ∈
Mn×m(R). 对于定理 9.8.1 中的单位正交基, 以列向量定义正交矩阵

P := (v1| · · · |vm) ∈ Mm×m(R), Q := (w1| · · · |wn) ∈ Mn×n(R),

另外用奇异值定义

Σ :=


σ1

σ2
. . .

补 0

 ∈ Mn×m(R),

其中补 0 的项仅在 n > m 时出现. 奇异值分解化为矩阵等式

AP = QΣ,

亦即
t
QAP = Σ 或 A = QΣ

t
P . (9.8.1)

这是应用中常见的表达方式, 它所涉及的 P , Q 和 Σ (亦即 A 的奇异值) 有稳定且高效
的数值算法.
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在实际应用场景中, A 代表混沌而庞大的数据集. 奇异值 σ1 ≥ σ2 ≥ · · · 经常能从
A 提取我们所关心的信息; 它们可以设想为 A 蕴藏的某种本质特征, 按其重要性由大
到小排列. 比方说, 对于所有 k ≤ rk(A), 秩 k 矩阵

Ak := Q


σ1

. . .

σk

补 0


t
P

仅保留了 A 的前 k 个奇异值; Ak 可以设想为 A 的秩 k 逼近, 在应用中, 这往往体现
了对 A 的信息进行压缩或降噪的一种手段. 实际上, 可以证明 Ak 在某种严格意义下
是 A 的最优秩 k 逼近; 由于这已是数值分析的主题, 就此打住.

9.9 Moore–Penrose广义逆
对于域 F 上的有限维向量空间 V 和 W , 尽管线性映射 T : V → W 一般不可逆,

应用中往往需要考虑 T−1 的某种代替品, 其具体的定义和构造视用途而定. 一个最简
单的版本是考虑线性映射 S : W → V , 使得 TS|im(T ) = idim(T ); 等价地说, 我们要求
TST = T .

定义–命题 9.9.1 (广义逆) 设 V 和 W 是有限维 F -向量空间. 对任意线性映射 T :

V →W , 存在线性映射 S :W → V 使得 TST = T . 具此性质的 S 称为 T 的一个广义
逆. 广义逆唯一当且仅当 T 可逆.

证明 起手式是熟悉的, 取 V 的基 v1, . . . , vm 和 W 的基 w1, . . . , wn, 使得

w1, . . . , wr 是 im(T )的基, r := rk(T ),
T vi = wi, 1 ≤ i ≤ r,

vr+1, . . . , vm 是 ker(T )的基.

广义逆的条件相当于 T (Swi) = wi, 其中 1 ≤ i ≤ r, 这也相当于要求 Swi ∈
vi + ker(T ), 而当 i > r 时 Swi 可任意指定. 满足上述条件的 S 当然存在, 而且其唯一
性等价于 ker(T ) = {0} 而且 r = n, 换言之, 等价于 T 可逆.

当 T 可逆时, 广义逆的唯一选法是 T−1.
对于 F = R 而 V 和 W 是内积空间的情形, 广义逆理论有更丰富的内涵. 以下将

V 和 W 上的内积统一记为 (·|·), 以简化符号.

定义 9.9.2 (Moore–Penrose广义逆) 相对于给定的 T : V → W , 满足下述条件的线
性映射 S :W → V 称为 T 的 Moore–Penrose 广义逆.
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MP.1 TST = T ,

MP.2 STS = S,

MP.3 TS = (TS)
∗,

MP.4 ST = (ST )
∗.

留意到上述条件对于 S和 T 是对称的. 应用中往往只考虑一部分的条件,或者同时
再另加性质; 只满足MP.1的 S 无非是定义–命题 9.9.1所谓的广义逆. Moore–Penrose
广义逆的优点在于它存在且唯一.

构造的第一条线索是 §9.6 对方程 Tv = w 定义的最小二乘解 v. 但我们不能简单
地取 Sw = v, 因为最小二乘解 v 并不唯一; 然而陪集 v+ ker(T ) 是良定义的, 从中可取
长度最短的向量; 根据勾股定理 (命题 9.2.2) 可知此向量是唯一的, 等于 v 向 ker(T )⊥

的正交投影. 详述如下.

定理 9.9.3 给定 T : V → W , Moore–Penrose 广义逆 S : W → V 存在而且唯一, 由以
下构造给出: 对任意 v ∈ V 和 w ∈W , 我们有唯一分解

v = v′ + v′′, v′ ∈ ker(T ), v′′ ∈ ker(T )⊥,
w = w′ + w′′, w′ ∈ im(T ), w′′ ∈ im(T )⊥.

对给定的 w ∈W 任取 v ∈ T−1(w′), 则 Sw = v′′.
特别地, Sw 是定义 9.6.1 介绍的一个最小二乘解 (相对于方程 Tv = w).

证明 首先验证以上给出的 S 是 Moore–Penrose 广义逆. 取 v 和 w 如上. 观察到 v′′

只依赖于陪集 v + ker(T ) = T−1(w′), 所以 Sw 是良定义的. 请读者简单地检验 S 对 w

也是线性的.
对任意 v ∈ V , 在上述构造中代入 w = Tv = w′ 可得 ST (v) = v′′; 另一方面,

TS(w) = Tv′′ = Tv = w′. 于是对所有 v 和 w 都有
TST (v) = T (v′′) = T (v),

STS(w) = S(w′) = S(w),

这分别验证了 MP.1 和 MP.2.
前述观察也说明 TS 是正交投影 W → im(T ), 而 ST 是正交投影 V → ker(T )⊥;

既然正交投影是自伴的, MP.3 和 MP.4 得证.
至于唯一性, 设 S 和 R 都是 Moore–Penrose 广义逆, 则

S
MP.2

STS
MP.3

S (TS)
∗
= S S∗ T ∗ MP.1

S S∗ (TRT )
∗

= S S∗ T ∗R∗ T ∗ = S (TS)
∗
(TR)

∗ MP.3
STSTR

MP.1
STR.

完全对称的论证给出 R
MP.2

RTR
MP.4

(RT )
∗
R = · · · = STR, 因此 S = R.

明所欲证.
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在 §9.8 介绍的奇异值分解是计算 Moore–Penrose 广义逆的一种方便手段. 依旧考
虑线性映射 T : V → W , 并且记 m := dimV , n := dimW . 取奇异值分解 (定理 9.8.1)
包含的资料 (vi)

m
i=1, (wj)nj=1 和奇异值 σ1 ≥ · · · ≥ σp ≥ 0, 其中 p := min{m,n}.

命题 9.9.4 取定上述资料, 命 r := rk(T ). 定义线性映射 S :W → V 使得

Swj =

{
σ−1
j vj , 1 ≤ j ≤ r,

0, r < j ≤ n.

则 S 是 T 的 Moore–Penrose 广义逆.

证明 给定 w =
∑n
j=1 ajwj ∈ W , 它在 im(T ) = 〈w1, . . . , wr〉 上的正交投影是 w′ =∑r

j=1 ajwj . 因此 T−1(w′) 的元素皆形如

v =

r∑
i=1

aiσ
−1
i vi +

m∑
i=r+1

bivi, br+1, . . . , bm ∈ R.

它在 ker(T )⊥ = 〈vr+1, . . . , vm〉⊥ 上的正交投影无非是
∑r
j=1 ajσ

−1
j vj = Sw. 明所

欲证.

以矩阵的语言表述如下. 取 V = Rm 和 W = Rn, 赋予标准内积. 若 T 视为矩阵
带有如 (9.8.1) 的奇异值分解

T = Q


σ1

. . .

σr

补 0


n×m

t
P ,

则 T 的 Moore–Penrose 广义逆写作

S = P


σ−1
1

. . .

σ−1
r

补 0


m×n

t
Q.

以上讨论限于实矩阵, 然而这些理论对于 §10.3 行将介绍的酉空间都有复版本, 唯
一差别在于须以 Hermite 内积取代实内积, §10.5 将予以简要的说明.
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9.10 极小化极大原理
设 (V, (·|·)) 是 n 维内积空间, B : V × V → R 是对称双线性形式. 一旦取定 V 相

对于 (·|·) 的单位正交基, 则不妨假定 (V, (·|·)) 是配备标准内积的 Rn, 而 B 对应于对称
矩阵 A ∈ Mn×n(R). 将 A 的 n 个特征值 (计重数) 递降列出:

λ1 ≥ · · · ≥ λn.

这些特征值是内禀的量: 由于 (·|·) 非退化, 例 8.2.9 表明存在唯一的 S ∈ End(V )

使得 B 可以通过内积写成

B(v1, v2) = (v1 | Sv2) , v1, v2 ∈ V

的形式. 既然 B 和 (·|·) 都是对称的, (v1 | Sv2) = (Sv1 | v2), 故 S 必然自伴, 而 A 就是
S 在一组单位正交基之下对应的矩阵.

命题 9.10.1 对于 (V,B) 如上, S 的极大特征值 λ1 等于 max‖v‖=1B(v, v), 极小特征
值 λn 等于 min‖v‖=1B(v, v).

证明 根据定理 9.5.2, 可取 V 的单位正交基 v1, . . . , vn 使得 Svi = λivi 对每个
1 ≤ i ≤ n 成立. 命 v =

∑n
i=1 aivi. 若 ‖v‖ = 1 则

λn = λn

n∑
i=1

a2i ≤

(
B(v, v) =

n∑
i=1

a2iλi

)
≤ λ1

n∑
i=1

a2i = λ1.

左右两个不等式分别在 an = 1 和 a1 = 1 时取到等号.

用数学分析的术语来说, ‖v‖ = 1 是 V 的紧子集, 而 v 7→ B(v, v) 既然是由二次多
项式确定的, 自然是 V 上的连续函数, 所以所论的极大值和极小值确实存在.

由于 B(v,v)
‖v‖2 = B

(
v

‖v‖ ,
v

‖v‖

)
, 以上讨论的 max‖v‖=1B(v, v) 可以等价地写作

max
v 6=0

B(v, v)

‖v‖2
, 其中的商称为 Rayleigh 商.

注记 9.10.2 当 B 正定时, 上述极大值和极小值也可以直观地理解为嵌球问题. 命
S := {v ∈ V : B(v, v) ≤ 1}, 这是 V 中包含原点 0 的有界闭区域; 对于 2 维 (或 3 维)
情形, 它是椭圆 (或椭球). 对于任意 r > 0, 我们有

max
‖v‖=1

B(v, v) ≤ r ⇐⇒ max
‖v‖=1

B

(
v√
r
,
v√
r

)
≤ 1 ⇐⇒

{
w ∈ V : ‖w‖ = 1√

r

}
⊂ S.

于是 S 所能包含的最大球面以 λ
−1/2
1 为半径; 同理, 包含 S 的最小球面以 λ

−1/2
n 为半

径. 此处的球面都假设以 0 为球心.
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其余特征值需要更精确的技术来确定, 称为有限维内积空间上的 Courant–Fischer
极小化极大原理.

定理 9.10.3 (R. Courant, E. Fischer) 对于 (V,B) 如上, 对每个 1 ≤ k ≤ n 皆有

λk = min
U⊂V

(n−k+1)-维子空间

max
v∈U
‖v‖=1

B(v, v)

以及
λk = max

U⊂V
k-维子空间

min
v∈U
‖v‖=1

B(v, v).

证明 仍然按定理 9.5.2 取 V 的单位正交基 v1, . . . , vn 使得 Svi = λivi.
先选定 k来探讨第一个等式. 若 dimU = n−k+1,基于维数的理由, U∩〈v1, . . . , vk〉

包含非零向量, 记为 v =
∑k
i=1 aivi, 伸缩后不妨假设 ‖v‖ = 1. 我们有

B(v, v) = (v|Sv) =
k∑
i=1

λia
2
i ≥ λk

k∑
i=1

a2i = λk.

因此 max v∈U
‖v‖=1

B(v, v) ≥ λk, 从而

inf
dimU=n−k+1

max
v∈U
‖v‖=1

B(v, v) ≥ λk. (9.10.1)

然而若取 U = 〈vk, . . . , vn〉, 则对于满足 ‖v‖ = 1 的 v =
∑n
i=k aivi ∈ U , 类似的论

证导致
B(v, v) =

n∑
i=k

λia
2
i ≤ λk

k∑
i=1

a2i = λk,

于是对此 U 有 max v∈U
‖v‖=1

B(v, v) ≤ λk.

综上可知 (9.10.1)实则是等号, 而且它左侧的 inf确实被 U = 〈vk, . . . , vn〉取到, 故
可合理地改写成 min.

第二个等式的论证全然类似, 更直截了当的方法则是以 −B 代 B 来相互过渡.

极小化极大原理有种种不同场景下的推广, 它还可以用来求任意线性映射 T : V →
W 的奇异值, 其中 V 和 W 是有限维内积空间; 见定理 9.8.1. 这是因为 T 的奇异值
σ1, . . . , σp 无非是自伴线性映射 T ∗ T : V → V 的前 p 个特征值的平方根.

练习 9.10.4 设 T : V → W 为有限维内积空间之间的线性映射, 它的奇异值记为
σ1, . . . , σp, 其中 p := min{dimV, dimW}. 为了使陈述干净, 将奇异值序列补零扩展为
σ1 ≥ . . . ≥ σdimV . 这使得奇异值分解中的 Tvi = σiwi 对所有 i 成立. 证明

σ2
1 = max

v 6=0

‖Tv‖
‖v‖

, σ2
dimV = min

v 6=0

‖Tv‖
‖v‖

.

提示 在先前讨论中代入 S = T ∗ T , 亦即取 B(v, v′) = (Tv|Tv′).
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9.11 Perron–Frobenius定理
本节探讨的主题是一类非负矩阵的特征值和特征向量, 这些结果源于基础数学中

的连分数理论, 其应用却遍及经济学, 网页搜索乃至流行病学等领域; 这类应用场景中
出现的矩阵元经常都是正实数, 或者至少是非负的.

本节涉及的 m,n 均默认为正整数.

约定 9.11.1 设 A,B ∈ Mm×n(R). 符号 A ≥ B (或 A > B) 意谓 aij ≥ bij (或
aij > bij) 对所有 (i, j) 皆成立. 关系式 A ≥ 0m×n (或 A > 0m×n) 也写作 A ≥ 0 (或
A > 0).

注意: 上述符号不应和一些书籍中关于正定矩阵的符号混淆.
今后将 Cn 的元素等同于列向量, 依此谈论 Rn ⊂ Cn 的元素是否 ≥ 0 或 > 0. 对

于任意 v ∈ Cn, 记其第 i 个分量为 vi ∈ C.

引理 9.11.2 设 A ∈ Mm×n(R)而 x ∈ Rn. 若 A > 0而 x ≥ 0而且 x 6= 0,则 Ax > 0.
若仅要求 A ≥ 0, 则 Ax ≥ 0.

证明 将 Ax 的第 i 个分量表作 ∑n
j=1 aijxj . 按假设, aij > 0, xj ≥ 0, 而且必有某个 j

使得 xj > 0, 故 ∑n
j=1 aijxj > 0. 至于 A ≥ 0 的情形也是类似的.

今后谈及特征值时, 均在复数域中考虑.

定义 9.11.3 设 A ∈ Mn×n(C), 命

ρ(A) := max {|λ| : λ ∈ C是 A的特征值} ,

称之为 A 的谱半径.

引理 9.11.4 设 A ∈ Mn×n(R), A > 0, 则

(i) 存在 ρ > 0 和 v ∈ Rn, v > 0 使得 Av = ρv;

(ii) 承上, 这样的 ρ 可以取为谱半径 ρ(A).

特别地, ρ(A) > 0.

证明 命 S := {x ∈ Rn : ‖x‖ = 1, x ≥ 0}, 这是 Rn 的紧子集. 定义
L : S → R>0

x 7→ min
{
Ax的第 i 个分量

xi
: 1 ≤ i ≤ n, xi 6= 0

}
,

这是连续映射; 特别地, 可以谈论 L 在 S 上的极值. 命 ρ ∈ R>0 为 L 的极大值, 它被
某个 v ∈ S 取到. 兹断言 Av = ρv 而且 v > 0.

未定稿: 2024-10-20



364 第九章 实内积结构

首先证明 Av = ρv. 对满足 vi 6= 0 的 1 ≤ i ≤ n 比较 Av 的第 i 个分量和
vi, 由 L(v) = ρ 和 L 的定义可见 Av ≥ ρv. 假若 Av 6= ρv, 则引理 9.11.2 确保
A(Av − ρv) > 0. 因此可取充分小的正实数 ε 使得 A(Av − ρv) > εAv. 另一方面, 引
理 9.11.2 同样确保 Av > 0, 因此存在 t > 0 使得 w := tAv ∈ S.
将上述不等式改写为 A(Av) > (ρ + ε)Av, 再调整为 Aw > (ρ + ε)w, 由此可

得 L(w) > (ρ + ε), 与 ρ 的取法矛盾. 因此必有 Av = ρv. 既然已说明 Av > 0, 故
v = ρ−1Av > 0. 综上得到 (i).
谱半径的定义直接蕴涵 (i) 中的 ρ 满足 ρ ≤ ρ(A), 特别地, ρ(A) > 0. 下面对此 ρ

证明 ρ = ρ(A), 从而完成 (ii) 的证明.
设 µ ∈ C 和 w ∈ Cn ∖ {0} 满足 Aw = µw. 对每个 1 ≤ i ≤ n 都有

|µ| · |wi| = |(µw)i| =

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

aijwj

∣∣∣∣∣∣ ≤
n∑
j=1

aij |wj |.

命 w′ := (|w1|, . . . , |wn|) ∈ Rn, 则上式表明 Aw′ ≥ |µ| ·w′. 将特征向量 w 适当伸缩后
不妨假设 ‖w′‖ = 1; 此时 w′ ∈ S, 而上式说明 L(w′) ≥ |µ|. 根据之前 ρ 的取法, 必然
有 |µ| ≤ ρ. 这足以说明 ρ(A) ≤ ρ, 从而 ρ(A) = ρ.

注记 9.11.5 上述证明中途获得的公式 ρ(A) = maxv∈S L(v) 称为 Collatz–Wielandt
公式; 我们实际说明了若 w ∈ S 使 L(w) 取极大值, 则 Aw = ρ(A)w. 这是一则很有
用的结果.

定理 9.11.6 (O. Perron, 1907) 设 A ∈ Mn×n(R), A > 0. 以下性质成立:

(i) ρ(A) > 0, 而且存在 v ∈ Rn 使得 v > 0 而 Av = ρ(A)v;

(ii) 若 µ ∈ C 是 A 的特征值, µ 6= ρ(A), 则 |µ| < ρ(A);

(iii) 对应 ρ(A) 的特征子空间是 1 维的;

(iv) ρ(A) 是特征多项式 CharA 的单根.

证明 断言 (i) 是引理 9.11.4 的内容. 下面证明 (ii). 设 w ∈ Cn 是对应 µ 的特征向量,
‖w‖ = 1, 并且假设 |µ| = ρ(A), 我们的目的是证 µ = ρ(A). 在引理 9.11.4 证明中, 我
们实际论证了 w′ := (|w1|, . . . , |wn|) ∈ S 必然满足

ρ(A) = max
v∈S
L(v) ≥ L(w′) ≥ |µ| = ρ(A),

从而 L 在 w′ 处取极大值, 而 Aw′ = ρ(A)w′. 这就说明了对所有 1 ≤ i ≤ n 皆有
n∑
j=1

aij |wj | = ρ(A)|wi| = |µwi| =

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

aijwj

∣∣∣∣∣∣ .
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使复平面上的三角不等式 |z + z′| ≤ |z| + |z′| 为等号的充要条件是 z, z′ 落在同
一条发自原点的射线上. 反复运用此性质, 可知 w1, . . . , wn 也落在同一条射线上. 取
c ∈ C 为此射线上的任意非零元, 则 c−1w ∈ Rn 非零, 而 c−1w ≥ 0. 但这就表明对应
的特征值 µ 必为正实数. 故 (ii) 得证.

接着讨论 (iii). 设 v,v′ ∈ Rn 都是以 ρ(A) 为特征值的特征向量, 而且 v > 0. 今将
证明 v′ 必然是 v 的倍数. 不失一般性, 可设 v′ 至少有一个分量为正数. 假若 v′ 和 v

不成比例, 则可取 ε > 0 使得 v− εv′ ≥ 0, 其中至少有一个分量为 0, 但 v− εv′ 6= 0. 然
而引理 9.11.2 蕴涵

v − εv′ = ρ(A)−1A (v − εv′) > 0,

这和 ε 的取法矛盾.
最后证明 (iv). 不妨假设 n ≥ 2, 否则问题是平凡的. 取定对应 ρ(A) 的特征向量

v > 0. 因为 CharA = ChartA, 从而 ρ(A) = ρ(
t
A); 此外 t

A > 0, 所以存在 u ∈ Rn 使
得 u > 0 而 t

Au = ρ(A)u. 容易看出

〈u〉⊥ = {x ∈ Rn :
t
u · x = 0}

是 n− 1维 A-不变子空间, 而且 t
u ·v > 0故 v /∈ 〈u〉⊥, 所以 Rn = Rv⊕〈u〉⊥ 是 A-不

变直和分解. 按线性映射的观点定义

B := A|〈u〉⊥ , 取基后可视同 M(n−1)×(n−1)(R)的元素.

我们有 CharA = (X − ρ(A))CharB. 假如 ρ(A) 是 CharA 的重根, 则 ρ(A) 也是 B 的
特征值, 相应地存在特征向量 v′. 但根据上述直和分解, v′ 也是 A 的特征向量, 并且与
v 线性无关, 这同 (iii) 矛盾. 定理得证.

可以证明所有满足 v ≥ 0 的特征向量 v 都以 ρ(A) 为特征值, 一般性的陈述请见
练习 9.11.10.
现在来尝试将条件 A > 0 放宽为 A ≥ 0.

定理 9.11.7 设 A ∈ Mn×n(R) 满足 A ≥ 0, 而且存在 m ≥ 1 使得 Am > 0, 则 Perron
定理 9.11.6 的断言 (i) — (iv) 对 A 仍然成立.

证明 枚举 A 的特征值 λ1, . . . , λn ∈ C, 计重数. 不妨要求 |λ1| = ρ(A). 于是 Am 的
特征值是 λm1 , . . . , λ

m
n (见推论 7.3.6). 因为 |λm1 | = ρ(Am), Perron 定理 9.11.6 于是蕴

涵 λm1 > 0; 因此也有 ρ(A) > 0. 这是断言 (i) 的第一部分.
其次, 取 v ∈ Cn ∖ {0} 使得 Av = λ1v, 则从 Amv = λm1 v 可知 v 和某个 > 0 的

向量成比例, 适当伸缩后不妨就设 v > 0. 于是 λ1v = Av ≥ 0 连同 |λ1| = ρ(A) 确保
λ1 = ρ(A).

Perron 定理也蕴涵 i > 1 时 |λmi | < |λm1 |, 所以 |λi| < ρ(A), 故 (ii) 和 (iv) 成立.
根据定理 7.4.5, (iv) 又蕴涵 (iii). 至此证出所需的全部性质.
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定理 9.11.7 的条件和称为有向图的结构相关. 有向图意谓资料 (V,E, s, t):
? 集合 V 的元素称为图的顶点;
? 集合 E 的元素称为图的边;
? s 和 t 都是从 E 到 V 的映射, 对于每个边 e ∈ E, 称 s(e) (或 t(e)) 为 e 的起点

(或终点).
为了理解这何以称为有向图, 宜将 V 的元素设想为点, 将 E 的元素设想为其间的

箭头 s(e)
e
t(e); 注意到这里容许有满足 s(e) = t(e) 的边 e ∈ E.

? 顶点和边个数有限的有向图称为有限的.
? 若对于所有 (i, j) ∈ V 2, 存在一列边

i
e1 · · ·

ek
j, k ∈ Z≥1,

则称此有向图连通.
给定 A ∈ Mn×n(R), A ≥ 0. 定义有限有向图 G(A) := (V,E, s, t) 如下:

V := {1, . . . , n},
E := {(i, j) : aij > 0} ,

∀(i, j) ∈ E, s(i, j) := i, t(i, j) = j.

观察到 G(A) 的任两个顶点 v, v′ 之间至多仅有一条边 v
e
v′. 例如:

A =

0 1

2 1

 =⇒ G(A) =

[
1 2

]
.

由于 Am 的 (i, k) 矩阵元是 ∑
j1,...,jm−1

aij1aj1j2 · · · ajm−1k, 定理 9.11.7 中的条件
Am > 0 相当于说 G(A) 的任两个顶点 i, k 都由 m 条边相连: i→ j1 → · · · → jm−1 →
k. 这蕴涵 G(A) 连通, 然而 m 不依赖 (i, k), 所以条件 Am > 0 强于 G(A) 的连通性.
对于仅要求连通性的情形, 定理 9.11.7 有如下版本.

定理 9.11.8 (G. Frobenius, 1912) 设 A ∈ Mn×n(R) 满足 A ≥ 0, 而且对应的有向图
G(A) 连通. 以下性质成立:

(i) ρ(A) > 0;

(ii) 存在 v ∈ Rn 使得 v > 0 而 Av = ρ(A)v;

(iii) 对应 ρ(A) 的特征子空间是 1 维的;

(iv) ρ(A) 是特征多项式 CharA 的单根.

定理证明具有一定的技巧性, 然而终究是初等的, 留作本章习题供读者赏玩; 习题
也将对 A 的特征值给出更多信息.
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练习 9.11.9 验证以下矩阵所对应的 G(A) 连通, 然而不存在 m 使得 Am > 0.

A =


1

. . .

1

1


对之计算 ρ(A) 和对应的特征向量.

练习 9.11.10 设 A ∈ Mn×n(R). 证明若 t
A 有特征值记为 ρ 的特征向量 u > 0, 则 A

的所有满足 v ≥ 0 的特征向量 v 都以 ρ 为特征值. 以此结果强化本节的定理.
提示 设 Av = λv. 从 ρ

t
uv =

t
uAv = λ

t
uv 和 t

uv > 0 推导 λ = ρ.

习题

1. 考虑配备标准内积的 Rn. 对有序基 v1, . . . ,vn ∈ Rn 取其 Gram 矩阵 A (见命题 9.2.2 之
后的讨论). 证明 {∑n

i=1 tivi : ∀i, ti ∈ [0, 1]
} 的体积是 √

detA.
提示 命 P =

(
v1 · · · vn

)
, 则 A = tP P 而 detA = (detP )2.

2. 在配备标准内积的空间 R4 中, 设

v1 = (1, 1, 0, 0), v2 = (1, 0, 1, 0), v3 = (1, 0, 0,−1).

以 Gram–Schmidt 正交化为它们生成的子空间求出正交基, 不必化为单位向量.

3. 证明实对称正定矩阵 (定义 9.7.2) 的逆仍然是实对称正定矩阵.

4. 证明 n× n 实对称矩阵 A 半正定 (或正定) 的充要条件是存在实对称 (或可逆实对称) 矩
阵 C 使得 A = C2.

5. 设 A ∈ Mn×n(R) 的第 (i, j) 个矩阵元为 min{i, j}. 以定理 9.7.4 说明 A 正定.

6. 对所有 n ∈ Z≥1 考虑实对称 n× n 矩阵

An =



2 −1 0 0 · · · 0

−1 2 −1 0 · · · 0

0 −1 2 −1 · · · 0

...
...

0 0 · · · −1 2 −1

0 0 · · · 0 −1 2


.

证明 An 正定.
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7. 设 v1, . . . ,vn ∈ Rn, 视同列向量. 命 A := (v1| · · · |vn) ∈ Mn×n(R), 证明

|detA| ≤
n∏
i=1

‖vi‖,

其中 ‖ · ‖ 是相对于 Rn 的标准内积的长度. 试明确等号成立的充要条件.
提示 不妨设 A 可逆. 一种思路是应用 Gram–Schmidt 正交化定理 9.3.5. 另一种思路
是对 B := A∗ A 应用第八章习题的不等式 detB ≤ b11 · · · bnn.

8. (Rodrigues 公式) 定义 R[X] 的一列元素

P0 := 1, Pn :=
1

2nn!

(
(X2 − 1)n

)(n)
, n ∈ Z≥1.

(i) 证明 Pn =
(2n)!

2n(n!)2
·Xn +低次项.

(ii) 证明 Pn(1) = 1.
提示 应用练习 6.4.7 的 Leibniz 律对 (X2 − 1)n 求导 n 次.

(iii) 证明当 0 ≤ k < n时 ∫ 1

−1
tkPn(t) dt = 0. 由此说明当 i 6= j 时 ∫ 1

−1
Pi(t)Pj(t) dt = 0.

提示 之前的方法指明当 m < n 时对 (X2 − 1)n 求导 m 次给出 X2 − 1 的倍式,
从而在 ±1 处皆取零. 按此分部积分.

(iv) 基于上述结果,说明 Pn =
(2n)!

2n(n!)2
·wn,其中 w0, w1, . . .是例 9.3.16介绍的 Legendre

多项式. 由此得出 wn(1) 6= 0.

(v) 说明 Pn(−t) = (−1)nPn(t).

(vi) 证明 ∫ 1

−1
Pn(t)

2 dt = 2

2n+ 1
.

提示 以下事实可能有帮助:

1∫
0

(
1− t2

)n dt =
π/2∫
0

sin(t)2n+1 dt = 2n(2n− 2) · · · 2
(2n+ 1)(2n− 1) · · · 1 .

9. 承上题, 所有无穷次可微的实值函数构成无穷维 R-向量空间 C. 考虑线性映射

S : C → C,

(Sf)(t) = (t2 − 1)f ′′(t) + 2tf ′(t).

(i) 说明 S 相对于内积 (f |g) :=
∫ 1

−1
f(t)g(t) dt 具有自伴性质 (Sf |g) = (f |Sg).

(ii) 说明 S 映多项式函数 Pn 为 n(n+ 1)Pn.
提示 对 (X2 − 1) ·

(
(X2 − 1)n

)′
= 2nX(X2 − 1)n 两边求导 n+ 1 次.

10. 证明递归关系式 (n+ 1)Pn+1 = (2n+ 1)XPn − nPn−1, 其中 n ∈ Z≥1.

11. 继续关于实多项式 P0, P1, . . . 的讨论. 对所有 1 ≤ k ≤ n, 命 fk :=
(
(X2 − 1)n

)(k).
(i) 应用 Rolle 定理说明 f1 在开区间 (−1, 1) 中有根 c, 事实上可取 c = 0.
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(ii) 继续说明 f2 在 (−1, c) 和 (c, 1) 中分别有根 d 和 e. 然后对 f3, . . . , fn 依此类推. 以
此说明 Pn 有 n 个相异实根, 全部落在区间 (−1, 1). 提示 复用之前习题证明的
(X2 − 1) | fk, 其中 k < n.

Legendre 多项式的这些根在数值分析中起作用, 它们是 Gauss–Legendre 求积公式的关键
要素.

12. 对所有无穷次可微的实值函数 f, g, 定义

Jf |gK := 1∫
−1

f(t)g(t)√
1− t2

dt.

验证积分收敛, 并且在 f, g ∈ R[X] 的情形给出 R[X] 上的内积. 这是先前的 (f |g) 的加权
版本. 提示 作三角代换 t = cosx.

13. 递归地定义第一类 Chebyshev 多项式为 R[X] 的元素

T0 = 1, T1 = X,

Tn+1 = 2XTn − Tn−1, n ≥ 1.

(i) 具体写下 T2, T3, T4, T5. 证明 Tn(−X) = (−1)nTn(X), 以及当 n ∈ Z≥1 时

Tn = 2n−1Xn +低次项.

(ii) 证明 Tn(cosx) = cos(nx).

(iii) 证明当 t ∈ (−1, 1) 时

Tn(t) =
(−2)nn!

(2n)!

√
1− t2

(
(1− t2)n−

1
2

)(n)
.

(iv) 基于上一道习题的符号, 证明

JTi|TjK =

0, i 6= j,

π/2, i = j 6= 0,

π, i = j = 0.

依此说明 T0, T1, T2, . . . 与对 1, X,X2, . . . 和内积 J·|·K 作 Gram–Schmidt 正交化的
产物有何联系. 提示 作三角代换 t = cosx 并应用 Tn(cosx) = cos(nx).

(v) 证明 Pn 在开区间 (−1, 1) 中有 n 个相异实根.

14. 考虑从无穷次可微的实值函数空间 C 到自身的线性映射

(Rf)(t) = (t2 − 1)f ′′(t) + tf ′(t).

(i) 说明 R 相对于 J·|·K 具有自伴性质.

(ii) 说明 R 映多项式函数 Tn 为 n2Tn.
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另有一族被称为第二类 Chebyshev 多项式的 U0, U1, . . . ∈ R[X], 满足

Un(cosx) = sin(n+ 1)x

sinx ,

(t2 − 1)U ′′
n (t) + 3tU ′

n(t) = n(n+ 2)Un(t).

两类 Chebyshev 多项式有简单的关系 Tn = Un−XUn−1. 这些性质可以无穷尽地写下去,
不再详述. 它们和 Legendre 多项式所满足的常微分方程是 Sturm–Liouville 方程的特例.

15. 引入变元 q, 证明 Pn 和 Tn 满足
∞∑
n=0

Pn(t)q
n =

1√
1− 2qt+ q2

,

∞∑
n=0

Tn(t)q
n =

1− qt

1− 2qt+ q2
.

按组合学的术语, 等号右边分别称为 Pn 和 Tn 的生成函数. 左边的无穷级数连同变元 q, t

只起形式作用, 收敛性并非重点; 倘若读者偏好收敛级数, 也可以要求 t ∈ [−1, 1] 而 |q| 充
分小.

16. 证明若 A ∈ Mn×n(R) 是正交矩阵, 则 Xn CharA(1/X) = (−1)n det(A)CharA(X).

17. 试说明不可逆的 A ∈ Mn×n(R) 也有类似于推论 9.4.7 的分解 A = QR, 差别仅在于上三
角矩阵 R 在此不要求可逆.

18. 设 (V, (·|·)) 为有限维内积空间, V0 为 V 的子空间. 证明对 V0 的镜射 (定义 9.3.14) 其行
列式为 (−1)dimV−dimV0 .

19. 设 n ≥ 2. 所谓 Jacobi 矩阵是具有以下形式的 n× n 实矩阵:

A =



a1 b1

c1 a2 b2

c2 a3 b3

. . . . . . . . .

cn−2 an−1 bn−1

cn−1 an


, ∀i, bici > 0.

(i) 证明 Jacobi 矩阵 A 总能在 R 上对角化. 提示 适当地取 P 使得 PAP−1 对称.

(ii) 证明 Jacobi 矩阵 A 有 n 个相异实特征值. 提示 具体描述每个特征子空间.

20. 考虑带标准内积结构的 Rn, 对以下线性方程组 Ax = b 求一组最小二乘解 x.

(i) A =


−1 2

2 −3

−1 3

, b =


4

1

2

.
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(ii) A =


1 1 0

1 0 −1

0 1 1

−1 1 −1

, b =


2

5

6

6

.

21. 将上一题的矩阵 A 视同线性映射, 计算它们的 Moore–Penrose 广义逆 (定义 9.9.2).

22. 求以下实矩阵 A 的奇异值分解 A = QΣ tP :

A =

−4 −6

3 −8

 .

提示 答案是

Σ =

10 0

0 5

 , P =

0 1

1 0

 , Q =
1

5

−3 −4

−4 3

 .

23. 设 A ∈ Mn×n(R) 为对应到正定二次型的对称矩阵. 说明存在对角元全为正的上三角矩阵
R 使得 A = tRR, 这称为 A 的 Cholesky 分解.
提示 将 A 写成 tCC, 对 C 作推论 9.4.7 的 QR 分解.

24. (可逆矩阵的 LU 分解) 设 F 为任意域而 A ∈ Mn×n(F ). 证明 A 的所有顺序主子式 (定
义 9.7.1) 皆非零当且仅当存在 L,U ∈ Mn×n(F ) 使得 L 下三角可逆, U 上三角可逆, 而
且 A = LU .
提示 对于 “仅当” 方向, 基于 a11 6= 0, 以初等行和列变换将第一行和第一列的其他矩阵
元全消为零, 说明当 n > 1 时对剩下的 (n− 1)× (n− 1) 矩阵可递归地操作.

25. 设 T : V → W 为有限维向量空间之间的线性映射. 证明当 w ∈ W 给定, 存在 v ∈ V 使
得 Tv = w 当且仅当存在广义逆 S : W → V (定义 9.9.1) 使得 w = TSw, 而且当上述条
件成立时, 对每个 v ∈ T−1(w) 都存在广义逆 S 使得 v = Sw.

26. 设 T : V → W 为有限维内积空间之间的线性映射. 记 C(t) := T ∗ T + t · idV . 说明 T 的
Moore–Penrose 广义逆 S :W → V 由下式确定

S = lim
t→0

detC(t) ̸=0

C(t)−1 T ∗.

极限的严格意义可以放在矩阵空间中理解. 提示 运用奇异值分解.

27. 设 V 为有限维实内积空间, T ∈ End(V ) 自伴. 对于熟悉数学分析的读者. 试在不用正交
对角化定理 9.5.2 的情形下, 直接说明映射 v 7→ (Tv|v) 在 {v ∈ V : ‖v‖ = 1} 上取到极大
值 λmax 和极小值 λmin, 而且它们都是 T 的特征值.
提示 使用 Lagrange 乘子法. 这反过来为正交对角化定理提供了一个不用复数的证明.

28. 设 A ∈ Mn×n(R), A > 0. 以注记 9.11.5 的 Collatz–Wielandt 公式证明谱半径满足
ρ(A) ≥ max{a11, . . . , ann}.
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29. 回顾定理 9.11.8 之前的讨论. 设 A ∈ Mn×n(R) 满足 A ≥ 0. 若 G(A) 连通则称 A 为不
可约的; 若存在 m ∈ Z≥1 使得 Am > 0 则称 A 为本原的. 本原条件强于不可约.

(i) 说明若 A 不可约, 则 A 没有全为零的行或列. 由此说明若 m ∈ Z≥1 使得 Am > 0,
则 k ≥ m =⇒ Ak > 0.

(ii) 称有向图 G(A) 中一列形如 i
e1 · · ·

em
i 的边为长度 m 的环路. 设 A 没有全为

零的行或列, 定义 A 的周期为 G(A) 中所有环路长度的最大公因数. 证明 A 是本
原的当且仅当 A 不可约而且周期为 1.

提示 若正整数 x1, . . . , xn 互素, 则初等数论说明充分大的正整数总能写成∑n
i=1 aixi 之形, 其中 xi ∈ Z≥0.

(iii) 设 A 不可约, 周期为 p. 任取 G(A) 的顶点 v, 对每个 i = 1, . . . , p 定义

C(i) :=

{
顶点 u :存在 v

e1 · · ·
ek

u, 使得 k ≡ i (mod p)

}
.

说明这将 G(A) 的顶点集划分为 p 个子集, 而且若有边 C(i)
e
C(j), 则 j ≡ i + 1

(mod p).

提示 相当于说明对任意顶点 u 和 v, 从 v 到 u 的步长 mod p 是唯一确定的. 观
察到若从 v 到 u 有步长为 k 的一列边, 则从 u 到 v 的任一列边的步长必 ≡ −k
mod p.

(iv) 基于 (iii), 说明若 A 不可约且周期为 p, 则存在置换矩阵 P 使得

P−1AP =


A1

. . .

Ap−1

Ap


上式为分块表法, 其中 A1, . . . ,Ap ≥ 0, 但它们未必是方阵.

(v) 承上, 验证 (P−1AP )p 是分块对角矩阵, 每个对角分块都有相同的特征值.

(vi) 对不可约的 A 完成定理 9.11.8 的证明. 进一步说明下述性质.

(a) 若 p 是 A 的周期, ζ ∈ C 是 p 次单位根 (亦即 ζp = 1), 则 λ 是 A 的特征值当
且仅当 ζλ 亦然.

(b) 若 A 的特征值 µ ∈ C 满足 |µ| = ρ(A), 则存在 p 次单位根 ζ 使得 µ = ζρ(A).

提示 不妨设 A =


A1

. . .

Ap−1

Ap

. 说明方阵 A1 · · ·Ap 是 Ap 的一个

对角分块, 并且是本原的 (应用本题 (ii) 的结果), 谱半径为 ρ(A)p. 取列向量 w > 0
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使得 A1 · · ·Apw = ρ(A)pw, 然后考虑

v :=



ρ(A)p−1w

A2 · · ·Apw

ρ(A)A3 · · ·Apw

...

ρ(A)p−2Apw


.

30. 试以上题的结果处理一般的 A ∈ Mn×n(R)∖ {0n×n}, A ≥ 0.
提示 在 {1, . . . , n} 上引入等价关系: i ∼ j 当且仅当 i = j 或者存在边 i → · · · → j 和
j → · · · → i. 命 Q 为相应的商集, 边的走向赋予 Q 偏序. 顺此思路来说明存在置换矩阵
P 使得 P−1AP 成为分块上三角矩阵, 每个对角分块或者是零矩阵, 或者不可约.
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第十章 复内积结构

本章是第九章的延续. 考虑复向量空间 V , W , X. 在 §10.1, 半双线性映射
B : V ×W → X 被定义为满足恒等式

B(v1 + v2, w) = B(v1, w) +B(v2, w),

B(tv, w) = tB(v, w),

B(v, w1 + w2) = B(v, w1) +B(v, w2),

B(v, tw) = tB(v, w)

的映射, 换言之要求 B 对第二个变元是线性的, 对第一个变元则是 “半线性” 的. 许多
教材规定第二个变元为半线性变元, 这纯粹是惯例的选择, 不影响理论实质.

对应到 X = C 的半双线性映射称为半双线性形式. 此前关于双线性形式的许多结
论都能移植到半双线性情形; 譬如当 V = Cm 而 W = Cn 时, 半双线性形式 B 一一对
应于复矩阵 A ∈ Mm×n(C), 刻画为

B(v,w) =
†
vAw,

†
v :=

t
v,

此处 †
v 的含义见约定 9.5.3. 此外, 非退化形式与伴随映射的概念在有限维情形依然

适用.
从 §10.2 起, 考虑的半双线性形式形如 B : V × V → C. 若 B(v1, v2) = B(v2, v1)

(或 B(v1, v2) = −B(v2, v1)) 恒成立, 则称 B 为 Hermite (或反 Hermite) 形式. 有限维
复向量空间上的 Hermite 形式有简单的分类 (定义–定理 10.2.8), 形似实二次型的惯性
定理.

有了这些准备, 我们在 §10.3 简洁地定义复内积为满足正定性的 Hermite 形式
(·|·) : V × V → C. 复向量空间与复内积的搭配称为复内积空间, 又称为酉空间; 标准范
例是 Cn 上的 (x|y) =

∑n
i=1 xiyi =

†
xy. 尽管复内积不如实内积直观, 这种结构在数

学分析与物理学等应用中自然地出现.
从实内积衍生的许多概念都能推及复内积, 包括向量的长度 ‖v‖ := √(v|v), 正交

性, 勾股定理 (命题 10.3.5), Cauchy–Bunyakovsky–Schwarz 不等式 (定理 10.3.6), 三角
不等式 (推论 10.3.7), Gram–Schmidt 正交化, 对有限维子空间的正交投影与分解, 等
等. 特别地, 任何有限维复内积空间都同构于标准的 (Cn, (·|·)).
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选定有限维复内积空间 (V, (·|·)). 满足 T ∗ T = T T ∗ 的 T ∈ End(V ) 称为正规的.
在 §10.4, 我们将证明酉对角化定理 10.4.1: 存在 V 的单位正交基 v1, . . . , vn 将 T 对角
化的充要条件是 T 正规. 此结论又称为正规算子的谱分解, 是本章的核心之一.

在 §10.5, 我们将 §§9.6–9.10 的许多结论推广到复的情形.
以复数域上的酉对角化定理为工具, 实数域上的正交变换构成 §10.6 以下的主题.

我们先从二维情形起步, 确定 2 维旋转矩阵 R(θ) 的样貌. 之后的定理 10.6.6 完全描述
了高维数情形的正交变换: 就几何来看, 它们在合适的单位正交基下呈现为 ±id 和多轴
旋转的组合.

三维情形的正交变换是 §10.7 的主题, 它们的几何图像格外具体, 而且是飞行器控
制和游戏引擎等应用领域的基础. 这些变换或者是绕一个定轴的旋转, 或者是旋转与镜
射的合成, 两者按行列式来区分. 该节将介绍 Euler 角的概念, 借以将三维空间中的旋
转参数化; 相应的分解有内在 (定理 10.7.4) 和外在 (定理 10.7.6) 两种形式, 各有用途.

在实践和理论两方面, Euler 角都有其缺陷; 借助这一契机, §10.8 将介绍 Hamilton
发现的四元数. 就代数而言, 四元数是带有四个实坐标的 “数”; 它们是复数的拓展, 具
有四则运算, 但乘法不满足交换律, 从而给出非交换除环的自然例子. 就几何而言, 四元
数为三维旋转提供了一种自然的参数化. 四元数环 H 能嵌入为 M2×2(C) 的子环 (命题
10.8.7), 因此 H 的定义从代数视角来看并不神秘.

阅读提示
除了 §§10.6–10.8 和相应的习题, 本章的向量空间都是复的. 在 §§10.4–10.8 仅考
虑有限维向量空间. 由于前半部许多内容是实内积情形的简单类比, 叙述步调将
适度加快.

阅读顺序
§10.1

§10.2 §10.3 §10.4

§10.5

§10.6 §10.7 §10.8
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§10.1 半双线性形式 377

10.1 半双线性形式
在定义半双线性形式之前, 有必要先引入半线性映射的概念. 按惯例, 复数 z 的复

共轭记为 z.

定义 10.1.1 复向量空间之间的映射 T : V →W 若满足

T (v1 + v2) = T (v1) + T (v2),

T (tv) = tT (v),

其中 v, v1, v2 ∈ V 而 t ∈ C, 则称为半线性映射.

半线性映射自动是 R-线性的. 线性与半线性映射有许多相似的性质, 证明通常可
以照搬. 为了在两者间系统性地建立联系, 引入向量空间的复共轭是一劳永逸的办法.

定义 10.1.2 设 V 是 C-向量空间, 它的复共轭 V 是按以下方式确定的 C-向量空间
(V,+,�).

? 集合 V 和加法运算 + 与原空间相同.

? 纯量乘法 � : C× V → V 定义为 t� v := tv.

显然, V = V .
从定理当下看出: 从 V 到 W 的半线性映射无非是线性映射 V → W , 也可以等价

地说是线性映射 V →W .

练习 10.1.3 验证关于复共轭的以下性质, 其中的 Vi 和 W 都是 C-向量空间.

(i) 映射 z 7→ z 给出 C-向量空间的同构 C ∼→ C.

(ii) 验证 C-向量空间的等式 V1 ⊕ V2 = V1 ⊕ V2 和 Hom(V1, V2) = Hom(V 1, V 2).

(iii) 直接验证 C-向量空间的同构 W
∨ ∼→W∨, 它映 λ ∈W∨

为 λ : w 7→ λ(w).

以下是定义 8.1.1 在 C 上的简单变奏, 差别仅在于一个复共轭.

定义 10.1.4 (半双线性映射和半双线性形式) 设 V,W,X 为 C-向量空间,所谓从 V ×W
到 X 的半双线性映射, 是指满足以下条件的映射

B : V ×W → X

? 它对第一个变元是半线性的:

B(v1 + v2, w) = B(v1, w) +B(v2, w),

B(tv, w) = tB(v, w).
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? 它对第二个变元是线性的:

B(v, w1 + w2) = B(v, w1) +B(v, w2),

B(v, tw) = tB(v, w).

全体半双线性映射 V ×W → X 对加法

(B1 +B2)(v, w) = B1(v, w) +B2(v, w)

和纯量乘法
(tB)(v, w) = tB(v, w)

构成 C-向量空间, 记为 SesqC|R(V,W ;X).
对于 X = C 的特例, 半双线性映射 B : V ×W → C 也称为 V ×W 上的半双线性

形式, 它们构成的 C-向量空间记为 SesqC|R(V,W ).

比较定义 10.1.4 和定义 10.1.2, 立得 C-向量空间的等式

Bil(V ,W ;X) = SesqC|R(V,W ;X). (10.1.1)

有鉴于此, 关于双线性映射的大部分观念与性质都可以简单地移植到半双线性映射上.
本书今后仅讨论半双线性形式, 而非更广义的半双线性映射.
基于 (10.1.1) 的观察, 指定半双线性形式 B : V × W → C 等价于指定 ϕ ∈

Hom(W,V
∨
), 也等价于指定 ψ ∈ Hom(V ,W∨). 下述定义是 (10.1.1) 的另一则应用.

定义 10.1.5 对于有限维 C-向量空间 V 和 W , 以及半双线性形式 B : V ×W → C,

? 定义 B 的左根为 {v ∈ V : B(v, ·) = 0}.

? 定义 B 的右根为 {w ∈W : B(·, w) = 0}.

? 设 V 和 W 都是有限维的. 若 B 的左根和右根都是 {0}, 则称 B 非退化.

一如双线性情形, 左根等于 ker(ψ) 而右根等于 ker(ϕ), 它们分别是 V 和 W 的子
空间 (V 和 V 的子空间是一回事). 类似地, 仅在 dimV = dimW 皆有限时方可能有非
退化的半双线性形式 V ×W → C.
下述结果无非是命题 8.2.4 对 V 和 W 的应用.

命题 10.1.6 设 V 和 W 是有限维 C-向量空间, dimV = dimW , 则对于任意 B ∈
SesqC|R(V,W ), 以下性质相互等价:

(i) B 非退化,

(ii) B 的左根为零,

(iii) B 的右根为零.
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当以上任一条件成立时, B 对应的 ϕ :W → V
∨
和 ψ : V →W∨ 都是同构.

一如双线性形式的情形, 半双线性形式也可以由矩阵表达. 约定 9.5.3 关于矩阵的
符号 †

A :=
t
A 在此是称手的. 第一步是以下观察: 在一般域 F 上的双线性形式的研究

中, 我们将 Fn 的元素等同于列向量, (Fn)∨ 的元素等同于行向量, 其间以 v 7→ t
v 相互

过渡. 对于半双线性形式, 我们需要在 Cn 和 (Cn)∨ 之间过渡, 其方式自然地和先前差
了一个复共轭: 必须改取 v 7→ †

v.

命题 10.1.7 (以矩阵表达半双线性形式) 设 m,n ∈ Z≥1. 将 Cm 和 Cn 的元素视同列
向量, 则有向量空间的同构

Mm×n(C) SesqC|R(Cm,Cn)

A [B(v,w) :=
†
vAw];

∼

进一步,

B

 m∑
i=1

xiei,

n∑
j=1

yjej

 =

m∑
i=1

n∑
j=1

aijxiyj ,

而 B 非退化的充要条件是对应的矩阵 A 可逆.

证明 和命题 8.1.6 的双线性版本基本相同. 以该处的抽象方法为例, B 对应到
ϕ ∈ Hom

(
Cn, (Cm)∨

)
, 然而我们有 C-向量空间的同构
Cm ∼→ (Cm)∨ =

{半线性映射 Cm → C
}
,

方法是映列向量 v 为半线性映射 v1 7→ t
v v1. 按此让 ϕ 对应到矩阵 A ∈ Mm×n(C), 从

而 ϕ(w) 是半线性映射 v 7→ t
(Aw)v, 故

B(v,w) = 〈ϕ(w),v〉 = t
(Aw)v =

t
w

t
Av.

取转置可见末项也等于 †
vAw.

展开矩阵乘积便得到 B 的具体公式. 由于先前已将 ϕ 等同于 A 对应的线性映射
Cn → Cm, 而 B 的右根无非 kerϕ, 故非退化等价于 m = n 而 A 可逆.

许多文献对半双线性形式的定义是它对第二个变元是半线性的; 这相当于在矩阵
表达式中改取 B(v,w) =

t
vAw.

循着双线性形式的线索, 接着来探讨 V =W 的场景.

定义 10.1.8 设 V 是 C-向量空间, ε ∈ {±1}. 若半双线性形式 B : V × V → C 满足

B(v, w) = εB(w, v),

则称 B 是 ε-Hermite 形式.
我们将 (+1)-Hermite 形式简称为 V 上的 Hermite 形式, 将 (−1)-Hermite 形式

简称为 V 上的反 Hermite 形式.
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380 第十章 复内积结构

对于 Hermite 或反 Hermite 形式 B, 定义直接导致 B 的左根和右根是一回事, 称
之为 B 的根基.
我们主要关切有限维的 V . 对于 V = Cn 的情形, 命题 10.1.7 对 B 的矩阵表达式

表明 ε-半双线性形式对应到以下定义的 ε-Hermite 矩阵.

定义 10.1.9 设 ε ∈ {1,−1}. 满足 †
A = εA 的 A ∈ Mn×n(C) 称为 ε-Hermite 矩

阵. 我们将 (+1)-Hermite 矩阵简称为 Hermite 矩阵, 将 (−1)-Hermite 矩阵简称为反
Hermite 矩阵.

半双线性形式的 ε-Hermite 性质可以化到基上来检验: B : Cn × Cn → C 是 ε-
Hermite 的当且仅当 B(ei, ej) = εB(ej , ei) 对所有 i, j 成立, 而这又等价于 aij = εaji.
这点从命题 10.1.7 的公式看也是明白的.

定义–命题 10.1.10 给定有限维 C-向量空间 Vi, V ′
i 和 Bi ∈ SesqC|R(Vi, V

′
i ), 其中

i = 1, 2, 并且假设 B1 非退化.

(i) 存在唯一的半线性映射

Hom(V1, V2) Hom(V ′
2 , V

′
1)

T T ∗,

其中的 T ∗ 称为 T 相对于 B1 和 B2 的右伴随, 由下式刻画:

B2(Tv1, v
′
2) = B1(v1, T

∗v′2), v1 ∈ V1, v′2 ∈ V ′
2 .

(ii) 存在唯一的半线性映射

Hom(V ′
1 , V

′
2) Hom(V2, V1)

T
∗
T ,

其中的 ∗
T 称为 T 相对于 B1 和 B2 的左伴随, 由下式刻画:

B2(v2, T v
′
1) = B1(

∗
Tv2, v

′
1), v′1 ∈ V ′

1 , v2 ∈ V2.

证明 若将 SesqC|R(Vi, V
′
i ) 视同 Bil(Vi, V ′

i ;C), 则这几乎就是定义–命题 8.2.8 的内容.
差别在于定义–命题 8.2.8 对此给出线性映射

Hom(V1, V2)→ Hom(V ′
2 , V

′
1), T 7→ T ∗,

但 Hom(V1, V2) = Hom(V1, V2), 故上述产物也相当于从 Hom(V1, V2) 到 Hom(V ′
2 , V

′
1)

的半线性映射.
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§10.1 半双线性形式 381

一如 (8.2.1), 当 B1 和 B2 皆非退化时, 关于左伴随和右伴随的刻画即刻给出
(
∗
T )

∗
= T =

∗
(T ∗).

给定 Bi ∈ SesqC|R(Vi, V
′
i ), 其中 i = 1, 2, 3, 和线性映射 V1

T
V2

S
V3, 并假设

B1 和 B2 非退化, 则
(ST )

∗
= T ∗ S∗;

左伴随的情形当然也类似.

例 10.1.11 假设 Vi = V ′
i = Cni , 等同于列向量空间 (i = 1, 2). 考虑 Ai ∈ Mni×ni(C)

确定的半双线性形式 Bi; 假设 A1 可逆, 亦即 B1 非退化. 以下给定矩阵 T ∈
Mn2×n1(C), 视同线性映射 Cn1 → Cn2 . 如何确定其伴随? 一如例 8.2.14, 答案是

T ∗ 等同于
A−1

1
†
T A2 ∈ Mn1×n2

(C).

这点既可以化约到例 8.2.14 的版本, 也可以直接代入矩阵表达式来检验等式
†
(Tv1)A2 v2 =

†
v1 A1

(
A−1

1
†
T A2

)
v2

确实对所有列向量 vi ∈ Cni 成立 (i = 1, 2), 而这刻画了 T ∗.

此外我们也有对应于命题 8.2.12 的以下结果. 所涉论证和双线性形式情形毫无差
别, 不必重复.

命题 10.1.12 取定非退化的 Bi ∈ SesqC|R(Vi, Vi), 其中 i = 1, 2. 若存在 ε ∈ {±1} 使得
B1 和 B2 都是 ε-Hermite 的, 则 ∗

T = T ∗; 换言之, 此时 B2(v2, T v1) = B1 (T
∗v2, v1) 对

所有 v1, v2 皆成立.
作为推论, 此时有 (T ∗)

∗
= T =

∗
(
∗
T ).

以下概念对应到实数情形的定义 8.2.15.

定义 10.1.13 设 B ∈ SesqC|R(V, V ) 非退化. 考虑线性映射 T ∈ End(V ). 以下概念都
是相对于 B 而言的.

? 若 T ∗ = T , 则称 T 自伴.
? 若 T ∗ = −T , 则称 T 反自伴.

严格来说, 此处应该对左伴随 ∗
T = ±T 给出相应的定义. 由于之后考虑的都是 B

为 ε-Hermite 形式的情形, 此处不必过多着墨.
对于 V = Cn 而 B 对应于可逆矩阵 A ∈ Mn×n(C) 的情形, 例 10.1.11 即刻给出

T 自伴 ⇐⇒ A−1 †
T A = T ,

T 反自伴 ⇐⇒ A−1 †
T A = −T ,

等价右侧的等式都是作为矩阵来理解的. 和双线性的情况不同, 自伴和反自伴线性映射
在此容易相互过渡: 设 c 是非零的纯虚数, 则 T 自伴当且仅当 cT 反自伴.
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382 第十章 复内积结构

定义 10.1.14 (正规线性映射) 给定 V 和非退化 ε-Hermite 形式 B : V × V → C, 满足
T ∗ T = T T ∗ 的线性映射 T : V → V 称为正规的.

正规线性映射也常被称为正规变换或正规算子. 自伴和反自伴线性映射当然都是
正规的, 一般的 T 则唯一地分解为这两类映射的和.

命题 10.1.15 给定 V 和非退化 ε-Hermite 形式 B : V × V → C. 对任意 T ∈ End(V ),
存在唯一的自伴线性映射 T ′ 和反自伴线性映射 T ′′ 使得 T = T ′ + T ′′. 若进一步要求
T 正规, 则 T ′T ′′ = T ′′T ′.

证明 首先说明分解的唯一性,若有两个分解 T ′
1+T

′′
1 = T ′

2+T
′′
2 ,则 T ′

1−T ′
2 = T ′′

2 −T ′′
1

既自伴又反自伴, 唯一可能是 T ′
1 = T ′

2 而 T ′′
1 = T ′′

2 .
至于存在性, 取 T ′ := 1

2 (T + T ∗) 和 T ′′ := 1
2 (T − T

∗) 即是; 此处关键是运用性质
(T ∗)

∗
= T .
若 T ∗ T = T T ∗, 则以上定义的 T ′ 和 T ′′ 也满足 T ′T ′′ = T ′′T ′. 至此完成证明.

在介绍复内积 (定义 10.3.1) 的概念之后, §10.4 将对复内积空间上包括自伴算子在
内的所有正规算子证明谱定理. 自伴算子在数学物理和相关领域中频繁出现.

10.2 Hermite形式的分类
我们在 §8.4 介绍过 n 元二次型的概念. 当 ε ∈ {1,−1} 取定, 它的半双线性版本

是形如
f(x1, . . . , xn) =

∑
1≤i,j≤n

aijxixj

的映射 f : Cn → C, 其中要求 aij = εaij 对所有 i, j 成立.

练习 10.2.1 仅用涉及 i ≤ j 的系数 aij 来表达 f , 然后证明 ε = 1 时 f 取值总为实数,
当 ε = −1 时 f 取值总为纯虚数.

具有上述性质的映射 f 称为 n 元 ε-Hermite 型. 由于涉及复共轭, 它们不再是 n

元多项式, 然而先前的技术依然管用: 仍有双射

{
n 元 ε-Hermite 型}

 A ∈ Mn×n(C)

ε-Hermite 矩阵


 B : Cn × Cn → C

ε-Hermite 形式


f =

∑
1≤i,j≤n aijxixj A = (aij)i,j B(v1,v2) =

†v1 Av2

1:1 1:1

∈ ∈ ∈

(10.2.1)
具体地说, 映射 f 可在给定的列向量 v ∈ Cn 上求值, 而这些对应即刻给出

f(v) =
†
vAv = B(v,v).
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涉及的论证和二次型是类似的. 举例来说, 按半双线性展开 f(v + w) = B(v +

w,v +w) 可得

f(v +w) =

{
f(v) + f(w) + 2ReB(v,w), ε = +1,

f(v) + f(w) + 2i ImB(v,w), ε = −1;
(10.2.2)

上式不只从 f 确定 ReB 或 ImB,还确定 B 本身,这是因为 ImB(v,w) = ReB(iv,w).
从而 A 也由 f 唯一确定.

遵循双线性形式的成例, 我们进一步考虑所有资料 (V,B) 的分类问题, 其中
? V 是有限维 C-向量空间,
? B 是 V 上的 ε-Hermite 形式; ε ∈ {−1, 1} 是选定的.
从 (V,B) 到 (V ′, B′) 的同构意谓满足以下条件的线性同构 ϕ : V

∼→ V ′

B(v1, v2) = B′(ϕ(v1), ϕ(v2)), v1, v2 ∈ V.

而 (V1, B1) 和 (V2, B2) 的直和 (V1 ⊕ V2, B1 ⊕B2) 定为
(B1 ⊕B2)((v1, v2), (v

′
1, v

′
2)) = B1(v1, v

′
1) +B2(v2, v

′
2).

注记 10.2.2 正负号 ε 在定义中总是固定, Hermite 形式与反 Hermite 形式不相混杂.
尽管如此, Hermite 和反 Hermite 形式的基本性质完全类似, 这是基于以下简单观察:

A ∈ Mn×n(C)是 Hermite 的 ⇐⇒ iA是反 Hermite 的,
B : V × V → C是 Hermite 的 ⇐⇒ iB 是反 Hermite 的.

本节仅有最后的分类定理须区分 Hermite 与反 Hermite 情形, 在其余部分容许一个可
变的 ε 并不增加任何难度.

由于有限维向量空间总有基, 不失一般性可以在资料 (V,B) 中具体取 V = Cn, 然
后取对应 B 的 A ∈ Mn×n(C) 与 f : Cn → C. 若 Bi 对应到 ε-Hermite 矩阵 Ai, 其中
i = 1, 2, 则取直和 B := B1 ⊕B2 便对应于取分块对角矩阵

A :=

 A1

A2

 .

另一方面, 同构定义中的 ϕ : Cn ∼→ Cn 转译为可逆矩阵 C = (cij)i,j ∈ Mn×n(C),
关于 B 和 B′ 同构的条件相应地化为

▷ 矩阵观点 A,A′ ∈ Mn×n(C) 为 ε-Hermite 矩阵, A =
†
CA′ C;

▷ 映射观点 f, f ′ : Cn → C 为 n 元 ε-Hermite 型, f = f ′ ◦ (Y1, . . . , Yn), 其中
(Y1, . . . , Yn) 是从 Cn 到 Cn 的映射, 其第 i 个坐标是 Yi :=

∑n
j=1 cijXj .

所以同构可以按照三种方式理解:
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? 可逆线性变量代换 (Y1, . . . , Yn) (对于 n 元 ε-Hermite 型 f),
? 由 A ∼ †

CAC 确定的等价关系, 其中 C 可逆 (对于 ε-Hermite 矩阵 A),
? 保持半双线性形式的线性同构 ϕ : V

∼→ V ′ (对于资料 (V,B)).
我们关心的是 ε-Hermite 形式在同构意义下的分类. 三种观点殊途同归, 各有长处,

例如 n 元 ε-Hermite 型容易用配方法来实施对角化.

命题 10.2.3 (ϵ-Hermite型的对角化) 任何 n 元 ε-Hermite 型 f 都同构于形如

(x1, . . . , xn) 7→ a1|x1|2 + · · ·+ an|xn|2

的对角型, 其中 a1, . . . , an 在 ε = +1 时为实数, 在 ε = −1 时为纯虚数.

证明 与命题 8.5.1 全然类似. 以该处证明的第一步为例, 不妨设 n ≥ 2 而

f(x1, . . . , xn) =
∑

1≤i,j≤n

aijxixj ,

其中 A = (aij)i,j 是 ε-Hermite 矩阵, 并且设 a11 6= 0. 基于 a1j = εaj1 不难检验

f(x1, . . . , xn) = a11

∣∣∣∣∣∣x1 + 1

a11

n∑
j=2

a1jxj

∣∣∣∣∣∣
2

+不含 x1 的部分.

作变量代换 y1 := x1 +
1
a11

∑n
j=2 a1jxj 和 y2 = x2, . . . , yn = xn, 遂可递归地实施配方.

对于 a11 = · · · = ann = 0 的情形则需要一些调整来制造对角系数, 技巧依然如命题
8.5.1.

定义 10.2.4 设 f 为 n 元 ε-Hermite 型. 定义其根基为对应的 ε-Hermite 形式的根基.
定义其秩为 n 减去根基的维数.

因此非退化等价于根基为零空间, 等价于秩 n.

引理 10.2.5 若 f(x1, . . . , xn) =
∑r
i=1 ai|xi|2, 其中 a1, . . . , ar 6= 0, 则 f 的根基等于

Cn 的子空间 〈er+1, . . . , en〉, 而秩等于 r. 特别地, 一个 ε-Hermite 型非退化当且仅当它
对角化之后的系数全部非零.

证明 对应的 ε-Hermite 矩阵是以 a1, . . . , ar, 0, . . . , 0 为对角元的对角矩阵, 而根基是
该矩阵作为线性映射的核, 即 〈er+1, . . . , en〉; 秩按定义是 n− (n− r) = r.

这些陈述自然都能扩及更一般的资料 (V,B). 相对地, 以下介绍的概念只适用于
Hermite 形式.

定义 10.2.6 考虑 C-向量空间 V 上的 Hermite 形式 B. 如果 B(v, v) ≥ 0 (或 ≤ 0) 对
所有 v 成立, 则称 (V,B) 为半正定 (或半负定) 的; 如果进一步要求 B(v, v) = 0 ⇐⇒
v = 0, 则称 (V,B) 为正定 (或负定) 的. 若以上皆非, 则称 B 不定.
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现已看出任何 n 元 Hermite 型 f 都能通过同构化到 ∑r
i=1 ai|xi|2 的形式, 其中 r

是秩, 1 ≤ i ≤ r 而 ai ∈ R∖ {0}; 进一步以 yi :=
√
|ai|xi 代换, 便能看出 f 同构于形如

|y1|2 + · · ·+ |yp|2 − |yp+1|2 − · · · − |yr|2

的 Hermite 型, 其中 0 ≤ p ≤ r. 姑且称样貌如上的 n 元 Hermite 型为规范形. 我们的
目的是借助规范形以分类 Hermite 型. 首先是命题 8.6.3 的类比.

命题 10.2.7 设 n 元 Hermite 型 f 表为规范形 |y1|2+ · · ·+ |yp|2−|yp+1|2−· · ·− |yr|2,
其中 r 是 f 的秩, 则

? f 半正定当且仅当 p = r;

? f 正定当且仅当 p = n.

以 −f 代 f 便可对负定和半负定性得到类似刻画.

证明 要点在于非零复数的绝对值平方总为正数. 另一方面, 倘若规范形包含 |xp|2 −
|xp+1|2 = (|xp|+ |xp+1|)(|xp| − |xp+1|) 的部分, 则显然对任何 c ∈ R 皆可找到 v 6= 0 使
f(v) = c.

现在已有充足的准备来陈述惯性定理 8.6.6 的复版本.

定义–定理 10.2.8 选定 n ∈ Z≥1, 则 n 元 Hermite 型的每个同构类中有唯一的规范形.
对于同构类中的任何 f , 我们称规范形中的 p 为 f 的正惯性指数, 称 q := r − p 为负惯
性指数, 而 p− q = 2p− r 称为 f 的符号差.

证明 与定理 8.6.6 的证明思路丝毫不差. 关键在于以 Hermite 形式内禀的性质来刻画
规范形中的 p: 存在 p 维正定子空间 V+ ⊂ Cn, 而任何维数 > p 的子空间皆非正定. 请
参考引理 8.6.5 的论证; 命题 10.2.7 也是必要的.

因此两个 n 元 Hermite 型同构当且仅当它们有相同的秩和符号差. 两个非退化 n

元 Hermite 型同构当且仅当它们的符号差相同.
对于 n 元反 Hermite 型 f , 考虑 Hermite 型 if 便有对应的分类. 然而这种手段不

尽自然, 因为 −1 的平方根 ±i 依代数观点并无自然的选法 (它们 “唯二”), 在此就不多
讨论了.
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10.3 复内积空间和酉变换
本节的内容和 §9.2 处理的实内积空间几乎是平行的. 由于有了处理实内积空间的

经验, 步调会适当加快.

定义 10.3.1 复向量空间 V 上的 Hermite 内积 (又称复内积) 意指满足以下性质的映
射 (·|·) : V × V → C.

? (·|·) 是 V 上的 Hermite 形式 (定义 10.1.8).

? (·|·) 正定 (定义 10.2.6).

设 V 为复向量空间, (·|·) 为 V 上的内积, 则资料 (V, (·|·)) 统称为 复内积空间,
Hermite 空间, 或酉空间.

对于复内积空间 V 中的向量, 定义其长度为

‖v‖ :=
√
(v|v).

因此 ‖tv‖ = |t| · ‖v‖ 对所有 t ∈ C 成立. 满足 (v|w) = 0 的向量 v, w ∈ V 称为正交的.
满足 ‖v‖ = 1 的向量称为单位向量. 两两正交的一族非零向量称为正交向量族, 如果进
一步要求其元素都是单位向量, 则称之为单位正交向量族. 由单位正交向量组成的基称
为单位正交基.

正交向量族必然线性无关. 原因和内积空间相同: 设 v1, . . . , vn ∈ V 是正交向量族,
则

v =

n∑
i=1

aivn =⇒ ∀1 ≤ i ≤ n, ai =
(vi|v)
(vi|vi)

.

这里要留意1)的是内积必须取 (vi|v), 调换顺序得到的将是 ai.
推而广之, 若 V0, V1 是 V 的子空间, 而且对任意 v0 ∈ V0 和 v1 ∈ V1 皆有

(v0|v1) = 0, 则称 V0 和 V1 正交, 记作 V0 ⊥ V1.

定义 10.3.2 给定复内积空间 (V, (·|·)) 和一族子空间 (Vi)i∈I , 如果

? 向量空间的直和分解 V =
⊕

i∈I Vi 成立,

? 当 i 6= j 时 Vi ⊥ Vj ,

则称 V =
⊕

i∈I Vi 为 V 的正交直和分解.

1)如果像一些其他教材要求 (·|·) 对第二个变元是半双线性的, 则应改取 (v|vi).
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例 10.3.3 (Cn 上的标准 Hermite内积) 对 Cn 的任意元素 x = (x1, . . . , xn) 和 y =

(y1, . . . , yn), 定义标准 Hermite 内积为

(x|y) :=
n∑
i=1

xiyi,

这使 (Cn, (·|·)) 成为复内积空间, 称为 n 维标准复内积空间. 对于任意矩阵 T ∈
Mn2×n1

(C), 视同线性映射 Cn1 → Cn2 , 则相对于标准 Hermite 内积, 其伴随映射 T ∗

由矩阵 †
T 给出, 这是在例 10.1.11 中代入 Ai = 1ni×ni

的结论.

以下观察将大有用处.

引理 10.3.4 设 (V, (·|·)) 是复内积空间, 则对所有 v, w ∈ V 皆有

‖v + w‖2 = ‖v‖2 + 2Re(v|w) + ‖w‖2.

证明 直接应用 (10.2.2), 代入 ε = 1 和 f(v) = ‖v‖2.

下面的结果因而是一望可知的.

命题 10.3.5 (复内积空间的勾股定理) 设 v, w 是复内积空间 (V, (·|·)) 中的正交向量,
则

‖v + w‖2 = ‖v‖2 + ‖w‖2.

定理 10.3.6 (复内积空间的 Cauchy–Bunyakovsky–Schwarz不等式) 设 (V, (·|·)) 是
复内积空间, 则对所有 v, w ∈ V 皆有

|(v|w)|2 ≤ (v|v)(w|w),

等式成立当且仅当 v, w 线性相关.

证明 若 w = 0 则无事可作, 故以下设 w 6= 0. 对任意 t ∈ C, 我们有

0 ≤ ‖v + tw‖2 = ‖v‖2 + 2Re (t(v|w)) + |t|2‖w‖2.

代入 t := − (w|v)
‖w‖2 可得 0 ≤ ‖v‖2 − |(v|w)|2

‖w‖2 ; 若等式成立则 v + tw = 0.
反过来说, 若 v, w 线性相关, 亦即成比例, 则等式显然成立2).

推论 10.3.7 (复内积空间的三角不等式) 设 (V, (·|·)) 是复内积空间, 则对所有 v, w ∈ V
皆有

‖v + w‖ ≤ ‖v‖+ ‖w‖,

等式成立当且仅当存在 t ∈ R≥0 使得 v = tw 或 w = tv.
2)一些教材对 Cauchy–Bunyakovsky–Schwarz 不等式给出了基于正交分解的几何诠释, 这和上述论证实
质上是一回事.
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证明 以命题 10.3.6 推导

‖v + w‖2 = ‖v‖2 + 2Re(v|w) + ‖w‖2

≤ ‖v‖2 + 2|(v|w)|+ ‖w‖2

≤ ‖v‖2 + 2‖v‖ · ‖w‖+ ‖w‖2 = (‖v‖+ ‖w‖)2.

此即所求的不等式. 使等号成立的条件是

? 首先 v 和 w 线性相关, 亦即存在 t ∈ C 使得 v = tw 或 w = tv;

? 其次, Re(v|w) = |(v|w)|.

将第一则条件的 v = tw 或 w = tv 代入第二则条件, 立见 t ∈ R≥0.

内积空间的大多数基本性质都可以移植到复内积空间上. 举例说明如下.

▷ Gram–Schmidt 正交化 设 V 中的一族向量 v1, v2, . . . (或有限或无穷) 线性无关,
递归地定义

w1 := v1,

wk := vk −
k−1∑
i=1

(wi|vk)
(wi|wi)

· wi, k > 1,

则 w1, w2, . . . 是正交向量族, 而且对所有 k ≥ 1 皆有 〈v1, . . . , vk〉 = 〈w1, . . . , wk〉.

▷ 单位正交基的扩充 任何有限维复内积空间中的单位正交向量族皆可扩充为单位
正交基.

▷ 单位正交基的存在性 任何有限维复内积空间皆有单位正交基.

▷ 正交补 对任意子空间 V0 ⊂ V , 定义

V ⊥
0 := {v ∈ V : ∀w ∈ V0, (v|w) = 0} ;

这是 V 的子空间. 当 V0 有限维时我们有正交直和分解

V = V0 ⊕ V ⊥
0 .

作为 Gram–Schmidt 正交化的应用, 推论 9.4.7 的 QR 分解也适用于复矩阵, 留作
本章的简单习题.

定义 10.3.8 设 (V, (·|·)V ) 和 (W, (·|·)W ) 为复内积空间.

(i) 若线性映射 T : V →W 对所有 v ∈ V 皆满足 ‖Tv‖W = ‖v‖V , 则称为保距的.
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(ii) 若 V W
T

S
是一对保距线性映射, 使得 TS = idW , ST = idV , 则称 S 和 T

为复内积空间的互逆同构.

以下几点注记和实内积空间的情形完全类似.

? 保距等价于保内积: 若 (Tv1 | Tv2)W = (v1|v2)V 对所有 v1, v2 ∈ V 成立, 则代入
v1 = v2 可见 T 保距. 反之设 T 保距, 则由

‖T (v1 + v2)‖2 = ‖Tv1‖2 + 2Re (Tv1 | Tv2)W + ‖Tv2‖2,
‖v1 + v2‖2 = ‖v1‖2 + 2Re(v1|v2) + ‖v2‖2

可见 T 至少保持内积的实部 Re(·|·). 然而 T 是线性映射, 而

Im(v1|v2) = Re(iv1|v2),

所以 T 也保持内积的虚部 Im(·|·).

? 若 T : V → W 是保距线性映射, 而且它作为线性映射是可逆的, 则 T−1 也保距,
因而 T 是复内积空间的同构.

? 设 n := dimV ∈ Z≥0, 则 V 的有序单位正交基一一对应于同构

(V, (·|·)) ∼→ (Cn,标准 Hermite 内积);

设 v1, . . . , vn 是单位正交基, 计顺序, 则对应的同构映 vi 为 ei, 其中 1 ≤ i ≤ n.

由于 V 总有单位正交基, 这说明任何有限维复内积空间都同构于标准复内积空间
Cn.

定义 10.3.9 从复内积空间 (V, (·|·)) 到其自身的同构称为 V 上的酉变换.

注意到当复内积空间 V 维数有限时, 正定条件蕴涵 (·|·) : V × V → C 在定义
10.1.5 意义下非退化. 以下命题因而有意义.

命题 10.3.10 设 (V, (·|·)) 是有限维复内积空间. 线性映射 T ∈ End(V ) 是酉变换的充
要条件是 T ∗ = T−1.

证明 由于此时的酉变换无非是保持 Hermite 内积的线性变换, 论证和命题 9.4.1
无异.

命题 9.4.2 同样具备以下的酉版本, 证明一字不易. 设 T : V → W 是有限维复内
积空间之间的线性映射, v1, . . . , vn 是 V 的单位正交基, 则 T 是复内积空间的同构当且
仅当 Tv1, . . . , T vn 是 W 的单位正交基.
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取 (V, (·|·)) 为例 10.3.3 的标准复内积空间, 我们推知 T ∈ Mn×n(C) 对应的线性映
射是酉变换当且仅当 †

T = T−1. 由于

T 是酉变换 ⇐⇒ Te1, . . . ,Ten 是 Cn 的单位正交基,

酉变换也可以等价地刻画为形如 (v1| · · · |vn) 的 n × n 矩阵, 其中的列向量 v1, . . . , vn

构成标准复内积空间 Cn 的单位正交基.

定义 10.3.11 满足 †
P = P−1 的矩阵 P ∈ Mn×n(C) 称为酉矩阵.

之前的讨论表明 n× n 酉矩阵无非是标准复内积空间 Cn 上的酉变换.
下述结果是推论 9.6.4 的酉版本, 陈述及证明皆无异.

命题 10.3.12 对有限维复内积空间 V , W 和线性映射 T : V → W , 线性映射 T ∗ T ∈
End(V ) 和 T T ∗ ∈ End(W ) 皆自伴, 而且

im (T ∗ T ) = im (T ∗) , im (T T ∗) = im (T ) ,

ker (T ∗ T ) = ker(T ), ker (T T ∗) = ker (T ∗) ,

rk (T ∗ T ) = rk(T ), rk (T T ∗) = rk (T ∗) .

10.4 正规算子的酉对角化
本节研究从选定的有限维复内积空间 (V, (·|·)) 到其自身的正规算子, 见定义

10.1.14. 我们的目标是对正规算子证明所谓的谱定理或谱分解, 具体陈述如下.

定理 10.4.1 (正规算子的谱分解) 设 T ∈ End(V ), 则以下两者等价:

(i) 存在单位正交基 v1, . . . , vn ∈ V 和 λ1, . . . , λn ∈ C, 使得

Tvi = λivi, 1 ≤ i ≤ n.

(ii) T 是正规算子.

若将 (V, (·|·)) 具体地取为标准复内积空间 Cn, 其元素视同列向量, 并将 T ∈
End(V ) 等同于矩阵 A ∈ Mn×n(C), 则 (i) 相当于说 A 能作” 酉对角化”, 亦即

∃ P = (v1| · · · |vn) ∈ Mn×n(C), ∃λ1, . . . , λn ∈ C,

†
P = P−1, P−1AP =


λ1

. . .

λn

 .
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另一方面, (ii) 相当于说 †
AA = A

†
A.

难点在于 (ii) =⇒ (i). 我们需要借一系列的简单引理来推进. 回忆到取伴随映射
的运算满足 (t1N1 + t2N2)

∗
= t1N1

∗ + t2N2
∗ 和 (N1N2)

∗
= N2

∗N1
∗.

引理 10.4.2 设 N ∈ End(V ) 是正规算子, f ∈ C[X], 则 f(N) ∈ End(V ) 也是正规的.

证明 易见 (∑m
i=0 aiN

i
)∗

=
∑m
i=0 ai (N

∗)
i, 其中 a0, . . . , am ∈ C, 这和 N 的任何多项

式都交换.

引理 10.4.3 设 N ∈ End(V )是正规算子, λ ∈ C, 而 v ∈ V . 若 Nv = λv 则 N∗v = λv.

证明 取 M := N − λ · idV , 这仍是正规的, 而 M∗ = N∗ − λ · idV . 条件 Nv = λv 相
当于 v ∈ ker(M), 而命题 10.3.12 连同 M 的正规性所蕴涵的 ker(M) = ker (M∗M) =

ker (MM∗) = ker (M∗) 又导致 N∗v = λv.

引理 10.4.4 设 N ∈ End(V ) 是正规算子, 若存在 k ∈ Z≥1 使得 Nk = 0, 则 N = 0.

证明 首先假设 N 自伴; 于是 N 的任意幂依然自伴. 先处理 k = 2 的情形: 对任意
v ∈ V , 我们有 (Nv|Nv) = (N2v|v) = 0, 故 N = 0 成立.
对于一般的 k ≥ 2, 当 k 是偶数时 (Nk/2)2 = Nk = 0 导致 Nk/2 = 0, 而当 k 是奇

数时 (N (k+1)/2)2 = Nk+1 = 0; 按此减小 k 直到导出 N = 0, 完事.
现在去除 N 自伴的假设. 从正规性和 Nk = 0 可得 (N∗N)

k
= (N∗)

k
Nk = 0. 已

知 N∗N 自伴, 故 N∗N = 0, 继而由命题 10.3.12 推得 N = 0.

引理 10.4.5 设 N ∈ End(V ) 是正规算子, 对应到 λ, µ ∈ C 的特征子空间照例分别记
为 Vλ 和 Vµ, 则当 λ 6= µ 时 Vλ ⊥ Vµ.

证明 任取 v ∈ Vλ 和 w ∈ Vµ, 引理 10.4.3 蕴涵
(v|Nw) = (v|µw) = µ(v|w),
(N∗v|w) = (λv|w) = λ(v|w).

由于 λ 6= µ, 两式相等导致 (v|w) = 0.

证明 (定理 10.4.1) 先检验 (i) =⇒ (ii). 对于所示的 λ1, . . . , λn 和单位正交基
v1, . . . , vn, 定义线性映射

S : V → V, Svi = λivi.

兹断言 S = T ∗. 首先, 对所有 1 ≤ i, j ≤ n 皆有 (vi|Svj) = (Tvi|vj); 既然 (·|S(·)) 和
(T (·)|·) 都是半双线性形式, 由此立见 (v|Sw) = (Tv|w) 恒成立.
此外显然有 ST = TS, 这就表明 T 正规.
接着检验 (ii) =⇒ (i). 将特征多项式 CharT 在 C[X] 中分解成一次因式

CharT =

k∏
i=1

(X − µi)ai ,
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其中 µ1, . . . , µk ∈ C 两两相异, 而 ai ∈ Z≥1. 定义

m :=

k∏
i=1

(X − µi) ∈ C[X],

取 a := max{a1, . . . , ak}, 则 CharT | ma, 故 m(T )a = 0. 然而 m(T ) 正规, 故引理
10.4.4 蕴涵 m(T ) = 0.

于是 T 的极小多项式 MinT 也整除 m. 既然 m 无重根, MinT 亦无重根. 将此代
入定理 7.2.9 立见 T 可对角化; 换言之, 我们有直和分解

V = Vµ1
⊕ · · · ⊕ Vµk

.

引理 10.4.5 说明上式为正交直和分解. 从每个特征子空间 Vµi 任取单位正交基, 取
并给出 V 的单位正交基 v1, . . . , vn, 其中每个 vi 都是 T 的特征向量. 明所欲证.

注记 10.4.6 正规算子 T ∈ End(V ) 的谱分解定理 10.4.1 也经常改写作

T =

k∑
i=1

µiPi,

的形式, 其中

? µ1, . . . , µk ∈ C,

? Pi 是向某个子空间 Vi 的正交投影 (i = 1, . . . , k),

? 有正交直和分解 V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vk;

事实上, µ1, . . . , µk 正是证明 (ii) =⇒ (i) 时考虑的相异特征值, 而 Vi = Vµi .

基于酉对角化定理, 本章习题将说明正规算子 N 的伴随 N∗ 必为 N 的多项式.

推论 10.4.7 设 T ∈ End(V ) 是正规算子, 则:

? T 自伴当且仅当所有特征值 λ 都满足 λ ∈ R.

? T 反自伴当且仅当所有特征值 λ 都满足 λ ∈ iR.

? T 是酉变换当且仅当所有特征值 λ 都满足 |λ| = 1.

证明 基于定理 10.4.1, 可以选取单位正交基以化约到 V = Cn 配备标准 Hermite 内
积, 而

T 对应到矩阵 A =


λ1

. . .

λn
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的情形; 对角元 λ1, . . . , λn 无非是 T 的所有特征值, 记入重数. 此时

T ∗ 对应到矩阵 †
A =


λ1

. . .

λn

 .

关于 T 得自伴,反自伴和酉变换性质分别转译为 †
A = A, †

A = −A和 †
A = A−1.

由此容易完成证明.

算法 10.4.8 谱分解或者说矩阵的酉对角化的计算与一般的对角化算法 7.1.10 类似.

1. 首先为有限维复内积空间上的正规算子 T ∈ End(V ) 找出所有特征值.

2. 其次, 对每个特征值 λ 确定相应的特征子空间 Vλ, 写下它的基.

3. 接着施行 Gram–Schmidt 正交化, 以得到每个 Vλ 的单位正交基 Bλ.

由于谱分解定理 10.4.1 一方面确保 V =
⊕

λ Vλ, 另一方面又确保 λ 6= µ =⇒ Vλ ⊥ Vµ

(后者也是引理 10.4.5 的内容), 所以
⊔
λBλ =: {v1, . . . , vn} 给出 V 的单位正交基, 连

同 λ1, . . . , λn ∈ C, 使得 Tvi = λivi 恒成立.

10.5 实定理的复推广
我们在第九章介绍了许多和实内积空间相关的基本定理. 它们大部分都有复内积

空间上的类比. 我们先从定理 9.7.3 的类比入手.

定理 10.5.1 设 f 为 n 元 Hermite 型, 对应的 Hermite 矩阵记为 A ∈ Mn×n(C), 则 f

正定 (或半正定) 当且仅当 A 的所有特征值皆正 (或非负).

证明 对 Hermite 矩阵 A 应用定理 10.4.1 可得

†
CAC =


λ1

. . .

λn

 ,
C ∈ Mn×n(C), †

C = C−1,

λ1, . . . , λn ∈ R : A 的特征值, 记重数.

这相当于通过 C 作变量代换, 化 f 为 ∑n
i=1 λi|xi|2; 继续对满足 λi 6= 0 的 i 作代换

yi :=
√
|λi|xi, 便将 Hermite 型的系数化到 {−1, 0, 1} 中.

然而上式连同命题 10.2.7 足以说明 f 正定 (或半正定) 当且仅当 λ1, . . . , λn 全为
正 (或非负).

读者应该已经察觉这几乎是原封不动地照搬定理 9.7.3 的论证, 以下几则定义和定
理也莫不如此. 证明既相似, 不如节约笔墨.
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定义 10.5.2 设 (V, (·|·)) 是有限维复内积空间. 若 T ∈ End(V ) 自伴, 而且 (v1, v2) 7→
(Tv1|v2) 是 V 上的正定 (或半正定) Hermite 形式, 则称 T 是正定 (或半正定) 的.

练习 10.5.3 对应于实版本的练习 9.6.5, 请用相同方法对有限维复内积空间之间的线
性映射 T : V →W 证明 ker(T ∗) = im(T )⊥. 由此可知 T ∗ 单等价于 T 满.

引理 10.5.4 设 T : V → W 为有限维复内积空间之间的线性映射, 则 T ∗ T (或 T T ∗)
是半正定的; 若 T 单 (或 T ∗ 单, 等价说法是 T 满), 则它们正定.

证明 与引理 9.7.6 全同. 以 T ∗ T 情形为例, 这是等式 (T ∗ Tv | v)V = (Tv|Tv)W 的直
接结论.

定义–命题 10.5.5 设 T ∈ End(V ) 正定 (或半正定), 则存在唯一的 S ∈ End(V ) 使得
S 正定 (或半正定) 而且 S2 = T . 因此, 这样的 S 可以合理地记为

√
T .

证明 鉴于正定 (或半正定) 变换的特征值全为正 (或非负) 实数这一事实, 论证和定
义–命题 9.7.7 全同.

以下是极分解定理的酉版本.

定理 10.5.6 (极分解) 设 (V, (·|·)) 为有限维复内积空间, T ∈ End(V ) 可逆, 则存在唯
一一对 R,U ∈ End(V ), 使得 R 正定, U 是酉变换, 而且 T = RU .

证明 与定理 9.7.8 全同, 重点是取 R =
√
T T ∗.

定理 10.5.7 (奇异值分解) 对于任意复内积空间之间的线性映射 T : V → W , 记
p := min{m,n}, 则存在

? V 的单位正交基 v1, . . . , vm,
? W 的单位正交基 w1, . . . , wn,
? 非负实数 σ1 ≥ · · · ≥ σp,

使得

Tvi =

{
σiwi, 1 ≤ i ≤ p,
0, i > p.

此处的 σ1 ≥ · · · ≥ σp 由 T 唯一确定, 称为 T 的奇异值.

证明 与定理 9.8.1 全同. 对于心存疑问的读者, 请注意到关键是对半正定的 T ∗ T 作
酉对角化; 对 T ∗ T 的特征值取平方根, 降序排列即是奇异值.

为了得到奇异值分解的矩阵版本, 现在设 V = Cm, W = Cn, 各自配备标准
Hermite 内积, 将 T 等同于矩阵 A ∈ Mn×m(C). 将定理 10.5.7 中的单位正交基视同列
向量, 以之定义酉矩阵

P := (v1| · · · |vm) ∈ Mm×m(C), Q := (w1| · · · |wn) ∈ Mn×n(C),
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另外用奇异值定义

Σ :=


σ1

σ2
. . .

补 0

 ∈ Mn×m(R),

奇异值分解遂化为矩阵等式
AP = QΣ,

亦即
†
QAP = Σ 或 A = QΣ

†
P .

以下接续 §9.9 关于 Moore–Penrose 的讨论, 但考量的是有限维复内积空间 V 和
W , 以及其间的线性映射.

定义–定理 10.5.8 (Moore–Penrose广义逆) 相对于给定的 T : V → W , 满足下述条
件的线性映射 S :W → V 称为 T 的 Moore–Penrose 广义逆.

(MP.1) TST = T ,

(MP.2) STS = S,

(MP.3) TS = (TS)
∗,

(MP.4) ST = (ST )
∗.

对于给定的 T , Moore–Penrose 广义逆存在而且唯一.

证明 存在和唯一性的论证与定理 9.9.3 相同, 关键在于运用伴随 (· · · )∗ 的运算规律以
及正交投影的性质, 这点在内积空间和在复内积空间中并无二致.

为了联系奇异值分解和 Moore–Penrose 广义逆, 以下沿用定理 10.5.7 中关于
T : V →W 的奇异值分解的相关符号, 命 r := rk(T ).

命题 10.5.9 取定上述资料, 定义线性映射 S :W → V 使得

S :W → V

wj 7→

{
σ−1
j vj , 1 ≤ j ≤ r,

0, r < j ≤ n.

则 S 是 T 的 Moore–Penrose 广义逆.

证明 与命题 9.9.4 全同, 同样是基于正交投影的性质.
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取 V = Cm 和 W = Cn, 赋予标准 Hermite 内积, 并将 T 等同于矩阵 A ∈
Mn×m(C). 若有奇异值分解

A = Q


σ1

. . .

σr

补 0


n×m

†
P ,

则 T 的 Moore–Penrose 广义逆对应于矩阵

P


σ−1
1

. . .

σ−1
r

补 0


m×n

†
Q.

练习 10.5.10 设 A ∈ Mn×n(R) 对称. 试尽量直接从定义出发, 证明 Rn 上的对称
双线性形式 (v1,v2) 7→ t

v1 Av2 正定 (或半正定) 当且仅当 Cn 上的 Hermite 形式
(v1,v2) 7→ †

v1 Av2 正定 (或半正定).

练习 10.5.11 在前一道练习的基础上, 考虑定理 10.5.1 — 定理 10.5.6 以及定义–定理
10.5.8 的矩阵表述, 说明如何由之推导相应的实版本.

提示 以极分解为例, 为了从复版本推导实版本, 设 A ∈ Mn×n(R) 可逆; 复版本
给出唯一分解 A = RU , 其中 R 正定而 U 是酉矩阵. 取矩阵的复共轭 (约定 9.5.3) 得
A = A = RU . 说明 R (或 U) 仍是正定 (或酉) 的, 从而 R = R 而 U = U , 故两者
皆属于 Mn×n(R).

上述练习之所以限于矩阵, 是为了避开有限维实向量空间及其内积如何 “复化” 的
问题. 对于 Rn 及其标准内积, 复化的选择当然是 Cn 及其标准 Hermite 内积, 此即矩
阵表述的实质. 对于一般的空间, 我们需要的是一种典范的, 毋须选基的构造方式. 工
序不算棘手, 但最好在一个更自然的时机来探讨这一问题.

练习 10.5.12 对有限维复内积空间 (V, (·|·)) 上的 Hermite 形式 B, 表述并证明
Courant–Fischer 定理 9.10.3 的相应版本.
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10.6 实正交变换的标准形
本节取 (V, (·|·)) 为有限维实内积空间. 回忆到 T ∈ End(V ) 有相对于实内积的伴

随 T ∗, 不必取分左右. 对此, 定义 10.1.14 的实版本表述如下.

定义 10.6.1 若线性映射 T ∈ End(V ) 满足 T ∗ T = T T ∗, 则称为正规的.

若选取 V 的单位正交基将 T 等同于矩阵 A ∈ Mn×n(R), 则条件相当于
t
AA = A

t
A.

因为 t
A =

†
A, 这相当于说 A 作为 Mn×n(C) 的元素对应到标准复内积空间 Cn 上的

正规变换.
若 T ∈ End(V ) 正规, f ∈ R[X], 则 f(T ) 仍是正规变换; 从 V 到自身的自伴, 反自

伴和正交线性映射皆正规. 这一切都是复版本的重新搬演, 也可以通过矩阵表法归结到
复的情形.

引理 10.6.2 设正规线性映射 T ∈ End(V ) 满足 T k = 0, 其中 k ∈ Z≥1, 则 T = 0.

证明 按先前的方法, 取基化约到关于矩阵的酉版本, 即引理 10.4.4, 或者照搬该处的
证明.

本节的重点是 V 上的正交变换, 我们将用上述工具来确立正交变换的标准形. 这
并非唯一途径, 可能也不是最短途径, 却有助于揭示更多技巧.

首先, dimV = 1 的情形是容易的: 正交变换只能是 ±idV . 其次是 dimV = 2

的情形: 选取单位正交基以化约到 V = R2 而 (·|·) 是标准内积的情形. 正交变换
T ∈ End(V ) 等同于由下述条件刻画的 2× 2 正交矩阵α β

γ δ

 ,
α2 + γ2 = 1 = β2 + δ2

αβ + γδ = 0.

我们有 αδ − βγ = detT = ±1. 既然 (α, γ) 和 (β, δ) 都在单位圆上, 可取 θ ∈ R 使
得 (α, γ) = (cos θ, sin θ); 从几何来看, 与 (α, γ) 正交的单位向量 (β, δ) 恰有两个, 从代
数观点分别对应到线性方程

β cos θ + δ sin θ = 0

唯二的单位向量解 (β, δ) = ±(− sin θ, cos θ), 此处的符号 ± 正是 detT . 举例明之, 若
取 θ = 0 而符号 ± 取为负, 相应的正交变换便是1

−1

 : 对 X 轴作镜射
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另一方面, detT = 1 的情形则相当于在上述公式中取符号 ± 为正, 相应的矩阵称
为旋转矩阵.

定义 10.6.3 (旋转矩阵) 对所有 θ ∈ R, 定义实 2× 2 矩阵

R(θ) :=

cos θ − sin θ

sin θ cos θ

 .

相对于平面 R2 的标准直角坐标系, R(θ) 无非是按逆时针方向旋转 θ 的线性变换.

根据关于旋转的几何直观, 或者三角函数的公式, 容易得到

R(θ1 + θ2) = R(θ1)R(θ2), R(0) = R(2π) = 12×2, R(π) = −12×2.

对于 θ1, θ2 ∈ R, 若 θ1 − θ2 ∈ 2πZ, 则记为 θ1 ≡ θ2 (mod 2π). 这是 R 上的等价关
系; 含 θ 的等价类也记为 θ mod 2π. 我们有

R(θ1) = R(θ2) ⇐⇒ eiθ1 = eiθ2 ⇐⇒ θ1 ≡ θ2 (mod 2π).

平面上所有以原点为圆心的旋转因之得到了参数化. 严格来说, 转角 θ 依赖于 R2

的单位正交基的选取: 换基可能导致转角相差一个负号.

引理 10.6.4 符号如上. 对正交矩阵 P ∈ M2×2(R) 记 ε := detP , 则 P−1R(θ)P =

R(εθ).

证明 若 ε = 1, 则之前的推导表明存在 ψ ∈ R 使得 P = R(ψ), 此时 P−1R(θ)P =

R(−ψ)R(θ)R(ψ) = R(−ψ + θ + ψ) = R(θ).
若 ε = −1, 则因为正交矩阵的乘积依然正交, 故 P

(
1
−1

) 是行列式为 1 的正交矩
阵, 形如 R(ψ). 注意到 (

1
−1

)2
= 12×2, 因此 P = R(ψ)

(
1
−1

)
. 此时

P−1R(θ)P =

1

−1

R(θ)

1

−1

 ,

简单的计算表明产物正是 R(−θ).

高维情形的实正交变换仍是通过旋转变换来分类的. 为此还需要一些准备.

引理 10.6.5 设 T ∈ End(V ) 是正交变换, 则 T + T−1 ∈ End(V ) 自伴, 其所有特征值
λ 皆满足 |λ| ≤ 2.

证明 以 T ∗ = T−1 直接计算得 (
T + T−1

)∗
= T−1 + T , 故 T + T−1 自伴. 取单位正

交基将 T 等同于 Mn×n(R) 中的正交矩阵, 它也是 Mn×n(C) 中的酉矩阵, 从而可以在
C 上对角化3). 于是 T + T−1 的特征值皆形如 λ = µ + µ−1, 其中 µ ∈ C 是 T 的特征
值. 但 |µ| = 1, 故 |λ| ≤ |µ|+ |µ−1| = 2.

3)对于此处的论证, 上三角化已经足够了.
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定理 10.6.6 (正交变换的标准形) 记 n := dimV . 设 T ∈ End(V ) 为正交变换, 则存在
V 的单位正交基, 使得 T 在此基之下写作分块对角矩阵

1a×a

−1b×b
R(θ1)

. . .
R(θm)




,

其中 a + b + 2m = n 而 θ1, . . . θm ∈ R 满足 θi /∈ Zπ. 资料 (a, b,m) 和 (±θi mod
2π)1≤i≤m (计重数, 精确到重排) 由 T 唯一地确定.

证明 命 S := T + T−1, 引理 10.6.5 说明它自伴. 于是定理 9.5.2 蕴涵 V 是 S 的所有
特征子空间 Vλ 的正交直和. 留意到 ST = TS 蕴涵 Vλ 是 T -不变的, 见引理 7.5.2. 所
求的分解因之化到 V = Vλ 的情形, 其中 λ ∈ R. 引理 10.6.5 确保 |λ| ≤ 2.

将 T + T−1 = λ · idV 整理为 T 2 − λT + idV = 0. 若 λ = ±2 则 (T ∓ idV )2 = 0,
配合引理 10.6.2 可得 T = ±idV . 这相当于断言中的 ±1 分块.

设 λ 6= ±2, 则从 |λ| < 2 知 X2 − λX +1 无实根, 不可约, 于是它必然是 T 的极小
多项式. 特别地, T 无实特征值. 这就导致

∀v ∈ V, v 6= 0 =⇒ v, Tv 线性无关.

选定 v ∈ V ∖ {0}, 定义子空间 W := 〈v, Tv〉, 则 T 满足的二次方程说明 W 是
T -不变的. 作直和分解 V = W ⊕W⊥; 注意到 W⊥ 在 T ∗ = T−1 作用下也不变 (引理
9.5.1), 既然 T = (T−1)−1 是 T−1 的多项式, 故 W⊥ 是 n− 2 维 T -不变子空间. 以 W

代 V 将原问题进一步化约到 dimV = 2, T 2 − λT + idV = 0 且 |λ| < 2 的情形.
回忆到 X2 − λX + 1 ∈ R[X] 此时不可约; 因为 dimV = 2, 它同时是 T 的极小多

项式和特征多项式. 特别地, detT = 1. 我们因此回到之前介绍的旋转矩阵, 它便是断
言中的 2× 2 分块 R(θ); 注意到此处不可能有 θ ∈ πZ, 否则 T 将有特征值 ±1.
结合上述讨论, 便对一般的 T 得到所求的分块表达式. 适当换基可将任意分块

R(θi) 化为 R(−θi), 这是引理 10.6.4 确保的.
最后探讨资料 (a, b,m) 和 (±θi mod 2π)i 的唯一性. 回忆到 T 在 C 上可对角化;

分块表达式中 a 和 b 分别对应到特征值 1 和 −1 的重数, 而每个 R(θi) 在 C 上都贡献
一对复共轭的特征值 e±iθi /∈ {±1}, 这又对应到 CharT ∈ R[X] 的二次不可约因式. 综
上, 资料 (a, b,m) 和 (±θi mod 2π)i (计重数, 精确到重排) 确实由 T 唯一地确定.

注意到 detR(θ) = 1, 因此分块表达式中的 b 按 detT = (−1)b 确定了正交变换的
行列式.
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例 10.6.7 (三维空间中的旋转) 考虑配备标准内积的 R3, 以及行列式为 1 的正交变换
T : R3 → R3. 从定理 10.6.6 容易推得存在 V 的单位正交基 v1, v2, v3, 使得 T 在此基
下表作矩阵 

1

cos θ − sin θ

sin θ cos θ

 , 0 ≤ θ < 2π.

注意到这里不排除 θ ∈ {0, π}, 它们分别对应到 R(0) = 12×2 和 R(π) = −12×2.
当 θ 6= 0 时, 这般的 T 总是一个旋转, 以 〈v1〉 为轴, 以 θ 为相对于 v1 方向的转角.

另一方面, 对任意过原点的平面作镜射也是正交变换, 其行列式为 −1; 如果 T 是行列
式 −1 的正交变换, 则 T 右合成一个镜射便是行列式 1 的正交变换, 即旋转. 综上,

R3 上的正交变换 =

{
旋转, det = 1,

(旋转 ◦ 镜射), det = −1.

对于维数 n 任意高的情形, 定理 10.6.6 也给出类似的刻画, 此时的正交变换将涉及
多轴旋转, 以及对 n− 1 维子空间作镜射.
正交变换有助于理解不同的单位正交基如何联系. 我们引进一则常用术语.

定义 10.6.8 设 (V, (·|·)) 为 n 维内积空间. 若 v1, . . . , vn 构成 V 的单位正交基, 则称
(v1, . . . , vn) ∈ V n 为 V 的正交标架.

显然地, 正交变换 T ∈ End(V ) 映正交标架为正交标架.
另一方面, 给定正交标架 (v1, . . . , vn) 和 (v′1, . . . , v

′
n), 分别简记为 v 和 v′. 练习

9.4.6 表明 v′ 是从 v 作一个唯一的正交变换 T 得到的; 在有序基 v 之下对应于 T 的矩
阵正是转换矩阵 P v

v′ ∈ Mn×n(R).
综上, 我们对选定的正交标架 v 得到双射

{T ∈ End(V ) :正交变换} 1:1 {v′ :正交标架}
T 7→ (Tv1, . . . , T vn).

(10.6.1)

以下不过是练习 5.4.11 在正交标架情形的复述.

定义 10.6.9 设 v 和 v′ 为 V 的正交标架. 如果 detP v
v′ = 1, 则称 v 和 v′ 同定向.

练习 10.6.10 试从定理 10.6.6 对正交变换的描述说明上述定义符合几何直观.
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10.7 三维空间中的旋转与 Euler角
在 §10.6 确定了三维实内积空间的正交变换, 它们或者是对某个轴的旋转, 或者是

旋转与镜射的合成; 两者分别对应 det = 1 和 det = −1 的情形. 本节关注的是旋转. 确
定一个非恒等的旋转相当于确定它的

? 带方向的转轴, 这相当于过原点的一条射线, 或者说对应于单位球面上的点;
? 转角, 相当于一个实数 mod 2π 的等价类.
因此, 初步的直观表明旋转应当仅由 3 个参数决定. 我们希望更直接地用参数写下

对应的矩阵; 进一步, 我们还希望尽可能地用参数来描述旋转的合成.
为了对旋转得到明确的参数化, 行将介绍的第一种方法是经典的, 涉及所谓的

Euler 角. 考虑带有标准内积的 R3.

约定 10.7.1 若 R3 的正交标架 (u1,u2,u3) 与 (e1, e2, e3) 同定向, 则称为正向正交标
架, 否则称为负向.

引理 10.7.2 基于以上符号, 我们有双射{
旋转 T : R3 → R3

} 1:1 {
正向正交标架 (u1,u2,u3) ∈ R3

}
T 7−→ (Te1, Te2, Te3).

证明 所求的映射是上一节末尾的双射 (10.6.1) 之限制 (取 v 为标准正交标架), 该处
的讨论还说明左侧的 T 为旋转等价于右侧的 v′ 为正向.

旋转的参数化因而翻译为正向正交标架的参数化.
今后谈论转轴时皆记入方向, 转角皆逆时针计算; 对于所有单位向量 u ∈ R3, 记以

u 为转轴, 转角为 θ 的旋转所对应之矩阵为 Ru(θ) ∈ M3×3(R). 譬如

Re1(θ) =


1

cos θ − sin θ

sin θ cos θ

 ,

Re2(θ) =


cos θ sin θ

1

− sin θ cos θ

 ,

Re3
(θ) =


cos θ − sin θ

sin θ cos θ

1

 .

练习 10.7.3 说明上式正负号有何道理. 提示 探讨定向.
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为了明确地表出从 (e1, e2, e3) 过渡到任意指定的正交标架 (u1,u2,u3) 的旋转 T ,
首先定义单位向量 f2 如下.

? 若 e3 = ±u3, 命 f2 := e2.

? 若 e3和 u3线性无关,定义 f2为与 e3和 u3皆正交,而且使正交标架 (e3,u3,f2)

为正向的唯一单位向量; 以三维向量的叉积运算 × 表示即为

f2 := e3 × u3.

此时直线 Rf2 也称为旋转 T 的节线, 其中 T 是映 (e1, e2, e3) 为 (u1,u2,u3) 的
唯一旋转. 请读者迅速验证节线等于平面 〈e1, e2〉 和 〈Te1, Te2〉 之交.

接着分三步操作.

顺序 转轴 目的 转角 映法

第一步 e3 将 e2 旋转至 f2 ψ Re3(ψ) : (e1, e2, e3) 7→ (f1,f2, e3)

第二步 f2 将 e3 旋转至 u3 θ Rf2
(θ) : (f1,f2, e3)→ (g1,f2,u3)

第三步 u3 将 g1 旋转至 u1 ϕ Ru3
(ϕ) : (g1,f2,u3)→ (u1,u2,u3)

由于 f2 总正交于 e3 和 u3, 前两步旋转确实可行, 而中间产物 f1 和 g1 也是唯一
确定的. 第三步的产物应当先写作 (u1, g2,u3) 的形式, 其中 g2 待定; 然而 (u1, g2,u3)

是正向正交标架, 故唯一可能是 g2 = u2. 结论如下.

定理 10.7.4 记 T 为映 (e1, e2, e3) 为正交标架 (u1,u2,u3) 的唯一旋转. 上述构造说
明 T 对应到矩阵

Ru3
(ϕ)Rf2

(θ)Re3
(ψ);

我们称旋转 T 是由 Euler 角 (ϕ, θ, ψ) 描述的.

三个旋转的合成示意如下, 图片原作者为 Dorian Depriester.
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e1 e2

e3

f1

f2

ψψ

g1

u3

θ

θ

u1

u2

ϕ

ϕ

Ru3
(ϕ)Rf2

(θ)Re3
(ψ)

Euler角提供了将旋转参数化的一种方法. 由于三步分别是以正交标架 (e1, e2, e3),
(f1,f2, e3) 和 (g1,f2,u3) 的第三个, 第二个和第三个向量为轴的旋转, 而它们表征了
正交标架在旋转中途的状态, 故定理 10.7.4 的分解可谓动态的, 但我们也可以改从静态
的正交标架 (e1, e2, e3) 观照, 答案同样简单.

引理 10.7.5 设 P : R3 → R3 为正交变换, ε := detP , 而 Ru(θ) 为给定的旋转, 则
RPu(εθ) = PRu(θ)P

−1.

证明 扩展 u 为正向正交标架 (u,v,w), 则 (Pu,Pv, εPw) 也是正交标架, 而且和
(u,v,w) 同定向. 请读者由此验证 RPu(εθ)P 的映法是

u 7→ Pu, v 7→ cos(εθ)Pv + sin(εθ)εPw, εw 7→ − sin(εθ)Pv + cos(εθ)εPw.

另一方面 PRu(θ) 的映法是

u 7→ Pu, v 7→ cos θPv + sin θPw, w 7→ − sin θPv + cos θPw.

由于 ε ∈ {±1}, 讨论三角函数的奇偶性易见 RPu(εθ)P = PRu(θ).
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定理 10.7.6 设旋转 T 由 Euler 角 (ϕ, θ, ψ) 描述, 则 T 对应到矩阵

Re3
(ψ)Re2

(θ)Re3
(ϕ).

证明 因为 f2 = Re3(ψ)e2, 引理 10.7.5 表明 Rf2
(θ) = Re3(ψ)Re2(θ)Re3(ψ)

−1, 故

Rf2
(θ)Re3

(ψ) = Re3
(ψ)Re2

(θ).

同理, u3 = Rf2
(θ)e3 = Rf2

(θ)Re3(ψ)e3 导致

Ru3(ϕ) =
(
Rf2

(θ)Re3(ψ)
)
Re3(ϕ)

(
Rf2

(θ)Re3(ψ)
)−1

= Re3
(ψ)Re2

(θ)Re3
(ϕ)Re2

(θ)−1Re3
(ψ)−1.

综上,

Ru3(ϕ)Rf2
(θ)Re3(ψ) = Re3(ψ)Re2(θ)Re3(ϕ)Re2(θ)

−1Re3(ψ)
−1Re3(ψ)Re2(θ)

= Re3
(ψ)Re2

(θ)Re3
(ϕ).

代入定理 10.7.4 便完成证明.

观察转轴和转角顺序, 可见定理 10.7.6 与定理 10.7.4 的分解正好颠倒. 静态与动
态旋转的倒序关系不限于三个旋转的合成, 可以推及正交标架的任意一系列旋转, 在此
将一般情形留给读者表述.
基于 Euler 角的动态和静态分解各有优点. 就矩阵表达式的观点, 定理 10.7.6 的静

态版本直接为旋转 T 给出具体的矩阵表法
cosψ − sinψ

sinψ cosψ

1




cos θ sin θ

1

− sin θ cos θ




cosϕ − sinϕ

sinϕ cosϕ

1

 .

另一方面, 定理 10.7.4 的动态版本对于飞行器或航天器姿态控制而言则是更自然的
选项.

注记 10.7.7 在以上推导中, 坐标轴 e2 和 e3 的选取纯属人为. 一些文献中采取了诸如
Re3

(ψ)Re1
(θ)Re3

(ϕ) 之类的表法, 论证并无不同.

Euler 角尽管具体而直观, 实用中也有其不便. 譬如它依赖于转轴的人为选取, 旋转
的合成难以用 Euler 角描述, 难以插补, 此外还有称为万向节锁的现象4). 下一节将介
绍的四元数是代数上更为简洁的一种方案, 同时又免除了应用中的若干缺陷.

4)有可能局部上连续地变动 Euler 角 (φ, θ, ψ), 使对应的旋转不改变. 标架的旋转在工程上经常以称为万
向节的装置实现, 这相当于说在特定位置沿特定方向变化参数时, 装置呈现锁定不动的现象. 这为许多应用
造成了麻烦. 此现象有拓扑的解释, 但也能以简单计算来阐明. 例如 (φ, 0, ψ) 对应的旋转只和 φ+ ψ 相关.
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10.8 四元数与旋转
从实数到复数是人类数学史上的一次跨越. 抽象的代数结构一旦进入视野, 寻

求比复数更广, 但仍具有四则运算的 “数” 并给出其应用, 便成为自然的追求. W. R.
Hamilton 在 1843 年灵光一闪得到了答案: 他给出了包含 C 作为子环的除环 H, 其元
素可以用四个实坐标来展开, 因此 H 的元素被称为四元数.

现在直接给出 H 的构造.

定义–命题 10.8.1 (W. R. Hamilton) 命 H 为带有指定的基 1, i, j, k 的 4 维 R-向量空
间, 它由此带有加法运算. 在 H 上定义以乘法符号表示的 R-双线性映射

· : H×H→ H, (x, y) 7→ x · y,

照例简记 xy = x · y, 方法是在基上规定其像为

∀x ∈ {1, i, j, k}, 1 · x = x = x · 1,
i2 = j2 = k2 = −1,

ij = k = −ji, jk = i = −kj, ki = j = −ik.

这使 (H,+, ·, 0, 1) 成环, 其中的 0 和 1 分别是向量空间的零元和基中给定的元素.

证明 验证环的定义 3.1.1. 关于加法的条件直接来自向量空间结构, 乘法对加法的分
配律来自于乘法 H×H → H 的双线性条件. 至于乘法结合律, 根据分配律可将问题简
化为验证

∀x, y, z ∈ {1, i, j, k}, x(yz) = (xy)z;

具体计算没有本质困难. 最后, 1 作为乘法幺元的性质同样简化为定义包含的
∀x ∈ {1, i, j, k}, 1 · x = x = x · 1.

明所欲证.

定义中的乘法性质有冗余: 一旦要求 ij = k = −ji, 则涉及 k 的其他等式都是使得
结合律成立的必要条件.

今后将把 a · 1 ∈ H 简写为 a, 其中 a ∈ R. 我们相应地将 H 的元素表作
q = a+ bi + cj + dk

的形式, 其中 a, b, c, d ∈ R 是由 q ∈ H 唯一确定的.

命题 10.8.2 暂时地将 i ∈ C 写作 i, 以和 i ∈ H 区别. 考虑映射

ι : C→ H
a+ bi 7→ a+ bi.

这将 C 等同于 H 的子环.
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证明 显然 ι 保持加法和 1. 从定义可见 ι(xy) = ι(x)ι(y) 对 x, y ∈ {1, i} 皆成立. 由于
C 和 H 的乘法都是 R-双线性的, 故 ι 也保持乘法.

类似地, 映 a+ bi ∈ C 为 a+ bj 或 a+ bk 同样是环嵌入, 论证无异.
我们今后总将 C 通过 ι 嵌入为 H 的子环, 符号 i 和 i 不必再区分. 相应地, R 也嵌

入为 H 的子环; 向量空间 H 的纯量乘法

t · (a+ bi + cj + dk) = ta+ (tb)i + (tc)j + (td)k

按此等同于环的乘法, 既是左乘也是右乘. 进一步, 请读者检验以下简单事实.

练习 10.8.3 验证 Z(H) := {x ∈ H : ∀y ∈ H, xy = yx} 等于 R.
提示 因为 H 的乘法是 R-双线性的, ⊃ 成立. 对于 ⊂ 方向, 对 y ∈ {i, j, k} 检验

条件即可.

练习 10.8.4 验证所有 q ∈ H 都能唯一地表作 q = z+ jw, 其中 z, w ∈ C; 此外, jz = zj
对所有 z ∈ C 成立.

定义–命题 10.8.5 对 q = a+ bi + cj + dk ∈ H 定义其

▷ 共轭 q := a− bi − cj − dk,

▷ 迹 Tr(q) := q + q,

▷ 范数 N(q) := qq.

这些操作具备以下性质

(i) q = q;

(ii) q1 + q2 = q1 + q2 和 q1q2 = q2 q1 对所有 q1, q2 ∈ H 成立;

(iii) Tr(q) = 2a, 而且 Tr : H→ R 是 R-线性映射;

(iv) N(q) = a2 + b2 + c2 + d2 ∈ R, 而且 N(1) = 1 而 N(q1q2) = N(q1)N(q2).

证明 注意到 q 7→ q 是从 H 到自身的 R-线性映射. 断言 (i) 自明. 对于 (ii), 唯一
须说明的是 q1q2 = q2 q1. 由于两侧都是关于 (q1, q2) 的双线性映射, 等式立刻化约到
q1, q2 ∈ {1, i, j, k} 的情形直接验证.

断言 (iii) 是明白的.
直接计算断言 (iv) 的等式 N(q) = a2 + b2 + c2 + d2 ∈ R 并不复杂, 请读者自行展

开, 而 N(1) = 1 则属自明. 最后, (ii) 蕴涵 N(q1q2) = q1q2q2 q1, 又因为 q2q2 ∈ R 可以
和 H 的所有元素交换乘法顺序, 故 N(q1q2) = q1q1q2q2 = N(q1)N(q2).

顺带留意到 R = {q ∈ H : q = q}, 而 H 的共轭限制在 C 上无非是复共轭. 现在可
以简单地说明 H 确实是除环, 方法和 C 上类似, 都涉及共轭.
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定理 10.8.6 环 H 是除环. 更精确地说, 任何 q ∈ H ∖ {0} 皆满足 N(q) 6= 0, 而且
q−1 = N(q)−1q.

证明 设 q = a+bi+cj+dk,其中 a, b, c, d ∈ R不全为零,则 N(q) = a2+b2+c2+d2 6= 0.
我们有

q ·N(q)−1q = N(q)−1qq = N(q)−1 N(q) = 1.

因此 q ∈ H×.

综上所述, 我们有一列除环
R ⊂ C ⊂ H,

每一步都拓展了数的概念, 同时又付出代价: 从 R 到 C 失去序结构, 从 C 到 H 则失去
乘法交换律. 这穷尽了所有可能的扩展, 因为 Frobenius 的一则定理断言: 若除环 D 包
含 R 作为子环, 而且相对于环乘法给出的 R-向量空间结构, D 有限维而且乘法是双线
性映射, 则 D 必然同构于 R, C 或 H; 证明可参阅 [10, 定理 7.2.9].
四元数环 H 也可以嵌入为 M2×2(C) 的子环, 这将提供看待 H 的另一种视角.

命题 10.8.7 从 H 到 M2×2(C) 的映射

Φ : z + jw 7→

z −w

w z

 , z, w ∈ C

给出环的嵌入 Φ : H ↪→ M2×2(C).

证明 论证基于简单的练习 10.8.4. 由于所有 q ∈ H 都有唯一表法 q = z + jw, 映射
Φ 是单的, 并且映 1 为 12×2. 加性 Φ(q1 + q2) = Φ(q1) +Φ(q2) 自明. 最后, 为了验证
Φ(q1q2) = Φ(q1)Φ(q2), 只需运用 jz = zj 和 j2 = −1 作按部就班的验证.

容易看出 N(q) = detΦ(q), Tr(q) = TrΦ(q), 而 q−1 = N(q)−1q 则对应到矩阵求
逆的 Cramer 法则.

将焦点转回三维空间中的旋转. 回忆到 H 也是 R-向量空间. 将 R3 等同于 H 的
子空间 H0 := Ri ⊕ Rj ⊕ Rj, 其元素又称为纯四元数; 更为内在的, 不直接涉及基的描
述则是

H0 = {q ∈ H : Tr(q) = 0}
= {q ∈ H : q = −q}.

(10.8.1)

相应地, R3 的标准内积 (·|·) 搬运到 H0 上, 对应的正定二次型也有内在的描述:

‖q‖2 = (q|q) = N(q), q ∈ H0.

引理 10.8.8 设 x ∈ H× = H∖ {0}.

(i) 对所有 q ∈ H 皆有 N(xqx−1) = N(q);
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(ii) q 7→ xqx−1 给出内积空间 H0 的自同构, 记为 Rx;

(iii) 承上, detRx = 1.

证明 我们需要定义–命题 10.8.5 列举的性质以及以下观察: N(x−1)N(x) = N(1) = 1,
故 N(x−1) = N(x)−1; 类似观察给出 x−1 = x−1.

断言 (i) 因而是 N(xqx−1) = N(x)N(q)N(x)−1 = N(q)N(x)N(x)−1 = N(q) 的结
论; 此处只涉及 R 中的乘法.

对于断言 (ii), 暂且先设 N(x) = 1. 于是 x = x−1, 配合 q ∈ H0 可得
xqx−1 = x−1 · q · x

= −x−1 · q · x
= −xqx−1.

因此 xqx−1 ∈ H0. 一般的 x 可以写成 x = ry, 其中 r =
√

N(x) ∈ R>0 而 N(y) = 1.
因为 xqx−1 = ryqy−1r−1 = yqy−1, 对应的等式化到 y 的情形.
于是 q 7→ xqx−1 确实是 H0 到自身的映射, 它的 R-线性性质也是明白的. 断言 (i)

说明它保距, 故为有限维内积空间的同构.
最后以连续性论证处理 (iii). 如将 H× 等同于 R4 ∖ {0}, 则 Rx ∈ End(H0) 的每个

矩阵元都是关于 x 的连续函数, 故 detRx ∈ {±1} 也对 x 连续; 另一方面, R4 ∖ {0} 连
通而 {±1} 离散, 故 detRx 实际是常值函数. 于是对任一点 x 验证等式 detRx = 1 即
可. 最简单的取法是 x = 1, 此时 Rx = id.

上述结果表明每个 x ∈ H× 都给出三维空间的旋转 Rx. 易见

R1 = id, Rx1x2 = Rx1Rx2 ,

因此遂有 Rx−1 = R−1
x . 是否所有旋转都能表作 Rx 的形式? 答案是肯定的. 由于伸缩

x 不改变 Rx, 不妨就聚焦于 N(x) = 1 的情形.

定理 10.8.9 设 T 为三维空间 H0 中的旋转,则存在 x ∈ H× 使得 N(x) = 1而 T = Rx;
这般的 x 精确到乘以 ±1 是唯一的.

证明 首先处理存在性. 以有序基 i, j, k 将 H0 等同于 R3. 由于旋转 T 具有如定理
10.7.6 的静态 Euler 角表法, 不妨就假定 T 是相对于三个坐标轴中任一者的旋转.

取 x = cos θ + sin θi, 于是 x−1 = cos θ − sin θi 而
xjx−1 = (cos θj + sin θk)(cos θ − sin θi)

=
(
(cos θ)2 − (sin θ)2

)
j + (2 cos θ sin θ) k

= cos 2θj + sin 2θk,
xkx−1 = (cos θk − sin θj)(cos θ − sin θi)

= − (2 cos θ sin θ) j +
(
(cos θ)2 − (sin θ)2

)
k

= − sin 2θj + cos 2θk.
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此外由于 C 是 H 的交换子环, x, i ∈ C, 故 xix−1 = xx−1i = i. 综上可见 Rx 表作转角
为 2θ 的旋转矩阵 

1

cos 2θ − sin 2θ

sin 2θ cos 2θ

 .

对于 x = cos θ + sin θj 和 x = cos θ + sin θk 也有本质上相同的计算, 转角总是两
倍. 既然 θ 可任选, 对三个坐标轴的旋转确实都能写作 Rx 之形.

对于唯一性的部分, Rx = Ry 等价于 Rxy−1 = id, 故问题归结为证 Rx = id =⇒
x = ±1. 然而 i, j, k ∈ H0, 故 Rx = id 蕴涵

xi = ix, xj = jx, xk = kx,

因而也蕴涵 x ∈ R, 故由 N(x) = 1 得 x = ±1. 明所欲证.

我们继续将 H0 等同于 R3, 按照 §10.7 的方式来谈论旋转的转轴和转角等概念, 只
是以下改用线性映射的记法而非矩阵. 定理 10.8.9 的陈述可按此进一步细化.

推论 10.8.10 设 u ∈ H0 满足 N(u) = 1. 以 u 为转轴 (计方向), 转角为 θ 的旋转可以
实现为 Rx : q 7→ xqx−1, 其中

x = cos
(
θ

2

)
+ sin

(
θ

2

)
u.

证明 易见 N(x) = cos
(
θ
2

)2
+ sin

(
θ
2

)2 N(u) = 1. 存在三维空间的旋转 P 使得
P (i) = u. 基于 §10.7 对旋转的记法, 引理 10.7.5 蕴涵

Ru(θ) = PRi(θ)P
−1.

定理 10.8.9 给出 y ∈ H× 使得 Ry = P ; 此外, 其证明还说明
Ri(θ) = Rcos( θ

2 )+sin( θ
2 )i .

所论的旋转 Ru(θ) 遂等于 Rx, 其中

x = y

(
cos
(
θ

2

)
+ sin

(
θ

2

)
i
)
y−1

= cos
(
θ

2

)
+ sin

(
θ

2

)
yiy−1,

然而 yiy−1 = Ry(i) = P (i) = u. 证毕.

练习 10.8.11 (范数 1的四元数与酉矩阵) 基于命题 10.8.7 对四元数的矩阵诠释, 满足
N(x) = 1 的 x ∈ H 对应到

Φ(x) =

z −w

w z

 , |z|2 + |w|2 = 1.
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说明这种矩阵正是满足 detA = 1 的酉矩阵 A ∈ M2×2(C).
提示 记 A 的第一列为 (z, w), 则 |z|2 + |w|2 = 1, 而第二列是与第一列正交的单

位向量, 由 detA 唯一确定.

习题
1. (有限维情形的 Bessel 不等式) 设 (V, (·|·)) 为复内积空间 (或内积空间), v1, . . . , vk 是其
中的一族单位正交向量 (k ∈ Z≥1). 对所有 v ∈ V , 证明

k∑
i=1

|(vi|v)|2 ≤ ‖v‖2,

等号成立当且仅当 v ∈ 〈v1, . . . , vk〉, 而且此时 v =
∑k
i=1(vi|v)vi.

2. 设 A ∈ Mn×n(C) 满足 †A = −A. 简记 1 := 1n×n. 说明 1 ± A 皆可逆, 而且
(1−A)(1+A)−1 是酉矩阵.

3. (酉上三角化) 设 A ∈ Mn×n(C). 证明存在酉矩阵 P ∈ Mn×n(C) 使得 P−1AP 为上三角
矩阵.
提示 上三角化定理 7.3.5 给出的 P 未必是酉矩阵; 对其列向量作 Gram–Schmidt 正
交化.

4. 对标准复内积空间 Cn 表述并证明推论 9.4.7 和练习 9.4.8 的相应版本.

5. 对 A ∈ Mm×n(C)验证 Tr
(†AA

)
=
∑
i,j |aij |

2,而且 (A,B) 7→ Tr
(†AB

)使Mm×n(C)
成为复内积空间; 请对有限维复内积空间之间的线性映射 T ∈ Hom(V,W ) 陈述相应的版
本. 这种内积又称有限维情形的 Hilbert–Schmidt 内积, 记为 (·|·)HS.

6. 设 V 和 W 为有限维复内积空间, T ∈ Hom(V,W ). 定义
‖T‖ := max

v:∥v∥V =1
‖Tv‖W ,

称为 T 的算子范数. 若取单位正交基将 V 和 W 等同于标准复内积空间, 则可见
{v : ‖v‖V = 1} 是紧集而 v 7→ ‖Tv‖W 是连续函数, 所以极值确实被取到.

(i) 说明 ‖tT‖ = |t| · ‖T‖ (其中 t ∈ C), ‖T1 + T2‖ ≤ ‖T1‖ + ‖T2‖ 以及 ‖T‖ = 0 ⇐⇒
T = 0.

(ii) 说明若 V
T
W

S
U 为有限维复内积空间之间的线性映射, 则 ‖ST‖ ≤ ‖S‖ · ‖T‖;

此外, ‖idV ‖ = 1.

(iii) 用上一道习题介绍的 (·|·)HS 定义 Hilbert–Schmidt 范数 ‖T‖HS :=
√

(T |T )HS =√
Tr (T ∗ T ). 说明对所有 T ∈ Hom(V,W ) 皆有

1√
dimV

‖T‖HS ≤ ‖T‖ ≤ ‖T‖HS.

提示 我们有 ‖T‖2 = max∥v∥V =1(Tv|Tv)W = max∥v∥V =1(T
∗ Tv|v)V ; 以命题

9.10.1 的复版本确定极大值, 用特征值表达.
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(iv) 对所有 T, T ′ ∈ Hom(V,W ) 定义

d1(T, T
′) := ‖T − T ′‖, d2(T, T

′) := ‖T − T ′‖HS,

说明两者都使 Hom(V,W ) 成为度量空间, 而且 Hom(V,W ) 的点列相对于 d1 和 d2

有相互等价的收敛性和极限概念. 说明 Cauchy 点列的概念对两种度量也是等价的.

(v) 承上, 说明若取 V = Cn 和 W = Cm 为标准复内积空间, 则 d2 对应到 Mm×n(C) =
Cmn 上的标准度量结构. 由此易见 Hom(V,W ) 完备, 亦即所有 Cauchy 点列皆
收敛.

7. 设 A ∈ Mn×n(C). 说明 ρ(A) ≤
∥∥Ak

∥∥1/k 对所有 k ∈ Z≥1 成立, ρ(A) 是谱半径, ‖A‖ 是
先前习题定义的算子范数 (相对于 Cn 的标准复内积).

8. (矩阵指数映射) 设 V 为有限维复内积空间.

(i) 对所有 T ∈ End(V ), 说明 eT :=
∑∞
k=0

Tk

k!
在 End(V ) 中收敛; 此处以上一道习题

引入的 d1 (或等价的 d2) 赋予 End(V ) 度量空间结构.
提示 用 d1 来考虑, 并且用 ‖Tn‖ ≤ ‖T‖n 将问题化约到 ∑

k
∥T∥k
k!
在 R 中的收

敛性.

(ii) 验证若 T1T2 = T2T1 则 eT1+T2 = eT1eT2 . 由此说明 e−T = (eT )−1.

(iii) 设 W 为有限维复内积空间, S : V
∼→ W 为复向量空间的同构, 验证 eSTS

−1

=

SeTS−1.

(iv) 证明 det(eT ) = eTr(T ). 提示 上三角化.

(v) 取 V = Cn 为标准复内积空间, 按此便能够定义关于矩阵 A ∈ Mn×n(C) 的指数函
数 eA. 设 t ∈ R. 说明 etA 的各个矩阵元都对 t 可微, 并且对各个矩阵元求导给出

d
dt e

tA = AetA.

指数映射的构造对有限维实内积空间当然也成立; 若 A ∈ Mn×n(R) 则 eA ∈ Mn×n(R).

9. 设 V 为实 (或复) 内积空间, 对可逆线性映射 T ∈ End(V ) 作极分解 T = RU , 其中 R 是
对应到正定双线性 (或半双线性) 形式的自伴算子, U 是正交 (或酉) 算子. 证明 T 是正规
算子当且仅当 RU = UR.
提示 可能需要以下辅助: 论证 R 可以表作 R2 的多项式.

10. 设 A,B ∈ Mn×n(R).

(i) 设 S ∈ Mn×n(R) 可逆而且有极分解 S = RV , 其中 R 对称正定, V 正交, 使得
AS = SB 而 tSA = B tS. 证明 AV = V B.
提示 证 AR2 = R2A 并回忆到 R 是 R2 = S tS 的多项式.

(ii) 说明若存在酉矩阵 U ∈ Mn×n(C) 使得 B = U−1AU , 则存在正交矩阵 V ∈
Mn×n(R) 使得 B = V −1AV .
提示 首先推导 AU = UB 和 tU A = B tU . 将 U 按实部和虚部分解为
U = C + iD. 对 s ∈ R 命 S = C + sD ∈ Mn×n(R), 说明除了有限个 s 它总是可
逆, 代入 (i) 以得出 V .
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412 第十章 复内积结构

11. 设 (V, (·|·)) 为有限维复内积空间, A,N ∈ End(V ) 而 N 为正规算子. 证明若 AN = NA

则 AN∗ = N∗A.
提示 先将问题归结为证 B := AN∗ −N∗A 满足 Tr(BB∗) = 0. 应用条件来论证

BB∗ = (AN∗ −N∗A)(N A∗ −A∗N) = (AN∗ −N∗A)N A∗ − (AN∗ −N∗A)A∗N

= N ((AN∗ −N∗A)A∗)− ((AN∗ −N∗A)A∗)N.

12. 承上题, 说明存在 f ∈ C[X] 使得 N∗ = f(N).
提示 选取单位正交基将 N 化为对角矩阵, 所求断言此时可以直接验证, 或者应用上题
结果连同第四章关于对易关系 “AB = BA” 的一道习题.

13. 设 V 为实内积空间, T ∈ End(V ) 为正规算子. 说明存在单位正交基使 T 表作分块对角

实矩阵, 其对角分块或者是 1× 1 的, 或者形如
a −b

b a

; 说明后者作用在 R2 上的几何

意义是 “旋转再伸缩”.

14. 考虑复内积空间 V 和 T ∈ End(V ).

(i) 说明若 V0 是 V 的 T -不变子空间, 则 V ⊥
0 是 T ∗-不变子空间. 这是引理 9.5.1 的简

单类比.

(ii) 仿照定理 9.5.2 的方法, 直接证明若 T ∗ = ±T , 则 T 可酉对角化; 换言之, 存在由特
征向量构成的单位正交基.

(iii) 证明若 T ′, T ′′ ∈ End(V ) 皆可酉对角化, 而且 T ′T ′′ = T ′′T ′, 则它们可以在同一个
单位正交基之下对角化.
提示 这是定理 7.5.3 的酉版本.

(iv) 由此重新证明正规算子的谱分解定理 10.4.1.
提示 用命题 10.1.15 化到 T ∗ = ±T 的情形.

15. (平方根的连续性) 设 (V, (·|·)) 为有限维复内积空间.

(i) 设 S, T ∈ End(V ) 皆为正定自伴的. 设 v ∈ V 是 √
S −

√
T 的特征向量, 特征值为

µ. 证明
((S − T )v | v) = µ

(
(
√
S +

√
T )v

∣∣∣ v) .
提示 利用自伴性质与 S − T = (

√
S −

√
T )

√
S +

√
T (

√
S −

√
T ).

(ii) 取 λ > 0 使得 S 和 T 的极小特征值都 ≥ λ. 证明算子范数的不等式 ‖
√
S −

√
T‖ ≤

∥S−T∥
2
√
λ

. 提示 以特征值描述自伴算子的算子范数.

(iii) 承上, 说明正定线性映射的平方根映射 T 7→
√
T 是连续的. 此处以 End(V ) 上的算

子范数或等价的 Hilbert–Schmidt 范数探讨连续性.

16. (极分解的连续性) 基于上一题的结果, 证明可逆线性映射的极分解 T = RU (定理 10.5.6)
中的 R 和 U 对 T 都是连续的. 类似结论当然也适用于实内积空间.

17. 说明若 A ∈ M2×2(R) 为正交矩阵, detA = −1, 则 A 是相对于 R2 中某条过原点直线的
镜射; 试由 A 具体地确定此直线.
提示 这是定理 10.6.6 的简单应用, 但请尝试从基本定义来证明.
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18. 命 H0 为纯四元数构成的空间. 对 q1, q2 ∈ H0 定义

q1 · q2 :=
−1

2
· (q1q2 + q2q1), q1 × q2 :=

1

2
(q1q2 − q2q1).

说明相对于标准同构 H0 ' R3, 它们分别对应到 R3 的标准内积 · 和叉积 ×.

19. (Rodrigues 旋转公式) 设 u = (u1, u2, u3) 为标准内积空间 R3 中的单位向量. 说明以 u

为转轴 (计方向), 转角为 θ 的旋转可以表作矩阵

13×3 + (sin θ)A+ (1− cos θ)A2, A :=


0 −u3 u2

u3 0 −u1

−u2 u1 0

 .

20. 记 SO(n) 为行列式为 1 的 n× n 正交实矩阵所成集合, 另记

so(n) := {A ∈ Mn×n(R) : tA+A = 0n×n}.

(i) 证明先前习题定义的矩阵指数映射 A 7→ eA 限制为满射 so(n)↠ SO(n).

(ii) 试阐明 (i) 与 Rodrigues 旋转公式的关联.

21. 记 O(n) 为 Rn 上的所有正交变换所成集合, 它是 Mn×n(R) 的子集, 因此也具有度量空间
的结构. 对于所有 A,B ∈ O(n), 说明以下陈述等价:

(i) 存在连续映射 γ : [0, 1] → O(n) 使得 γ(0) = A 而 γ(1) = B;

(ii) detA = detB.

按照数学分析的语言, 这相当于说 O(n) 有两个连通分支, 由行列式区分.
提示 重点是说明若 detA = 1, 则存在 γ 使得 γ(0) = A 而 γ(1) = 1n×n. 定理 10.6.6
将此化到 n = 2 情形.

22. 接续上题理路,记 GL(n,R)为所有 n×n可逆矩阵所成集合. 对于所有 A,B ∈ GL(n,R),
说明以下陈述等价:

(i) 存在连续映射 γ : [0, 1] → O(n) 使得 γ(0) = A 而 γ(1) = B;

(ii) sgn(detA) = sgn(detB).

试由此说明练习 5.4.11 对定向的定义合理: 两组有序基同定向当且仅当它们可以连续地
相互过渡.
提示 可应用推论 9.4.7 和练习 9.4.8 化到 O(n) 的情形.

23. (A. Hurwitz) 定义四元数环 H 的子集

O :=

{
a+ bi + cj + dk

2
∈ H : a, b, c, d ∈ Z同奇或同偶

}
= Z

(
1 + i + j + k

2

)
+ Zi + Zj + Zk.

验证 O 是 H 的子环, 而且 q ∈ O =⇒ q ∈ O.
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24. 说明 q ∈ O 蕴涵 N(q) := qq ∈ Z, 而且 q ∈ O× 当且仅当 N(q) = 1.

25. (环 O 的左带余除法) 设 a, b ∈ O 而 b 6= 0. 说明存在 q ∈ O 使得 N(a− qb) < N(b).
提示 先处理 b ∈ Z≥1 的情形. 对于一般情形,说明存在 q ∈ O 使得 N(ab−qbb) < N(bb),
由此推导 N(a− qb) < N(b).

26. 设 p 为奇素数. 记 Op := {qp : q ∈ O}. 证明存在 x ∈ O 使得 x /∈ Op 而 p | N(x).
提示 一道第三章的习题说明存在 a, b ∈ Z 使得 p | a2 + b2 + 1.

27. 若子集 M ⊂ O 非空, 对加法封闭, 而且 q ∈ O 和 x ∈ M 蕴涵 qx ∈ M , 则称 M 为 O 的
左理想.

(i) 说明所有左理想都形如 Oy, 其中 y ∈ O.

(ii) 设 p 为奇素数, 以先前的结果说明存在左理想 M 使得 Op ⊊M ⊊ O.
提示 取 x /∈ Op 使得 p | N(x). 取 M := Op+Ox = {q1p+ q2x : q1, q2 ∈ O}, 然
后用范数和简单的同余来说明 1 /∈M .

(iii) 仍设 p 为奇素数. 说明存在 r, s ∈ O, 它们不是环 O 的可逆元, 而且 p = rs.
提示 将 (ii) 的 M 表为 Or 的形式.

28. (Lagrange 四平方和定理)

(i) 证明所有奇素数 p 都能表为 x2 + y2 + z2 + w2 的形式, 其中 x, y, z, w ∈ Z.
提示 取 r, s ∈ O ∖O× 使得 p = rs. 先说明 N(r) = N(s) = p, 因此存在同奇或同
偶的整数 a, b, c, d 使得 4p = a2 + b2 + c2 + d2. 若它们同偶则收工, 否则考虑 a± b

2

和 c± d

2
将 2p 表为四平方和, 然后继续讨论奇偶性来表达 p.

(ii) 证明所有非负整数都能表为 x2 + y2 + z2 + w2 的形式, 其中 x, y, z, w ∈ Z.
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所谓的群 (定义 11.1.1), 简言之是带有记为乘法的二元运算 G×G→ G 的非空集
G, 条件是 (a) 结合律 (xy)z = x(yz) 成立, (b) 存在幺元 1G 或简记为 1, 而且 (c) 每个
g ∈ G 都有乘法逆元 g−1. 对于先前接触过的种种数学结构, 其间的 “自同构” 在合成
运算之下总是成群. 以下是一部分重要例子.

? 设 V 为域 F 上的向量空间, 则 V 的全体自同构成群 GL(V ), 称为 V 上的一般
线性群; 基于矩阵和线性变换之间的对应, 取 V = Fn 可见 F 上的全体 n× n 可
逆矩阵对乘法也成群, 记为 GL(n, F ).

? 标准实内积空间 Rn 上的正交变换构成 GL(n,R) 的子群 O(n), 称为正交群; 其中
行列式为 1 的元素构成子群 SO(n), 称为特殊正交群. 对于 n = 3 的情形, SO(3)

便是空间中的旋转变换群, 它有清晰的几何意义.

? 考虑不带额外结构的非空有限集, 不妨取作 {1, . . . , n}, 则它的 “自同构” 是行列
式理论中见过的 n 个元素的置换, 对应的群称为对称群或置换群, 记为 Sn.

因此, 群的见地捕捉了结构的 “对称性”, 提供理解许多数学问题的钥匙. 由这些例子可
以看出群的二元运算一般并不交换; 在交换的情形, 常将群的运算记为加法.
除了结构的对称性, 代数结构本身往往也搭建在群上, 例如环和向量空间的元素对

加法成群, 域 F 的非零元对乘法成群 F×. 由此观之, 群是比环和向量空间更基础的代
数结构; 如将定义进一步放宽, 还能得到幺半群和半群的概念 (定义 11.1.5). 详细的定
义和讨论见诸 §11.1.
我们在 §11.2 继续研究保持群结构的映射. 若映射 f : G → G′ 满足恒等式

f(xy) = f(x)f(y), 则称之为群同态; 可以证明同态自动保持幺元和逆元. 可逆的群同态
称为群同构. 相互同构的群具有完全相同的群论性质, 可以等量齐观.

最简单的群是 §11.3 探讨的循环群, 无穷循环群同构于整数的加法群 (Z,+), 有限
循环群则同构于 mod n 同余类的加法群 (Z/nZ,+). 循环群及其子群有完整分类.
群 G 对子群 H 的左或右陪集是群论中另一个基本概念, 见 §11.4, 它们自然地将

G 分解为等价类; 关于陪集个数 (G : H) 的 Lagrange 定理 11.4.6 是算术性质在有限群
论中的初步应用. 由之易推得元素 σ 的阶 ord(σ) (定义 11.4.9) 恒整除 |G|.

陪集分解是群作用下的轨道分解的特例, 详阅 §§11.5–11.6. 如同之前所见, 群的许
多实例都是通过它们在其它结构 (例如向量空间或有限集) 上的作用呈现的. 群作用之
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下的轨道 (定义 11.5.3) 等同于稳定化子群的陪集; 轨道分解因而与一些计数问题相联
系, 如 (11.5.1) 与命题 11.5.10. 反过来看, 作用也有助于澄清群本身的结构; 给定素数
p, 著名的应用包括断言 p-群中心非平凡的命题 11.6.4, 断言 p 阶元存在的 Cauchy 定
理 11.6.5, 以及关于 Sylow p-子群 (定义 11.6.6) 的三个 Sylow 定理. 本书对 Sylow 三
定理述而不证, 仅提供配套的习题和参考文献.

为了从实例阐释轨道分解, 考虑置换 σ ∈ Sn 生成的子群 〈σ〉, 我们将在 §11.7 明确
{1, . . . , n} 在 〈σ〉 作用下的轨道, 从而推导 σ 的循环分解, 这是研究置换的有力工具.
历史上, 置换的早期研究与高次方程理论息息相关. 基于群论语言, §11.8 将粗略介绍称
为 Lagrange 预解式的经典技术, 由之能推导不超过四次方程的公式解. 预解式在现代
域论中仍有作用.

高次方程的研究是群论初创时期的主要背景, 在其先驱 É. Galois 引入的许多基本
概念中, 正规子群是荦荦大者; 虽然这一概念受方程理论启发, 但 §11.9 选择从抽象视
角引入正规子群的定义 11.9.1, 然后将它与商群的构造 (定义–命题 11.9.10) 绑定. 这些
思路与向量空间 (或环) 对子空间 (或理想) 取商有相通之处. 该节后半部将介绍关于群
的几个同态定理.

除了 G 本身和 {1} 再无其它正规子群的非平凡群 G 称为单群 (定义 11.9.2); 不难
证明交换单群只有素数阶循环群 Z/pZ, 非交换情形则远为复杂. 本章习题有更多关于
单群的例子.

从既有的群 N 和 H 构造新群, 或反向分解大群的一种技术是 §11.10 介绍的半直
积 N ⋊φH, 而直积 N ×H 不过是其特例. 半直积的实例是例 11.10.5 介绍的二面体群
D2n, 它们是平面上正 n 边形的对称群.

再向上一维, 空间中的正多面体及其对称性是 §11.11 的主题. 我们将回顾或勾
勒五种正多面体的分类, 然后在定理 11.11.6 确定其旋转对称群. 在此基础上, 定理
11.11.7 将进一步分类 SO(3) 的有限子群: 精确到共轭, 它们是有限循环群, 二面体群,
以及正多面体的三种旋转对称群. 几何与代数在此体现了优美的交融.

阅读提示
本章是基于群论在全书中的角色而设计的, 和其它代数类教材相比不无遗漏: 例
如本章对有限群着墨甚少, 而群的许多重要性质也被移入习题. 对此可以参考
[10, 第四章] 或任一本关于抽象代数的教材来补足. 此外, 本章 §11.11 关于正多
面体的讨论基于几何直观, 许多论证只作勾勒, 以避免非必要的麻烦; 严谨理论
可参考第十四章的相关内容.
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阅读顺序
§11.1 §11.2 §11.3 §11.4 §11.5 §11.6

§11.7 §11.8§11.9

§11.10 §11.11

11.1 群的基本定义
从我们提出解方程, 特别是解线性方程组的问题以来, 经过矩阵, 向量空间, 行列

式, 内积空间乃至于四元数的一系列移步换影, 种种数学结构的对称性渐次呈现. 对称
性的突出例子包括:

? 向量空间 V 的自同构;

? 集合 X 上的置换;

? 实内积空间 (V, (·|·)) 的正交变换;

? 复内积空间 (W, (·|·)) 的酉变换;

? 三维空间 R3 的旋转.

这些操作尽管面貌各异, 总归都具有乘法与取逆的运算, 并且带有对乘法不起作用的
幺元.

在上述例子中, 探讨的总是某个集合到自身的特定双射, 而乘法操作无非是映射作
合成, 取逆则是对双射取逆. 另一方面, 我们也遇见不少带有类似操作, 却不与映射直接
相关的数学对象, 例如:

? 环 R 的可逆元;

? 域 F 上的 n× n 可逆矩阵;

? 满足 N(q) = 1 的四元数 q;

对应的运算取作各自的乘法, 仍服从结合律等诸般性质. 尽管这些数学对象有时可以诠
释为双射 (例如可逆矩阵作为线性双射), 但是在推导中起作用的经常只是形式化的运
算规则, 执着于映射观点反而容易自缚手脚.
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418 第十一章 群的概念

在这一切实例中, 共通的核心是二元运算, 幺元和取逆. 一旦熟识这些数学结构, 关
于 “群” 的概念便已箭在弦上, 不得不发了.

定义 11.1.1 (群) 所谓的群, 是指资料 (G, ·), 其中 G 是非空集, 而 · : G×G→ G 是满
足以下条件的二元运算, 称为群的乘法.

▷ 结合律 (x · y) · z = x · (y · z) 对所有 x, y, z ∈ G 成立, 故今后乘法可以省略括号.

▷ 幺元 存在 1G ∈ G 使得 1G · x = x = x · 1G 对所有 x ∈ G 成立.

▷ 逆元 对所有 x ∈ G, 存在 x−1 ∈ G 使得 x · x−1 = 1G = x−1 · x.

不致混淆时, 我们也将群的资料 (G, ·) 简写为 G.
如果群 G 的乘法满足交换律 xy = yx, 则称 G 为交换群或 Abel 群.

二元运算 · 经常称为 G 的乘法, 按 xy = x · y 的方式简记; 1G 称为 G 的幺元, x−1

则称为元素 x 的逆.

? 上述定义中的幺元 1G 是唯一的: 设若 1G, 1
′
G ∈ G 都满足幺元的性质, 则

1G = 1G1
′
G = 1′G.

不致混淆时, G 的幺元 1G 常简写为 1.

? 逆元的存在性立刻导致乘法消去律: 对所有 x, y, z ∈ G 皆有

xy = xz =⇒ y = z,

yx = zx =⇒ y = z.

以第一式为例, 两边同时左乘以 x 的某个逆元 x−1 并应用结合律可得

y = 1Gy = x−1xy = x−1xz = 1Gz = z.

对于第二式, 改为右乘以 x−1 即可.

? 每个元素 x ∈ G 的逆元 x−1 也是唯一的: 设 y 和 z 都具有 x−1 所需的性质, 则
对 xy = 1G = xz 应用乘法消去律可得 y = z.

? 若 x, y ∈ G, 则有
(xy)−1 = y−1x−1,

这是因为 y−1x−1xy = y−1y = 1G 而 xyy−1x−1 = xx−1 = 1G, 故 y−1x−1 确实
符合逆元的条件.

? 最简单的群是仅有一个元素 1 的群, 其乘法当然是 1 · 1 = 1, 称之为平凡群.
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类似技巧在 §3.1 探讨环和 §4.2 探讨向量空间时已经出现, 此处的形式更为纯粹,
因为群只涉及一种二元运算, 而环或向量空间涉及两种 (加法与乘法).

定义 11.1.2 群 G 作为集合的基数 |G| 称为其阶数.

基于熟悉的思路, 可以并且应当考虑在群运算之下保持封闭的子结构.

定义 11.1.3 设 G 为群, 而 H 为 G 的子集. 如果

(i) 1G ∈ H,

(ii) 对乘法封闭: 若 x, y ∈ H 则 xy ∈ H,

(iii) 对取逆封闭: 若 x ∈ H 则 x−1 ∈ H,

则称 H 为 G 的子群; 此时 (H, ·) 也是群, 以 1H := 1G 为其幺元.

群 G 有当然的子群 G 和 {1}, 我们称 {1} 为平凡子群; 满足 H ⊊ G 的子群称为
真子群. 任意一族子群的交仍是子群.

例 11.1.4 (群的中心) 对任意群 G, 定义

ZG := {z ∈ G : ∀g ∈ G, zg = gz} .

这是 G 的子群: 显然 1G ∈ ZG, 其乘法封闭性来自 z1, z2 ∈ ZG =⇒ z1z2g = z1gz2 =

gz1z2; 最后, zg = gz 等价于 gz−1 = z−1g, 由此可得取逆封闭性. 我们称 ZG 为 G 的
中心; G 交换等价于 ZG = G.

定义 11.1.5 (半群与幺半群) 倘若在定义 11.1.1 中只要求结合律成立, 则对应的代数结
构称为半群; 倘若只要求结合律和幺元存在, 则对应的代数结构称为幺半群. 乘法运算
满足交换律的半群或幺半群仍称为交换的.

基于熟悉的论证, 幺半群的幺元依然唯一. 因此幺半群是有幺元的半群, 而群是所
有元素皆有逆的幺半群. 不难猜出子幺半群的合理定义: 若 M 为幺半群, 则子幺半群
意谓包含幺元的乘法封闭子集.

在幺半群中, 我们可以对任意元素 x 和 n ∈ Z≥0 定义

xn := x · · ·x
n 项

, 特例 x0 := 1;

在群中则可以进一步对 n ∈ Z<0 定义

xn :=
(
x|n|

)−1

=
(
x−1

)|n|
.

无论哪种情况, 上述记法都满足

xm+n = xmxn, xmn = (xm)n, x−n = (x−1)n = (xn)−1.
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420 第十一章 群的概念

练习 11.1.6 设 G 为群, 定义二元运算 ·op : G×G→ G 为 x ·op y := y · x. 说明 G 对
·op 仍是群, 称为 G 的相反群, 对应的结构记为 Gop. 说明 G 交换等价于 G = Gop. 这
套构造对幺半群或半群同样适用.

提示 群的公理左右对称.

练习 11.1.7 设 H 为群 G 的子群, g ∈ G. 验证

gHg−1 :=
{
ghg−1 : h ∈ H

}
是 G 的子群, 称为 H 对 g 的共轭子群.

例 11.1.8 (对称群) 非空集 X 上的全体置换 (定义 5.1.1) 构成对称群 SX , 又称置换
群: 它的二元运算是双射的合成 (σ1, σ2) 7→ σ1σ2 := σ1 ◦ σ2, 幺元是恒等映射 idX , 而
σ ∈ SX 的逆元无非是它作为双射的逆映射. 所需的结合律等性质全部归结为映射的基
本操作.

对于 n ∈ Z≥1, 群 Sn := S{1,...,n} 也称为 n 元对称群或置换群, 它有 n! 个元素.
行列式的研究中已经广泛运用 Sn 的群结构.

例 11.1.9 (交错群) 全体偶置换 (见定义 5.1.12 及其后讨论) 构成 Sn 的子集, 记为
An, 它是 Sn 的子群, 称为 n 元交错群: 首先, 恒等 id 当然是偶置换; 若 σ1, σ2 ∈ An

则 sgn(σ1σ2) = sgn(σ1) sgn(σ2) = 1 蕴涵乘法封闭性; 最后, σ ∈ An 蕴涵 sgn(σ−1) =

sgn(σ)−1 = 1.

例 11.1.10 (一般线性群) 设 V 为域 F 上的向量空间, 则 V 的所有自同构 T : V
∼→ V

构成集合 GL(V ), 它对线性映射的合成运算成群. 这是合理的, 因为同构的合成仍是同
构, 结合律一眼可见. 群 GL(V ) 以恒等自同构为 idV 为幺元, 而 T ∈ GL(V ) 的逆元是
逆同构 T−1.

矩阵情形自然是类似的, 相当于在上述讨论中取 V = Fn. 所有 n× n 可逆矩阵构
成集合 GL(n, F ), 它对矩阵乘法成群, 以 1n×n 为幺元, 而 A ∈ GL(n, F ) 的逆元是逆
矩阵 A−1. 一切都是矩阵运算的简单推论. 这些群称为域 F 上的一般线性群.

例 11.1.11 (特殊线性群) 承继上一则例子, 设 V 是有限维的, 命

SL(V ) := {T ∈ GL(V ) : detT = 1},

则 SL(V ) 是 GL(V ) 的子群, 这是因为 det(idV ) = 1 而 det(T1T2) = det(T1) det(T2),
det(T−1) = det(T )−1.

与此类似, SL(n, F ) := {A ∈ GL(n, F ) : detA = 1} 也是 GL(n, F ) 的子群. 这些
群称为域 F 上的特殊线性群.

例 11.1.12 (正交群与特殊正交群) 有限维实内积空间 (V, (·|·)) 的所有自同构成群, 称
为 (V, (·|·))的正交群,这是GL(V )的子群,记为O(V ). 另外记 SO(V ) := O(V )∩SL(V ),
称之为特殊正交群.
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对于标准实内积空间 Rn,习惯将对应的群记为 O(n)与 SO(n),它们都是 GL(n,R)
的子群. 留意到 SO(2) 由平面上的旋转组成, 这是交换群. 另一方面 SO(3) 则由空间中
的旋转组成, 它的结构相对复杂得多.

例 11.1.13 (辛群) 设 F 为满足 char(F ) 6= 2 的域, n ∈ Z≥1. 对 F 上的辛空间 (V,B)

(即: V 是有限维 F -向量空间, B : V × V → F 是非退化反对称双线性形式), 命

Sp(V ) = Sp(V,B) := {g ∈ GL(V ) : ∀x, y ∈ V, B(gx, gy) = B(x, y)} ;

熟悉的论证表明 Sp(V ) 是 GL(V ) 的子群, 称为辛群.

例 11.1.14 (酉群与特殊酉群) 基于完全类似的思路, 有限维复内积空间 (W, (·|·)) 的
所有自同构也成群, 称为 (W, (·|·)) 的酉群 U(W ), 这是 GL(W ) 的子群. 另外记
SU(W ) := U(W ) ∩ SL(W ), 称之为特殊酉群. 对于标准复内积空间 Cn, 习惯将对应的
群记为 U(n) 和 SU(n), 它们是 GL(n,C) 的子群.

对于以上几种群, 我们早已身经百战, 明白乘法一般并不交换. 另一方面, 交换群同
样是数学的常客.

例 11.1.15 (整数加法群和同余加法群) 整数集 Z 对加法运算 + : Z × Z → Z 成交换
群, 小学算术表明它以 0 为其幺元, 而 n ∈ Z 对加法的逆元是 −n.
进一步, 对任意整数 n, 定义 2.8.2 介绍的

Z/nZ := {整数 mod n的同余类}

对同余类加法也成为群; 若 n = 0, 此群无非是 Z, 否则它是 |n| 阶有限群.

事实上, 我们知道 Z/nZ 具有环结构, 前一则例子因而是以下一般构造的特例.

例 11.1.16 (环的加法群) 设 R 为环, 则它对环的加法运算 + : R × R → R 成交换群,
以环的零元 0R 为其幺元, 而 r ∈ R 对加法的逆元是 −r.

例 11.1.17 (环的可逆元群) 环 R 对乘法不构成群, 它只是幺半群, 以 1R 为幺元, 这是
因为非零环总有不可逆元 (例如零元 0R). 若只看可逆元子集 R×, 则 R× 对乘法成群.
譬如矩阵环 Mn×n(F ) 的可逆元群正是 GL(n, F ).
由此观之, 尽管幺半群和群在本书中出现的顺序晚于环, 它们却是比环更基础的结

构, 而环是搭建在同一个集合 R 上的交换群结构 (R,+) 与幺半群结构 (R, ·) 的综合,
以乘法对加法的分配律为纽带.

受以上两种加法群的例子启发, 以下术语显得自然而合理.

约定 11.1.18 (加法群) 对于交换群 A, 有时会将 A 的二元运算记为加法 +, 将 A 的幺
元记为 0A 或 0, 将元素 a ∈ A 对加法的逆元记为 −a. 这时我们称 A 为加法群以资
区分.
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在加法群中, 当 n ∈ Z≥0 时记 na := a+ · · ·+ a

n 项

, 记 (−n)a := −(na); 这些规定隐

含 0 · a := 0A.

加法群的倍数运算也具有以下标准性质
(m+ n)a = ma+ na, (−n)a = −(na) = n(−a), m(na) = (mn)a;

此外 m(a1 + a2) = ma1 +ma2, 这是加法交换性的体现.

注记 11.1.19 容易确定加法群 (Z,+) 的所有子群: 以下说明它们都能写作 dZ 的形式,
d ∈ Z≥0. 这是 Z 特有的性质.

首先, 子群 A ⊂ Z 的条件一方面要求 A 对加法封闭, 因而所有 a ∈ A 都满足

n ∈ Z≥0 =⇒ na = a+ · · ·+ a ∈ A.

另一方面, 取逆封闭性蕴涵 −a ∈ A, 故

n ∈ Z<0 =⇒ na = (−|n|)a = |n|(−a).

因此 A 对取任意倍数封闭. 代入引理 2.7.2 可知存在唯一的 d ∈ Z≥0 使得 A = dZ.

关于群的另一则重要观念是任意子集在运算之下生成的子结构.

定义 11.1.20 设 G 为群, S 为 G 的子集. 定义 〈S〉 为所有形如 sa11 · · · samm 的元素构
成的子集, 其中 m ∈ Z≥0, si ∈ S 而 ai ∈ Z; 对应到 m = 0 的 “空乘积” 理解为 1.
上述定义导致 〈S〉 含 1 并且对乘法和取逆封闭, 从而是 G 的子群, 称之为 S 生成

的子群. 特例 〈∅〉 应当理解为平凡子群 {1}.

容易看出 〈S〉 是包含 S 的最小子群: G 的任何子群若包含 S, 则包含所有形如
sa11 · · · samm 的元素, 故包含 〈S〉. 特别地, 〈∅〉 := {1} 是完全合理的.
对于 S 为有限集 {s1, . . . , sm} 的情形, 我们沿用 〈S〉 = 〈s1, . . . , sm〉 的方便记法.

若 G = 〈S〉 则称 S 生成 G, 或称 S 是 G 的一族生成元. 如果 G 能由某个有限子集生
成, 则称 G 为有限生成的.
在 §4.4 关于线性组合的讨论中, 对向量空间的子集张成的子空间采用了相同符号,

它们的理路相通.

例 11.1.21 对称群 Sn 由单对换 s1, . . . , sn−1 生成, 此处 si := (i i + 1); 这是命题
5.1.8 的一部分内容.

从已有的群构造新群的一种方法是取它们作为集合的积, 然后赋予它自然的群
结构.

定义–命题 11.1.22 (群的直积) 设 (Gi)i∈I 为一族群, 其中 I 是非空集. 在集合的积∏
i∈I Gi (见 (2.3.1)) 上定义二元运算

(xi)i∈I · (yi)i∈I := (xiyi)i∈I .
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这使得
∏
i∈I Gi 成为群, 其幺元是 (1Gi

)i∈I , 而 (xi)
−1
i∈I =

(
x−1
i

)
i∈I .

对于所有 Gi 取为同一个群 G 的情形, 相应的直积记为 GI .

群论公理的验证毫无困难; 简言之, 一切都化到每个 Gi 上的分量来检查. 有限多
个群的乘积也写作诸如 G1 ×G2 × · · · 或 Gn 的形式. 不难想象, 直积的顺序应该不影
响群结构, 亦即 G1 × (G2 × G3) 和 (G1 × G2) × G3 应当等同; 这种 “等同” 的严格意
涵需要同构的概念来表述, 待 §11.2 处理.

练习 11.1.23 以 (5.1.3) 的表法定义 S4 的元素

σ :=

1 2 3 4

2 1 4 3

 , τ :=

1 2 3 4

3 4 1 2

 .

计算置换 σ2, τ2, στ 和 τσ, 并说明

V := {id, σ, τ, στ}

是 S4 的交换子群. 群 V = 〈σ, τ〉 又称为 Klein 4-群. 具体写下 V 的 4× 4 乘法表.

11.2 同态与同构
群是一种代数结构. 保结构的映射是代数学的主角之一, 譬如环同态之于环, 或者

线性映射之于向量空间. 对于群的例子, 相应的映射称为群同态.

定义 11.2.1 设 f : G→ G′ 为群之间的映射. 当以下条件成立时, 称 f 为群同态, 或简
称为同态:

f(xy) = f(x)f(y), x, y ∈ G.

群同态的合成显然仍是群同态.
这一切与环同态的定义 3.2.1 颇为相似, 但又有些微差异.

? 定义未要求 f 保持幺元, 因为这是自动的: 我们有 f(1G)1G′ = f(1G) =

f(1G1G) = f(1G)f(1G), 对此应用群 G′ 的乘法消去律, 即得 f(1G) = 1G′ .

? 由此可知同态 f 也自动保逆: 我们有

f(x−1)f(x) = f(x−1x) = f(1G) = f(xx−1) = f(x)f(x−1),

而且已知 f(1G) = 1G′ , 故 f(x−1) = f(x)−1.

注记 11.2.2 对于定义 11.1.5 介绍的半群和幺半群也有同态的概念.

? 如果 f : S → S′ 是半群之间的映射, 满足恒等式 f(xy) = f(x)f(y), 则称 f 为半
群同态.
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? 如果 f : M → M ′ 是幺半群之间的映射, 满足恒等式 f(xy) = f(x)f(y) 和
f(1M ) = 1M ′ , 其中 1M 和 1M ′ 分别是 M 和 M ′ 的幺元, 则称 f 为幺半群同态.

相较于群的版本, 条件 f(1M ) = 1M ′ 对于幺半群必需另加, 这是因为幺半群未必有乘法
消去律, 此前关于 f(1G) = 1G′ 的论证不再适用.

例 11.2.3 设 H 为 G 的子群, 则由 ι(h) = h 确定的包含映射 ι : H → G 是群同态.

对于一般的群同态 f : G → G′, 像集 im(f) 是 G′ 的子群: 这是群同态保持乘法,
幺元和逆元的直接结论. 当 f 是单射时, 由于两边的群结构匹配, 将 G 通过 f 视同 G′

的子群往往是方便的, f 则相应地等同于包含映射.
另一方面, 若 H ′ ⊂ G′ 为子群, 则也容易验证逆像 f−1(H ′) 为 G 的子群.

例 11.2.4 集合 {±1} 对乘法成群. 设 n ∈ Z≥1. 定义–命题 5.1.11 的映射 sgn : Sn →
{±1} 是群同态.

例 11.2.5 设 F 为域, n ∈ Z≥1. 考虑群 F 的可逆元群 F×. 行列式的乘性说明
det : GL(n, F )→ F× 是群同态. 如果容许不可逆元, 则 det : Mn×n(F )→ F 是幺半群
同态, 此处幺半群的运算仍取为乘法.

例 11.2.6 考虑一族群 (Gi)i∈I , 其中 I 是非空集. 取群的直积
∏
i∈I Gi. 对所有 j ∈ I

定义映射

pj :
∏
i∈I

Gi → Gj

(gi)i∈I 7→ gj .

从群直积的定义可见 pj 保乘法 (请验证), 因而是群同态, 称为直积的第 j 个投影同态.
反观之, 容易证明

∏
i∈I Gi 上的群结构是使每个映射 pj 都成为群同态的唯一选择.

定义 11.2.7 设 f : G → G′ 为群同态. 如果存在群同态 g : G′ → G 使得 gf = idG 而
fg = idG′ , 则称 f 为群同构, 简称同构, 而 g 为 f 的逆. 此时我们也说 G 和 G′ 同构.

群 G 的恒等映射 idG 是同构的平凡例子. 同构的合成依然是同构. 从 G 映到其自
身的同构称为 G 的自同构.
条件 gf = idG 和 fg = idG′ 表明 g 作为映射是 f 的逆, 因而 f 和 g 都是双射. 我

们有以下的事实.

命题 11.2.8 设 f : G→ G′ 为群同态. 如果 f 是集合之间的双射, 则 f 是群同构.

证明 类似的陈述已在环和向量空间的场合见过. 群的情形更简单. 关键是证 f 的逆
映射 f−1 也是同态. 对 f(xy) = f(x)f(y) 两边取 f−1, 并且记 u = f(x), v = f(y), 即
得 f−1(u)f−1(v) = f−1(uv).
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现在可以顾名思义: 两个群同构相当于说两者的元素能通过一个双射来对应, 而且
群的运算也在双射之下对应. 它们的元素名异实同, 是结构相同的群.

约定 11.2.9 设 G 和 G′ 为群. 今后以符号 f : G
∼→ G′ 代表映射 f : G → G′ 是群同

构. 在不必指明 f 的场合, 我们也以符号 G ' G′ 代表群 G 和 G′ 同构.

无需赘言, 对幺半群或半群也有同构的概念, 而且上述结果依然成立, 惯例依然
适用.

练习 11.2.10 验证 GL(2,Q) 的子集

V ′ :=

12×2,

1 0

0 −1

 ,

−1 0

0 1

 ,

−1 0

0 −1


是子群. 写下乘法表以说明 V ′ 和练习 11.1.23 的群 V 以及 Z/2Z×Z/2Z 相互同构. 试
确定它们是否和 Z/4Z 同构.

练习 11.2.11 设 G1, G2, G3 为群. 验证以下两个双射

(G1 ×G2)×G3 G1 ×G2 ×G3 G1 × (G2 ×G3)

((g1, g2), g3) (g1, g2, g3) (g1, (g2, g3))

1:1 1:1

皆是群同构.

练习 11.2.12 对群 G 和 g ∈ G, 以 Adg(x) = gxg−1 定义映射 Adg : G→ G. 说明:

(i) Adg 是群 G 的自同构;

(ii) Adg = idG 等价于 gh = hg 对所有 h ∈ G 成立, 等价于 g ∈ ZG, 因此 G 是交换
群当且仅当 Adg = idG 恒成立;

(iii) Adg Adh = Adgh 而 (Adg)−1 = Adg−1 .

这种自同构称为 G 的内自同构, 类似构造在矩阵或线性映射的研究中早已司空见惯.
若将 G 的所有自同构作成群 Aut(G), 二元运算取作同构的合成, 则 g 7→ Adg 给出群
同态 Ad : G→ Aut(G).

推而广之, 一切代数结构 (群, 环, 向量空间) X 的自同构都成群, 记为 Aut(X); 对
于无结构的集合 X, 对应的自同构便是惯常记为 SX 的对称群.
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11.3 循环群
本节介绍最为简单的一类群, 称为循环群, 并且在同构意义下予以分类.

定义 11.3.1 能由单个元素生成的群称为循环群.

换言之, G 是循环群当且仅当存在 σ ∈ G 使得 G = 〈σ〉, 或者说 G 的一切元素都
能写作 σk 之形, 其中 k ∈ Z. 循环群的初步例子是 Z/nZ, 其中 n ∈ Z≥0; 留意到 n = 0

给出 Z. 它们实际上穷尽了所有循环群.

命题 11.3.2 设 G 为循环群, 由元素 σ 生成.

? 若 G 无穷, 则有同构 Z ∼→ G, 映 k 为 σk;

? 若 G 有限, 记 n := |G|, 则有同构 Z/nZ ∼→ G, 映 k + nZ 为 σk.

在有限的情形, |G| = min{k ∈ Z≥1 : σk = 1}.

证明 无论哪种情形, 总有满射 Z → G, 映 k 为 σk. 由于 σk+k
′
= σkσk

′ , 这还是从加
法群 Z 到 G 的满同态. 以下分两种情况讨论.

若 Z→ G 是单的, 则它是群同构; 特别地, 此时 G 无穷.
以下设 Z→ G 非单, 因此存在 i < j 使得 σi = σj , 从而 σj−i = 1. 现在可以合理

地定义
n := min

{
k ∈ Z≥1 : σk = 1

}
.

因为 σn = 1, 元素 g = σk 只和 k 的 mod n同余类 k+nZ相关. 现在说明 k+nZ
由 g 唯一确定: 若有 0 ≤ k ≤ h < n 使得 σk = σh, 则 σh−k = 1 而 0 ≤ h− k < n, 故
n 的选法蕴涵 h = k.

综上可得双射 Z/nZ→ G,映 k+nZ为 σk. 由于 σk+k
′
= σkσk

′ 而 (k+k′)+nZ =

(k + nZ) + (k′ + nZ). 它实则是群同构. 特别地, 此时 |G| = n 有限.

进一步, 不同的 n ∈ Z≥0 给出的循环群 Z/nZ 互不同构, 缘由很简单: 它们作为集
合的大小不同.

循环群的研究因此化约到 Z/nZ 的研究, n ∈ Z≥0. 我们可以进一步明确这些群的
生成元.

命题 11.3.3 设 n 为非零整数, 则同余类 a+ nZ 生成加法群 Z/nZ 当且仅当整数 a 与
n 互素.

证明 已知 1 + nZ 生成 Z/nZ, 因此 a+ nZ 生成 Z/nZ 当且仅当 1 + nZ ∈ 〈a+ nZ〉,
而这又等价于存在 x ∈ Z 使得 ax ≡ 1 (mod n). 然而此同余方程有解的充要条件已知
是 gcd(a, n) = 1.
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推论 11.3.4 设 G 是有限循环群, n := |G|, 则 G 的生成元个数为 ϕ(n), 其中 ϕ 是
Euler 函数.

证明 不失一般性, 可设 G = Z/nZ. 回忆到 ϕ(n) 是集合 {1 ≤ a ≤ n : gcd(a, n) = 1}
的元素个数, 而 {1, . . . , n} 又是 Z/nZ 在 Z 中的一族代表元. 代入命题 11.3.3.

11.4 陪集分解
考虑群 G 的子群 H 和 x, y ∈ G.

? 若存在 h ∈ H 使得 x = hy, 则记为 x ∼左 y;

? 若存在 h ∈ H 使得 x = yh, 则记为 x ∼右 y.

引理 11.4.1 以上定义的 ∼左 和 ∼右 都是 G 上的等价关系.

证明 左右两种版本的论证相同, 以下只论 ∼左. 首先, 反身性 x ∼左 x 源于 x = 1 · x
和 1 ∈ H. 其次, 若存在 h ∈ H 使得 x = hy, 则 y = h−1hy = h−1x 而 h−1 ∈ H, 故对
称性成立. 设 x = hy 而 y = h′z, 其中 h, h′ ∈ H, 则 x = hh′z 而 hh′ ∈ H, 故传递性
成立.

任何等价关系都将集合划分为等价类. 对所有 g ∈ G, 定义 G 的子集

Hg := {hg : h ∈ H} , gH := {gh : h ∈ H} .

由定义立见 Hg 和 gH 分别是包含 g 的 ∼左 和 ∼右 等价类. 它们在群论中拥有特殊的
名字.

定义 11.4.2 设 H 为群 G 的子群. 相应的右陪集是形如 Hg 的子集, 左陪集是形如
gH 的子集, 其中 g ∈ G; 不致混淆时简称为陪集.

既然引理 11.4.1 将左右两种陪集分别诠释为等价类, 任两个右陪集 Hx 和 Hy (或
左陪集 xH 和 yH) 或者相等, 或者无交; G 分解为相异右陪集 (或左陪集) 的无交并.
这些等价关系给出的商集也拥有特殊的符号.

定义 11.4.3 设 H 为群 G 的子群, 命

H\G :=
{
右陪集 Hg : g ∈ G

}
, G/H := {左陪集 gH : g ∈ G} .

对任意子集 A ⊂ G, 记 A−1 := {a−1 : a ∈ A} ⊂ G.

引理 11.4.4 设 g ∈ G, 我们有 (Hg)−1 = g−1H.

证明 归结为 H−1 = H.
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定义–命题 11.4.5 (子群的指数) 设 H 为群 G 的子群. 映射 Hg 7→ (Hg)−1 给出从
H\G 到 H/G 的双射. 因此 H\G 和 G/H 作为集合有相同的基数, 记之为 (G : H), 称
为 H 在 G 中的指数.

证明 引理 11.4.4 表明 Hg 7→ (Hg)−1 确实映 H 在 G 中的右陪集为左陪集, 因而给
出映射 H\G → G/H; 同理, gH 7→ (gH)−1 给出映射 G/H → H\G. 双向的映射显然
互逆.

若 G 是有限群, 则 H 也有限, 而 (G : H) 自然也是一个正整数, 而不只是集合的
基数.

定理 11.4.6 (J.-L. Lagrange) 若 H 是群 G 的子群, 则有 |H| · (G : H) = |G|. 当 G

无穷时, 等式的左侧作为基数乘法来理解; 见 §2.9.

证明 要点是给出双射 H × (H\G) 1:1
G. 对每个右陪集 C (换言之 C ∈ H\G) 选取

xC ∈ G 使得 C = HxC . 定义

H × (H\G)→ G

(h,C) 7→ hxC .

这是满射: 任何 g ∈ G 都属于某个右陪集 C, 因而能表作 g = hxC 的形式, 其中
h ∈ H.

这也是单射: 若 hxC = h′xC′ , 其中 C 和 C ′ 是右陪集而 h, h′ ∈ H, 则 C 和 C ′ 有
交, 故 C = C ′, 继而有 xC = xC′ . 群的乘法消去律进一步确保 h = h′. 证毕.

论证也可以按下述方式理解, 实质不变: G 分解为 (G : H) 个右陪集的无交并, 而
每个右陪集 Hg 都和 H 等势, 方法是映 h ∈ H 为 hg ∈ Hg; 消去律说明这是双射.

推论 11.4.7 若 G 是有限群, 则所有子群 H 的阶数 |H| 都整除 |G|.

练习 11.4.8 设H,K ⊂ G为子群,而且 |H|和 |K|是互素的正整数,证明H∩K = {1}.

定义 11.4.9 (元素的阶) 设 σ 为群 G 的元素. 定义 ord(σ) := |〈σ〉|, 称为 σ 的阶.

按定义, 〈σ〉 是循环群. 命题 11.3.2 蕴涵

ord(σ) = min
{
k ∈ Z≥1 : σk = 1G

}
,

右式在 〈σ〉 ' Z 的情况下当然地理解为 ∞. 阶数因而体现为最小周期:

σk = 1G ⇐⇒ ord(σ) | k. (11.4.1)

特别地, ord(σ) = 1 当且仅当 σ = 1G.

推论 11.4.10 设 G 为有限群, n := |G|. 对任何 σ ∈ G, 总有 ord(σ) | n.
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证明 因为 〈σ〉 是 G 的子群, 代入定理 11.4.6 便是.

推论 11.4.11 若 G 是有限群, |G| 是素数, 则 G 是循环群.

证明 记 p := |G|. 任取 g ∈ G∖ {1G}, 则 ord(g) | p 而 ord(g) 6= 1, 由此可知 〈g〉 = G,
因为两边元素个数同为 p.

练习 11.4.12 设 H 为 G 的子群, K 为 H 的子群. 试证 (G : K) = (G : H)(H : K).
提示 设有陪集分解 G =

⊔
i∈I Hgi 和 H =

⊔
j∈J Khj , 其中 I 和 J 是适当的下

标集. 说明 G =
⊔

(i,j)∈I×J Khjgi.

练习 11.4.13 设 R 为交换环, n ∈ Z≥1, 验证

µn(R) =
{
r ∈ R× : rn = 1

}
是群 R× 的子群, 其元素称为 R 中的 n 次单位根. 说明交换环之间的同态 R → R′ 给
出群同态 µn(R)→ µn(R

′).
若 F 是域则 |µn(F )| ≤ n. 本章习题将说明 µn(F ) 总是循环群. 因此若 r ∈ µn(F )

满足 ord(r) = n, 则 µn(F ) = 〈r〉 ' Z/nZ, 此时 r 也称为 F 中的 n 次单位原根. 在
F = C 时一切清晰: µn(C) =

〈
e2πi/n〉, 而 e2πik/n 是单位原根等价于 gcd(k, n) = 1.

11.5 群作用
引入群的概念时, 我们谈及许多群具体是由某个集合到自身的一类双射组成的, 典

型例子是集合 X 上的对称群 SX ; 每个置换 σ ∈ SX 可以作用在 X 的元素 x 上, 给出
σ(x) ∈ X. 这种作用当然地满足 id(x) = x 和 (στ)(x) = σ(τ(x)), 其中 σ, τ ∈ SX .
既然有了群的抽象定义, 不妨反过来考察一个群 G 如何作用在集合上.

定义 11.5.1 群 G 在集合 X 上的左作用意谓满足下述性质的映射 a : G×X → X,

a(g1g2, x) = a(g1, a(g2, x)),

a(1G, x) = x,

其中 g1, g2 ∈ G 而 x ∈ X. 我们经常将 a(g, x) 简记为乘法 gx 或 g · x, 因此条件也相当
于说 (g1g2)x = g1(g2x) 和 1Gx = x.

类似地, G 在集合 X 上的右作用意谓满足下述性质的映射 a′ : X ×G→ X, 同样
将 a′(x, g) 简记为乘法 xg 或 x · g:

x(g1g2) = (xg1)g2, x1G = x.

若无其他说明, 群的作用在本书中默认为左作用.
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练习 11.5.2 给定群 G 与集合 X, 说明指定 G 的左作用 a : G ×X → X 和指定相反
群 Gop 的右作用 a′ : X ×Gop → X 是一回事, 方法是通过 a′(x, g) = a(g, x) 相互对应.
因此左作用和右作用的一般性质相通, 今后只须处理左作用的情形.

举例来说, 对称群 SX 当然地通过 a(σ, x) = σ(x) 作用在 X 上. 不妨设想 X 的元
素在 G 的作用下移动, 这就导向一些形象化的术语.

定义 11.5.3 设群 G 作用在 X 上. 对所有 x ∈ X, 定义其

▷ 轨道 Gx := {gx : g ∈ G} ⊂ X, 又称 G-轨道;

▷ 稳定化子 StabG(x) := {g ∈ G : gx = x} ⊂ G.

对于右作用同样有类似定义.

稳定化子 StabG(x)自动是 G的子群: 1Gx = x蕴涵它非空, g1, g2 ∈ StabG(x) =⇒
(g1g2)x = g1(g2x) = g1x = x 蕴涵它对乘法封闭, 而 g ∈ StabG(x) =⇒ x = g−1gx =

g−1x 蕴涵它对取逆封闭.
按相同方式也能定义幺半群在集合 X 上的左作用和右作用, 此时每个 x ∈ X 的稳

定化子都是子幺半群. 另一方面, 轨道的概念通常仅对群来考虑, 这是因为以下结果的
证明涉及取逆.

定义–命题 11.5.4 设群 G 作用在集合 X 上. 在 X 上定义二元关系 ∼G, 使得 x ∼G y

当且仅当存在 g ∈ G 使得 y = gx, 则:

(i) ∼G 是等价关系,

(ii) 对 ∼G 的等价类正是 X 中的 G-轨道.

对应于的商集记为 G\X. 对于右作用也有相应的结果, 对应的商集记为 X/G.

证明 先处理 (i). 由 x = 1Gx 可见反身性成立. 若 y = gx 则 x = g−1y, 故对称性成
立. 若 y = gx 而 z = hy, 其中 g, h ∈ G, 则 z = h(gx) = (hg)x 表明传递性成立.
接着考虑 (ii). 给定 x ∈ X, 定义表明 y ∼G x 当且仅当 y ∈ Gx, 这就说明含 x 的

等价类是 x 的轨道.

推论 11.5.5 (轨道分解) 设群 G 作用在集合 X 上, 则 X 是其所有 G-轨道的无交并.

以下术语是标准的, 陈述左作用的版本即足.

定义 11.5.6 继续假定群 G 作用在 X 上.

? 若
⋂
x∈X StabG(x) = {1G}, 则称此作用忠实.

? 若对所有 x 皆有 StabG(x) = {1G}, 则称此作用自由.
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? 若 X 仅有一个轨道, 换言之对所有 x, y ∈ X 皆存在 g ∈ G 使得 y = gx, 则称此
作用传递.

现在进一步明确各个轨道的构造.

引理 11.5.7 设群 G 左作用于 X. 对 x ∈ X, 命 H := StabG(x), 则有双射

G/H
1:1

Gx

gH 7→ gx.

对于右作用, 相应的双射则写作 H\G→ xG.

证明 首先观察到若 h ∈ H, 则 (gh)x = g(hx) = gx, 所以 gx 只和陪集 gH 相关, 写
下的映射是良定义的. 轨道的定义即刻导致映射为满. 为了证明它还是单射, 观察到
g1x = g2x 等价于 g−1

1 g2x = x, 等价于 h := g−1
1 g2 ∈ H, 然而这又相当于说存在 h ∈ H

使得 g2 = g1h, 亦即 g1H = g2H.

练习 11.5.8 证明若 g ∈ G, 则 StabG(gx) = g StabG(x)g−1.

练习 11.5.9 设 H 为 G 的子群.

(i) 验证群的乘法 G ×H → G (或 H × G → G) 给出 H 在 G 上的右 (或左) 作用,
对应的轨道是对 H 的陪集, 而商集则是 G/H (或 H\G). 因此, 关于群作用的轨
道和商集的符号和陪集版本兼容.

(ii) 定义映射 a : G× (G/H)→ G/H, 使得 a(g, xH) = gxH . 验证 a 使 G 左作用在
G/H 上. 验证引理 11.5.7 的双射 G/H → Gx 让两边的 G-作用相互对应.

这就表明对于带传递 G-作用的 X, 只要任选 x ∈ X 并且命 H := StabG(x), 则能
将 X 连同其 G-作用等同于 G/H.

(iii) 对 (ii) 给出左右交换后的版本.

若 X 是有限集, 则它仅有有限多个 G-轨道, 标作 Gx1, . . . , Gxn. 记 Hi :=

StabG(xi), 于是轨道分解 X =
⊔n
i=1Gxi 和引理 11.5.7 即刻导致

|X| =
n∑
i=1

(G : Hi). (11.5.1)

等式 (11.5.1) 有助于处理和群作用有关的计数问题. 以下是另一则关乎计数的有
用结果, 常被称为 Burnside 引理, 论证方法同样基于轨道分解. 本章习题将介绍其
用法.

命题 11.5.10 设有限群 G 作用于有限集 X. 对所有 g ∈ G 定义 Xg := {x ∈ X : gx =

x}, 则
|G\X| · |G| =

∑
g∈G
|Xg| .
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证明 先从传递作用的情形起步. 选定 x0 ∈ X. 既然 StabG(gx0) = g StabG(x0)g−1 导
致 | StabG(gx0)| = | StabG(x0)|, 而 G 的作用是传递的, 应用 Lagrange 定理 11.4.6 和
引理 11.5.7 遂得∑

g∈G
|Xg| =

∑
x∈X
| StabG(x)| = (G : StabG(x0))| StabG(x0)| = |G|.

此外 |G\X| = 1, 故断言成立.
对于一般的情形, 将 X 分解为 G-轨道 X1, . . . , Xn 的无交并, 每个 Xi 都具有传递

G-作用, 因此 ∑
g∈G
|Xg| =

n∑
i=1

∑
g∈G
|Xg

i | = n|G|,

而 n = |G\X|, 证毕.

无妨将上述等式理解为 G 的每个元素 “平均而言” 有 |G\X| 个不动点.

注记 11.5.11 以下说明指定群作用 a : G ×X → X 和指定群同态 A : G → SX 是等
价的. 注意到指定映射 a : G×X → X 相当于指定映射 A : G→ {映射 X → X}, 两者
之间的对应由下式确定.

A(g)(x) = a(g, x), g ∈ G, x ∈ X.

容易看出

a(g1g2, x) = a(g1, a(g2, x)) ⇐⇒ A(g1g2)(x) = A(g1) (A(g2)(x)) ,

a(1G, x) = x ⇐⇒ A(1G)(x) = x.

左侧是群作用的条件. 当 x ∈ X 变动, 右侧的条件也等价于说 A(g1g2) =

A(g1)A(g2) 而 A(1G) = idX ; 这还蕴涵 A(g)A(g−1) = idX , 所以此时 A(g) ∈ SX . 综
之, 右侧条件相当于说 A : G→ SX 是群同态.

如果考虑 G 在 X 上的右作用, 相应的同态应当是 Gop → SX . 作为简单练习, 读
者可以检验 SX 在 X 上的置换作用对应到 id : SX → SX .

通过群作用的概念, 可以将抽象的群嵌入具体的对称群, 群的元素由此也实现为具
体的置换.

引理 11.5.12 群 G 在 X 上的作用忠实 (定义 11.5.6) 当且仅当对应的同态 A : G →
SX 为单.

证明 同态 A 为单相当于说对于所有 g1, g2 ∈ G,

(∀x, g1x = g2x) ⇐⇒ g1 = g2.

然而 g1x = g2x ⇐⇒ g−1
1 g2 ∈ StabG(x), 所以左式等价于 g−1

1 g2 ∈
⋂
x StabG(x). 另一

方面右式等价于 g−1
1 g2 = 1G.
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定理 11.5.13 (A. Cayley) 任何群 G 都能嵌入为 SG 的子群.

证明 让 G 通过群的乘法作用于 G 本身; 消去律给出 g1x = g2x ⇐⇒ g1 = g2, 故作
用自由, 因而也是忠实的. 由注记 11.5.11 和引理 11.5.12 即得嵌入 A : G ↪→ SG.

11.6 轨道分解的几则应用
在许多场景中, 我们的真正兴致在于群作用的不动点. 以下的 G 都默认为群.

定义 11.6.1 设 G 作用在 X 上, 记 XG := {x ∈ X : ∀g, gx = x}, 其元素称为 X 在 G

作用下的不动点.

不动点也等于只有一个元素的轨道 {x}.
定义 11.6.2 设 p 为素数. 若 |G| = pm, 其中 m ∈ Z≥0, 则称 G 为 p-群.

命题 11.6.3 设 p-群 G 作用在有限集 X 上, 则

|X| ≡ |XG| (mod p).

证明 将 X 分解为轨道 Gx1, . . . , Gxn, 然后记 Hi := StabG(xi). 不动点对应到满足
|Gxi| = 1 的轨道, 亦即满足 Hi = G 的轨道. 于是 (11.5.1) 化为

|X| = |XG|+
∑

1≤i≤n
Hi 6=Gi

(G : Hi).

然而 Lagrange 定理 11.4.6 说明 |Hi| 整除 |G| = pm, 从而当 Hi 6= Gi 时 (G : Hi) 是 p

的某个正幂次, 故上式蕴涵 |X| ≡ |XG| (mod p).

命题 11.6.3 的第一则应用涉及例 11.1.4 介绍的中心 ZG.

命题 11.6.4 设 G 为非平凡的 p-群, 则 ZG 6= {1}.

证明 定义映射 a : G×G→ G 如下

a(g, x) = gxg−1,

或者用练习 11.2.12 的符号表作 a(g, x) = Adg(x). 这是 G 对其自身的左作用. 对
于 g, x ∈ G, 等式 gxg−1 = x 等价于 gx = xg, 因此作用下的不动点集是 ZG. 从
|ZG| ≡ |G| ≡ 0 (mod p) 立见 ZG 6= {1}.

命题 11.6.3 的第二则应用是称为 Cauchy 定理的基本结果. 它的方向与推论
11.4.10 正好相反.

定理 11.6.5 (A.-L. Cauchy) 设 G 为有限群, p 为 |G| 的素因数, 则存在 g ∈ G 使得
ord(g) = p.
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证明 让循环群 Z/pZ 通过轮换作用于下述集合

X := {(g1, . . . , gp) ∈ Gp : g1 · · · gp = 1} ;

精确地说, 不妨将 (gi)
p
i=1 ∈ X 的下标 i 视同 Z/pZ 的元素, 然后定义群作用所对应的

a : (Z/pZ)×X → X 为
a (k + pZ, (gi)i) = (gi+k)i;

观察到若 (gi)i ∈ X, 则

g2 · · · gpg1 = g−1
1 (g1 · · · gp)g1 = g−1

1 g1 = 1,

故 (g2, . . . , gp, g1) ∈ X. 同理 (g3, . . . , gp, g1, g2) ∈ X, 依此类推. 因此 a 确实取值在 X

中.
进一步, XZ/pZ = {(g, . . . , g) ∈ Gp : gp = 1}. 从 (11.4.1)可见 gp = 1蕴涵 ord(g) ∈

{1, p}, 而 ord(g) = 1 无非是说 g = 1. 综上, 问题归结为证明 XZ/pZ 含有 (1, . . . , 1) 之
外的元素.

指定 (g1, . . . , gp) ∈ X 相当于指定 (g1, . . . , gp−1) ∈ Gp−1, 因为剩下的 gp 由等式
g1 · · · gp = 1 唯一确定. 于是 |X| = |G|p−1 被 p 整除. 现在对 Z/pZ 在 X 上的作用应
用命题 11.6.3, 可得 ∣∣∣XZ/pZ

∣∣∣ ≡ |X| ≡ 0 (mod p).

于是 XZ/pZ ⊋ {(1, . . . , 1)}, 明所欲证.

鉴于推论 11.4.11, Cauchy 定理等价于说若 p 是 |G| 的素因数, 则存在 G 的 p 阶
子群. 推而广之, 我们也可以问具有其他指定阶数的子群 H 是否存在. Lagrange 定理
11.4.6 对此提供了必要条件: |H| 必须整除 |G|. 至于充分性, 特别常用的是下述情形.

定义 11.6.6 (Sylow p-子群) 设 G 为有限群, p 为素数. 满足 |P | = pa 的子群 P 称为
G 的 p-子群, 其中 a ∈ Z≥0; 若进一步有 pa ‖ |G|, 则称 P 为 G 的 Sylow p-子群.

因此 Sylow p-子群是在 Lagrange 定理的约束下所能存在的最大 p-子群. 给定 G

和素数 p 如上, 关于 Sylow p-子群有以下基本结论.

▷ Sylow 第一定理 存在 Sylow p-子群.

▷ Sylow 第二定理 任两个 Sylow p-子群 P, P ′ ⊂ G 皆共轭: 存在 g ∈ G 使得
P ′ = gPg−1.

▷ Sylow 第三定理 令 Np 为 G 中的 Sylow p-子群个数, 则 Np ≡ 1 (mod p).

虽然 Sylow 定理只需要轨道分解和简单的数论论证, 在此给出证明则岔题太远, 细
节可参阅 [10, §4.5] 或任何一本群论教材. 在许多实际场景中, 重点是对具体的群写下
一个 Sylow p-子群, 而 Sylow 第二定理说明其他 Sylow p-子群是它的共轭; 本章习题将
有这方面的例子.
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11.7 应用: 置换的循环分解
在非空集 X 上的所有置换中, 轮换是特别常见的; 顾名思义, 它的效果是将 X 中

的一列元素轮流地调换, 周而复始. 我们给出正式的定义.

定义 11.7.1 设 X 为非空集, a1, . . . , am 是 X 中相异的元素 (m ∈ Z≥1). 方便起见, 取
同余类将 ai 的下标 i 视同 Z/mZ 的元素. 具有以下形式的置换

σ : X → X

σ(ai) = ai+1, i ∈ Z/mZ,
σ(x) = x, x ∈ X ∖ {a1, . . . , am},

称为 m 中的 m-循环或轮换, 也记为 σ = (a1 · · · am) ∈ SX . 对于 m = 2 的情形, 相应
的 (a1 a2) 称为元素 a1 和 a2 的对换.

符号 (a1 · · · am) 和 (a2 · · · am a1) 因而代表相同的循环或轮换, 依此类推. 对
于 X = {1, . . . , n} 的情形, 此处定义的对换以及相应的符号和定义 5.1.2 兼容. 注意到
1-循环无非是 idX .

练习 11.7.2 扼要地说明 m-循环 ξ := (a1 · · · am) 满足 ord(ξ) = m.

定义 11.7.3 给定集合 X 上的循环 (a1 · · · an) 和 (b1 · · · bm), 若 {a1, . . . , an} ∩
{b1, . . . , bm} = ∅, 则称这两个循环不交.

引理 11.7.4 设循环 σ, τ ∈ SX 不交, 则 στ = τσ.

证明 由于 σ 和 τ 分别在两个无交的子集上作用, 且记为 A,B ⊂ X, 合成 στ 和 τσ

的作用因而相同: 它们都映 a ∈ A 为 σ(a), 映 b ∈ B 为 τ(b), 对其他元素则是恒等.

今后将聚焦于 X 为非空有限集的情形. 不妨就设 X = {1, . . . , n}, 其中 n ∈ Z≥1,
并考虑相应的对称群 Sn.

命题 11.7.5 (循环分解) 设 n ∈ Z≥1 而 σ ∈ Sn, 则 σ 分解为两两不交的循环的乘积

σ = (a1,1 · · · a1,ℓ1)(a2,1 · · · a2,ℓ2) · · · (am,1 · · · am,ℓm),

满足
∑m
i=1 `i = n, 而且这 m 个循环是唯一的, 至多差一个重排.

证明 有限子群 〈σ〉 作用在 {1, . . . , n} 上, 因此推论 11.5.5 给出 〈σ〉-轨道的无交并
{1, . . . , n} = C1 t · · · t Cm.

对每个 1 ≤ i ≤ m 任取 ai,1 ∈ Ci, 再取最小的 `i ∈ Z≥1 使得 σℓi(ai,1) = ai,1. 命
ai,k := σk−1(ai,1), 则 σ 在 Ci 上的映法是

ai,1
σ
ai,2

σ · · · σ ai,ℓi
σ
ai,1,
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而且当 1 ≤ h < k ≤ `i 时 ai,h 6= ai,k, 否则将有 σk−h(ai,1) = ai,1, 与 `i 的选法矛盾.
因此 |Ci| = `i.

综上, σ 在子集 Ci 上按照循环 (ai,1 · · · ai,ℓi) 的方式作用. 既然不同轨道无交, 对
应的循环当然也不交. 综上即得所求的循环分解, 而且 n =

∑m
i=1 |Ci| =

∑m
i=1 `i.

反过来说, 若 σ 有如是的循环分解, 命 Ci := {ai,1, . . . , ai,ℓi}, 则从循环的定义可见
〈σ〉 的轨道确实就是 C1, . . . , Cm, 而 σ|Ci

则等于循环 (ai,1 · · · ai,ℓi). 因此循环分解的
唯一性归结为轨道分解的唯一性, 精确到轨道的重排.

既然 1-循环是恒等, 我们经常在循环分解中省略 `i = 1 的部分.
置换的奇偶性和阶数都容易从循环分解读出.

命题 11.7.6 设 σ 有如命题 11.7.5 的循环分解, 则

sgn(σ) = (−1)
∑m

i=1(ℓi−1),

ord(σ) = lcm(`1, . . . , `m).

证明 命 ξi := (ai,1 · · · ai,ℓi). 对于 sgn(σ) 的部分, sgn(σ) =
∏m
i=1 sgn(ξi) 将问题化为

对所有 `-循环 (a1 · · · aℓ) 证 sgn((a1 · · · aℓ)) = (−1)ℓ−1. 容易验证 ` ≥ 2 时

(a1 · · · aℓ) = (a1 aℓ)(a1 · · · aℓ−1),

由此递归地推导 sgn((a1 · · · aℓ)) = (−1) · sgn((a1 · · · aℓ−1)) = · · · = (−1)ℓ−1.
对于 ord(σ) 的部分, 考虑 k ∈ Z, 则 ξk1 , . . . , ξ

k
m 各自在无交的子集 Ci ⊂ {1, . . . , n}

上作用, 因此
σk = ξk1 · · · ξkm = id ⇐⇒ ∀i, ξki = id.

问题化为证 ord(ξi) = `i, 这正是简单的练习 11.7.2.

例 11.7.7 练习 11.1.23 介绍的子群 V ⊂ S4 用循环分解简洁地表为

V = {id, (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3)} ;

除了 id, 所有元素的阶数都是 2. 事实上, V ∖ {id} 穷尽了 S4 中所有循环分解形如
(??)(??) 的置换.

运用命题 11.7.6 可见 V 的所有元素都是偶置换, 亦即 V ⊂ A4; 这是真子群, 因为
(1 2 3) ∈ A4 ∖ V .

练习 11.7.8 (共轭类) 说明在任何群 G 上, 可以按照 x ∼ y ⇐⇒ ∃g, y = gxg−1 定义
等价关系 ∼, 称为共轭, 对应的等价类称为共轭类. 接着考虑特例 G = SX , 其中 X 是
任意集合. 说明对任意 τ ∈ SX 皆有

τ(a1 · · · am)τ−1 = (τ(a1) · · · τ(am)).

由此对所有 n ∈ Z≥1 分类 Sn 中的共轭类.
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11.8 回首高次方程
回到本书开头探讨过的高次方程求解问题. 将所论的多项式表达为

f = Xn + an−1X
n−1 + · · ·+ a0 =

n∏
k=1

(X − xk),

其中 a0, . . . , an−1 属于选定的域 F , 而 x1, . . . , xn 是所求的根.
对于 n ≤ 4 或某些特定的高次情形, 一切基于代数学的公式解法都涉及另一个依

赖于 f 的多项式 g ∈ F [X], 其根 y1, . . . , ym 可以化到次数较低的情形求解, 然后再设
法将 x1, . . . , xn 用 a0, . . . , an 和 y1, . . . , ym 代数地表示. 根的置换在每一步都扮演关
键角色.

由于这些论证总会涉及一些单位根, 和以正整数为分母的除法运算, 为了简化陈述,
本节在复数域 C 上操作.

我们先介绍 Lagrange 的技术, 这可以对低次方程的公式解提供统一的解释. 考虑
满足 ωn = 1 的 ω ∈ C×. 存在 k 使得 ω = ζkn, 其中

ζn := e2πi/n = cos
(
2π

n

)
+ i sin

(
2π

n

)
;

这只和 k 的同余类 k + nZ 相关, 而且 k + nZ 由 ω 唯一确定.
对于 ω 和 σ ∈ Sn, 定义相应的 Lagrange 预解式为

t(ω, σ) := xσ(1) + ωxσ(2) + · · ·+ ωn−1xσ(n). (11.8.1)

引理 11.8.1 设 1 ≤ k ≤ n 而 σ ∈ Sn, 则

xσ(k) =
1

n

∑
ω∈C×

ωn=1

ω−k+1t(ω, σ).

证明 对于每个 1 ≤ h ≤ n, 右式中 xσ(h) 的系数是 1
n

∑
ωn=1 ω

h−k. 对 ∑
ωn=1 ω

h−k

按两种顺序进行求和:

ω = 1, ζn, . . . , ζ
n−1
n , ω = ζn, . . . , ζ

n−1
n , ζnn

=1

,

两者差一个比例 ζh−kn . 故当 h 6≡ k (mod n) 时和必为 0, 而 h ≡ k (mod n) 时和显然
是 n.

这表明只要对所有 ω 和 σ 求出 t(ω, σ), 便容易反解 f 的根 x1, . . . , xn.
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引理 11.8.2 考虑 n-循环 ξ := (1 2 · · · n) ∈ Sn, 则

t(ω, σξ) = ω−1t(ω, σ).

证明 根据 ξ 的映法, 我们将 (11.8.1) 与

t(ω, σξ) = ωn−1xσ(1) + xσ(2) + · · ·+ ωn−2xσ(n).

作比较, 其余是 ωn = 1 的立即结论.

以下按照 ω 在群 C× 中的阶数作讨论. 设 h | n 而 ord(ω) = h; 换言之, ω 是 h 次
单位原根. 将 {1, . . . , n} 分成 C1, . . . , Ch 的无交并, 其中

Ck :=
{
k, h+ k, . . . , h

(n
h
− 1
)
+ k
}
, |Ck| =

n

h
.

它们在 ξ 之下的像容易描述:

ξ(C1) = C2, . . . , ξ(Ch−1) = Ch, ξ(Ch) = C1.

实际上, 这些子集正是 {1, . . . , n} 在 〈
ξh
〉 作用下的轨道.

引理 11.8.3 设 h := ord(ω) | n 如上. 命

Kh := {τ ∈ Sn : ∀k, τ(Ck) = Ck} ,

则 Kh 是 Sn 的子群, |Kh| = ((n/h)!)h, 而且

t(ω, στ) = t(ω, σ), σ ∈ Sn, τ ∈ Kh.

证明 关于 Kh 成子群的论断以及 |Kh| 的计算是容易的, 事实上 Kh ' (Sn/h)
h. 若

i, j 属于同一个 Ck, 则因为 ωh = 1, 根 xσ(i) 和 xσ(j) 在 t(ω, σ) 中的系数相同, 这导致
τ ∈ Kh 时 t(ω, στ) = t(ω, σ).

因此 Lagrange 预解式 t(ω, σ) 只依赖 σ 的陪集 σKh.

练习 11.8.4 验证 ξKhξ
−1 = Kh. 作为推论, 对于 σ, σ′ ∈ Sn:

(i) 陪集 σξKh 由 σKh 确定; 提示 σξKh = σKhξ

(ii) σξKh = σ′ξKh 当且仅当 σKh = σ′Kh. 提示 消去律

继续设 h := ord(ω) | n. 为了解 t(σ, ω), 我们按引理 11.8.3 构造

Pω :=
∏

σKh∈Sn/Kh

(X − t(ω, σ)), degPω =
n!

((n/h)!)h
.

暂且将 x1, . . . , xn 看作独立的变元. 连乘积中的 t(ω, σ)相当于将它们等分成 h堆,
按系数 1, . . . , ωh−1 加总, 再将 X − t(ω, σ) 按所有等分方式相乘便是 Pω. 由此可见 Pω
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不依赖 x1, . . . , xn 的排序, 故对称多项式基本定理说明 Pω 的系数能以 x1, . . . , xn 的初
等对称多项式, 亦即 a0, . . . , an−1 来表达, 系数依赖于 ω.

基于练习 11.8.4, Pω 又可以拆解为若干个形如
h−1∏
a=0

(X − t(ω, σξa))
引理 11.8.2

h−1∏
a=0

(
X − ω−at(ω, σ)

)
= Xh − t(ω, σ)h

的多项式之积. 综上, Pω 是 Xh 的 n!
((n/h)!)hh

次多项式; 特别地, h = n 时 Pω 是 Xn 的
(n− 1)! 次多项式; h = 1 时 degPω = 1, 事实上此时 t(1, σ) = −an−1.
这些观察为求解的问题带来一丝希望. 回忆到我们希望对所有 ω 和 σ 求解 t(ω, σ).

▷ n = 2 对应的 h := ord(ω) 或者是 1, 或者 h = 2 而 t(−1, σ)2 = (x1− x2)2 即熟悉
的判别式, 这给出二次方程的公式解.

▷ n = 3 对应的 h 或者是 1, 又或者 h = 3, 此时 t(ω, σ)3 能通过一个 2 次方程求解.
请读者对 a2 = 0 的情形验证此即三次方程的 Cardano 公式.

▷ n = 4 对应的 h 或者是 1, 或者 h = 2, 此时 t(−1, σ)2 能通过一个 4!
222 = 3 次方程

来求解, 又或者 h = 4, 此时 t(ω, σ)4 涉及一个 3! = 6 次方程. 然而从 t(1, σ) 和
t(±1, σ) 已经足以求根, 缘由是线性方程组

t(1, id) = x1 + x2 + x3 + x4,

t(−1, id) = x1 − x2 + x3 − x4,
t(−1, (1 2 3)) = x1 + x2 − x3 − x4,
t(−1, (3 4)) = x1 − x2 − x3 + x4;

(11.8.2)

有唯一解 (x1, . . . , x4), 例如 x1 和 x3 来自

x1 + x3 =
1

2
(t(1, id) + t(−1, id)),

x1 − x3 =
1

2
(t(−1, (1 2 3))) + t(−1, (3 4)),

如将右式的相加改成相减, 便能用类似方法反解 x2 和 x4. 于是我们得到 4 次方
程的公式解.

对于 n = 4 的情形, Lagrange 预解式并非唯一进路. 另一种方法是引入以下三次
多项式

Q := (X − (x1x2 + x3x4)

=:t

)(X − (x1x3 + x2x4)

=:t′

)(X − (x1x4 + x2x3)

=:t′′

).

容易看出 Q 和 x1, . . . , x4 的排序无关, 故其系数能以 a0, . . . , a3 来表达. 基于 Cardano
公式, t, t′ 和 t′′ 有公式解, 它们承担预解式的功能.
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接着反解 α := x1 + x2 和 β := x3 + x4. 注意到 α+ β = −a3 而 αβ = t′ + t′′, 所
以这相当于解二次方程.

同理可解 x1 + x3, x2 + x4, x1 + x4 和 x2 + x3, 情况完全是对称的. 由此解线性方
程组易得 x1, . . . , x4. 最终产物是 L. Ferrari 对四次方程的求根公式.

练习 11.8.5 回忆到 S4 左作用在 C[X1, . . . , X4] 上. 试明确 X1X2 +X3X4 的稳定化
子, 说明它是 S4 的 8 阶子群, 由此解释 Q 的性质.

Lagrange 尝试将此思路拓及更高次的方程. 然而 n ≥ 5 时奇迹不再出现. 虽然一
种方法的失败未必蕴涵原问题无解, 但是这至少提示了一条线索: 相较于低次情形, 五
次或超过五次的方程的求解具有本质的困难, 能否求解取决于根 x1, . . . , xn 的置换, 与
对称群 Sn 的结构紧密相关.

问题的完整解答要留待 Galois 的工作, 域的自同构将替代根的置换, 其现代表述
涉及扩域的自同构群, 以及它们的正规子群; 这类子群在上述讨论中对应到预解式的
对称性. 这些理论当属 Galois 理论的内容, 读者可以参考 [10, §9.7]; 值得一提的是
Lagrange 预解式在一般理论中仍有用处.

就群论本身的观点, 正规子群的概念也能由同态与商结构的研究自然引出, 这是下
一节的主题.

11.9 正规子群与商群
在以下讨论中选定群 G, 其幺元 1G 按惯例时常简记为 1. 对于任意子集 A ⊂ G 和

x, y ∈ G, 我们采取自明的记法 xAy−1 := {xay−1 : a ∈ A}.

定义 11.9.1 若 G 的子群 H 满足以下条件

∀g ∈ G, gHg−1 = H,

则称 H 为 G 的正规子群, 也记为 H ◁G.

? 正规性等价于要求 gHg−1 ⊂ H 对所有 g 成立, 这是因为以 g−1 代 g 可得
g−1Hg ⊂ H, 亦即反向包含 H ⊂ gHg−1.

? 移项可知正规性也等价于对所有 g 皆有 gH = Hg, 或者按照上述方式放宽为
gH ⊂ Hg (或 Hg ⊂ gH). 因此正规子群的陪集不必分左右.

我们再看一些初步例子.

? 如果 G 是交换群, 则因为 gHg−1 = gg−1H = H, 所有子群 H 皆正规.

? 例 11.1.4 介绍的中心 ZG 是正规子群, 道理类似: gZGg−1 = gg−1ZG = ZG.

? 如果 N ◁G 而 H 是 G 的任意子群, 则可按定义直接检验 N ∩H ◁H.
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? 若 (G : H) = 2, 则 H 必然正规. 为了说明这点, 对 g 分两种情况讨论:

– 若 g ∈ H, 则 Hg = H = gH;

– 若 g /∈ H, 则 Hg 6= H, 故 (G : H) = 2 导致陪集分解写作 G = H tHg, 从
而 Hg = G∖H, 但同样理由也导致 gH = G∖H, 故 Hg = gH .

? 最后, G 总有当然的正规子群 {1} 和 G.

定义 11.9.2 若 G 不是平凡群, 而且 G 没有除 {1} 和 G 之外的正规子群, 则称 G 为
单群.

单群的研究是群论中饶富兴味的一类问题. 除了以下初步例子, 本章习题将有更多
讨论.

例 11.9.3 若 p 是素数, |G| = p, 则 G 必然是单群, 这是因为任何子群 H 的元素个数
必整除 p, 故只能是 1 (对应 H = {1}) 或 p (对应 H = G).

事实上, |G| = p 蕴涵 G ' Z/pZ, 这是因为素数阶的群必是循环群 (推论 11.4.11).

正规子群的特色之一是可以和任意子群相乘给出更大的子群. 对任意子集
A,B ⊂ G 引入记号 AB := {ab ∈ G : a ∈ A, b ∈ B}.

引理 11.9.4 设 H 和 K 为 G 的子群, 则 HK = KH 当且仅当 HK 为 G 的子群.

证明 先说明 HK = KH 蕴涵 HK 为子群. 显然 1 = 1 · 1 ∈ HK.
其次, 若 h1, h2 ∈ H 而 k1, k2 ∈ K, 可取 h′ ∈ H 和 k′ ∈ K 使得 k1h2 = h′k′, 故

h1k1h2k2 = h1h
′k′k2 ∈ HK, 乘法封闭性得证.

设 h ∈ H 而 k ∈ K, 则 (hk)−1 = k−1h−1 ∈ KH = HK, 取逆封闭性得证.
接着说明 HK 为子群蕴涵 HK = KH. 对任意子集 A ⊂ G 沿用稍早的记号

A−1 := {a−1 : a ∈ A}, 则 HK = (HK)−1 = K−1H−1 = KH.

命题 11.9.5 设 H 为 G 的子群, K 为 G 的正规子群, 则 HK = KH, 而且 HK 是 G

的子群.

证明 对 h ∈ H 和 k ∈ K, 由 K 的正规性可得 hk = (hkh−1)h ∈ KH 和 kh =

h(h−1kh) ∈ HK, 故 HK = KH. 关于 HK 构成子群的断言来自引理 11.9.4.

对任意子群 K ⊂ G, 定义其中心化子为 G 的子群
ZG(K) :=

{
g ∈ G : ∀x ∈ K, gxg−1 = x

}
,

定义其正规化子为 G 的子群
NG(K) :=

{
g ∈ G : gKg−1 = K

}
.

易见 K ◁NG(K) ⊃ ZG(K), 而 K ◁G 等价于 NG(K) = G. 命题 11.9.5 关于 HK 成
群的充分条件可以放宽为 H ⊂ NG(K), 论证无异.
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练习 11.9.6 对所有子群 H,K ⊂ G, 证明 |HK| · |H ∩K| = |H| · |K|; 此式可以理解为
基数的等式, 但也无妨假设 HK 是有限集, 将其视为正整数的等式.

提示 群的乘法给出满射 m : H ×K ↠ HK. 对所有 x = hk ∈ HK, 试给出从
m−1(x) 到 H ∩K 的双射.

练习 11.9.7 验证练习 11.1.23 中的群 V 满足 V ◁S4. 由此说明 S4 和 A4 皆非单群.
提示 参考例 11.7.7 以及其后的练习.

正规子群的典型例子是同态的核.

定义–命题 11.9.8 (群同态的核) 设 f : G→ G′ 为群同态, 记

ker(f) := {g ∈ G : f(g) = 1G′},

则 ker(f)◁G, 称之为群同态 f 的核.

证明 首先说明 ker(f) 是 G 的子群. 由 f(1G) = 1G′ 立见 1G ∈ ker(f). 若 x, y ∈
ker(f), 则 f(xy) = f(x)f(y) = 1G′ 导致 xy ∈ ker(f). 若 x ∈ ker(f), 则 f(x−1) =

f(x)−1 = 1G′ 导致 x−1 ∈ ker(f). 综上知 ker(f) 为子群.
接着说明 ker(f) 正规. 设 x ∈ ker(f) 而 g ∈ G, 则 f(gxg−1) = f(g)f(x)f(g)−1 =

f(g)f(g)−1 = 1G′ , 故 gxg−1 ∈ ker(f). 这相当于验证了 g ker(f)g−1 ⊂ ker(f) 恒成立,
故 ker(f) 正规.

同态 f 的核能够描述 f 的纤维, 它们是核的陪集.

命题 11.9.9 设 f : G→ G′ 为群同态, N := ker(f). 若 x, y ∈ G, 则 f(x) = f(y) 当且
仅当 xN = yN . 特别地, f 是单同态当且仅当 N = {1G}.

证明 我们有 f(x) = f(y) 当且仅当 f(xy−1) = 1G′ , 当且仅当 xy−1 ∈ N ; 但这又相
当于说 x ∈ yN , 亦即 xN = yN ; 此处用到陪集无交的性质. 关于单同态的刻画是
|xN | = |N | 的直接结论.

本节的后续主题是说明如何对给定的 N◁G在集合 G/N = {陪集 xN : x ∈ G}上
赋予自然的群结构, 使得商映射 q : G→ G/N 为同态, 这是群论中最基础的构造之一.

定义–命题 11.9.10 (商群) 设 N ◁G. 在 G/N 上定义记作乘法的二元运算

xN · yN = xyN,

这只与陪集 xN, yN ∈ G/N 相关, 无关元素 x, y 的选取.

(i) 此运算使得 G/N 成群, 其幺元和取逆运算分别是

1G/N = N = 1GN, (xN)−1 = x−1N.

(ii) 映 x 为 xN 的商映射 q : G→ G/N 是群同态, 而且 ker(q) = N .
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群 G/N 称为 G 对 N 的商群.

证明 首先说明 xyN 只和 xN , yN 有关. 设 xN = x′N , yN = y′N , 则存在 u, v ∈ N
使得 x′ = xu 而 y′ = yv, 故确实有

x′y′N = xuyvN = xy y−1uy

∈N

vN = xyN.

接着说明 G/N 对此成群. 乘法的结合律化约为 G 的结合律:

(xNyN)(zN) = (xyN)(zN) = xyzN = (xN)(yzN) = (xN)(yNzN).

关于 1GN = N 的幺元性质也化到 G 上检验:

(1GN)(xN) = (1Gx)N = xN = (x 1G)N = (xN)(1GN).

关于 x−1N 的逆元性质同样化到 G 上, 不必重复.
最后, 商映射 q 之所以为同态不外是乘法定义 (xN)(yN) = xyN 的改述, 因为左

式为 q(x)q(y) 而右式为 q(xy); 核 ker(q) 的描述归结为 xN = N ⇐⇒ x ∈ N .

上述论证实际说明了 G/N 上的群结构是使商映射 q : G→ G/N 成同态的唯一选
择. 严格来说, q 也是商群结构的一员, 单提 G/N 还不足以彰显它作为商群的角色.

例 11.9.11 设 R 为环而 I 为理想, 因此 I 也是加法群 (R,+) 的正规子群. 环论中的
商环 R/I 事实上是搭建在加法商群 (R/I,+) 上的乘法构造.
与此类似, 向量空间 V 对子空间 U 的商空间 V /U 是搭建在加法商群 (V /U,+)

上的纯量乘法构造. 它们都是商群构造的分化.

命题 11.9.12 设 f : G → G′ 为群同态, 而 N ◁ G 满足 N ⊂ ker(f), 则存在唯一的同
态 f : G/N → G′ 使得 f = fq, 或以交换图表写作

G G′

G/N

f

q
f

交换.

这般的 f 称为 f 所诱导的同态.

证明 条件 f = fq 相当于要求 f(xN) = f(x), 因此这般的 f 若存在则唯一. 问题在
于存在性.

设 xN = x′N , 亦即存在 u ∈ N 使得 x′ = xu, 则 N ⊂ ker(f) 蕴涵 f(x′) =

f(x)f(u) = f(x). 这就说明 f(xN) := f(x) 确实给出良定义的映射 G/N → G′. 此外,

f(xN yN) = f(xyN) = f(xy)

= f(x)f(y) = f(xN)f(yN),

故 f 是同态. 明所欲证.
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留意到诱导同态的刻画 f = fq 也蕴涵 im(f) = im(f).

推论 11.9.13 设 f : G→ G′ 为群同态, N ◁G, N ′ ◁G′ 而 f(N) ⊂ N ′, 则存在唯一的
群同态 f : G/N → G′/N ′ 使下图交换

G G′

G/N G′/N ′

f

q q′

f

此处 q 和 q′ 代表商同态.

证明 图表交换相当于说 fq = q′f . 考虑同态 q′f : G→ G′/N ′, 条件 f(N) ⊂ N ′ 导致
q′f(N) = {1}, 故命题 11.9.12 确保所求之 f 存在且唯一.

推论中的 f 同样称为 f 所诱导的同态, 而命题 11.9.12 的版本则归约为 N ′ = {1}
的特例.

对命题 11.9.12 代入特例 N := ker(f), 我们便得到诱导同态 f : G/ ker(f)→ G′.

命题 11.9.14 设 f : G → G′ 为群同态, 则诱导同态 f : G/ ker(f) → G′ 给出群同构
G/ ker(f) ∼→ im(f). 作为推论, (G : ker(f)) = | im(f)|.

证明 记 N := ker(f). 只要说明 ker(f) = {1}, 则命题 11.2.8 便蕴涵 f : G/N
∼→

im(f) = im(f). 验证不难: f(xN) = 1 相当于 f(x) = 1, 相当于 x ∈ N , 然而这又等价
于 xN = 1G/N .

因此, 商群的构造为满同态 f : G→ G′ 给出了一种只涉及 G 的内在描述. 任何满
同态本质上都是取商.

例 11.9.15 考虑同态 sgn : S → {±1}, 它在 n ≥ 2 时是满的, 而 ker(sgn) = An, 故此
时 (Sn : An) = 2. 这表明 n ≥ 2 时 Sn 中的奇偶置换各占一半.

下一则例子涉及例 11.1.12 与例 11.1.14 介绍的正交群和酉群, 以及 §10.8 介绍的
四元数.

例 11.9.16 全体满足 N(q) = 1 的四元数 q 对乘法构成群 H1. 定理 10.8.9 和其上的讨
论给出满的群同态

R : H1 ↠ SO(3), ker(R) = {±1}.

另一方面, 简单的练习 10.8.11 给出群同构 Φ : H1 ∼→ SU(2), 使得 Φ(−1) = −12×2. 综
上, 命题 11.9.14 给出

SU(2)/{±12×2} H1/{±1} SO(3).
由 R 诱导

∼
由 Φ 诱导

∼

下一步是探讨满同态两边的子群有何关联.
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命题 11.9.17 设 f : G→ G′ 为满同态, 则有双射

{子群 H ′ ⊂ G′} {子群 H ⊂ G : H ⊃ ker(f)}

{正规子群 H ′ ◁G′} {正规子群 H ◁G : H ⊃ ker(f)}

H ′ f−1(H ′)

f(H) H.

1:1

⊂

1:1

⊂

此双射满足以下性质:

? H ′
1 ⊂ H ′

2 ⇐⇒ f−1(H ′
1) ⊂ f−1(H ′

2),

? 若 H ′ ◁ G′ 对应到 H ◁ G, 则合成同态 G
f

G′ 商
G′/H ′ 诱导出群同构

G/H
∼→ G′/H ′,

? 当 f 取为对某个 N ◁ G 的商同态 G → G/N 时, 上述群同构进一步改写为 “分
母相消” 的形式

G/H
∼→ (G/N)

/
(H/N),

其中要求 N ⊂ H ◁G.

证明 包含关系 H ⊂ f−1(f(H)) 不需要任何前提, 而从 H ⊃ ker(f) 容易推得反向的
⊃, 故 H = f−1(f(H)); 另一方面, H ′ = f(f−1(H ′)) 则是满射的一般性质. 综上得到互
逆双射. 显然 f 和 f−1 都保持子群的包含关系.

关于正规子群的对应则是因为 f(gHg−1) = f(g)f(H)f(g)−1 而 f 满, 故上述双
射导致

∀g ∈ G, gHg−1 = H ⇐⇒ ∀ḡ ∈ G′, ḡf(H)ḡ−1 = f(H).

对于 H ′ ◁ G′, 同构 G/H
∼→ G′/H ′ 可以从命题 11.9.14 推导, 这是因为 G ↠

G′ ↠ G′/H ′ 合成依然满, 而它的核显然是 H := f−1(H ′). 事实上, 同构具体写为
gH 7→ f(g)H ′.

最后, 考虑 N ◁G 和商同态 f : G→ G/N =: G′, 相应地取 H 为 G 中包含 N 的
子群, 此时 N ◁H. 对应于 H 有 H ′ := f(H) = H/N . 上一段得到的同构因而改写为
G/H

∼→ (G/N)
/
(H/N).

例 11.9.18 有限循环群 Z/nZ 不外是无穷循环群 Z 对子群 nZ 的商群. 注记 11.1.19
已说明 Z 的子群皆形如 mZ, 将此代入命题 11.9.17 (取 f 为商同态 q : Z→ Z/nZ), 便
可知 Z/nZ 的子群皆形如

mZ/nZ = q(mZ),

其中要求 mZ ⊃ ker(q) = nZ, 亦即 m | n. 循环群的子群依此完全确定.
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接着研究子群 H,K ⊂ G 的乘积 HK 和商的关系; 为了确保 HK 成群, 要求
H ⊂ NG(K).

命题 11.9.19 设 H,K ⊂ G 为子群, H ⊂ NG(K), 则 K ◁HK, H ∩K ◁H, 而且此时
有群同构

H/(H ∩K) HK/K

h(H ∩K) hK

∼

其中 h ∈ H.

证明 以下均假定 h ∈ H, k ∈ K. 从H ⊂ NG(K)可得 (hk)K(hk)−1 = hkKk−1h−1 =

hKh−1 = K, 故 K ◁HK. 另一方面, 若 x ∈ H ∩K, 则 hxh−1 一方面是子群 H 中的
乘积, 故仍属于 H, 另一方面它又属于 K, 综上得 H ∩K ◁H.

接着处理群同构. 定义同态 f : H → HK/K 为包含同态 H ↪→ HK 与商同态
HK ↠ HK/K 的合成; 具体地说 f(h) = hK.

观察到 HK/K 的元素都可以表成 hkK = hK 的形式, 故 f 满. 此外还有
ker(f) = H ∩K, 这是因为 f(h) = 1 ⇐⇒ hK = K ⇐⇒ h ∈ H ∩K.
代入命题 11.9.14 即知 f 诱导同构 f : H/(H ∩K)

∼→ im(f) = HK/K; 然而 f 按
定义映 h(H ∩K) 为 f(h) = hK, 此即断言中的映法.

11.10 群的半直积
我们在 §11.1 介绍过如何定义两个群 G1 和 G2 的直积 G1 ×G2, 这是搭建在积集

上的群结构. 环和向量空间等代数结构也有类似构造, 但对于群的情形, 直积另有一种
由自同构 “扭曲” 的版本, 这是从既有的群构造新群, 或将大群分解为小群的重要手段.
回忆到任意群 N 的自同构成群 Aut(N), 以同构的合成为乘法运算.

定义–命题 11.10.1 (半直积) 设 H 和 N 为群, ϕ : H → Aut(N) 为群同态; 记 h ∈ H
对 ϕ 的像为 ϕh : N → N . 在积集 N ×H 上定义二元运算

(n, h)(n′, h′) := (nϕh(n
′), hh′) .

这给出群结构, 称为 H 和 N 相对于 ϕ 的半直积, 记为 N ⋊φ H. 它满足

1N⋊H = (1N , 1H), (n, h)−1 =
(
ϕh−1(n−1), h−1

)
.

群 N 和 H 分别通过 n 7→ (n, 1H) 和 h 7→ (1N , h) 嵌入为 N ⋊H 的子群. 进一步,
N ◁N ⋊φ H; 事实上,

(1N , h)(n, 1H)(1N , h)
−1 = (ϕh(n), 1H) .
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证明 先说明定义的动机. 我们的思路是将 H 和 N 嵌入一个更大的群 G, 使得 N ◁G
而且 G 的所有元素都能唯一地表为 nh, 其中 n ∈ N 而 h ∈ H. 熟悉的写法

nh · n′h′ = nhn′h−1

∈N
hh′

表明只要能对所有 h 和 n′ 描述 Adh(n′) = hn′h−1 (练习 11.2.12 的符号), 则 G 的乘
法便唯一从 N 和 H 的乘法确定. 定义中的 ϕh 正是此处的 Adh ∈ Aut(N). 关于幺元
和逆元的描述也都可以按此理解.

严格论证将反其道而行, 从 N , H 和 ϕ 构造这般的群 G, 而自然的思路是在积集
N ×H 上建群.

现在开始严格证明. 首先是乘法结合律:

((n, h)(n′, h′))(n′′, h′′) = (nϕh(n
′), hh′)(n′′, h′′) = (nϕh(n

′)ϕhh′(n′′), hh′h′′),

(n, h)((n′, h′)(n′′, h′′)) = (n, h)(n′ϕh′(n′′), h′h′′) = (nϕh(n
′ϕh′(n′′)), hh′h′′).

问题化为证 ϕh(n
′)ϕhh′(n′′) = ϕh(n

′ϕh′(n′′)); 因为 ϕh 是同态, 目标进一步化为
ϕhh′ = ϕhϕh′ , 然而 ϕ : H → Aut(N) 也是同态, 故结合律得证.

幺元 (1N , 1H) 的性质容易归结为 ϕ1H = idN 和 ϕh(1N ) = 1N . 至于逆元的性质,
我们有

(n, h)
(
ϕh−1(n−1), h−1

)
=
(
nϕh

(
ϕh−1(n−1)

)
, hh−1

)
= (nn−1, hh−1) = (1N , 1H),(

ϕh−1(n−1), h−1
)
(n, h) =

(
ϕh−1(n−1)ϕh−1(n), h−1h

)
=
(
ϕh−1(n−1n), h−1h

)
= (1N , 1H).

最后, 嵌入 H ↪→ N ⋊φ H 和 N ↪→ N ⋊φ H 的同态性质是毫无困难的. 按
此计算 (1N , h)(n, 1H)(1N , h)

−1 = (ϕh(n), h)(1N , h
−1) = (ϕh(n), 1H); 此处用到了

ϕh(1N ) = 1N .

作为特例, 如果取 ϕ : H → Aut(N) 为平凡同态, 亦即 ∀h, ϕh = idN , 则 N ⋊H 便
化为直积 N ×H.
留意到若将 N 和 H 等同于 N ⋊φ H 的子群, 则它们的交为平凡子群, 而且

N ⋊φ H = NH; 这蕴涵 N ⋊φ H 都能唯一地写成 nh 的形式.

练习 11.10.2 验证 (n, h) 7→ h 给出满同态 N ⋊φ H → H, 而且它诱导同构 (N ⋊φ
H)/N

∼→ H. 提示 代入命题 11.9.14.

上述构造皆属 “外在”: 我们从群 H 和 N 出发构造新群 N ⋊φ H, 两者的关系仅
是给定的 ϕ, 然后将它们嵌入为 N ⋊φ H 的子群. 以下探讨的则是 “内在” 视角: 给定
群 G 及其子群 H,N , 我们寻求将 G 等同于半直积 N ⋊φ H 的条件. 思路在定义–命题
11.10.1 证明的开头已经和盘托出了.
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定义–命题 11.10.3 (半直积的内在版本) 设 H 和 N 为群 G 的子群, 满足下述条件

N ◁G, G = NH, N ∩H = {1}.

考虑由 Adh(n) = hnh−1 给出的同态 Ad : H → Aut(N), 则有群同构

Φ : N ⋊Ad H G

(n, h) nh.

∼

此时也称 G 是子群 H 和正规子群 N 的半直积, 合理地记为 G = N ⋊H.

证明 验证 Φ 是群同态: (n, h)(n′, h′) = (nAdh(n′), hh′) 被映为 nAdh(n′)hh′, 然而后
者即 nhn′h−1hh′ = (nh)(n′h′).

条件 G = NH 相当于说 Φ 满. 最后证明 Φ 单: 若 Φ(n, h) = 1, 则 n = h−1 ∈
N ∩H = {1}. 因此 Φ 是同构.

内在与外在的辩证与向量空间直和的讨论是类似的.

练习 11.10.4 设 n ∈ Z≥2. 任取对换 τ := (i j) ∈ Sn.

(i) 说明 Sn = An ⋊ 〈τ〉.

(ii) 说明当 n ≥ 3 时这并非直积.

例 11.10.5 (二面体群) 考虑平面上的正 n 边形 (n ∈ Z≥3). 为明确起见, 将平面 R2 等
同于 C, 并且设正 n 边形的顶点为 1, ζ, . . . , ζn−1, 其中 ζ := e2πi/n.

保持正 n 边形不变的所有正交变换构成正交群 O(2) 的子群, 记为 D2n. 为了理解
D2n 的结构, 我们写下其中的两类元素.

▷ 旋转 设 σ 为转角 2π/n 的旋转, 它轮换正 n 边形的顶点, 或以复数表示为
σ(ζa) = ζa+1; 于是 σ 生成 D2n 的循环子群 〈σ〉 ' Z/nZ.

▷ 镜射 我们也可以对过原点的某类直线作镜射 (下图标为虚线), 使得正 n 边形保
持不变:

n = 3 n = 4 n = 5

我们即将用代数工具说明 D2n 共含 n 个镜射. 现阶段不妨先取 τ 为对水平轴的
镜射, 亦即复共轭 C→ C, 于是 τ ∈ D2n 而 ord(τ) = 2.
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以下来说明
D2n = 〈σ〉⋊ 〈τ〉 .

首先,考虑角度可知属于D2n的所有旋转都能写成 σk 的形式. 由此推知 〈σ〉◁D2n:
元素 g ∈ D2n 是旋转相当于说 det g = 1, 然而这也蕴涵 det(hgh−1) = 1 对所有
h ∈ D2n 成立, 故 hgh−1 仍是旋转.

其次, 由于 τ 非旋转, 条件 〈σ〉 ∩ 〈τ〉 = {id} 成立.
剩下的任务是证明 D2n 的元素 g 皆形如 σk 或 σkτ . 设 g(1) = ζk, 则以 σ−kg 代

g 可以假定 g 保持顶点 1 不动. 然而保持 1 不动的正交变换或者是恒等, 或者是对过 0

和 1 两点的直线作镜射, 后者即 τ . 验证完毕.
留意到 τ, στ, . . . , σn−1τ 正是 D2n 包含的 n 个镜射. 讨论 eiθ 的像 (0 ≤ θ < 2π),

便能验证它们分别保持 ±1,±eπi/n, . . . ,±e(n−1)πi/n (不全是顶点) 不动.
容易看出 τστ−1 = σ−1, 所以半直积对应的同态 〈τ〉 → Aut(〈σ〉) 映 τ 为 〈σ〉 的自

同构 σk 7→ σ−k. 综上,
D2n ' Z/nZ ⋊φ Z/2Z,

其中 ϕ : Z/2Z→ Aut(Z/nZ) 映非零元为 Z/nZ 的自同构 x 7→ −x.
既然 ϕ 对所有 n ∈ Z≥0 都有意义, 我们也可以纯代数地对所有 n ≥ 0 重新定义二

面体群为 Z/nZ ⋊φ Z/2Z. 特别地, D4 = Z/2Z× Z/2Z.

前一则例子阐明了平面上正 n 边形的对称性是群 D2n. 至于空间中的正多面体,
其分类和对称性都需要更深入的讨论, 这是 §11.11 的任务.

11.11 正多面体的对称群
本节所谓 “空间” 特指三维空间, 建立坐标系后等同于 R3. 空间中的多面体均默认

为凸多面体. 凸性与多面体的严谨定义分别是 §14.6 与 §14.7 的任务. 由于本节只考虑
空间中的情形, 图像可以直观地把握, 这也是以下将采取的进路.

多面体的两个面或者交于一个共同顶点, 或者交于一整个棱, 对于后一情形, 我们
称两面相邻, 此时两面之间的二面角如下图所示.

θ
(0 < θ < π)

定义 11.11.1 各个面都是相互全等的正多边形, 而且环绕每个顶点的面数都相同的有
界多面体称为正多面体.

全等性质导致正多面体的每个棱都有相同的长度.
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以上论及平面上多边形的全等. 如果两个多面体在空间中仅相差一个平移和绕某
个轴的旋转, 则称为全等的. 从几何的视角, 全等的两个多面体应视为相同. 正多面体
在此意义下的分类是一则古老而辉煌的定理.

定理 11.11.2 精确到全等, 棱长为 1 的正多面体分成以下五类.

名称 图像 顶点数 棱数 面数

正四面体 4 6 4

正立方体 8 12 6

正八面体 6 12 8

正十二面体 20 30 12

正二十面体 12 30 20

此外, 这些正多面体具有如下性质:

? 每个正多面体的所有二面角皆相同;
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? 每个正多面体都内接于一个球面;

? 对任两个顶点 x, y, 都存在一系列旋转 R1, . . . , Rk, 转轴都通过球心, 使得 T :=

R1 · · ·Rk 映正多面体为自身, 而 T (x) = y.

证明 (勾勒) 若正多面体的每个面都是正 p 边形, 每个顶点都被 q 个面环绕, 则称
此正多面体为 {p, q} 型的 (所谓 Schläfli 符号). 当顶点给定, 每个面在该顶点处的
内角为 (1 − 2

p )π. 将顶点处的 q 个角在平面上摊平, 加总后根据多面体的凸性得到
q
(
1− 2

p

)
π < 2π; 这也等价于 1

p +
1
q >

1
2 , 又等价于 (p− 2)(q − 2) < 4. 穷举得

(p, q) ∈ {(3, 3), (4, 3), (3, 4), (3, 5), (5, 3)} .

行文至此, 读者应已察觉 {p, q} 决定正多面体在每个顶点周围的局部样貌; 既然正
多面体的顶点个数有限, 这表明当棱长指定, {p, q} 型正多面体若存在则是唯一的, 精确
到全等. 所以关键是对上式列出的五种 {p, q} 说明确实存在同型的正多面体, 而且它们
符合断言中的性质. 顶点和棱的个数可由简单的计数 (两面共一棱, q 面共一顶点) 求
得. 以下给出的构造是具体的, 但论证将省略一些细节1).

对应 {3, 3} 的是正四面体, 构造如下. 先在平面上构造边长为 1 的正三角形
4ABC, 从 4ABC 的重心向上作垂直于平面的直线; 在直线上取唯一的点 D 使得它
到 A, B, C 的距离同为 1, 按此得到以 A, B, C, D 为顶点的正四面体. 旋转可见环绕
D 的三个面有相同二面角.

留意到如果从 4ACD 等为出发点, 构造产物完全相同, 由此便看出二面角全同.
空间中不共面的四点总落在唯一球面上. 以此球心为原点, 分别对过四个面的重心的轴
作角度 2π/3 的旋转, 即可按需搬运顶点.

对应 {4, 3} 的是正立方体2), 构造和相应的性质都是熟知的.
对应 {3, 4} 的是正八面体. 在给定的球中取三条相互正交的直径, 它们交球面于六

点; 将这些点适当地连接, 得到八个正三角形, 围成正八面体. 考虑以这三条直径为轴,
角度为 π/2 的旋转, 可见任两个顶点和任两个棱都能相互搬运; 这也蕴涵二面角全同.

对应 {3, 5} 的是正二十面体. 直观的构造是先取边长为 1 的正五边形, 它内接于平
面上的圆; 从圆心作平面的垂线, 然后在垂线上取点, 使得它和五边形的每个顶点距离
皆为 1. 这就给出下图左侧由五个正三角形拼成的图像. 旋转对称性表明其二面角全同.

1)理解正多面体构造的最佳方式是动手组装模型.
2)或称正六面体.
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重复相同构造, 然后利用二面角相等的性质, 可将这两个配件沿两个正三角形黏合,
如上图中间所示, 其中的二面角依然全同.

再构造相同的图像, 基于二面角的等同, 可按上图右侧方式与上一步的产物黏合,
得到 10 个正三角形构成的 “碗”. 它的二面角全同, 而且碗沿 (六个棱) 的每个内角均等
于正五边形的内角.
现在构造另一个碗. 基于二面角和碗沿内角的相等, 可以论证两者精准扣合, 给出

正二十面体, 而且其二面角仍然全同. 从任两个相邻面的重心作垂线, 必有唯一交点 O,
它和两个面的 4 个顶点等距. 利用二面角相等的性质, 易推得 O 到所有顶点皆等距, 这
就使得正二十面体内接于球.

留意到第一步造出的配件可以作角度为 2π
5 的旋转, 相应的正二十面体保持不变.

由于对环绕每个顶点的五个面都可以如是旋转, 任两个面能通过以 O 为原点的一系列
旋转相互搬运. 此外对每个面也能作角度为 2π

3 的旋转, 保持正二十面体不变, 故任两
个顶点也都能相互搬运.

对应 {5, 3} 的是正十二面体, 它可以从正二十面体构造如下3). 对正二十面体的每
个顶点, 将环绕它的五个正三角形的重心循序连接, 给出正五边形. 按此方法得到十二
个正五边形, 其中每个顶点 (对应于原正二十面体的面) 都被三个面环绕 (对应于原面
的三个顶点). 这些顶点依然和 O 等距, 故内接于较小的球面, 适当缩放可确保棱长为
1.

正二十面体的对称性蕴涵正十二面体的二面角全部相同. 用旋转挪动正二十面体
的面相当于挪动正十二面体的顶点, 而由先前讨论可知任两个顶点皆可相互搬运.

每个正多面体 P 所内接的球是唯一确定的, 其球心称为 P 的对称中心. 不妨将所
论的空间等同于 R3, 使得对称中心即原点. 今后依循例 11.1.12 的符号, 考虑 O(3) 及
其正规子群 SO(3) 在 R3 上的作用.

定义 11.11.3 设正多面体 P 的对称中心为原点. 定义 P 的对称群为

symm(P ) := {T ∈ O(3) : T (P ) = P} ,

其旋转对称群为

symm+(P ) := {T ∈ SO(3) : T (P ) = P} ;

它们分别是 O(3) 和 SO(3) 的子群. 群 symm(P ) 的元素也称为 P 的对称性.

不难想见 P 的每个对称性都映顶点 (或棱, 面) 为顶点 (或棱, 面); 这点也可以从
§14.7 的理论得到严谨的解释.

3)正十二面体的 20 个顶点坐标能够从构造直接写下, 它们适当伸缩后是 (±1,±1,±1), (0,±ϕ,±ϕ−1),
(±ϕ,±ϕ−1, 0), (±ϕ−1, 0,±ϕ), 其中 ϕ := 1+

√
5

2
是黄金比例. 正二十面体的 12 个顶点也有类似的描述:

(±ϕ,±1, 0), (±1, 0,±ϕ), (0,±ϕ,±1). 这种描述便于制图.
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若 P 的顶点数为 m, 将顶点排序, 则 T 在顶点集上的作用给出群同态 ν :

symm(P )→ Sm. 由于 P 的体积为正, 顶点集必然包含 R3 的基, 故 ν 是单同态. 因此
symm(P ) (或 symm+(P )) 总是 O(3) (或 SO(3)) 的有限子群.

本节仅论旋转对称群, 对称群 symm(P ) 留待习题处理. 现在将目光放广, 考虑
SO(3) 的所有有限子群.
任何 T ∈ SO(3) ∖ {id} 都有唯一确定的转轴, 交单位球面于两点, 称之为 T 的极

点. 若 T,U ∈ SO(3) 而 x 是 T 6= id 的极点, 则 Ux 是 UTU−1 的极点.
今起设 G 为 SO(3) 的有限子群. 对单位球面上的所有点 x, 记 Gx := StabG(x),

记 nx := |Gx|.

命题 11.11.4 群 Gx 总是有限循环群, 它能由某个角度为 2π
nx
的旋转生成.

证明 不妨设 Gx 非平凡. 将旋转的角度 θ 取在 −π < θ ≤ π, 考虑 Gx 中角度最小然
而非零的旋转 T . 请读者以类似带余除法的论证说明 Gx = 〈T 〉. 由此容易进一步取到
具有所需转角的生成元.

另外记

SG := {x : nx > 1} , 带 G 的左作用,
ΩG :=

{
(T, x) : T ∈ G, T 6= id, x是 T 的极点} .

因为每个 T ∈ G ∖ {id} 恰有两个极点, 故 |ΩG| = 2(|G| − 1). 另一方面, 每个
x ∈ SG 对应到 nx − 1 个以之为极点的 T , 故又有 |ΩG| =

∑
x∈SG

(nx − 1). 对 SG 的所
有 G-轨道取代表元 x1, . . . , xk, 并且记 ni := nxi

≤ |G|, 遂有

2|G| − 2 =
∑
x∈SG

(nx − 1) =

k∑
i=1

(G : Gxi
)(ni − 1) =

k∑
i=1

|G|
(
1− 1

ni

)
,

亦即 2− 2

|G|
=

k∑
i=1

(
1− 1

ni

)
. 此外 (11.5.1) 还蕴涵 |SG| =

∑k
i=1

|G|
ni

.

观察到 ni ≥ 2. 由上式容易推得 |G| ≥ 2 时 k ∈ {2, 3}.

引理 11.11.5 设 G 为 SO(3) 的非平凡有限子群, 则以上数值的可能性仅有

|G| k |SG| n1 n2 n3

n 2 2 n n 无

2n 3 2n+ 2 2 2 n

12 3 14 2 3 3

24 3 26 2 3 4

60 3 62 2 3 5
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454 第十一章 群的概念

其中 n ∈ Z≥2, 第一行对应到 G 为 n 阶循环群的情形, 第二行对应到 G 同构于二面体
群 D2n 的情形 (例 11.10.5).

证明 设 k = 2, 则资料的唯一选法是 n1 = n2 = |G|, 从而 |SG| = 2. 因此 G 绕单个轴
旋转, 是循环群.

设 k = 3 并且不失一般性设 n1 ≤ n2 ≤ n3. 容易验证不可能有 n1 ≥ 3, 故 n1 = 2.
此外还也容易排除 n2 ≥ 4 的情形, 故 n2 ∈ {2, 3}.

若 n2 = 2 则必有 n3 = |G|
2 =: n ≥ 2. 此时 |G|

n1
= |G|

n2
= n 而 |G|

n3
= 2. 于是:

? |SG| = 2n+ 2;

? G 包含绕某个轴的 n 阶旋转群 Cn := Gx3 (亦即正 n 边形的旋转群), 极点用掉
SG 的两个元素, 此外 (G : Cn) = 2 蕴涵 Cn ◁G;

? 剩下的 n 个旋转恰有 2n 个极点, 与 Cn 的极点无交, 而且它们正规化 Cn, 故保
持 Cn 的转轴. 因此这 n 个旋转必翻转 Cn 的转轴, 对应到以例 11.10.5 图像的 n

个虚线为轴作角度 π 的旋转, 限制在纸面上就是镜射.

综上立见 k = 3 而 (n1, n2) = (2, 2) 的情形给出二面体群 D2n. 留意到当 n = 2 时上述
论证仍然适用, 给出 D4 ' (Z/2Z)2, 由对相互正交的两轴作角度 π 的旋转所生成.

剩下的是 (n1, n2) = (2, 3) 的情形, 留给读者穷举.

问题在于研究引理 11.11.5 列表的后三行. 为此, 且将目光转回正多面体的旋转对
称群.

基于定理 11.11.2 证明中的构造, 正立方体与正八面体相互内接, 正十二面体与正
二十面体相互内接, 诀窍是 “顶点内接于面的重心”; 以下是正立方体与正八面体的示
意图.

(11.11.1)

所以正多面体的旋转对称群其实只有三种, 记为

T := symm+(正四面体), O := symm+(正八面体), I := symm+(正二十面体).

此处为每种正多面体在全等类中选定一个标准代表元, 以原点为对称中心, 按此得到确
定的群. 留意到将多面体对原点缩放不改变旋转对称群.
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定理 11.11.6 对于以上定义的三种旋转对称群, 存在典范同构

T ' A4,

O ' S4,

I ' A5;

此处的 An 是例 11.1.9 介绍的交错群.

证明 (勾勒) 对于 T, 所论的同构将取为 ν : T ↪→ S4, 细说如下.

连接每个顶点及其对面重心为轴 (4 种选法), 作角度为 ± 2π
3 的旋转给出群 T 的元

素; 取任一对无交的棱 (不计顺序有 3 对), 连接其中点为轴作角度 π 的旋转, 也给出 T
的元素. 不难看出这穷尽 T ∖ {id} 的所有元素. 对应的极点有 2(4 + 3) = 14 个.

将此代入引理 11.11.5 的列表. 注意到表中的资料 (ni)
k
i=1 决定群中所有的旋转角

度, 即 2πZ
ni

; 见命题 11.11.4. 上一段关于旋转的描述说明 T 不可能同构于循环群或二面
体群 D6, 唯一可能是第三行的群, |T| = 12. 此外, 这些描述也表明 T 的元素诱导顶点
的偶置换, 故 ν(T) ⊂ A4. 然而 |A4| = 12.

接着考虑群 O. 它显然包含角度为 π
2 的旋转, 可选转轴至少三个, 故 O 不可能同

构于循环群或 D8. 代入引理 11.11.5 的列表, 可知是第四行的群, |O| = 24.

现考虑正八面体任两个无交的面 (不记顺序有 4 对), 连接其重心, 则 O 的作用置
换这 4 个直线 `1, . . . , `4, 给出群同态 µ : O → S4. 我们有 ker(µ) = {id}, 这是因为
T ∈ ker(µ) 作为 R3 的线性自同态有 3 个线性无关的特征向量, 若 T 6= id, 则这种旋转
的特征值必为 −1,−1, 1. 几何上, 这相当于绕某个 `i 作角度 π 的旋转, 然而这种旋转
不可能是正八面体的对称性: 角度只容许为 2π

3 的倍数. 由于 |S4| = 24, 综上可知 µ 是
同构.

最后考虑 I. 首先回顾定理 11.11.2 证明中对正十二面体的构造, 可知 I 包含角度
2π
5 的旋转, 可选转轴至少有 12 个. 于是 I 不能同构于循环群或 D10. 代入引理 11.11.5
的列表, 可知是第五行的群, |I| = 60.

以下构造群同态 ω : I→ S5. 取正二十面体的对棱中点连线 (过原点), 共有 15 条.
可以证明4)其中两两正交的三元组 (不计顺序) 共有 5 个, 如下图所示:

4)读者可尝试给出几何论证, 更朴素的方法是用坐标来计算. 一旦知道各棱的顶点, 计算机便能代劳.
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456 第十一章 群的概念

其中的箭头总是指向可见 (非虚线) 的棱. 群 I 置换这些三元组, 给出 ω.
观图见得 ω 非平凡. 本章习题及其提示将说明 I 是定义 11.9.2 所谓单群5). 由此

可得 ω 是单同态. 本章的另一道习题 (基于 A5 的单性) 则说明 S5 的 60 阶子群只有
A5, 由此即得 ω : I ∼→ A5. 尚有针对正十二面体来操作的几何论证, 可参见 [12, §2.5].

关于证明中考虑的 5 个三元组, 等价的说法是正二十面体自然地内接 5 个正八面
体, 而 I 置换之. 这 5 个正八面体的复合体是饶富兴味的几何对象, 由 Edmund Hess
首先发现, 如下图.

5)代数学中一则广为人知的事实 (也是本章习题之一) 是 60 阶单群必和 A5 同构, 从此便能推导 I ' A5,
而不必取道 5 个正八面体的复合体; 然而这般得到的同构并非典范的.
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图源: Wikimedia Commons.

现在回头处理 SO(3) 的有限子群, 并给出完整分类.

定理 11.11.7 精确到共轭, SO(3) 的有限子群 G 仅有以下五类: 旋转生成的有限循环
群 Z/nZ (其中 n ∈ Z≥1), 二面体群 D2n (其中 n ∈ Z≥2), 以及正多面体的旋转对称群
T, O, I.

证明 不难验证嵌入于 SO(3) 的所有 Z/nZ 和 D2n 都相互共轭, 故讨论引理 11.11.5
列表中的后三种情况即可. 定理 11.11.6 表明它们分别包括 T, O, I 作为特例. 关键在
说明这三种特例的共轭穷尽所有情形.
策略是从极点集 SG 中的 G-轨道构造正多面体. 从 (n1, n2, n3) = (2, 3, 3) 情形起

步. 考虑 n3 在 SG 中对应的 G-轨道, 写作 {x1, . . . , x4}. 非平凡旋转不可能固定球面上
三个相异点, 而 |Gx1

| = 3, 故 Gx1
轮换 x2, x3, x4, 它们和 x1 等距; 同理可见 x1, . . . , x4

两两等距. 对照正四面体的构造可见它们张成6)正四面体 P .
剩余的论证是容易的: P 的对称中心被 G 的所有元素固定. 然而引理 11.11.5 的列

表说明G至少有两个不同转轴,故对称中心便是 R3的原点. 综上可知G ⊂ symm+(P ).
基于正多面体的分类, 可取 g ∈ SO(3) 使得 g(P ) 等于标准的正四面体, 相应地
gGg−1 ⊂ T. 比较阶数立得 gGg−1 = T.

对于 (n1, n2, n3) = (2, 3, 4) 的情形, n3 在 SG 中对应的 G-轨道有 6 个元素
x1, . . . , x6. 群 Gx1 由角度 π

2 的旋转生成, 类似的几何理由表明它轮换 x2, . . . , x6 中的
4 个元素, 剩下者不动. 按此便将 x1, . . . , x6 的元素分成 3 对: xi 和 xj 配对当且仅当
存在保持两者皆不动的 4 阶旋转, 当且仅当 xi = −xj .
给定配对的 xi 和 xj , 剩下四个元素都落在与其连线正交的某个平面上, 因此 3 对

(xi, xj) 给出相互正交的直线, 皆过原点. 既然 G 传递地作用, x1, . . . , x6 和原点等距.
将此与定理 11.11.2 中的构造比较, 可知它们张成正八面体. 其余论证和先前相同.
对于 (n1, n2, n3) = (2, 3, 5) 的情形, n3 在 SG 中对应的 G-轨道有 12 个元素

6)用 §14.7 的精确语言来说, 这四个点的凸包是正四面体.
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458 第十一章 群的概念

x1, . . . , x12. 同样的论证说明 Gx1
由某个角度 2π

5 的旋转 S 生成, 保持另一个元素 (设
为 x12) 不动, 然后将剩余的 10 个元素等分成两个轨道, 每个轨道的元素被 S 轮换.
这也说明 x12 = −x1, 它们确定 S 的转轴; 推而广之, {x1, . . . , x12} 对 x 7→ −x 保

持不变. 调整下标后不妨 〈S〉 的两个非平凡轨道是

x2, . . . , x6, x7, . . . , x11,

而且满足 x3 = Sx2 和 x8 = Sx7, 依此类推. 两个轨道的地位迄今是平等的, 但稍后将
规定 x2 的取法.

既然是 x2, . . . , x6 是 S 作用下的轨道, 它们在与 S 转轴正交的某个平面上依序构
成边长记为 ` 的正五边形, 各顶点和 x1 等距, 也和 x12 = −x1 等距. 此外, 正五边形的
图像表明 −x2 /∈ {x2, . . . , x6}. 故另一个轨道表为 {−x2, . . . ,−x6}, 在 S 旋转下仍构成
边长 ` 的正五边形.

取 U ∈ G 使得 U(x1) /∈ {x1, x12}, 然后取 T = U−1SU , 则 T 是角度同为 2π
5 的旋

转, 而且考虑 S 的极点和特征值可见 T (x1) /∈ {x1, x12}. 不失一般性 (调整下标), 无妨
设 T (x1) = x2. 基于对称考量 (用 U 搬运), x1 到 x2 = T (x1) 的距离也等于 `. 综上,
x1, . . . , x6 和定理 11.11.2 证明中的正二十面体基本构件全等, 如下图:

x2
x3

x4

x6

x5

x1

继续类似构造, 直到穷尽 12 个顶点. 这表明 x1, . . . , x12 张成正二十面体. 其余论证和
先前相同.

习题

1. 验证 {(x, y) ∈ R2 : x 6= 0} 对二元运算 (a, b)(c, d) := (ac, ad+ b) 成群.

2. 将对称群 Sn 嵌入为 GL(n, F ) 的子群, 其中 F 是任意域. 提示 考虑置换矩阵.

3. 设 G 为群.

(i) 证明若 H,K 为 G 的子群, G = H ∪K, 则必有 G = H 或 G = K.

(ii) 给定一族递增子群 G1 ⊂ G2 ⊂ G3 ⊂ · · · , 证明 ⋃∞
k=1Gk 仍是 G 的子群.

4. 设 G 是有限半群, 而且满足左消去律 xy = xz =⇒ y = z 和右消去律 yx = zx =⇒ y =

z. 证明 G 是群.
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5. 说明对于所有群 G, 映射 g 7→ g−1 给出群同构 G
∼→ Gop.

6. 设 a, b 属于群 G.

(i) 证明若 ab 是有限阶元素, 则 ba 亦然, 此时 ord(ab) = ord(ba).

(ii) 举例说明当 a, b 都有限阶时, ab 未必有限阶.

7. 对幺半群 M 及 x ∈ M , 若存在 x−1 ∈ M 使得 xx−1 = 1M = x−1x, 则称 x 可逆. 记 M

的所有可逆元构成的子集为 M×.

(i) 说明以上的 x−1 若存在则唯一, 故可合理地称为 x 的逆.

(ii) 说明 M× 对 M 的乘法构成群, 包含映射 M× →M 是幺半群之间的同态.

(iii) 对于环 R, 将环论中定义的可逆元集 R× 诠释为上述构造的特例.

(iv) 设 G 为群而 ϕ : G → M 为幺半群之间的同态, 亦即 ϕ(1G) = 1M 而 ϕ(xy) =

ϕ(x)ϕ(y) 恒成立. 说明 ϕ 的像落在 M× 中.

8. 设群 G 6= {1}. 说明 G 没有非平凡真子群的必要条件是 G 同构于素数阶循环群; 此条件
也是充分的, 见例 11.9.3.

9. 证明对称群 Sn 的中心在 n ≥ 3 时是平凡的.

10. 证明 Sn 由 (1 2) 和 (1 2 · · · n) 生成.

11. 证明若 G/ZG 是循环群, 则群 G 交换.

12. 设 p 为素数. 证明满足 |G| = p2 的群 G 皆交换. 提示 结合上一题与命题 11.6.4.

13. 证明若 G 有真子群 H 使得 (G : H) 有限, 则存在 N ◁G 使得 N 6= G 而 (G : N) 有限.

14. (L. Euler) 设 n ∈ Z≥1. 运用推论 11.4.10 证明若 x ∈ Z 与 n 互素, 则

xφ(n) ≡ 1 (mod n),

其中 ϕ 是 Euler 函数. 进一步取 n 等于某个素数 p, 由此推导 Fermet 小定理.
提示 取群 G 为 (Z/nZ)×, 确定其元素个数.

15. 考虑可逆四元数群 H× 的子群 Q8 := {±1,±i,±j,±k} (共 8 个元素).

(i) 证明 Q8 的所有子群皆正规, Q8 非交换.

(ii) 记 Q8 的中心为 Z. 证明 Q8/Z 同构于 (Z/2Z)2.

(iii) 写下 Q8 中的所有共轭类 (共五个).

16. 设有限群 G 满足以下条件: 对所有 d ∈ Z≥1, 集合 {x ∈ G : xd = 1} 至多只有 d 个元素.
记 n := |G|.

(i) 说明对于所有 d | n, 集合 {g ∈ G : ord(g) = d} 或者是空集, 或者有 ϕ(d) 个元素.
提示 论证 ord(g) = d 蕴涵 〈g〉 = {x ∈ G : xd = 1}, 再对 〈g〉 应用推论 11.3.4.

(ii) 基于 (i), 说明 G 是 n 阶循环群.
提示 对所有 d | n, 记 md := |{g ∈ G : ord(g) = d}|, 然后注意到 ∑

d|nmd = n =∑
d|n ϕ(d).
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17. 设 F 为域. 利用上一题的结果, 证明 F× 的所有有限子群皆为循环群. 作为推论, 若 F 是
有限域则 F× 是循环群.

18. (原根) 考虑环 Z/nZ, 要求 n ∈ Z≥2. 证明 (Z/nZ)× 是循环群当且仅当 n = 2, 4, pk, 2pk,
其中 p 是奇素数而 k ∈ Z≥1. 若 a + nZ 是 (Z/nZ)× 的生成元, 则称 a 为 mod n 原根;
原根的分布和算法是数论及其应用的重要问题.
提示 上一则习题可处理 n 为素数的情形. 一般情形的推导基于素数情形和中国剩余定
理, 然而一些数论技巧仍属必要. 详见各种初等数论教材.

19. 设群 G 的自同构只有恒等. 证明 |G| ≤ 2. 提示 考虑内自同构可见 G 交换, 不妨将群
运算写作加法. 接着考虑自同构 x 7→ −x, 将 G 作成 F2-向量空间.

20. (交换环上的一般线性群) 说明任意交换环 R 上的所有 n × n 可逆矩阵对乘法也构成群,
记为 GL(n,R), 它有子群 SL(n,R) := {A ∈ Mn×n(R) : detA = 1}.

21. 对任意域 F , 证明形如 1 x

0 1

 ,

1 0

y 1

 , x, y ∈ F

的矩阵构成群 SL(2, F ) 的一族生成元. 在此基础上, 试以类似方法给出 SL(n, F ) 的生
成元.
提示 运用以下等式: 0 t

−t−1 0

 =

1 t

0 1

 1 0

−t−1 1

1 t

0 1

 ,

t 0

0 t−1

 =

 0 t

−t−1 0

0 −1

1 0

 .

22. 承上题, 证明上述矩阵在 x, y ∈ Z 的情形也是群 SL(2,Z) 的一族生成元.
提示 首先注意到上述矩阵 (取 x, y ∈ Z) 足以实现下述初等行 (或列) 变换, 采用 §1.3
的符号:

? A(i, k, c), 其中 c ∈ Z;
? 先做 B(i, k), 再将某行 (或列) 乘以 −1;
? 将矩阵乘以 −12×2.

给定 γ ∈ SL(2,Z), 对之实行上述变换所得的所有矩阵构成集合 C, 证 12×2 ∈ C 即可. 考
虑 C 的所有元素的所有矩阵元中非零而绝对值最小者, 然后操作带余除法.

23. 证明交换单群必然同构于 Z/pZ, 其中 p 是素数. 提示 先将问题化到循环群的情形
考虑.

24. (双陪集) 设 H,K ⊂ G 为子群.

(i) 让 H 通过左乘左作用在 G/K 上. 证明陪集 gK 的稳定化子是 gKg−1 ∩H.

(ii) 让 K 通过右乘右作用在 H\G 上. 证明陪集 Hg 的稳定化子是 g−1Hg ∩K.

(iii) 让 H ×Kop 按照 (h, k) · g := hgk 左作用在 G 上. 说明这确实是群作用, 而且对应
的商集既等同于 H\(G/K), 也等于 (H\G)/K.
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相对于 H × Kop 对 G 的左作用, 其轨道称为 G 对 H 和 K 的双陪集, 具体表作
HgK := {hgk : h ∈ H, k ∈ K} 的形式, 其中 g ∈ G.

25. 将命题 11.9.17 的 G/H
∼→ G′/H ′ (其中 H ′ = f(H)) 推及 N ◁G 而 H 是包含 N 的任

意子群的情形. 此时 G/H 和 G′/H ′ 未必有群结构, 而 G/H → G′/H ′ 只是集合之间的
双射.
提示 直接验证映射 gH 7→ f(g)H ′ 良定义, 满而且单.

26. 设 p > q 为两个素数, 群 G 满足 |G| = pq.

(a) 证明存在正规子群 P 使得 (G : P ) = q. 提示 取子群 H 使得 (G : H) = q. 让
G 以左乘作用于 G/H, 对应的群同态 A : G→ Sq 必满足 | kerA| = p.

(b) 证明若 q ∤ p − 1 则 G 是循环群. 提示 将 G 分解为半直积, Aut(Z/pZ) '
(Z/pZ)× ' Z/(p− 1)Z.

(c) 设 G1 和 G2 是非交换群, |G1| = pq = |G2|, 证明 G1 ' G2.
提示 半直积 (Z/pZ)⋊ (Z/qZ) 可由 {a ∈ (Z/pZ)× : aq = 1} ' Z/qZ 的元素描述.
研究 Z/qZ 的自同构如何影响 a.

(d) 设 p 为奇素数. 证明 2p 阶非交换群必同构于 D2p.

27. 描述循环群 Z/nZ 的所有自同态, 其中 n ≥ 0.

28. 描述二面体群 D2n 的自同构群 Aut(D2n).

29. 如果群 G 的子群 H 对于所有自同构 ϕ : G
∼→ G 都满足 ϕ(H) = H, 则称之为特征子群.

(i) 证明特征子群总是正规子群, 特征子群的特征子群仍是特征子群.

(ii) 说明 G 的中心 ZG 是特征子群, 而且群 G 的导出子群

Gder :=
〈
aba−1b−1 : a, b ∈ G

〉
也是特征子群.

(iii) 证明 GL(n, F )der = SL(n, F ), 其中 F 是包含至少 3 个元素的域.
提示 对于 n = 2 的情形, 观察到a 0

0 1

1 x

0 1

a 0

0 1

−11 x

0 1

−1

=

1 (a− 1)x

0 1

 .

30. 群 G 的交换化定义为 Gab := G/Gder.

(i) 说明 Gab 交换, 而且对于任何交换群 A 和同态 f : G → A, 存在唯一的同态
f : Gab → A 使得 f 分解为 G

商
Gab

f
A 的合成. 用 §B.5 的术语来说, 这是交

换化的泛性质.

(ii) 就 S3, Q8, D2n 和 GL(n, F ) 这几个例子确定其交换化, 其中 F 是任意域.

(iii) 对于群 G = GL(n, F ), 其中 F 是含至少三个元素的域, 试将商同态 G → Gab 等同
于行列式.
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31. 设群 G 作用在集合 X 上, n ∈ Z≥1. 让 G 按照 g(x1, . . . , xn) = (gx1, . . . , gxn) 作用于
Xn 及其子集

X [n] := {(x1, . . . , xn) ∈ Xn : i 6= j =⇒ xi 6= xj}.

设 |X| ≥ n. 若 G 对 X [n] 的作用传递, 则称 G 对 X 的作用为 n-传递的.

(i) 说明 Sn 在 {1, . . . , n} 上的标准作用是 n-传递的.

(ii) 说明若 m ≤ n, 则 n-传递蕴涵 m-传递.

(iii) 试证若 G 和 X 有限, 而且作用是 2-传递的, 则 ∑
g∈G |Xg|2 = 2|G|, 其中 Xg :=

{x ∈ X : gx = x}.
提示 对所有 x ∈ X, 对 StabG(x) 在 X ∖ {x} 上的传递作用应用命题 11.5.10, 推
得 ∑

g∈StabG(x) |X
g| = 2| StabG(x)|, 然后对 x 加总, 右侧需以 G 的传递性处理.

32. 设群 G 作用于集合 X, 从而作用于 X2; 对所有 x ∈ X 记 Gx := StabG(x). 证明 (x, gx)

和 (x, g′x) 在 X2 中属于同一个 G-轨道当且仅当 g′ ∈ GxgGx.

33. 接续上一题, 进一步要求 |X| ≥ 2 而 G 对 X 的作用为 2-传递的.

(i) 证明 Gx 总是 G 的极大真子群: 换言之, 包含 Gx 的子群只有 G 和 Gx 本身.
提示 对所有 g ∈ G∖Gx 皆有 G = Gx ∪GxgGx.

(ii) 说明任何正规子群 N ◁G 在 X 上的作用或者平凡, 或者传递.
提示 取定 y 6= y′. 若存在 x和 n 使得 nx 6= x, 则取 g 使得 gx = y 而 g(nx) = y′,
按此得 gng−1y = y′.

(iii) (岩泽健吉) 假设 G 作用忠实, G = Gder, 而且存在 x 使得 Gx 有正规交换子群 U ,
而 U 在 G 中的所有共轭生成 G. 证明 G 为单群.
提示 取定 N ◁G 和 x, 讨论 NGx = Gx 和 NGx = G 两种情形. 若 NGx = Gx

(亦即 N ⊂ Gx) 则 N 的作用平凡. 若 NGx = G 则从 NU ◁ NGx = G 易见
NU = G, 由此推导 G/N 交换.

34. 对所有域 F 验证群 SL(n, F ) 的中心等于 {λ · 1n×n : λ ∈ F, λn = 1}.

35. (PSL(2, F ) 的单性, |F | ≥ 4) 设 F 为域, 命 Z 为 SL(n, F ) 的中心. 按照以下步骤证明
n = 2 而 |F | ≥ 4 时 PSL(2, F ) := SL(2, F )/Z 为单群.

(i) 说明 |F | ≥ 4 时 SL(2, F ) = SL(2, F )der. 提示 将先前证明 GL(2, F )der =

SL(2, F ) 时取的
a 0

0 1

 改为
a 0

0 a−1

.

(ii) 让 PSL(2, F ) 以显然方式作用在 P1(F ) := {F 2 的 1 维子空间} 上. 记 (x, y) ∈
F 2 ∖ {0} 生成的子空间为 (x : y). 说明这是 2-传递作用, 然后写下 (1 : 0) 的稳定化
子群 H.

(iii) 代入岩泽健吉的判准, 推导 |F | ≥ 4 时 PSL(2, F ) 为单群.
提示 取 H 的子群

U :=


1 ∗

0 1

Z

 .
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36. (PSL(n, F ) 的单性, n ≥ 3) 承上题, 设 F 为任意域. 按以下步骤证明 n ≥ 3 时
PSL(n, F ) := SL(n, F )/Z 为单群.

(i) 说明 SL(n, F ) = SL(n, F )der. 提示 以 n = 3 为例, 计算 ghg−1h−1, 其中

g :=


1 0 1

0 1 0

0 0 1

 , h :=


1 0 0

0 1 0

0 1 1

 .

(ii) 让 PSL(n, F ) 以显然方式作用在 Pn−1(F ) := {Fn 的 1 维子空间} 上. 说明这是
2-传递作用, 然后写下 (1 : 0 : · · · : 0) 的稳定化子群 H.

(iii) 代入岩泽健吉的判准, 推导 PSL(n, F ) 单.
提示 取 H 的子群

U :=


 11×1 ∗

0 1(n−1)×(n−1)

Z

 .

在 §14.4 将对 Pn−1(F ) 作进一步的介绍.

37. (圈积) 设 D 和 Q 为群, 非空集 Ω 带左 Q-作用. 取群的直积 DΩ, 定义群同态 ϕ : Q →
Aut(DΩ) 使得对所有 q ∈ Q 都有 ϕq ((dω)ω∈Ω) =

(
dq−1ω

)
ω∈Ω

. 定义相应的圈积为

D oΩ Q := DΩ ⋊φ Q.

(i) 设 D 左作用在非空集 X 上, 说明下式定义 D oΩ Q 在 X × Ω 上的左作用.

((dω)ω∈Ω, q) · (x, η) := (dqηx, qη) , x ∈ X, η ∈ Ω.

(ii) 承上题, 说明如果 D 和 Q 在 X 和 Ω 上的作用皆忠实, 则 D oΩ Q 在 X ×Ω 上的作
用亦然.

38. 考虑有 q := pn 个元素的有限域 Fq. 设 m ∈ Z≥1. 记 U ⊂ GL(m,Fq) 为对角线全为 1 的
上三角矩阵所成子群. 证明 U 是 GL(m,Fq) 的 Sylow p-子群 (定义 11.6.6).

39. (L. A. Kaluznin) 以下运用圈积探讨对称群的 Sylow p-子群, p 是选定的素数.

(i) 对所有 m ∈ Z≥1 构造 Spm 的 Sylow p-子群 Pm, 使得 P1 ' Z/pZ 而 Pm+1 '
Pm oΩ (Z/pZ); 此处让 Z/pZ 以加法作用于 Ω := Z/pZ.
提示 当 m = 1 时显然. 设已有 Sylow p-子群 Pm ⊂ Spm , 适当地将 Pm oΩ (Z/pZ)
嵌入 Spm+1 并计数.

(ii) 对一般的 n ∈ Z≥1 构造 Sn 的 Sylow p-子群.
提示 作展开 n = a0 + a1p + · · · + arp

r, 其中 0 ≤ ai < p. 将 {1, . . . , n} 划分为∑r
i=0 ai 个子集, 其中元素个数为 pi 的子集有 ai 个. 在这些子集各自的对称群里取

Sylow p-子群, 再将它们的直积嵌入 Sn.
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40. 设 F 为满足 char(F ) 6= 2 的域, 对辛空间 (V,B) 考虑例 11.1.13 定义的辛群 Sp(V ). 证
明 ZSp(V ) = {±idV }.
提示 给定 z ∈ ZSp(V ), 取辛基 p1, q1, . . . , pn, qn (计顺序). 于是辛群包含形式如下
的矩阵  a12×2

b1(n−2)×(n−2)

 , a, b ∈ {1,−1},

故 z 也对应到相同规格的分块对角矩阵, 其描述因而化约到 n = 1 情形, 此时辛群
' SL(2, F ) 的中心容易确定. 因此一般情形下 z 是分块皆为 ±12×2 的分块对角矩阵. 考
虑置换辛基所给出的辛群元素, 可见符号必然全正或全负.

41. 设 (V,B) 为域 F 上的辛空间, char(F ) 6= 2. 在集合 V × F 上定义二元运算

(v, t)
(
v′, t′

)
=
(
v + v′, t+ t′ +B(v, v′)

)
.

(i) 说明 V × F 对此运算成为群, 记为 H(V,B), 称为 Heisenberg 群7).

(ii) 说明 F 作为加法群按照 t 7→ (0, t) 嵌入为 H(V,B) 的子群, 而且 ZH(V,B) = F .

(iii) 设 ϕ : (V,B)
∼→ (V ′, B′) 为辛空间的同构, 说明 (v, t) 7→ (ϕ(v), t) 给出群同构

H(V,B)
∼→ H(V ′, B′).

(iv) 考虑二维辛空间 (V2, B2), 带有分解 V2 = Fp ⊕ Fq 使得 B2(p, q) = 1, 因此
V ♮ := V2 ⊕ V 对 B♮ := B2 ⊕B 成为辛空间. 对所有 (v, t) ∈ V × F 按下式定义 V ♮

的线性自同态
ν(v, t)(p) = p+ v + tq,

ν(v, t)(w) = w +B(w, v)q, w ∈ V,

ν(v, t)(q) = q.

验证这给出群的嵌入 ν : H(V,−B) ↪→ Sp(V ♮).

(v) 验证 Sp(V ) 在 Sp(V ♮) 中的像包含于 NSp(V ♮)(im(ν)), 并描述 Sp(V ) 如何按此作用
于 H(V,−B).

42. 应用命题 11.5.10 证明以下事实.

(i) 用 n 种颜色将一个正立方体的每个面着色. 两种着色如果差一个空间中的旋转, 则
视为相同. 说明共有 1

24

(
n6 + 3n4 + 12n3 + 8n2

) 种着色方式.
提示 所有着色方式构成一个集合 X, 有 n6 个元素. 正立方体的旋转对称群 G 作
用于 X; 此群即定理 11.11.6 描述的 24 阶群 O.

(ii) 用 n 种颜色将一个正三角形的每条边着色. 两种着色如果差一个平面上的旋转或镜
射, 则视为相同. 说明共有 1

6

(
n3 + 3n2 + 2n

) 种着色方式.
提示 此时 |X| = n3 而 |G| = 6; 群 G 正是二面体群 D6.

43. (É. Galois) 试证 n ≥ 5 时 An 是单群. 提示 参阅 [10, 定理 4.9.7].

7)得名于量子力学中的基本对易关系 (W. Heisenberg, M. Born, P. Jordan). 一些文献中考虑的版本是
H

(
V, 1

2
B
)
.
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44. 证明若 n ≥ 5 而子群 H ⊂ Sn 满足 (S5 : H) = 2, 则 H = An.

提示 依照 H ◁Sn 和 An 的单性讨论 H ∩ An.

45. (60 阶单群的唯一性) 设 G 为单群, |G| = 60.

(i) 说明不存在满足 (G : K) ≤ 4 的真子群 K.

提示 考虑 G 对 G/K 左乘作用诱导的同态 G→ S(G:K).

(ii) 基于 §11.6 介绍的 Sylow 定理, 证明 G 必有满足 |H| = 12 的子群 H.

提示 取 G 的 Sylow 2-子群 S. 所有 Sylow 2-子群的个数 N2 也等于 (G : NG(S)),
故 N2 ∈ {1, 3, 5, 15}. 先用 (i) 排除 1, 3; 若 N2 = 5 则取 H = NG(S).

考虑 N2 = 15 的情形. 用 (i) 讨论 Sylow 5-子群的个数 N5, 通过计数说明存在
Sylow 2-子群 S1 6= S2 使得 S1 ∩ S2 6= {1}. 论证 |ZG(S1 ∩ S2)| ∈ {12, 20}.

(iii) 从 (i) 推导 G ' A5.

提示 考虑 G 对 G/H 左乘诱导的同态 G→ S5.

(iv) 作为推论, 证明 PSL(2,F5) ' A5.

事实上, 基于 Sylow 定理可以证明阶数 < 60 的单群必为素数阶循环群.

46. 记空间 R3 中的正二十面体的旋转对称群为 I (见 §11.11). 如果球面上两点 x 和 y 落在
同一条直径上, 则称它们互为对径点.

(i) 说明 I 是以下 5 个共轭类的并.

转轴 转角 元素个数

任意 0 1

对棱中点连线 π 15

对面重心连线 ±2π
3

20

±2π
5

12

±4π
5

12

顶点及其对径点连线

末两个共轭类区分如下: 第一类的元素将某些面映到相邻面, 第二类则无此现象.

(ii) 以此证明 I 是单群.

提示 若 N ◁ I, 则 |N | 整除 60, 而且 N 是一些共轭类的并.

47. 设正多面体 P 的对称中心是原点, 按以下方式描述其对称群 symm(P ):

▷ 正四面体 同构于 S4 ' T ⋊ (Z/2Z) (试写下相应的同态 Z/2Z → Aut(T)),

▷ 立方体/正八面体 同构于 O × (Z/2Z),

▷ 正十二面体/正二十面体 同构于 I × (Z/2Z).
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以此分类 O(3) 的有限子群, 精确到共轭.
提示 观察到 (symm(P ) : symm+(P )) ∈ {1, 2}. 当 P 为正四面体时, 直接构造保持 P

的镜射并验证 symm(P ) ' T ⋊ (Z/2Z) ' S4. 对于立方体, 易见取对径点给出 P 的对称
性, 由此得到 O × (Z/2Z). 对于正十二面体或正二十面体, 取对径点仍给出 P 的对称性;
对此, 一种不甚优雅的办法是用 §11.11 脚注给出的顶点坐标.

48. 证明任何非空集 S 上都存在至少一种交换群结构.
提示 当 S 无穷时, 用集合论部分的最后一道习题说明 S 与某个 F2-向量空间等势.
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模是向量空间的直接推广: 一个 F -向量空间对加法成群, 另有来自域 F 的纯量
乘法, 而 R-模的概念则是在加法群的基础上考虑来自一个环 R 的纯量乘法, 依然要
求有结合律与分配律. 模的定义和基本运算法则是 §12.1 的主题, 和向量空间大致类
似, 但由于环 R 未必交换, 因此依照乘法的作用方向产生了左模, 右模乃至于本章习题
介绍的双模等种种概念. 以下若无另外说明, 所论的 R-模 M 默认为左模, 带有加法
M ×M →M 和纯量乘法映射 R×M →M .

一如其它代数结构, §12.2 将对 R-模探讨同态和同构的概念. 此外模还可以对任意
子模取商, 得到的商模和群论情形一样满足若干同态定理; 然而模的加法运算交换, 故
相应的陈述比群简单. 向量空间的商空间是商模的特例. 关于直和与直积的定义也与向
量空间的办法类似, 详见 §12.3.

模的实例包括交换群 (取 R = Z), 域 F 上的向量空间 (取 R = F ) 或者向量空间
配上一个自同态 (取 R = F [X]); 最后一个例子是标准形理论的基石, 在第十三章将有
深入讨论. 由此可见模论应用范围之广.

向量空间的许多基本概念 (如基和维数) 都能推及除环上的模, 但在除环之外则
大有不同. 基的概念在模论中涉及 §12.4 探讨的自由模. 外在地看, 集合 X 上的自由
R-模可以定义为 X 份 R 的直和 (定义 12.4.1); 内在地看, 一个模 M 是否同构于自由
模也可以从是否有基来刻画 (定义–命题 12.4.4). 并非所有模都是自由模. 交换环上的
自由 R-模有良定义的秩 (定义–命题 12.4.9), 这是维数的推广.

本章后续部分以主理想环上的有限生成模分类定理 12.6.3 为指归, 仅涉及交换环.
在 §12.5 的热身之后; §12.6 将对主理想环 R 上的有限生成模给出直和分解. 更确切地
说, 分解有基于不变因子和初等因子的两种版本, 两族因子仅依赖于模的同构类, 容易
相互过渡. 这部分内容主要是作为标准形理论的铺垫, 但是它也能用以分类有限生成交
换群 (推论 12.6.5).

本章最后的 §12.7 从矩阵视角审视之前的理论, 主要结论是关于 Z 或 F [X] 上的
矩阵的 Smith 标准形定理 12.7.6, 其证明具有算法特质, 对于第十三章涉及的计算尤其
实用. 事实上, §12.6 的主要结论可以用矩阵语言证明, 不过本书未选择这一进路.
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阅读提示
由于本章主要为标准形理论服务, 关于模的介绍难免失之片面, 有心深究的读者
应当参考 [10, 第六章] 或其它覆盖模论内容的代数类教材.

阅读顺序
§12.1

§12.2 §12.3

§12.4

§12.5 §12.6 §12.7

12.1 模的基本定义
模是带有加法和来自某个环 R 的纯量乘法的一种代数结构. 由于已有群的概念,

更精确地说是约定 11.1.18 所谓的加法群, 在模的定义中可以节省力气.

定义 12.1.1 (模) 所谓左 R-模, 是指下述资料:

? 加法群 (M,+),

? 映射 R×M →M , 以乘法符号记为 (r,m) 7→ r ·m = rm, 也称为模的纯量乘法,

条件是要求以下性质成立:

r(m1 +m2) = rm1 + rm2,

(r1 + r2)m = r1m+ r2m,

(r1r2)m = r1(r2m),

1Rm = m,

其中 r, ri ∈ R 而 m,mi ∈M . 按照惯例, 这组资料也常简记为 M .
类似手法可以定义右 R-模 M , 差别是纯量乘法此时是 M × R → M , 记为右乘

(m, r) 7→ m · r = mr, 而左模的条件 (r1r2)m = r1(r2m) 相应地改写为

m(r1r2) = (mr1)r2.

若无其他说明, R-模在本书中默认为左 R-模.

注意到左 (或右) 模的最后两条公理相当于说纯量乘法给出幺半群 (R, ·) 对 M 的
左 (或右) 作用. 我们经常将 M 作为加法群的零元简记为 0, 这不会造成混淆.

练习 12.1.2 定义环 R 的相反环 Rop, 方法是修改 R 的乘法为 ·op, 使得 x ·op y := yx.
因此 R 交换等价于 R = Rop. 说明左 R-模和右 Rop-模是一回事.
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因此在表述模的一般性质时考虑左模即可. 交换环上的模不必区分左右.

例 12.1.3 (零模) 最无聊的模是零模 {0}, 经常也简写为 0, 对应的加法群即零群 (或称
平凡群), 纯量乘法当然是 r · 0 = 0.

例 12.1.4 环 R 本身可以作成左 R-模, 其加法取为环的加法, 纯量乘法 R×R→ R 取
为环的乘法; 模论的一切公理在此都由环的性质来保证. 同样地, R 本身也可以作成右
R-模. 对于 R 交换的情形, 请读者验证 R 的 R-子模无非是理想.

练习 12.1.5 推而广之, 考虑环同态 φ : R → R′, 验证 R′ 按此自然地成为左 (或
右) R-模, 其加法是环 R′ 的加法, 纯量乘法以环 R′ 的乘法表作 (r, r′) 7→ φ(r)r′ (或
(r′, r) 7→ r′φ(r)).

例 12.1.6 (向量空间) 设 F 为域, 关于 F -模的公理直接回归到 F -向量空间的公理, 因
此模是向量空间这一概念的直接推广.

一如向量空间的情形, 模的纯量乘法具有以下性质:

0R ·m = m,

(−1R) ·m = −m,
(n · 1R) ·m = nm,

(−n · 1R) ·m = −nm,

其中 m ∈M ; 后两式的 n属于 Z, 而 ±nm ∈M 则是置于加法群 (M,+)中理解的倍数
运算. 相关论证与向量空间或环论的版本完全相同, 读者应该已有充足的经验与识见.

例 12.1.7 (交换群作为 Z-模) 设 A 为交换群, 群运算表作加法. 已知 A 具有自然的整
数倍运算

Z×A→ A, (n, a) 7→ na,

满足 n(a1 + a2) = na1 + na2, (n1 + n2)a = n1a+ n2a, (n1n2)a = n1(n2a) 和 1 · a = a

等标准性质, 这就说明此运算使 A 成 Z-模.
反之设 A 为 Z-模, 则对任何 n ∈ Z≥0 皆有

na = (1 + · · ·+ 1

n 份

)a = a+ · · ·+ a

n 份

和 (−n)a = −(na), 这说明 A 的纯量乘法能且只能是它作为加法群的整数倍运算.
综上, 模论的解释能力又一次体现为:

Z-模 = 交换群.

一如我们见过的种种代数结构, 模也有对应的子结构.
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定义 12.1.8 (子模) 设 M 为 R-模. 如果 N 是 M 的加法子群, 而且对纯量乘法有如下
的封闭性

r ∈ R, x ∈ N =⇒ rx ∈ N,

则称 N 为 M 的 R-子模, 简称子模. 类似定义对右模同样适用.

子模 N ⊂ M 既然是 M 作为加法群的子群, 对之当然有陪集的概念, 用加法符号
写作 x+N 的形式 (x ∈M).

若 (Mi)i∈I 是 M 的一族子模 (I 6= ∅), 则 ⋂
i∈IMi 也是子模. 另一方面, 定义

∑
i∈I

Mi :=

{
有限和

∑
i

xi ∈M : ∀i ∈ I, xi ∈Mi

}
;

一如向量空间的情形, 有限和意谓: 存在有限子集 I0 ⊂ I, 使得 i /∈ I0 时 xi = 0. 这是
M 的子模. 当 I = ∅ 时, 方便地规定空和为零子模 {0}.

我们也同样能探讨一个子集 S ⊂M 生成的子模, 照例记为

〈S〉 :=

{
有限和

∑
s∈S

rss : ∀s ∈ S, rs ∈ R

}
,

另对有限子集的情形定义 〈s1, . . . , sn〉 := 〈{s1, . . . , sn}〉. 作为特例, 任意 x ∈ M 皆生
成子模

〈x〉 = Rx := {rx ∈M : r ∈ R} .

至于一般的 S, 它生成的子模也写作

〈S〉 =
∑
s∈S

Rs, 〈s1, . . . , sn〉 = Rs1 + · · ·+Rsn.

子模 〈S〉 是 M 中包含 S 的极小子模: 对任何子模 N 都有 N ⊃ S =⇒ N ⊃ 〈S〉.
于是

〈S〉 =
⋂

子模 N⊃S

N.

定义 12.1.9 设 M 为 R-模. 若存在 M 的有限子集 S 使得 M = 〈S〉, 则称 M 为有限
生成的或有限型的.

顺势引入另一则定义, 它将在标准形的研究中扮演要角.

定义 12.1.10 若 R-模 M 能由单个元素生成, 亦即存在 x ∈M 使得 M = Rx, 则称 M

为循环模. 类似定义也适用于右 R-模.

举例明之, R 本身作为 R-模是循环模 (取 x = 1R). 对于 R = Z 的情形, 循环 Z-模
在例 12.1.7 之下对应的正是循环群.
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12.2 模的同态,同构与商
本节选定环 R, 进一步探究保持 R-模结构的映射, 称为 R-模同态, 不致混淆时简

称模同态或同态.

定义 12.2.1 (模同态) 设 M 和 M ′ 为 R-模, 所谓 R-模同态, 意谓满足下述条件的映射
f :M →M ′

▷ 保加法 f 是从加法群 (M,+) 到 (M ′,+) 的群同态, 亦即 f(x+ y) = f(x) + f(y)

对所有 x, y ∈M 成立;

▷ 保纯量乘法 f(rx) = rf(x) 对所有 r ∈ R 和 x ∈M 成立.

对右 R-模也有相似的定义.

同态的合成仍是同态. 取常值 0 的映射 M →M ′ 也是同态, 称为零同态.

定义 12.2.2 设 f : M → M ′ 为模同态. 如果存在模同态 g : M ′ → M 使得 gf = idM
而 fg = idM ′ , 则称 f 为模同构, 简称同构, 而 g 为 f 的逆. 此时我们也说 M 和 M ′

同构.

恒等映射 idM 是同构. 同构的合成依然是同构.
关于逆的条件表明 g 作为映射是 f 的逆, 因而 f 和 g 都是双射. 和向量空间, 环

与群的情形类似, 我们仍有以下事实.

命题 12.2.3 设 f :M →M ′ 为模同态. 如果 f 是集合之间的双射, 则 f 是同构.

证明 论证是熟悉的, 证 f 的逆映射 f−1 也是同态即可. 首先, 加法群的情形 (命题
11.2.8) 确保 f−1 已是群同态; 其次, 对 f(rx) = rf(x) 两边取 f−1, 并且记 y := f(x),
可得 rf−1(y) = f−1(ry). 由于所有 y ∈ M ′ 都能写成 f(x), 这表明 f−1 也保纯量
乘法.

定义–命题 12.2.4 设 M 和 M ′ 为 R-模, 记所有同态 f : M → M ′ 构成的集合为
HomR(M,M ′) 或 Hom(M,M ′). 它具有加法群结构, 以零同态为零元, 具体方法是对
f, g ∈ Hom(M,M ′) 定义

(f + g)(x) = f(x) + g(x), x ∈M.

另外定义 EndR(M) := HomR(M,M), 也记为 End(M); 它具有环结构, 加法是同
态的加法, 乘法则是同态的合成, 以 idM 为环的幺元. 右 R-模的情况完全相同.

证明 从 (f + g)(x + y) = f(x + y) + g(x + y) = f(x) + f(y) + g(x) + g(y) = (f +

g)(x) + (f + g)(y) 可见 f + g 仍是同态; 结合律化到 M ′ 的层次来验证, 零同态作为零
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元的性质则属显然. 同态 f 的加法逆元无非是 (−f)(x) = −f(x), 请读者迅速验证 −f
仍是同态.

关于 End(M) 成环的论断同样容易, 譬如分配律 (f + g)h = fh + gh 的两边都映
x ∈M 为 f(h(x)) + g(h(x)).

注记 12.2.5 (Hom-模) 若 R 是交换环, 则 Hom(M,M ′) 的加法群结构升级为 R-模, 方
法是对所有 r ∈ R 和 f ∈ Hom(M,M ′) 定义映射 rf :M →M ′ 如下

(rf)(x) := rf(x), x ∈M.

确实有 rf ∈ Hom(M,M ′), 原因是 (rf)(x + y) = r(f(x) + f(y)) = rf(x) + rf(y) 和
(rf)(r′x) = rr′f(x) = r′(rf)(x); 纯量乘法所需的性质易化到 M ′ 的 R-模结构. 应当注
意到第二式基于 R 的交换性; 若 R 非交换, 则 Hom(M,M ′) 没有自然的 R-模结构.
对于 R 为域的情形, 向量空间之间的 Hom 因而有自然的向量空间结构, 这种构造

是熟知的.

核的概念在模论中继续扮演重要角色.

定义 12.2.6 (模同态的核) 同态 f :M →M ′ 的核定义为

ker(f) := {x ∈M : f(x) = 0} .

容易看出 ker(f) 是 M 的子模, im(f) 是 M ′ 的子模. 既然模同态也是加法群的同
态, 关于群的命题 11.9.9 立刻导致以下结果.

命题 12.2.7 设 f :M →M ′ 为模同态, 则 f(x) = f(y) 当且仅当 x− y ∈ ker(f) (等价
地说, 陪集 x+ ker(f) 等于 y + ker(f)). 因此 f 是单射当且仅当 ker(f) = {0}.

模也有商的概念, 而且由于模论中不需要类似于正规子群的概念, 商模的构造比商
群简单不少.

定义–命题 12.2.8 (商模) 设 N 为 M 的子模. 在加法商群 M/N 上定义纯量乘法映射

R× (M/N)→M/N

(r, x+N) 7→ rx+N,

这只与 r 和陪集 x+N 相关, 无关元素 x 的选取.

(i) 此运算使加法群 M/N 成模.

(ii) 商映射 q :M →M/N 是模同态, ker(q) = N .

模 M/N 称为 M 对 N 的商模.
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证明 设 x+N = x′ +N , 则存在 y ∈ N 使得 x′ = x+ y, 于是 N 对纯量乘法和加法
封闭导致

rx′ +N = rx+ ry

∈N

+N = rx+N.

纯量乘法所需的结合律等性质按此化到 M 的层次处理. 综上, M/N 成模. 根据
商群的构造, q 是加法群的同态, 它作为群同态的核为 N , 而 q 保纯量乘法这一断言相
当于说

q(rx) = rx+N = r(x+N) = rq(x), r ∈ R, x ∈M.

然而上式正由 M/N 的纯量乘法定义确保.

以上论证也说明 M/N 的模结构是使 q 成为模同态的唯一选择, 而 q 也应当和
M/N 一道视为商模结构的一员.
由于模同态 f 的像仍是子模, 对之取商便给出核的对偶版本, 这是群论场景所无的

新操作.

定义 12.2.9 (模同态的余核) 模同态 f : M → M ′ 的余核定义为商模 M ′/ im(f), 记为
coker(f).

核能判定 f 的单性, 余核则能判定满性.

命题 12.2.10 模同态 f :M →M ′ 为满当且仅当 coker(f) = {0}.

证明 满性相当于说 im(f) = M ′, 这也等价于说 im(f) 只有一个陪集 0 + im(f) =

im(f), 等价于 coker(f) 是零模.

以下结果和 §11.9 平行, 而且陈述或论证都有所简化, 所以只做简单勾勒. 继续选
定环 R, 同态均指模同态.

命题 12.2.11 设 f :M →M ′ 为同态, M 的子模 N 包含于 ker(f), 则存在唯一的同态
f :M/N →M ′ 使得 f = fq, 或以交换图表写作

M M ′

M/N

f

q
f

交换.

这般的 f 称为 f 所诱导的同态. 它满足 im(f) = im(f).

证明 在加法群的层次, 群同态 f 的存在性, 唯一性以及 im(f) = im(f) 都来自命题
11.9.12; 留意到加法群的子群总是正规的.

问题因此归结为证明 f(x+N) = f(x) 描述的 f 满足 f(rx+N) = rf(x+N), 然
而这不过是说 f(rx) = rf(x). 证毕.
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推论 12.2.12 设 f :M →M ′ 为同态, N ⊂M 和 N ′ ⊂M ′ 是子模, 而 f(N) ⊂ N ′. 存
在唯一的同态 f :M/N →M ′/N ′ 使下图交换

M M ′

M/N M ′/N ′

f

q q′

f

此处 q 和 q′ 代表商同态. 具体地说, f(x+N) = f(x) +N ′.

证明 由于条件导致 q′f(N) = {0}, 对 q′f : M → M ′/N ′ 应用前一则结果即可得到 f

的存在性和唯一性. 具体描述从 q′f = fq 推得.

代入特例 N := ker(f), 便得到诱导同态 f :M/ ker(f)→M ′.
诱导同态具有以下简单性质.

? 对于同态 f, g : M → M ′, 在 f(N), g(N) ⊂ N ′ 的前提下有 Hom(M/N,M ′/N ′)

中的等式
f + g = f + g;

两边都映 x+N 为 f(x) + g(x) +N ′.

? 若有同态 L
g
M

f
N 和各自的子模 L′, M ′ 和 N ′, 使得 g(L′) ⊂ M ′ 而

f(M ′) ⊂ N ′, 则 fg = f · g. 这点既可以从之前刻画诱导同态的交换图表来检验,
也可以直接从 f 和 g 的具体映法得见.

命题 12.2.13 设 f : M → M ′ 为群同态, 则诱导同态 f : M/ ker(f) → M ′ 给出同构
M/ ker(f) ∼→ im(f).

证明 在加法群层次, 命题 11.9.14 给出群同构 f : M/ ker(f) ∼→ im(f); 特别地, 这是
双射. 然而已知 f 是模同态, 故 f :M/ ker(f) ∼→ im(f) 在模的层次同样成立.

商模的构造因而为满同态 f :M ↠M ′ 给出了一种只涉及 M 的内在描述. 任何满
同态本质上都是取商.

命题 12.2.14 设 f :M →M ′ 为满同态, 则有双射

{子模 N ′ ⊂M ′} {子模 N ⊂M : N ⊃ ker(f)}

N ′ f−1(N ′)

f(N) N.

1:1

此双射满足以下性质:
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? N ′
1 ⊂ N ′

2 ⇐⇒ f−1(N ′
1) ⊂ f−1(N ′

2),

? 若 N ′ ⊂ M ′ 对应到 N ⊂ M , 则合成同态 M
f
M ′ 商

M ′/N ′ 诱导出同构
M/N

∼→M ′/N ′,

? 当 f 取为对某个 N ⊂ M 的商同态 M → M/N 时, 上述同构进一步改写为 “分
母相消” 的形式

M/L
∼→ (M/N)

/
(L/N),

其中 N ⊂ L ⊂M .

证明 在加法群的层次, 所求的对应无非是命题 11.9.17 内容. 为了加进 R-模结构, 只
须说明:

? 若 N ′ 是 M ′ 的子模, 则 f−1(N ′) 是 M 的子模;

? 若 N 是 M 的子模, 则 f(N) 是 M ′ 的子模.

验证当然是容易的. 此外, 断言中涉及的 M/N
∼→ M ′/N ′ 和 M/L

∼→ (M/N)
/
(L/N)

在加法群层次同样已知. 它们都由模同态所诱导, 因此自动地升级为模的同构.

接着考虑一个给定的模M, 探讨其子模 M,N ⊂M 的和 M +N 与商的关系. 相
较于群的版本, 此处不需要正规性条件.

命题 12.2.15 设 M,N ⊂M 为子模, 则有同构

M/(M ∩N) (M +N)/N

x+ (M ∩N) x+N.

∼

证明 定义同态 f :M → (M +N)/N 为包含同态 M ↪→M +N 与商同态 M +N →
(M +N)/N 的合成; 具体地说, f(x) = x+N , 其中 x ∈ M . 它限制在 M ∩N 上为零
同态, 故诱导 f :M/(M ∩N)→ (M +N)/N , 映 x+ (M ∩N) 为 x+N .

在加法群的层次, 命题 11.9.19 说明 f 是群同构; 特别地, f 是双射. 这就说明 f 也
是模的同构.

对于 R 为域的情形, 本节的结论在讨论向量空间的商空间时已有介绍, 它们对向量
空间理论的妙用历历在目.

练习 12.2.16 设 R 为交换环, 将其视同 R-模, 而 I, I ′ ⊂ R 为理想. 说明存在模同构
R/I ' R/I ′ 当且仅当 I = I ′.

提示 对所有 R-模 M 定义 ann(M) := {t ∈ R : ∀x ∈ M, tx = 0}. 论证
ann(R/I) = I.
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12.3 直和分解
本节选定环 R, 所论的模默认为左 R-模, 但一切结果都有右模版本.
首先, 回忆到根据定义–命题 11.1.22, 一族交换群 (Ai)i∈I 的积集

∏
i∈I Ai 具有自

然的群结构, 称为它们的直积; 这依然是交换群, 它们的运算可写作加法.

定义 12.3.1 设 (Mi)i∈I 为一族 R-模, 在它们作为加法群的直积
∏
i∈IMi 上定义纯

量乘法
R×

∏
i∈IMi

∏
i∈IMi,

(r, (xi)i∈I) (rxi)i∈I ,

这使得
∏
i∈IMi 成为 R-模, 称为 (Mi)i∈I 的直积.

定义 (Mi)i∈I 的直和为
∏
i∈IMi 的如下子模

⊕
i∈I

Mi :=

{
(xi)i∈I ∈

∏
i∈I

Mi :仅有至多有限个 i 使得 xi 6= 0

}
.

所需的模论公理容易验证, 不在话下.
当 I = ∅ 时, 规定直积与直和为零模 {0} 是方便的. 观察到当 I 有限时直和等于

直积. 有限个模 M1,M2, . . . 的直和也写作 M1 ⊕M2 ⊕ · · · 之形. 直和与直积依然有表
为模同构的结合律, 譬如

M1 ⊕ (M2 ⊕M3) 'M1 ⊕M2 ⊕M3 ' (M1 ⊕M2)⊕M3,

方法当然是等同 (x1, (x2, x3)), (x1, x2, x3) 与 ((x1, x2), x3).

约定 12.3.2 若在定义中取每个 Mi 为同一个模 M , 对应的直积 (或直和) 将记为 M I

(或 M⊕I). 对 n ∈ Z≥0 记 M⊕n :=M ⊕ · · · ⊕M
n 份

.

定义 12.3.3 对每个 i ∈ I, 从 Mi 到直和
⊕

j∈IMi 的包含或嵌入定义为单同态

Mi

⊕
j∈IMj

x (xj)j∈I ,

ιi

xj :=

{
x, j = i,

0, j 6= i;

从直积
∏
j∈IMj 到 Mi 的投影则定义为满同态∏

j∈IMj Mi

(xj)j∈I xi.

pi

因此我们可以通过 ιi 将每个 Mi 等同于直和
⊕

j∈IMj 的子模.
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观察到直和⊕
i∈IMi 是所有子模 Mi 的和, 直积则不然, 除非 I 有限. 后续的讨论

将专注于直和, 因为它比直积更常用.
以上从一族模 (Mi)i∈I 出发, 抽象地构造直和 M :=

⊕
i∈IMi 并将 Mi 嵌入其中,

这种构造是外在的. 从内而观之, 我们也可以从给定的模 M 和它的一族子模 (Mi)i∈I

出发, 探讨 M 能否分解为这些子模的直和, 从而简化关于 M 的研究. 何谓分解为子模
的直和? 思路和向量空间的情形是一贯的.

首先, 给定 M 的一族子模如上, 可以定义同态 σ :
⊕

i∈IMi → M , 使得
σ((xi)i∈I) =

∑
i xi; 注意到右边总是有限和. 这是沟通内外的桥梁.

定义–命题 12.3.4 设 (Mi)i∈I 为模 M 的一族子模. 以下陈述等价:

(i)
∑
i∈IMi =M , 而且对每个 i ∈ I 都有

Mi ∩
∑
j 6=i

Mj = {0};

(ii) 每个 x ∈M 都能唯一地写成 x =
∑
i∈I xi, 其中 xi ∈Mi, 至多有限项非零;

(iii) σ 给出同构
⊕

i∈IMi
∼→M .

当以上任一条件成立时, 我们也称 M 为其子模族 (Mi)i∈I 的直和, 写作 M =⊕
i∈IMi, 而每个 Mi 皆称为其中的直和项.

证明 (i) =⇒ (ii). 由 M =
∑
i∈IMi 可知每个 x ∈ M 都能表为有限和 ∑

i∈I xi. 唯
一性等价于说 ∑

i∈I xi = 0 ⇐⇒ ∀i xi = 0, 然而 ∑
j∈I xj = 0 蕴涵

xi = −
∑
j 6=i

xj ∈Mi ∩
∑
j 6=i

Mj = {0}

对所有 i ∈ I 成立, 故表法确实唯一.
(ii) ⇐⇒ (iii). 每个 x 都能表为 ∑

i∈I xi 相当于说 σ 满, 表法中的 (xi)i∈I 唯一相
当于说 σ 单.

(ii) =⇒ (i). 将 x ∈ M 表为 x = σ((xi)i) =
∑
i xi 可见 M =

∑
iMi. 现在固定

i ∈ I 和 xi ∈ Mi, 若有 xi ∈
∑
j 6=iMj , 则存在 (xj)j 6=i ∈

⊕
j 6=iMj 使得 xi =

∑
j 6=i xj ,

这种表法的唯一性蕴涵 xi = 0, 因为等式右侧不含 i 项.

例 12.3.5 给定一族 R-模 (Mi)i∈I . 若将每个 Mi 通过 ιi 等同于外在地构造的⊕
j∈IMj 的子模, 则条件 (ii) 对 M :=

⊕
i∈IMi 的这族子群显然成立, 所以 Mi

实现为
⊕

j∈IMj 的直和项. 此时的 σ 化为
⊕

iMi 上的恒等映射.

严格的说法应当是将 ⊕
i∈IMi 称为一族模 (Mi)i∈I 的外直和, 而将模 M 连同满

足定义–命题 12.3.4 的等价条件的一族子模 (Mi)i∈I 所给出的分解称为内直和. 基于
前一段的讨论和 (iii) 的同构, 内外两种直和一般不必再区分, 符号的重叠也不会造成
混淆.

相对于直和项的商模有简单明了的描述.

未定稿: 2024-10-20



478 第十二章 模论入门

命题 12.3.6 设 L 和 N 为 M 的子模, 使得 M = N ⊕ L, 则商同态 q : M →M/N 限
制为同构 q|L : L

∼→M/N .

证明 我们有 M = L+N 和 L ∩N = {0}. 于是命题 12.2.15 给出同构

L = L/(L ∩N)
∼→ (L+N)/N =M/N

x 7→ x+N,

其中 x ∈ L, 然而 x 7→ x+N 也正是 q|L 的映法.

并非对所有子模 N ⊂ M 都能找到 L 使得 M = N ⊕ L; 例如可取 R = Z,
M = Z/4Z 和 N = 2Z/4Z. 换言之, 并非所有子模都能实现为直和项. 这点和向量空间
的情形迥异.

最后, 从直和到直积的 Hom 集有和向量空间情形相同的描述, 亦即

Hom(
⊕
j

Mj ,
∏
i

Ni) '
∏
i,j

Hom(Mj , Ni);

论证无异, 谨留作本章的简单习题.

练习 12.3.7 考虑一族模 (Mi)i∈I , 对每个 i ∈ I 设有 Mi 的子模 Ni. 明确写下并验证
模同构 ⊕

i∈I
Mi

/⊕
i∈I

Ni
∼→
⊕
i∈I

Mi/Ni.

12.4 自由模
直和在本书中衍生的第一个概念是自由模. 本节选定环 R 并考虑左 R-模. 回忆到

R 本身通过环的乘法成为左 R-模.

定义 12.4.1 设 X 为集合, 其上的自由模定义为直和 R⊕X . 我们可以将 X 自然地嵌
入为 R⊕X 的子集, 方法是让 x ∈ X 对应到 (ry)y∈X ∈ R⊕X , 其中

ry :=

{
1, y = x,

0, y 6= x.

按此将 X 视同自由模 R⊕X 的子集, 则 Rx 便是第 x 份 R 给出的直和项, 而
R⊕X =

⊕
x∈X Rx. 每个 m ∈ R⊕X 都有唯一表法 m =

∑
x∈X rxx (有限和).

按照关于直和的规定, X = ∅ 对应的自由模等于零模 {0}.
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命题 12.4.2 设 N 为任意 R-模, 则有双射

Hom(R⊕X , N) {映射 f : X → N}

ϕ ϕ|X[∑
x∈X rxx 7→

∑
x∈X rxf(x)

]
f

1:1

证明 由于 R⊕X =
⊕

x∈X Rx 的所有元素都能唯一地表为
∑
x rxx, 其中 rx ∈ R, 至多

有限项非零, 故 ∑
x∈X rxx 7→

∑
x∈X rxf(x) 确实定义了模同态. 剩下工作是验证双向

互逆, 全是例行公事.

上述构造从给定的集合 X 构造自由模 R⊕X 连同集合的嵌入 X ↪→ R⊕X . 遵循熟
悉的思路, 这种构造可谓是外在的, 而内在观点则是从给定的模 M 连同子集 X ⊂ M

出发, 寻求将 M 等同于 R⊕X 的条件. 答案是容易的.

定义 12.4.3 设 M 为 R-模, S 为 M 的子集. 如果有限和
∑
s∈S rss (其中 rs ∈ R) 为

零当且仅当所有 rs 全为 0, 则称 S 为线性无关子集.
类似地, 如果 x1, . . . , xn ∈M 满足

∑n
i=1 rixi = 0 ⇐⇒ r1 = · · · = rn = 0, 则称列

x1, . . . , xn ∈M 线性无关.

现在可以给出自由模的内在描述. 对于任意子集 X ⊂ M , 在命题 12.4.2 双射的右
侧取包含映射 f : X → M , 相应地便得到模同态 ϕ : R⊕X → M , 它限制到 X ⊂ R⊕X

上无非是 f .

定义–命题 12.4.4 设 X 为模 M 的子集. 以下陈述等价:

(i) X 生成 M , 而且线性无关;

(ii) 每个 m ∈M 都能唯一地表为有限和 m =
∑
x∈X rxx, 其中 rx ∈ R;

(iii) ϕ : R⊕X →M 为同构.

当以上任一条件成立时, 我们也称 M 是以 X 为基的自由模.

证明 (i) ⇐⇒ (ii). 生成条件相当于说每个 m 都能表为有限和 ∑
x∈X rxx, 相减可知

表法唯一相当于说 (∑
x∈X rxx = 0 ⇐⇒ ∀x rx = 0

)
, 然而这也等价于 X 线性无关.

(ii) ⇐⇒ (iii). 映射 ϕ 满相当于说每个 m 都能表为 ∑
x∈X rxx, 单相当于表法中

的系数 rx 唯一.

上述条件 (ii) 对于外在地构造的 X ↪→ R⊕X 显然是成立的, 对应的 ϕ : R⊕X →
R⊕X 化为恒等. 所以关于自由模与基的内在和外在版本不相混淆.

若模 M 含有某个线性无关的生成集 X, 则我们也迳称 M 为自由模.

练习 12.4.5 考虑一族自由模 (Mi)i∈I , 每个 Mi 都带有给定的基 Xi, 说明无交并⊔
i∈I Xi 给出

⊕
i∈IMi 的基, 使之自由. 提示 参照向量空间的情形.
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练习 12.4.6 说明自由模 R⊕X 是有限生成的当且仅当 X 有限. 提示 每个生成元
都只有有限多个分量非零.

例 12.4.7 对于 R 为域, 亦即向量空间的情形, 关于生成元, 线性无关子集和基的定义
即刻化为熟悉的定义. 向量空间总有基, 但这点对于一般的环 R, 甚至对于整环上的模
都不再成立. 只要忆及向量空间情形的证明依赖于除法, 便可以发现难点所在.

例 12.4.8 设 R 为定义 3.1.11 所谓的整环, M 为 R-模. 若 x ∈ M 满足 rx = 0 ⇐⇒
r = 0, 则称 x 无挠, 否则称 x 为挠元. 自由模 M = R⊕X 没有非零的挠元, 这是因为对
于所有 r ∈ R 和

∑
x rxx ∈ R⊕X , 我们有∑

x∈X
rrxx = 0 ⇐⇒ ∀x ∈ X, rrx = 0,

而整环性质导致右式仅在 rx 全为 0 或者 r = 0 方能成立. 这点可以用来给出许多非自
由模.

? 如果 M = R/I, 其中 I 是非零真理想, 则 1 + I ∈M 是非零挠元, 因为它被 I 的
所有元素零化; 于是 R/I 非自由. 推而广之, 若 M 包含同构于 R/I 的子模, 便不
是自由模.

? 非零元无挠不能反推自由. 举例明之, Q 构成 Z-模, 以 Q 中的乘法为纯量乘法,
它不含非零挠元, 但不是自由的: 所有 q ∈ Q 都能写成 q = 2q′ 的形式, 但形如
Z⊕X 的自由 Z-模 (X 是非空集) 则无此性质: m =

∑
x∈X rxx 可写成 m = 2m′

的形式当且仅当 rx 全为偶数. 所以 Q 6' Z⊕X .

尽管如此, Q 可以写成一列自由子 Z-模的递增并, 例如

Q = Z ∪ 1

2!
Z ∪ · · · ∪ 1

k!
Z

'Z

∪ · · · .

定义–命题 12.4.9 设 R 为交换环, M 为自由模, 则 M 的任两组基 X 和 Y 都满足
|X| = |Y |. 这些基的共同基数称为 M 的秩, 记为 rk(M).

立即的结论是两个自由模同构当且仅当它们等秩. 定义–命题 12.4.9 在一般情形的
证明参见 [10, 命题 6.3.8]. 以下只对整环上的有限生成自由模给出论证.

证明 (R为整环, M 有限生成的情形) 首先观察到 M 的基必然有限, 这是练习 12.4.6
的内容.

以下说明 |Y | ≤ |X|. 命 K := Frac(R) 和 n := |X| ∈ Z≥0, 将 M 通过基 X 等同于
R⊕n, 再将 R⊕n 嵌入 Kn. 由 K-向量空间的理论可知对于任何 y1, . . . yn+1 ∈M ⊂ Kn,
存在不全为零的 a1, . . . , an+1 ∈ K 使得

∑n+1
i=1 aiyi = 0, 通分后不妨假设 ai ∈ R. 于是

M 中任何 n+ 1 个元素皆线性相关, 这说明 |Y | ≤ |X|.
根据问题的对称性, 同样有 |X| ≤ |Y |, 证毕.
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注记 12.4.10 (自由模之间的同态与矩阵) 一如向量空间的情形, 有限秩自由模之间的
同态可以由 R 上的矩阵来表述, 右模版本对此是比较方便的. 具体地说, 将右 R-模
R⊕n 的元素写作列向量, 其 n 个分量都是 R 的元素, 则从 R⊕n 到 R⊕m 的模同态可以
等同于矩阵 A = (aij)i,j ∈ Mm×n(R), 同态的映法是用 A 左乘

x1
...

xn

 7→ A


x1
...

xn

 =


a11x1 + · · ·+ a1nxn

...

am1x1 + · · ·+ amnxn

 .

这确实是右 R-模同态. 详细推导没有本质的困难, 留作本章的简单习题.

12.5 基于挠子模的分解
本节介绍的一类直和分解与挠子模的概念相关. 以下默认 R 为交换环, R-模不必

区分左右. 相关结论将在 §12.6 用到.

定义 12.5.1 对任意理想 I ⊂ R 和 R-模 M , 定义 M 的 I-挠子模为

M [I] := {x ∈M : ∀t ∈ I, tx = 0} .

对于主理想 I = (h) 的情形 (h ∈ R), 另记

M [h] :=M [(h)] = {x ∈M : hx = 0} ,

称之为 M 的 h-挠子模.

因此 M [I] =
⋂
h∈IM [h]. 下列性质毫无困难, 交由读者练习.

I ⊃ J =⇒ M [I] ⊂M [J ],

M [I] ∩M [J ] =M [I + J ],

(
⊕
i

Mi)[I] =
⊕
i

(Mi[I]),

M [0] =M, M [1] = {0},
h, k ∈ R, h | k =⇒ M [h] ⊂M [k].

在 R 为主理想环的情形, (h) + (k) = (gcd(h, k)), 其中 gcd 代表 R 中的最大公因
数, 精确到 R×; 关于交的性质化为

M [h] ∩M [k] =M [gcd(h, k)].

命题 12.5.2 设 R 为主理想环, M 为 R-模, 而且存在 t ∈ R∖ {0} 使得 M =M [t]. 将
t 作不可约分解 pa11 · · · pann , 其中 p1, . . . , pn 是互不等价的素元, 则有直和分解

M =

n⊕
i=1

M [paii ].
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证明 由于 M = M [t], 问题递归地化为证: 若 a, b ∈ R ∖ {0} 互素, 则 M [ab] =

M [a] ⊕M [b]. 基于互素性质在主理想环中的刻画, 存在 u, v ∈ R 使得 ua + vb = 1.
若 x ∈ M [ab], 则 x = uax + vbx ∈ M [b] + M [a]. 另一方面, gcd(a, b) ∼ 1 则导致
M [a] ∩M [b] =M [1] = {0}.

研究线性映射的极小多项式时已见过类似的思路. 一般而言, 设 p 为主理想环 R

的素元, 则从 M [p] ⊂M [p2] ⊂ · · · 易见

M [p∞] :=

∞⋃
n=1

M [pn]

是 M 的子模. 在相同前提下, 命题 12.5.2 更简洁地表为

M =
⊕

p:素元 /∼

M [p∞]. (12.5.1)

这是因为当 n� 0 时 M [pn] =M [pn] ∩M [t] =M [gcd(pn, t)] =M [pa], 其中 pa ‖ t. 子
模 M [p∞] 也称为 M 的 p-准素部分.

接着对一些基本情形确定 M [p∞].

引理 12.5.3 设 R 为主理想环, t ∈ R∖ {0}, 而 p 是 R 的素元. 考虑 a ∈ Z≥0.

(i) 若 pa | t 则 (R/(t))[pa] ' R/(pa);

(ii) 若 pa ‖ t 则 (R/(t))[p∞] ' R/(pa).

证明 设 pa | t而 x ∈ R. 命 s := t/pa. 条件 x+(t) ∈ R/(t)[pa]等价于存在 y ∈ R使得
pax = ty; 两边消去 pa 可知这等价于存在 y 使得 x = sy. 综上, (R/(t))[pa] = (s)/(t).
考虑从 R 到 (s)/(t) 的模同态 y 7→ sy + (t), 它显然满, 核是 {y : t | sy} = (pa). 于

是得到模同构 R/(pa)
∼→ (s)/(t), 此即 (i).

既然 (R/(t))[t] = R/(t), 先前已论证 pa ‖ t 蕴涵 (R/(t))[p∞] = (R/(t))[pa], 故 (ii)
成立.

最后引进两则适用任意整环的概念.

定义 12.5.4 设 R 为任意整环, M 为 R-模, 记 M 的所有挠元所成子集为 Mtor, 它是
M 的子模, 称为 M 的挠子模. 商模 Mtf :=M/Mtor 称为 M 的无挠商.

注意到Mtor =
⋃
t 6=0M [t]. 为了说明Mtor 为子模,设 x, y ∈Mtor,取 s, t ∈ R∖{0}

使得 sx = 0 = ty, 则 st 6= 0 而 st(x+ y) = 0; 此外, 若 r ∈ R 则 s(rx) = r(sx) = 0. 因
此 Mtor 确实对加法和纯量乘法封闭. 无挠商一词的解释如下.

练习 12.5.5 证明 Mtf 无非零挠元.
提示 若 x ∈M 的像 x̄ ∈Mtf 满足 tx̄ = 0, 则存在 s ∈ R∖ {0} 使得 stx = 0.
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命题 12.5.6 将整环 R 视同 R-模. 设 x ∈M ∖Mtor, 则有 R-模同构 R
∼→ Rx.

证明 考虑由 ϕ(r) = rx 确定的 R-模同态 ϕ : R→ Rx. 它当然满, 而 r ∈ ker(ϕ) ⇐⇒
x ∈M [r], 故 x /∈Mtor 蕴涵 ker(ϕ) = {0}.

以下是 (12.5.1) 的简单推广.

推论 12.5.7 设 R 为主理想环, R-模 M 满足 M =Mtor, 则

(i) 对所有有限生成子模 M0 ⊂M 皆存在 t ∈ R∖ {0} 使得 M0 =M0[t];

(ii) M 分解为准素部分的直和:

M =
⊕

p:素元 /∼

M [p∞].

证明 对于 (i), 设子模 M0 由 x1, . . . , xn 生成, 对每个 i 取 ti ∈ R∖ {0} 使得 tixi = 0,
再取 t = t1 · · · tn 6= 0, 则 txi = 0 对所有 1 ≤ i ≤ n 成立. 故 M0 =M0[t].
对于 (ii), 运用定义–命题 12.3.4 对直和的刻画. 给定 x ∈ M , 命 M0 = Rx, 则 (i)

和 (12.5.1) 说明
x ∈M0 =

∑
p

M0[p
∞] ⊂

∑
p

M [p∞].

另一方面, 设有互不等价的素元 p1, . . . , pn 和等式
∑n
i=1 rixi = 0, 其中 ri ∈ R 而

xi ∈ M [p∞i ]. 命 M0 =
∑n
i=1Rxi, 于是 xi ∈ M0[p

∞
i ], 从而 (i) 配合 (12.5.1) 对 M0 给

出的直和分解表明必有 r1 = · · · = rn = 0. 综上知 M =
⊕

p:素元/∼M [p∞].

12.6 主理想环上的有限生成模
本节的 R 默认为主理想环. 主角是有限生成 R-模, 但一些结论也适用于非有限生

成模, 详阅 [10, §6.7].

引理 12.6.1 设 E 为秩 n ∈ Z≥0 的自由 R-模, 则 E 的任意子模 N 仍是自由 R-模, 其
秩 ≤ n.

证明 对 n 递归. 由于 n = 0 的情形平凡, 以下设 n ≥ 1. 首先观察到若视 R 为 R-模,
则对于任意 R-模 M 和同态 λ :M → R, 其像 λ(M) 总是 R 的理想.
任取 E 的基 f1, . . . , fn, 定义 E′ :=

⊕n
i=2Rfi. 定义同态 p1 : E → R 为第一个

坐标投影 ∑n
i=1 rifi 7→ r1, 则理想 p1(N) 可以表作 (d) 的形式, d ∈ R. 若 d = 0 则

N ⊂ E′, 问题化到秩 n− 1 的已知情形.
以下假设 d 6= 0. 取 x ∈ N 使得 p1(x) = d. 对于任意 y ∈ N , 将其展开为

y =
∑n
i=1 rifi, 则 d | r1 而

y =
r1
d
· x+

(
y − r1

d
· x
)
.
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记 N ′ := E′ ∩N , 上式表明 N = Rx +N ′. 另一方面, 由于 f1 在 x 中的系数 d 非零,
而 R 是整环, 故 Rx ∩N ′ ⊂ Rx ∩ E′ = {0}. 综上可得 N = Rx⊕N ′.

对 N ′ ⊂ E′ 应用秩 n− 1 的已知情形可得 N ′ 自由, 秩 ≤ n− 1. 又由 x 6= 0 可知
x 无挠, 故 Rx ' R (命题 12.5.6) 而 N 是秩 ≤ n 的自由模.

引理 12.6.2 设 R 为主理想环, S 为 R 中的一族理想, S 6= ∅. 按照理想的包含关系赋
予 S 偏序, 则 S 必有极大元.

证明 若 S 无极大元, 则可以从 S 逐步选出一列严格递增的理想 I1 ⊊ I2 ⊊ I2 ⊊ · · · ,
然而主理想环的理想升链必然在有限步内停止, 矛盾.

定理 12.6.3 (主理想环上的有限生成模分类) 设 R 为主理想环, M 为有限生成 R-模,
则有同构

M ' R/I1 ⊕ · · · ⊕R/Ik ⊕ E,

其中

? k ∈ Z≥0 而 I1 ⊃ · · · ⊃ Ik 是 R 中的一列非零真理想,

? E 是有限生成自由 R-模.

它们具有唯一性: 若有如上的分解

M ' R/I1 ⊕ · · ·R/Ik ⊕ E, M ′ ' R/I ′1 ⊕ · · ·R/I ′k′ ⊕ E′,

则 M 'M ′ 蕴涵 rk(E) = rk(E′), k = k′, 以及 Ii = I ′i 对所有 i 成立.
上述分解中的真理想链

I1 ⊃ · · · ⊃ Ik ⊃ {0} = · · · = {0}
rk(E) 份

称为 M 的不变因子1), 它们由 M 的同构类唯一确定.

证明比较曲折, 我们先处理存在性的部分, 论证的核心是以下结果, 它相当于说有
限秩自由模 E 的子模 N 不仅自由, 还可以适当取基将 N 与 E 对齐.

引理 12.6.4 设 E 为主理想环 R 上的自由模, 秩为 n ∈ Z≥0, 而 N 为其子模, 则存在
E 的基 f1, . . . , fn 以及 R 的一列元素

d1 | · · · | dn,

使得若取 0 ≤ r ≤ n 使 dj = 0 ⇐⇒ j > r, 则元素 d1f1, . . . , drfr 构成 N 的基.

证明 不妨设 n ≥ 1, 否则问题平凡. 论证分为三步.
1)包括 [10] 在内的部分书籍称之为初等因子, 但这容易和稍后要讨论的 M [p∞] 的不变因子混淆.
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▷ 析出 存在 f1 ∈ E ∖ {0} 和 d1 ∈ R 连同直和分解

E = Rf1 ⊕ E′, N = Rd1f1 ⊕N ′,

其中 N ′ := E′ ∩N ;

▷ 递归 若 E′ = {0} 则操作停止, 否则在前一步能够以 N ′ ⊂ E′ 代 N ⊂ E, 继续析
出 f2 ∈ E′ 和 d2 ∈ R 使得 d1 | d2, 依此类推;

▷ 终止 上述操作在有限步之内停止, 给出所求的资料.

先处理析出步骤. 引理 12.6.2 确保理想族 {λ(N) : λ ∈ Hom(E,R)} 必有相对于 ⊂
的极大元, 记为 λ1(N); 取 d1 ∈ R 使得 λ1(N) = (d1).
当 d1 = 0 时, 任取 E 的基 f1, . . . , fn, 对应的坐标投影 p1, . . . , pn ∈ Hom(E,R) 限

制在 N 上全为零, 故此时 N = {0}. 取 E′ =
⊕n

i=2Rfi, 所求的直和分解平凡地成立.
以下设 d1 6= 0, 取 x1 ∈ N 使得 λ1(x1) = d1. 兹说明

∀λ ∈ Hom(E,R), d1 | λ(x1). (12.6.1)

这是因为理想 (b) := (λ(x1)) + (d1) 包含 (d1), 而且存在 u, v ∈ R 使得

b = uλ(x1) + vd1 = uλ(x1) + vλ1(x1) = (uλ+ vλ1)

∈Hom(E,R)

(x1),

故 (uλ + vλ1)(N) ⊃ (b) ⊃ (d1), 而 (d1) 的选法导致这些包含关系全为等号; 从
(b) = (d1) 推得 (λ(x1)) ⊂ (d1).

现在让 λ 遍历 E 相对于某个基的坐标投影, 性质 (12.6.1) 蕴涵 x1 的每个坐标都
被 d1 整除, 故存在 f1 ∈ E 使得 x1 = d1f1. 由于 d1 6= 0, 从 d1 = λ1(x1) = d1λ1(f1) 推
得 λ1(f1) = 1; 特别地 f1 6= 0. 以下验证

E = Rf1 ⊕ E′, E′ := ker(λ1); (12.6.2)
N = Rx1 ⊕N ′, N ′ := N ∩ E′. (12.6.3)

由 λ1(f1) = 1 易见 Rf1 ∩ E′ = {0}, 从而 Rx1 ∩ N ′ = {0}. 此外所有 f ∈ E 都
能表成

f = λ1(f)f1 + (f − λ1(f)f1) ∈ Rf1 + E′,

故 (12.6.2)得证. 当 f ∈ N 时 λ1(f)f1 ∈ Rd1f1 = Rx1 ⊂ N ,上一步给出 f ∈ Rx1+N ′,
故 (12.6.3) 得证.
接着处理递归步骤. 引理 12.6.1 说明 E′ 是自由模. 在 E′ 6= {0} 的前提下, 同样操

作可对 N ′ ⊂ E′ 迭代, 给出 (d2) = λ2(N
′), 其中 λ2 ∈ Hom(E′, R). 兹断言

d1 | d2. (12.6.4)
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取 x2 ∈ N ′ 使得 λ2(x2) = d2. 可将 λ2 按直和 (12.6.2) 延拓为 λ̃2 ∈ Hom(E,R),
使得 λ̃2(f1) = 0. 取 u, v ∈ R 使得 (ud1 + vd2) = (d1) + (d2). 不难验证

(uλ1 + vλ̃2)(x1 + x2) = ud1 + vd2.

因此 (uλ1 + vλ̃2)(N) ⊃ (d1) + (d2) ⊃ (d1), 而 (d1) 的选法导致包含关系全是等号, 故
(12.6.4) 成立.

最后说明递归必终止. 这是因为 f1 6= 0 蕴涵 f1 无挠, Rf1 ' R (命题 12.5.6), 从
而 (12.6.2) 蕴涵 rk(E′) = rk(E)− 1, 故有限步之内止于零模.

证明 (定理 12.6.3的存在性部分) 不妨设 M 6= {0}. 选定 M 的生成元 x1, . . . , xn 和
相应的满同态

E := R⊕n ↠M, (ri)
n
i=1 7→

n∑
i=1

rixi.

记其核为 N , 因此 E/N
∼→ M . 对 N ⊂ E 应用引理 12.6.4 得到 E 的基 f1, . . . , fn 和

d1 | · · · | dn 和 0 ≤ r ≤ n, 满足 dj = 0 ⇐⇒ j > r, 而且 N =
⊕r

i=1Rdifi. 由之推得

M ' E/N =

n⊕
i=1

Rfi

/ r⊕
i=1

Rdifi ∼
练习 12.3.7

r⊕
i=1

(R/(di))⊕R⊕n−r

自由
.

舍去 di ∈ R× 的项, 将剩下的主理想 (di) 标为 I1 ⊃ · · · ⊃ Ik 便是.

唯一性的证明需要 §12.5 的符号和结论.

证明 (定理 12.6.3的唯一性部分) 第一步是化到 M =Mtor 情形, 第二步是化到 M =

M [p∞] 情形, 其中 p 是 R 的素元.
给定的直和分解限制为 Mtor ' R/I1 ⊕ · · · ⊕R/Ik, 从而命题 12.3.6 导致

Mtf = (Mtor ⊕ E)/Mtor ' E.

设有同构 ϕ :M
∼→M ′, 而且 M ′ 带有类似的直和分解, 则 ϕ 限制为 Mtor

∼→M ′
tor,

其诱导同构 Mtf
∼→M ′

tf 给出 E ' E′.
唯一性因此化简到 M =Mtor 的情形. 推论 12.5.7 (ii) 给出

M =
⊕

p:素元/∼

M [p∞].

将每个 Ii 写作 (ti). 对于选定的素元 p (精确到等价) 和 1 ≤ i ≤ k, 取 bi = bi(p) ∈
Z≥0 使得 pbi ‖ ti. 于是

b1 ≤ b2 ≤ · · · . (12.6.5)

对每个 i 应用引理 12.5.3 (ii) 遂有

M [p∞] '
k⊕
i=1

R/(ti)[p
∞] '

k⊕
i=1

R
/ (
pbi
)
.
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设有同构 M 'M ′, 则它对每个 p 皆限制为 M [p∞] 'M ′[p∞], 而右式同样有分解

M ′[p∞] '
k′⊕
i=1

R
/(

pb
′
i

)
.

留意到 bi 和 b′i 可能为零. 为了方便比较, 不妨在 M 或 M ′ 的直和分解中补零, 相应地
从 (12.6.5) 的左端补零, 使得 k = k′. 为了证明 Ii = I ′i 恒成立, 从而证明唯一性, 目标
化为对每个 p 证明

bi = b′i, 1 ≤ i ≤ k.

我们的目的是对于选定的素元 p, 将 b1, . . . , bk 诠释为 M 的同构不变量2), 尽管它
们的初始定义依赖于直和分解 M [p∞] '

⊕k
i=1R/(p

bi).
不失一般性, 今后可设 M =M [p∞]. 对引理 12.5.3 (i) 代入 a = 1 可得

M [p] '
⊕
i

(
R/(pbi)

)
[p] '

⊕
i:bi>0

R/(p).

由于 p 在这些 R-模上的纯量乘法皆为零, 这实则是 R/(p)-模的同构. 然而在本书
稍早关于主理想环的讨论中已说明 p 是素元确保 R/(p) 为域, 同构遂给出 ν0 :=

|{i : bi > 0}| = dimR/(p)M [p], 这是 M 的同构不变量.
推而广之, 对于所有 j ≥ 0, 易见

pjM '
⊕
i:bi≥j

pjR
/ (
pbi
)
'
⊕
i:bi≥j

R
/ (
pbi−j

)
,

νj := |{i : bi > j}| = dimR/(p)(p
jM)[p].

数列 ν0 ≥ ν1 ≥ · · · 是 M 的同构不变量, 又唯一确定 b1 ≤ b2 ≤ · · · . 何以故? 设想
在虚空之中从下而上逐行地放置 b1, b2, . . . 个方块, 如下图所示:

ν0 ν1 · · ·
bk · · ·
...

...
...

b3

b2

b1

从左向右逐列扫描也能够重建图表, 读出的方块个数正是 ν0, ν1, . . .. 明所欲证.

上述论证提示我们: 为了解一个有限生成 R-模 M = Mtor 的结构, 既可以直接代
入定理 12.6.3 按不变因子作分解, 也可以先将 M 分解为 p-准素部分 M [p∞] 的直和,

2)如果一个量 I(M) 是由模 M 唯一确定的, 而且 M 'M ′ 蕴涵 I(M) = I(M ′), 则称 M 7→ I(M) 为模
的同构不变量; 这相当于说 I(M) 由 M 的内在结构决定.
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再对每个 M [p∞] 按不变因子作分解, 由此得到的资料
pb1(p), pb2(p), . . . , p :素元 / ∼,

b1(p) ≤ b2(p) ≤ · · ·

同样描述了 M 的等价类, 称为 M 的初等因子. 虽然两种分解写法不同, 却容易相互过
渡.

为了阐明这点, 考虑素元 p, q ∈ R, 设 p 6∼ q. 取 R-模
M =

(
R/(p)⊕R/(p2)

)
=M [p∞]

⊕ R/(q)

=M [q∞]

.

引理 12.5.3 (ii) 或主理想环上的中国剩余定理给出 R/(p2q) ' R/(p2) ⊕ R/(q), 故
M ' R/(p)⊕R/(p2q), 这就转化为定理 12.6.3 的分解. 一般情形依此可知.

由于整数环 Z 是主理想环, 我们立刻得到下述应用.

推论 12.6.5 (有限生成交换群的结构定理) 设 A 为有限生成交换群, 群运算表作加法,
则有同构

A ' Z/d1Z⊕ · · · ⊕ Z/dkZ⊕ Z⊕m,

其中 k,m ∈ Z≥0 而 d1 | · · · | dk 是一列正整数, d1 > 1.
它们具有唯一性: 若有如上的分解

A ' Z/d1Z⊕ · · ·Z/dkZ⊕ Z⊕m, A′ ' Z/d′1Z⊕ · · ·Z/d′k′Z⊕ Z⊕m′
,

则 A ' A′ 蕴涵 m = m′, k = k′, 以及 di = d′i 对所有 i 成立.

证明 以例 12.1.7 将交换群等同于 Z-模, 然后在定理 12.6.3 中代入 R = Z.

定理 12.6.3 的唯一性陈述及其冗长论证形成了明显反差. 模的张量积理论能为唯
一性提供直截了当的证明, 有兴趣的读者请参考 [10, §7] 习题.

12.7 基于矩阵的算法
结构定理 12.6.3 的存在性部分以引理 12.6.4 为基础. 为了更好地理解其构造, 同

时为一类主理想环 R 提供算法, 本节采用矩阵语言加以改述.

约定 12.7.1 取定交换环 R 和 n,m ∈ Z≥1. 对于任意 R-模 M 中的两列元素

e1, . . . , en, x1, . . . , xm

以及 R 上的矩阵 A = (aij)i,j ∈ Mn×m(R), 引入形式的记法(
x1 · · · xm

)
=
(
e1 · · · en

)
A (12.7.1)

来代表 xj =
∑n
i=1 aijei 对所有 1 ≤ j ≤ m 成立3).

3)尽管交换环上的模不必分左右, 此处更适合将 M 理解为右 R-模.
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? 虽然 xj 和 ei 一般而言并非 R 上的列向量, 但矩阵运算规律仍成立, 比如(
e1 · · · en

)
(AB) =

((
e1 · · · en

)
A
)
B;

展开定义, 可见这不过是反映模的纯量乘法的结合律和分配律.

? 此外, 若 e1, . . . , en 线性无关 (定义 12.4.3), 则 (12.7.1) 中的 A 是由 (ei)
n
i=1 和

(xj)
m
j=1 唯一确定的.

以下内容需要交换环上的行列式理论.

定义–命题 12.7.2 设 R 为交换环. 命 GL(n,R) 为所有满足 detP ∈ R× 的 P ∈
Mn×n(R) 所成集合, 则有

GL(n,R) = {P ∈ Mn×n(R) : ∃Q, PQ = 1n×n = QP }
= Mn×n(R)

×.

作为推论, GL(n,R) 对矩阵乘法成群.

证明 设 P ,Q ∈ Mn×n(R) 满足 PQ = 1n×n = QP , 则 1 = det(PQ) = detP detQ
蕴涵 P ,Q ∈ GL(n,R).
反之设 P ∈ GL(n,R). 取 Q := (detP )−1P∨ 即有 PQ = 1n×n = QP .

引理 12.7.3 设 y1, . . . , ym 为 R-模 M 的元素, P ∈ GL(m,R), 则由(
y′1 · · · y′m

)
=
(
y1 · · · ym

)
P

确定的 y′1, . . . , y
′
m 生成的子模等于

∑m
j=1Ryj .

证明 显然 ∑
j Ry

′
j ⊂

∑
j Ryj . 另一方面(

y1 · · · ym

)
=
(
y′1 · · · y′m

)
P−1,

故同理可见 ∑
j Ryj ⊂

∑
j Ry

′
j .

引理 12.7.4 设 e1, . . . , en 为自由 R-模 E 的基. 对任意 e′1, . . . , e
′
n ∈ E, 取唯一矩阵

Q ∈ Mn×n(R) 使得 (
e′1 · · · e′n

)
=
(
e1 · · · en

)
Q,

则 e′1, . . . , e
′
n 是 E 的基当且仅当 Q ∈ GL(n,R).

证明 如果 e′1, . . . , e
′
n 是基, 则它们也可以唯一地通过某个矩阵 Q′ 的右乘表出

e1, . . . , en. 于是有(
e1 · · · en

)
=
(
e′1 · · · e′n

)
Q′ =

(
e1 · · · en

)
QQ′,
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490 第十二章 模论入门

于是 QQ′ = 1n×n; 同理有 Q′Q = 1n×n. 故 Q ∈ GL(n,R).
反之若 Q ∈ GL(n,R), 则引理 12.7.3 (代入 yi = ei 和 y′i = e′i) 说明 e′1, . . . , e

′
n 也

生成 E, 而线性关系式 ∑n
i=1 aie

′
i = 0 等价于

(
e′1 · · · e′n

)
a1
...

an

 =
(
e1 · · · en

)
Q


a1
...

an

 = 0,

这进一步等价于 a1 = · · · = an = 0, 故 e′1, . . . , e
′
n 线性无关.

现在考虑交换环 R 上的秩 n 自由 R-模 E 及其有限生成子模 N . 选定
? E 的基 e1, . . . , en,

? N 的生成元 x1, . . . , xm.

它们按照 (12.7.1) 唯一地确定了 A ∈ Mn×m(R). 基于引理 12.7.3 和引理 12.7.4, 矩阵
A 可以从两边调整:

? 将 A 右乘以 GL(m,R) 的元素不过是调整 N 的生成元 x1, . . . , xm;

? 将 A 左乘以 GL(n,R) 的元素相当于改变 E 的基.

所以它在 GL(m,R) 和 GL(n,R) 双边乘法作用下的轨道更贴近 N ⊂ E 的本质结构.
这是以下处理的主题.

定义 12.7.5 我们针对域的情形定义过三类初等矩阵 A(i, k, c), B(i, k) 和 C(i, c); 其公
式同样适用于一般的交换环 R 和 c ∈ R, 唯一差别是 C(i, c) 情形要求 c ∈ R×, 而不只
是 c 6= 0. 对应的三类矩阵称为交换环 R 上的初等矩阵.

简单计算表明 R 上的初等矩阵必属于 GL(n,R). 对 A ∈ Mn×m(R) 用 n × n (或
m×m) 初等矩阵左乘 (或右乘) 给出的变换仍称为初等行变换 (或初等列变换).

以下结果经常被称为 Smith 标准形, 它推广了域上的相抵标准形, 而内涵比域的
情形丰富得多.

定理 12.7.6 (H. J. S. Smith) 设 R 或者是 Z, 或者是某个域上的一元多项式环. 给定
A ∈ Mn×m(R), 存在 P ∈ GL(m,R) 和 Q ∈ GL(n,R) 使得

A = Q


d1

d2
. . .

P ,

其中 d1 | d2 | · · · 落在对角线上, di ∈ R, 其余空白部分为零.
事实上, 对 P , Q 和 d1, d2, . . . 都有算法, 而 P 和 Q 能进一步取为初等矩阵的

乘积.

未定稿: 2024-10-20



§12.7 基于矩阵的算法 491

证明 以下的论证实际适用于任何 Euclid 整环 R, 定义详见 [10, 引理 5.7.6], 但此处仅
讨论 Z 和域上一元多项式环的特例. 重点在于利用带余除法.

对 m+ n 递归地论证. 定义映射 N : R∖ {0} → Z≥0 如下

N(a) =

{
|a|, R = Z,
deg a, R为域上的一元多项式环.

若 A = 0n×m 则无事可作, 否则命 D(A) := min{N(aij) : aij 6= 0}. 取 (i0, j0) 使
得 N(ai0,j0) = D(A).

1. 通过初等行和列变换调换行列顺序, 不失一般性可设 (i0, j0) = (1, 1).

2. 若 a11 不整除所有的 a1j 和 ai1, 其中 i, j ≥ 2, 则可以通过适当的初等行或列变
换作带余除法, 得到 N 值 < D(A) 的非零矩阵元.

3. 若 a11 整除所有 a1j 和 ai1, 则继续以初等矩阵实现除法, 将 A 化为分块矩阵

a11 0 · · · 0

0

... B

0



 (12.7.2)

的情形; 注意到 n = 1 或 m = 1 时无 B. 如果 B 的某个矩阵元不被 a11 整除, 则
可用初等行变换将它复制到第一行, 不触及 a11, 然后用 a11 作带余除法, 可以得
到 N 值 < D(A) 的非零矩阵元.

综上, 存在初等矩阵的乘积 P 1 和 Q1 使得 A = Q1A
′P 1, 其中:

(a) 或者 D(A′) < D(A),

(b) 或者 A′ 形如 (12.7.2), 而 n = 1 或 m = 1,

(c) 又或者 A′ 形如 (12.7.2), n,m ≥ 2 并且存在 A♭ ∈ M(n−1)×(m−1)(R) 使得
B = a11A

♭.

对于 (a) 的情形, 继续先前操作, 由于 D 值递减, 有限步内必然化到 (b) 或 (c). 命
d1 := a11. 在 (b) 的情形构造完结. 在 (c) 的情形递归可得

A♭ = Q♭


d′2

d′3
. . .

P ♭, d′2 | d′3 | · · ·
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而且 P ♭ 和 Q♭ 都是初等矩阵的乘积. 对所有 i ≥ 2 命 di := d1d
′
i. 于是

A = Q1

1

Q♭



d1

d2
. . .


1

P ♭

P 1.

明所欲证.

定理 12.7.6 中的 d1, d2, . . . 可以各自用 R× 调整, 因为这些倍数容易并入 P 或 Q.

练习 12.7.7 证明若 R 是 Z 或域上的一元多项式环, 则 P ∈ GL(n,R) 当且仅当 P 是
初等矩阵的乘积.

现以定理 12.7.6 重新审视有限生成 R-模结构定理所依赖的引理 12.6.4.

推论 12.7.8 设 R 为 Z 或域上的一元多项式环. 设 E 为秩 n 自由 R-模, N 为其子模.
任选 E 的基 e1, . . . , en 和 N 的生成元 x1, . . . , xm, 按 (12.7.1) 定义 A ∈ Mn×m(R), 然
后代入定理 12.7.6 得到 d1 | d2 | · · · . 取 0 ≤ r ≤ n 使得 dj = 0 ⇐⇒ j > r, 则:

? 此法给出 E 的基 f1, . . . , fn 使得 N =
⊕r

i=1Rdifi;

? E/N '
⊕n

i=1R/(di), 其中 di ∈ R× 的直和项可舍去.

此处涉及的一切对象都有算法; 事实上, 若取 Q ∈ GL(n,R) 如定理 12.7.6, 则
f1, . . . fn 可取为下式确定的基:(

f1 · · · fn

)
=
(
e1 · · · en

)
Q. (12.7.3)

证明 我们有

(
x1 · · · xm

)
=
(
e1 · · · en

)
Q


d1

d2
. . .

P ,

亦即

(
x1 · · · xm

)
P−1 =

(
e1 · · · en

)
Q


d1

d2
. . .



=
(
f1 · · · fn

)
d1

d2
. . .

 .
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一如先前所见, 配合 r 的定义推得 N 由 d1f1, . . . , drfr 生成. 按直和取商便是
E/N 的描述.

推论 12.7.9 Smith 标准形定理 12.7.6 中的 d1, d2, . . . 精确到 R× 是唯一确定的.

证明 命 E := R⊕n 而 N 为 A 的列向量生成的子模. 定理 12.6.3 的唯一性部分说明
E/N ' R/(d1) ⊕ R/(d2) ⊕ · · · 中的 (d1) ⊃ (d2) ⊃ . . . 由 E/N 唯一确定; 该定理仅论
及 (di) 6= R 的部分, 但从这些资料和 A 的列数容易解出有几个 i 使得 (di) = R.

计算的实例将在 §13.4 呈上.

注记 12.7.10 对于一般的主理想环 R, 定理 12.7.6 仍有相应版本, 由之同样能推导结
构定理 12.6.3 的存在性部分, 但是相应的 P 和 Q 未必初等, 也不再有具体算法. 本章
习题有所勾勒.

习题

1. (双模) 设 A 和 B 为环. 所谓 (A,B)-双模, 意谓一个加法群 (M,+) 连同写作左乘的映射
A×M →M 和写作右乘的映射 M ×B →M , 满足

? M 对左乘成为左 A-模, 对右乘成为右 B-模;

? (am)b = a(mb) 对所有 a ∈ A, b ∈ B 和 m ∈M 成立.

(i) 扼要地对双模表述子模, 同态, 同构和商模的概念, 简单说明 §12.2 的基本性质同样
适用于双模.

(ii) 说明左 A-模等同于 (A,Z)-双模, 右 B-模等同于 (Z, B)-双模.

(iii) 说明若 A 为交换环, 则对任何左 A-模 M 都能定义右乘 xa := ax, 使得 M 成为
(A,A)-双模.

(iv) 考虑环 A, B, C. 设 M 为 (A,B)-双模, N 为 (A,C)-双模. 考虑左 A-模的同态
群 HomA(M,N). 说明它不只是加法群, 还带有 (B,C)-双模结构如下: 对所有
f ∈ HomA(M,N) 和 b ∈ B, c ∈ C, 定义

bf : x 7→ f(xb), fc : x 7→ f(x)c, x ∈M.

类似地, 对于 (A,B)-双模 M 和 (C,B)-双模 N , 试赋予 HomB(M,N) 自然的
(C,A)-双模结构.

2. 说明 Q 作为 Z-模无法分解为两个非零子模的直和.

3. 考虑环 R1 和 R2 的直积 R1 ×R2. 对于 i ∈ {1, 2}, 任何左 Ri-模 Mi 皆可按 (r1, r2)m =

rim 作成左 R1 ×R2-模.
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(i) 给定R1×R2-模M ,说明子集 (1, 0)M ⊂M 是子模,而且可按 r1·(1, 0)m := (r1, 0)m

赋予 (1, 0)M 左 R1-模结构, 使得它的 R1 × R2-模结构按照上述方式从 R1-模结构
而来. 同理, 子模 (0, 1)M 来自左 R2-模.

提示 缘由是 (r1, r2)(1, 0)m = (r1, 0)m = (1, 0)(r1, 0)m.

(ii) 将左 Ri-模 Mi 按照上述方式作成左 R1 ×R2-模 (i = 1, 2). 依此构造左 R1 ×R2-模
M :=M1 ⊕M2. 说明 (1, 0)M =M1 而 (0, 1)M =M2.

(iii) 证明 M = (1, 0)M ⊕ (0, 1)M 对所有左 R1 ×R2-模成立.

提示 所有 m ∈M 都能写成 (1, 1)m = (1, 0)m+(0, 1)m; 从 (1, 0)(0, 1) = (0, 0) =

(0, 1)(1, 0) 说明 (1, 0)M ∩ (0, 1)M = {0}.

(iv) 给定 M 和 N , 有自然双射

HomR1×R2(M,N)
1:1 HomR1((1, 0)M, (1, 0)N)× HomR2((0, 1)M, (0, 1)N)

f 7→
(
f |(1,0)M , f |(0,1)M

)
,

(下标代表对何种模结构考虑同态). 双射与同态的合成与加法运算兼容.

有鉴于此, 直积上的左模及同态可以化到各个分量来研究, 精确的说法则涉及范畴等价的
概念. 右模的情形完全相同.

4. 给定两族左或右 R-模 (Mj)j∈J 和 (Ni)i∈I , 验证加法群的同构

Hom
(⊕

j∈JMj ,
∏
i∈I Ni

) ∏
(i,j)∈I×J Hom(Mj , Ni)

f (pifιj)(i,j)∈I×J

∼

其中 ιj : Mj ↪→
⊕

j′ Mj′ 是包含同态, pi :
∏
i′ Ni′ ↠ Ni 是投影同态. 当 R 交换时, 这还

是 R-模的同构.

5. 设 R 为环, 将 R 以环乘法作成左或右 R-模.

(i) 验证环同构 λ : R
∼→ End右 R-模(R),元素 r ∈ R对应左乘映射 λr : x 7→ rx. 提示

自同态由 1R 的像唯一确定.

(ii) 验证环同构 ρ : Rop ∼→ End左 R-模(R), 其中 Rop 是 R 的相反环 (练习 12.1.2), 元素
r ∈ R 对应右乘映射 ρr : x 7→ xr.

(iii) 对所有 n,m ∈ Z≥0, 说明 Hom右 R-模
(
R⊕n, R⊕m) 按照和向量空间情形一样的方式

等同于 Mm×n(R), 使得态射加法对应到矩阵加法, 态射合成对应到矩阵乘法, 而且
在 R 交换时这还是 R-模同构. 提示 基于 (i) 和前一道习题, 照搬向量空间版本
即可.

6. 设 M , M ′, M ′′ 为主理想环 R 上的有限生成模. 证明:

(i) 若 M ⊕M ′ 'M ⊕M ′′ 则 M ′ 'M ′′;

(ii) 若存在 n ∈ Z≥1 使得 M⊕n ' (M ′)⊕n, 则 M 'M ′.
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7. 分类所有阶为 100000 的交换群; 共有 49 个同构类.
提示 分别讨论阶为 25 和 55 的交换群.

8. 分类所有阶为 540 的交换群; 共有 6 个同构类.

9. 写下交换群或 Z-模 Z/5Z⊕ Z/15Z⊕ Z/25Z⊕ Z/54Z 的不变因子和初等因子.

10. 设 R 为交换环而 M 为秩 n 自由 R-模, n ∈ Z≥1. 证明若元素 x1, . . . , xn ∈ M 生成 M ,
则它们是 M 的基. 提示 按 (12.7.1) 的写法, 将 x1, . . . , xn 用给定的基 e1, . . . , en

表出.

11. 对 Smith标准形定理 12.7.6证明以下的主理想环版本: 设 R为主理想环, A ∈ Mn×m(R),
存在 P ∈ GL(m,R),Q ∈ GL(n,R) 和 d1, d2, . . . ∈ R 使得

A = Q


d1

d2

. . .

P , d1 | d2 | · · · ,

而且 d1, d2, . . . 精确到 R× 由 A 唯一确定.
提示 在所有形如 A′ = Q−1AP−1 的矩阵中, 取之使得 a′11 6= 0 非零而且素因子分解
a′11 ∼ pe11 · · · pemm 中的 e1 + · · · + em 尽可能小. 先来论证 a′11 整除所有 a′i1 和 a′1j , 其中
i, j 6= 1: 以前者为例, 若 ua′11 + va′i1 = gcd(a′11, a′i1), 则 u, v ∈ R 必互素, 取形如u v

r s

 , ur + vs = 1

的矩阵, 适当补零后对 A′ 左乘以制造矩阵元 gcd(a′11, a′i1). 说明 a′11 ∤ a′i1 引致矛盾.
基于上述观察, 不失一般性可设 A′ 形如

a′11 0 · · · 0

0

... B′

0



;

说明在 n,m ≥ 2 的前提下, B′ 的所有矩阵元必被 a′11 整除: 设若不然, 可左乘适当矩阵
将该矩阵元加到第一行, 再应用上一步的手法. 按此递归地操作.

12. 承上题, 证明可以取到 P 和 Q 使得 detP = 1 = detQ.

13. 设 D 为除环. 受 D 为域的情形启发, 将左 (或右) D-模另称为左 (或右) D-向量空间. 试
尽可能地将向量空间中的线性无关性, 基, 维数, 消元法, 线性映射等概念从域上的情形推
广到除环 (比方说, 线性映射无非是模同态). 注意到行列式理论无法直接推广到除环上.
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第十三章 标准形

本章旨在解决以下问题: 给定域 F 上的两个 n× n 矩阵, 如何判断它们是否共轭?
如何描述矩阵的所有共轭类? 问题也可以用线性映射的语言表述. 我们期望的解答是
在每个共轭类中确定称为标准形的唯一元素, 同时为标准形提供可行的算法.

关于对角化的研究已经部分地回答了上述问题: 任何可对角化矩阵都共轭于一个
具体可算的对角矩阵, 两个对角矩阵共轭当且仅当其对角元至多差一个置换. 由此可见
对角矩阵扮演了近乎标准形的角色. 然而并非所有矩阵都能对角化. 为了处理一般情
形, 更深入的代数工具不可或缺, 而第十二章已为此作好了准备.

我们在 §§13.1–13.2 先将问题以 F [X]-模的语言重新表述. 对于 n× n 矩阵或 n 维
空间上的线性变换, 研究共轭类相当于分类 F -维数为 n 的 F [X]-模, 精确到模同构.

本章介绍的标准形理论有两种. 首先是 §13.3 介绍的有理标准形理论, 对应的标准
形是由称为友矩阵的一列

Cfi =



0 0 · · · 0 −ci,0
1 0 · · · 0 −ci,1
0 1 · · · 0 −ci,2
... . . . ...

0 0 · · · 1 −ci,ni−1


,

fi = ci,0 + · · ·+ ci,ni−1X
ni−1 +Xni

∈ F [X]

组成的分块对角矩阵 (1 ≤ i ≤ k), 要求 f1 | · · · | fk 而
∑k
i=1 ni = n. 证明是有限生成

F [X]-模分类定理 12.6.3 的简单应用. 该节将为有理标准形给出两种形式及其应用. 在
§13.4 将证明求 A ∈ Mn×n(F ) 的有理标准形等价于求 X ·1n×n−A ∈ Mn×n(F [X]) 的
Smith 标准形, 算法基于多项式的带余除法; 我们将给出例子.

第二种是 §13.5 介绍的 Jordan 标准形理论. 它要求 F 是代数闭域 (例如 F = C),
或者至少要求所论的矩阵有分裂的特征多项式. 对应的标准形矩阵是由一列称为 d× d
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Jordan 块的上三角矩阵

Jd(λ) :=



λ 1 0 · · · 0 0

0 λ 1 · · · 0 0
... . . . . . . 0
... . . . . . . ...

0 0 · · · 0 λ 1

0 0 · · · 0 0 λ


= λ · 1d×d + Jd(0), λ ∈ F

组成的分块对角矩阵, 精确到置换; 一些文献考虑的是下三角 Jordan 块 t
Jd(λ), 结论

不变. Jordan 标准形可以视为有理标准形在特征多项式分裂情形的一种变体; 实际上
t
Jd(0) 正是多项式 Xd 确定的友矩阵, 相应的分解也能从有理标准形来推导, 大致思路
是化约到幂零情形 (定义 13.5.1).

Jordan 标准形虽然需要较多的条件, 但确有其优点. 例如它们与特征值的关系更
明朗, 而且对角化是 Jordan 标准形的特例: 对角矩阵无非是 1× 1 Jordan 块组成的标
准形. 相关算法可见 §13.6; 由于计算过程涉及对特征多项式求根, 因此不如有理标准形
简单.

阅读顺序
§13.1 §13.2 §13.3

§13.4

§13.5

§13.6

13.1 线性映射和模结构
本节选定域 F , 将它等同于多项式环 F [X] 的子环.
对于任何 F [X]-模 V , 将纯量乘法从 F [X] 限制到 F , 便得到 V 上的 F -向量空间

结构. 反过来说, 若 F -向量空间 V 兼具 F [X]-模的结构, 使得纯量乘法限制到 F 上给
出原有向量空间, 则称 V 按此 “升级” 为 F [X]-模.

引理 13.1.1 设 V 为 F -向量空间. 指定 T ∈ End(V ) 等价于将 V 升级为 F [X]-模, 方
式是要求 F [X] 的纯量乘法满足

X · v = T (v), v ∈ V.
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进一步, 若 F [X]-模 V 和 V ′ 分别对应到 T ∈ End(V ) 和 T ′ ∈ End(V ′), 则

{F [X]-模同态 ϕ : V → V ′} = {ϕ ∈ Hom(V, V ′) : T ′ϕ = ϕT} .

证明 以下论证服务于偏好细节的读者. 将 F -向量空间 V 升级为 F [X]-模相当于对所
有 f ∈ F [X] 指定映射 ρf : V → V , 对应到 f 的纯量乘法, 条件是:

? ρf (v1 + v2) = ρf (v1) + ρf (v2),
? ρf+g(v) = ρf (v) + ρg(v),
? ρfg(v) = ρf (ρg(v)),
? 当 c ∈ F 时 ρc(v) = cv (这是 “升级” 的意涵), 特别地 ρ1 = idV .
设 V 已升级为 F [X]-模. 命 T := ρX : V → V , 则 T 保加法, 此外 ρcT = ρcX =

ρXc = Tρc (取 c ∈ F ) 导致 T 保持来自 F 的纯量乘法, 故 T ∈ End(V ). 对于一般的
f = anX

n + · · ·+ a0, 对应的 ρf 被 T 确定为
ρf = anρXn + · · ·+ a0ρ1

= an(ρX)n + · · ·+ a0 · idV
= anT

n + · · ·+ a0 · idV = f(T ).

反之给定 T ∈ End(V ), 对所有 f ∈ F [X] 定义 ρf = f(T ) : V → V , 我们希望
说明这使 V 升级为 F [X]-模. 所列条件缘自已知的 f(T ) ∈ End(V ), (f + g)(T ) =

f(T ) + g(T ), (fg)(T ) = f(T )g(T ) 和

c ∈ F =⇒ c(T ) = c · idV .

双向的构造显然互为逆.
最后, 考虑 F [X]-模之间的映射 ϕ : V → V ′, 则 ϕ 是模同态等价于它保持加法,

而且 ϕf(T ) = f(T ′)ϕ 对所有 f ∈ F [X] 成立. 展开 f(T ) 和 f(T ′) 可知这又相当于
说 ϕ 是 F -线性的, 而且 (T ′)n ◦ ϕ = ϕ ◦ Tn 对所有 n ≥ 0 成立; 后者进一步等价于
T ′ϕ = ϕT .

练习 13.1.2 进一步说明从 V 到 V ′ 的 F [X]-模同构无非是满足 T ′ϕ = ϕT 的向量空
间同构 ϕ : V

∼→ V ′.

约定 13.1.3 对于任意 F [X]-模 V , 今后将 V 作为 F -向量空间的维数简称为 V 的维
数, 依此定义何谓有限维 F [X]-模.

命题 13.1.4 有限维 F [X]-模必然是有限生成 F [X]-模.

证明 对任意 F [X]-模, 它作为向量空间的生成元当然也是作为模的生成元.

练习 13.1.5 设 M 为有限维 F [X]-模, 对应到 F -向量空间 V 连同 T ∈ End(V ). 说
明命题 12.5.2 的分解和讨论极小多项式时用过的分解 V [f ] = V [g] ⊕ V [h] 本质相同
(f = gh ∈ F [X] 而 g, h 互素).
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13.2 问题的表述
仍然选定域 F 和 n ∈ Z≥1. 就具体的矩阵视角, 研究标准形的动机是为了判断两

个矩阵 A,B ∈ Mn×n(F ) 是否共轭. 回忆到共轭意谓:

存在可逆之 P ∈ Mn×n(F ) 使得 P−1AP = B.

我们希望选出一族特殊的 n× n 矩阵, 称为标准形, 使得每个矩阵都共轭于一个基
本上唯一的标准形, 并提供算法. 这将为共轭问题给出具体的解答. 对于可对角化矩阵
的情形, 对角矩阵扮演的角色类似于标准形, 共轭类的分类问题对此归结为特征值的计
算. 然而并非所有 n× n 矩阵都能对角化, 是以需要更广泛的理论.
现在表述三种分类问题. 选定 n ∈ Z≥0.

▷ 矩阵版本 将矩阵 A,B ∈ Mn×n(F ) 的共轭关系写作 A ∼ B. 上述矩阵共轭问题
相当于研究商集 Mn×n(F )/ ∼.

▷ 线性映射版本 考虑形如 (V, T ) 的资料, 其中 V 是 n 维 F -向量空间, 而 T ∈
End(V ). 对于资料 (V, T ) 和 (V ′, T ′), 若存在向量空间的同构 ϕ : V

∼→ V ′ 使得下
图交换

V V ′

V V ′

φ

T T ′

φ

亦即 T ′ϕ = ϕT,

则记此为 (V, T ) ≈ (V ′, T ′). 易见 ≈ 是等价关系. 自然的问题是分类这些资料, 亦
即研究商集

{资料 (V, T ), dimV = n}/ ≈ .

▷ 模论版本 在同构意义下分类 n-维 F [X]-模, 亦即研究商集 {
n-维 F [X]-模} / '.

命题 13.2.1 上述三种分类问题相互等价: 我们有以下双射

Mn×n(F )/ ∼ A

{资料 (V, T ), dimV = n}/ ≈ (Fn,A) (V, T )

{n 维 F [X]-模} / ' 将 V 用 T 升级为 F [X]-模.

1:1

1:1

严格来说, 右侧所示的映法是在等价类上操作的.
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证明 第二步的升级手续来自引理 13.1.1, 该处同样说明了第二步确实是双射.
对于第一步,注意到若A,B ∈ Mn×n(F ),皆视同线性映射 Fn → Fn,则 (Fn,A) ≈

(Fn,B) 等价于存在可逆之 P ∈ Mn×n(F ) 使得 BP = PA, 亦即 A = P−1BP . 这就
说明 A 7→ (Fn,A) 在商集层次也是良定义的, 并给出单射.

为了说明第一步的箭头为满, 对给定的资料 (V, T ) 取定同构 ϕ : V
∼→ Fn, 亦即选

定 V 的有序基, 相应地命 A := ϕTϕ−1 ∈ End(Fn). 于是 A 视作 Mn×n(F ) 的元素是
T 相对于有序基的矩阵表法, 而且由 ϕ 立得 (V, T ) ≈ (Fn,A). 证毕.

综上, 研究矩阵的标准形理论相当于分类有限维 F [X]-模的同构类, 并且在每个同
构类中指定代表元.
分类问题之间的等价性也与直和兼容.

命题 13.2.2 给定一族矩阵 Ai ∈ Mni×ni
(F ), 其中 i = 1, . . . , k. 设 Ai 对应到 ni 维

F [X]-模 Mi, 而 n :=
∑k
i=1 ni, 则分块对角矩阵 diag(A1, . . . ,Ak) 对应得 n 维 F [X]-模

是 M1 ⊕ · · · ⊕Mk.

证明 设 X 的纯量乘法对每个 1 ≤ i ≤ k 给出 F -线性映射 Ti : Mi → Mi, 在选定
的有序基之下对应到矩阵 Ai, 则 X 的纯量乘法在 M1 ⊕ · · · ⊕Mk 上给出线性映射
(x1, . . . , xk) 7→ (T1x1, . . . , Tkxk); 这在矩阵层面对应的正是 diag(A1, . . . ,Ak).

已知 F [X] 是主理想环, 故 §12.6 的理论立刻派上用场. 行将介绍的标准形理论
分成两种: §13.3 的有理标准形适用一般的域, 而在不对矩阵设限的前提下, §13.5 的
Jordan 标准形需要 F 为代数闭域, 但结果更简明. 我们将从有理标准形入手, Jordan
标准形容易由之推导.

13.3 有理标准形
既然命题 13.2.1 提到 n 维 F [X]-模 M 对应到矩阵 A ∈ Mn×n(F ), 精确到共轭,

现在考虑非零循环 F [X]-模

M := F [X]/(f), f ∈ F [X]∖ F.

我们有 n := deg f = dimF M . 事实上, M 作为 F -向量空间的有序基可取为

1, X, . . . ,Xn−1 对 (f) 的陪集.

相对于上述有序基, A 对应到线性映射 T : g + (f) 7→ Xg + (f), 其中 g ∈ F [X].
不失一般性可设 f 首一, 写作 f = c0 + · · · + cn−1X

n−1 +Xn. 当 i < n − 1 时有
陪集的等式 T

(
Xi + (f)

)
= Xi+1 + (f), 而对 i = n− 1 则有

T
(
Xn−1 + (f)

)
= Xn + (f)

= −c0 − c1X − · · · − cn−1X
n−1 + (f).
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以下结论水到渠成.

命题 13.3.1 设 f = c0 + · · ·+ cn−1X
n−1 +Xn ∈ F [X], 其中 n ∈ Z≥1. 对于 F [X]-模

F [X]/(f), 取其有序基为 1, X, . . . ,Xn−1 对 (f) 的陪集, 则对应的 n× n 矩阵是友矩阵

Cf =



0 0 · · · 0 −c0
1 0 · · · 0 −c1
0 1 · · · 0 −c2
... . . . ...

0 0 · · · 1 −cn−1


.

推而广之, 给定首一多项式 f1, . . . , fk ∈ F [X], 按上述方式选定每个 F [X]/(fi) 的
有序基, 则 F [X]-模

⊕k
i=1 F [X]/(fi) 对应分块对角矩阵 diag(Cf1 , . . . ,Cfk).

证明 先前已说明 F [X]/(f) 的情形, 一般情形则是命题 13.2.2 的应用.

定理 13.3.2 (有理标准形) 设 n ∈ Z≥1 而 A ∈ Mn×n(F ), 存在唯一一列前后整除的非
常数首一多项式

f1 | · · · | fk, k ∈ Z≥1, fi ∈ F [X],

使得
∑k
i=1 deg fi = n 而 A 共轭于分块对角矩阵

diag(Cf1 , . . . ,Cfk) =

Cf1

. . .
Cfk


.

上述矩阵称为 A 的有理标准形, 而 f1, . . . , fk 称为 A 的不变因子.

证明 基于命题 13.2.1 的对应, 记 A 对应的 n 维 F [X]-模为 M . 将 M 代入关于主理
想环 F [X] 上的有限生成模的结构定理 12.6.3, 分解中的自由部分必然是 0, 这是因为
M 有限维, 而 F [X] 则不然; 此外 M 6= {0}. 因此我们得到唯一的 k ∈ Z≥1 和一列非零
真理想 I1 ⊃ · · · ⊃ Ik, 使得

M ' F [X]/I1 ⊕ · · · ⊕ F [X]/Ik.

进一步对每个 Ii 取唯一的首一多项式 fi 使得 Ii = (fi), 故 M '
⊕k

i=1 F [X]/(fi).
命题 13.3.1 遂表明 A 共轭于 diag(Cf1 , . . . ,Cfk).

反之, 若 A 共轭于 diag(Cf1 , . . . ,Cfk), 则命题 13.2.1 和命题 13.3.1 表明 M '⊕
i F [X]/(fi), 故 f1 | · · · | fk 的唯一性归结为有限生成 F [X]-模的不变因子的唯

一性.
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因此矩阵的共轭类完全由不变因子来决定, 此即 “标准形” 的内涵.

推论 13.3.3 设 A ∈ Mn×n(F ) 的不变因子为 f1 | · · · | fk, 则:

(i) A 的极小多项式 MinA 等于 fk;

(ii) A 的特征多项式 CharA 等于
∏k
i=1 fi.

证明 仍记 A 对应的 n 维 F [X]-模为 M . 对于 (i), 以模论语言将 MinA 刻画为满足
下式的首一多项式

(MinA) = {t ∈ F [X] : ∀x ∈M, tx = 0} .

然而从分解 M '
⊕

i F [X]/(fi) 和前后整除的条件立见右式即 (fk).
对于 (ii), 按分块计算可知 CharA =

∏k
i=1 CharCfi

. 对每个 1 ≤ i ≤ k, 本书在讨论
特征多项式时已直接按定义算出 CharCfi

= fi.

在有理标准形的基础上, 前述论证只用到极小多项式的刻画, 特征多项式的
分块分解和友矩阵的计算, 不涉及特征多项式的进阶内容, 而由此已经足以推得
MinA | CharA, 换言之 CharA(A) = 0n×n. 这给出 Cayley–Hamilton 定理的另证, 它
只依赖有理标准形定理 13.3.2, 而后者不过是主理想环上的有限生成模结构定理 12.6.3
的直接应用.

在证明定理 12.6.3 的唯一性部分时, 我们曾运用分解 M =
⊕

pM [p∞]. 在矩阵的
场景, 这直接给出有理标准形的第二种形式.

推论 13.3.4 设 A ∈ Mn×n(F ), 取 MinA 的不可约分解 pe11 · · · p
eh
h , 其中 p1, . . . , ph 是

相异的不可约首一多项式, 则 A 共轭于形如 diag(A1, . . . ,Ah) 的分块对角矩阵, 其中
对每个 1 ≤ j ≤ h 皆有

Aj = diag
(
C
p
b1,j
j

, . . . ,C
p
brj,j

j

)
, rj ∈ Z≥1, 1 ≤ b1,j ≤ · · · ≤ brj ,j .

一旦 p1, . . . , ph 的顺序选定, 资料 (bi,j)i,j 也唯一确定.

证明 写下 A 的不变因子 f1 | · · · | fk, 则 p1, . . . , ph 便是 fk 的所有不可约素因子. 记
A 对应的 F [X]-模为 M . 断言中的 Aj 无非是 M [p∞j ] 所对应的有理标准形. 在定理
12.6.3 的唯一性证明中已经说明了当 p1, . . . , ph 顺序取定, 资料 (bi,j)i,j 由 M 的同构
类唯一确定, 亦即由 A 的共轭类唯一确定.

观察到 CharAj
= p

b1,j+···
j 正是 CharA 中被 pj 整除的部分.
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注记 13.3.5 (转置版本) 在许多教材中, 有理标准形涉及的友矩阵写作
0 1 · · · 0
... . . . ...

0 0 · · · 1

−c0 −c1 · · · −cn−1


亦即先前定义的 Cf 的转置. 因为 A 和 B 共轭当且仅当 t

A 和 t
B 共轭, 有理标准形

定理 13.3.2 的转置版本和原版相互等价, 其一切推论也相等价.

这一切当然也能够用线性映射的语言表述.

定理 13.3.6 (有理标准形: 线性映射版本) 设 V 为 n 维 F -向量空间, T ∈ End(V ).

▷ 第一种形式 存在 V 的有序基和一列非常数首一多项式 f1 | · · · | fk, 使得∑k
i=1 deg fi = n, 而 T 表作矩阵 diag (Cf1 , . . . ,Cfk).

▷ 第二种形式 取 MinT 的不可约分解 pe11 · · · p
eh
h , 则存在 V 的有序基, 使得 T 的矩

阵为 diag(A1, . . . ,Ah), 其中

Aj = diag
(
C
p
b1,j
j

, . . . ,C
p
brj,j

j

)
, rj ∈ Z≥1, 1 ≤ b1,j ≤ · · · ≤ brj ,j .

第一种形式中的资料 f1 | · · · | fk (称为 T 的不变因子) 由 T 唯一确定. 在第二种
形式中, 一旦选定 p1, . . . , ph 的顺序, 则资料 (bi,j)i,j 也由 T 唯一确定; 资料 p

bi,j
j 称为

T 的初等因子.

证明 由于矩阵是线性映射在有序基之下的表象, 而换基相当于将对应的矩阵取共轭,
这不过是定理 13.3.2 和推论 13.3.4 的简单改述.

一如推论 13.3.3, 由此对 T ∈ End(V ) 推得1)

MinT = fk, CharT =

k∏
i=1

fi. (13.3.1)

有理标准形有时也称为 Frobenius 标准形. 之所以称为有理标准形, 是因为当域 F

给定 (譬如 F = Q), 一切都在 F 中操作, 不必过渡到 F 的扩域 (譬如 C) 以确保特征
多项式分裂. 这点与即将讨论的 Jordan 标准形理论形成反差.

1)在某些教材中, 模论的顺序早于向量空间, 特征多项式则直接定义为不变因子的乘积.
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13.4 有理标准形的计算
有理标准形的实质是有限生成 F [X]-模的结构定理 12.6.3. 在该定理的证明中, 分

解的存在性是通过将 M 表作有限秩自由模的商来处理的. 本节稍微改变符号, 选定
n ∈ Z≥1, 考虑 n 维 F -向量空间 V 配上 T ∈ End(V ), 以 T 将 V 升级为 F [X]-模.

取 V 的基 v1, . . . , vn. 定义秩 n 自由 F [X]-模 F [X]⊕n 及其标准基 e1, . . . , en. 现
在考虑 F [X]-模的同态

ϕ : F [X]⊕n → V
n∑
i=1

riei 7→
n∑
i=1

ri(T )vi.

同态 ϕ 显然满. 另一方面, 设 A = (aij)i,j ∈ Mn×n(F ) 是 T 对应的矩阵, 定义
F [X]⊕n 的一列元素

xj := Xej −
n∑
i=1

aijei, 1 ≤ j ≤ n,

以及它们生成的 F [X]-子模
N := 〈x1, . . . , xn〉 .

引理 13.4.1 同态 ϕ 的核等于 N .

证明 按照定义,

ϕ(xj) = ϕ

(
Xej −

n∑
i=1

aijei

)
= Tvj −

n∑
i=1

aijvi = 0

对所有 j 成立, 故 N ⊂ ker(ϕ). 另一方面, 由于 Xej 属于陪集
∑
i aijei +N , 对每个 j

反复运用此等式 (不断用 X 左乘), 可以对一般的 x ∈ F [X]⊕n 将陪集 x+N 表如

x+N =

n∑
j=1

cjej +N, cj ∈ F.

所以 ϕ(x) = 0 当且仅当 ∑n
j=1 cjvj = 0, 当且仅当 c1 = · · · = cn = 0; 然而这便蕴涵

x ∈ N .

因此从 T ∈ End(V ) 和 V 的基 v1, . . . , vn 起步, 我们抵达 F [X]-模的同构 ϕ :

F [X]⊕n/N
∼→ V . 按照 (12.7.1) 的记法,

(
x1 · · · xm

)
=
(
e1 · · · en

)

X − a11 −a12 −a13 · · ·

−a21 X − a22 −a23 · · ·
... . . . ...

−an1 −an2 · · · X − ann

 ;
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右式的 n × n 矩阵即 X · 1n×n −A, 是 Mn×n(F [X]) 的元素2), 故 §12.7 的方法可资
应用.

命题 13.4.2 按照定理 12.7.6 取 P ,Q ∈ GL(n, F [X]) 和 F [X] 的元素 d1 | d2 | · · · 使
得

X · 1n×n −A = Q


d1

. . .

dn

P ,

则 di 皆可取为首一的, 而且从 (di)
n
i=1 删除 di = 1 的项后, 产物是 T 的有理标准形中

的不变因子.

证明 根据推论 12.7.8,

V ' F [X]⊕n/N '
n⊕
i=1

F [X]/(di).

由于 dimV = n 有限, 对所有 i 皆有 di 6= 0, 故可设 di 首一. 根据有理标准形与结构
定理的关系 (请回忆 §13.3), 不变因子正是 d1, . . . , dn 中 6= 1 的项.

注记 13.4.3 沿用上述符号. 命 gi ∈ F [X]⊕n 为 Q 的第 i 列, 则

(
x1 · · · xm

)
P−1

生成 N

=
(
g1 · · · gn

)
F [X]⊕n 的基


d1

. . .

dn

 .

鉴于模同构

⊕n
i=1 F [X]/(di) F [X]⊕n/N V

(ri + (di))
n
i=1

∑n
i=1 rigi +N

∑n
i=1 ri(T )ϕ(gi),

∼
∼
φ

我们知道在 di 6= 1 的前提下, ϕ(gi) 正是有理标准形中对应于 di 的分块的首个基向量.

有理标准形的计算按此化约为 Smith 标准形定理 12.7.6 包含的算法. 它只涉及多
项式带余除法, 不必求根或作因式分解. 以下考量一则例子.

例 13.4.4 取 V = F 3 而 T 对应到矩阵 A =


−1 −2 6

−1 0 3

−1 −1 4

. 为了将 X · 13×3 −A 化

2)在一些教材中, 变元 X 被记为 λ, 相应的矩阵则称为 λ-矩阵.
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为所需形式, 我们进行初等行和列变换:

X + 1 2 −6
1 X −3
1 1 X − 4


−X − 1
−1

0 −X + 1 −X2 + 3X − 2

0 X − 1 −X + 1

1 1 X − 4




1 1 X − 4

0 X − 1 −X + 1

0 −X + 1 −X2 + 3X − 2




−1

−X + 4

1 0 0

0 X − 1 −X + 1

0 −X + 1 −X2 + 3X − 2




1

1 0 0

0 X − 1 −X + 1

0 0 −X2 + 2X − 1




1

↶−1

1 0 0

0 X − 1 0

0 0 (X − 1)2




由此读出 A 的不变因子 d2 = X − 1 和 d3 = (X − 1)2.

基于此前结果, 容易按 F [X] 上的相抵关系来理解矩阵的共轭关系. 首先仿照
域上的思路, 对于任意交换环 R, 设 L,M ∈ Mm×n(R). 若存在 P ∈ GL(n,R) 和
Q ∈ GL(m,R) 使得 L = QMP , 则称 L 与M 相抵; 这是 Mm×n(R) 上的等价关系.

命题 13.4.5 对所有 A,B ∈ Mn×n(F ), 以下陈述等价:

(i) A 和 B 在 Mn×n(F ) 中共轭;

(ii) X · 1n×n −A 和 X · 1n×n −B 在 Mn×n(F [X]) 中相抵.

证明 将 X · 1n×n − A 简记为 ΛA. 向 A 的有理标准形中的不变因子插入 1, 可得
F [X] 的一列首一元素 d1 | · · · | dn. 同理, 对 B 有 ΛB 和 d′1 | · · · | d′n.

(i) =⇒ (ii). 若 A 和 B 共轭, 则不变因子的唯一性蕴涵 di = d′i 恒成立. 代入命
题 13.4.2 可知 ΛA 和 ΛB 都相抵于 diag(d1, . . . , dn).

(ii) =⇒ (i). 若 ΛA 和 ΛB 相抵, 则命题 13.4.2 蕴涵

diag(d1, . . . , dn)和 diag(d′1, . . . , d′n)相抵.

应用推论 12.7.9 推得 di = d′i 恒成立, 故 A 和 B 共轭.
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13.5 Jordan标准形
本节伊始, 考虑的仍是任意域 F . 继续选定 n ∈ Z≥1. Jordan 标准形的出发点是幂

零矩阵. 幂零元的概念可在任意环中定义.

定义 13.5.1 设 R 为环, r ∈ R. 若存在 d ≥ 1 使得 rd = 0R, 则称 r 为幂零的. 条件中
最小可能的 d 称为 r 的幂零指数.

本节仅将上述定义应用于 R = Mn×n(F ) (矩阵) 或 R = End(V ) (线性映射) 两种
情形, 其中 V 是有限维 F -向量空间.

约定 13.5.2 为简化符号, 今后对所有 λ ∈ F 将 λ · 1n×n (或 λ · idV ) 简记为 λ.

当 T ∈ End(V )给定, V[λ] := ker ((T − λ)n)即 λ ∈ F 在 V 中对应的广义特征子空
间 (n = dimV ), 它非零当且仅当 λ 是 T 的特征值, 此外 V 有直和分解 V =

⊕
λ V[λ].

命题 13.5.3 设 dimV = n ∈ Z≥1, 而 T ∈ End(V ). 以下陈述相互等价:

(i) T 幂零;

(ii) 存在 k ∈ Z≥1 使得 MinT = Xk;

(iii) CharT = Xn;

(iv) V = V[0].

事实上, (ii) 中的 k 正是 T 的幂零指数, 而 k ≤ n.

证明 (i) =⇒ (ii): 若 T d = 0V , 则 MinT | Xd 导致存在 1 ≤ k ≤ d 使得 MinT = Xk.

(ii) =⇒ (iii): 一种方法是代入 (13.3.1).

(iii) =⇒ (iv): 此时唯一特征值是 λ = 0, 故 V 的广义特征子空间直和分解化为
V = V[0].

(iv) =⇒ (i): 按定义 T − λ 在 V[λ] 上是幂零的; 代入 λ = 0.

关于幂零指数的断言来自 MinT 的定义.

定义 13.5.4 (Jordan块) 设 λ ∈ F 而 d ∈ Z≥1.
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? 特征值为 λ 的 d× d 上三角 Jordan 块 (简称 Jordan 块) 意谓以下矩阵

Jd(λ) :=



λ 1 0 · · · 0 0

0 λ 1 · · · 0 0
... . . . . . . 0
... . . . . . . ...

0 0 · · · 0 λ 1

0 0 · · · 0 0 λ


∈ Md×d(F );

? 特征值为 λ 的 d× d 下三角 Jordan 块意谓

J下d (λ) :=
t
Jd(λ).

此处规定 J1(λ) = J下1 (λ) = λ ∈ F = M1×1(F ).

鉴于 Jd(λ) = λ · 1d×d + Jd(0), 特征值为 0 的 Jordan 块是更基本的对象. 下三角
情形亦同, 而且它正是多项式 Xd 的友矩阵:

J下d (0) =
t
Jd(0) =


0 0 · · · 0

1 0
. . . ...

0
. . . . . . 0

0 · · · 1 0

 = CXd .

回顾 §13.3 的简单计算, MinJ下d (0) = Xd = CharJ下d (0). 因此 J下d (0) 是幂零指数为
d 的幂零矩阵. 用 λ · 1d×d 平移立得

MinJ下d (λ) = (X − λ)d = CharJ下d (λ); (13.5.1)

再取转置便有
MinJd(λ) = (X − λ)d = CharJd

(λ). (13.5.2)

事实上, 任何幂零矩阵都能唯一地分解为特征值为 0 的 Jordan 块, 精确到共轭.

引理 13.5.5 设 A ∈ Mn×n(F ) 幂零, 则

? 存在唯一的正整数列 1 ≤ b1 ≤ · · · ≤ br 使得
∑r
i=1 bi = n 而 A 共轭于分块对

角矩阵

Jb1(0)

. . .
Jbr (0)


;
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? A 的幂零指数为 br;

? 若在以上陈述中以 J下bi (0) 代替 Jbi(0), 论断依然成立.

类似地, 设 V 是 n 维 F -向量空间而 T ∈ End(V ) 幂零, 则存在 V 的有序基和
1 ≤ b1 ≤ · · · ≤ br, 使得 T 表作上述分块对角矩阵, 而 (bj)

r
j=1 由 T 完全确定, T 的幂

零指数为 br.

证明 处理矩阵版本即足. 先来证明涉及 J下bi (0) 的版本.
记 A 的幂零指数为 d. 取 A 的有理标准形 diag(Cf1 , . . . ,Cfr ), 其中的不变因子

f1 | · · · | fr 满足 fr = MinA = Xd (命题 13.5.3). 于是可将 fi 写作 Xbi , 其中 1 ≤ b1 ≤
· · · ≤ br = d; 相应地, Cfi = J下bi (0). 综上, A 共轭于 diag

(
J下b1(0), . . . ,J

下
br
(0)
)

.

基于表法 diag
(
J下b1(0), . . .

)
与有理标准形的联系, 资料 (bi)

r
i=1 对 A 的唯一性归

结为不变因子 Xbi 的唯一性.
至于 Jbi(0) 的版本, 观察到取转置既不改变幂零性质和幂零指数, 也不影响矩阵的

共轭关系, 所以对 t
A 应用上一步的结论即足.

从以上证明可见下三角 Jordan 块就本书的进路而言更为自然. 后续讨论中采用上
三角 Jordan 块的唯一理由是习俗.

行将介绍的 Jordan 标准形仅适用于特征多项式在 F 上分裂的情形; 见定义 6.6.2.
我们以线性映射的语言表述.

定理 13.5.6 (Jordan标准形) 设 V 为 n 维 F -向量空间, T ∈ End(V ). 设 CharT 在 F

上分裂, 记其相异根为 λ1, . . . , λm ∈ F . 存在 V 的有序基, 使得 T 表为分块对角矩阵
diag(A1, . . . ,Am), 其中

Aj :=

Jb1,j (λj)

. . .
Jbrj,j (λj)



, 1 ≤ j ≤ m,

而每个 j 对应的正整数列

b1,j ≤ · · · ≤ brj ,j , rj ∈ Z≥1.

由 T 唯一确定. 上述矩阵 diag(A1, . . . ,Am) 称为 T 的 Jordan 标准形.
若在以上陈述中以 J下bi,j (λj) 代替 Jbi,j (λj), 论断依然成立.

证明 取对 T 的广义特征子空间分解 V = V[λ1] ⊕ · · · ⊕ V[λm]. 每个 V[λj ] 都是 T -不变
子空间, 而 dj := dimV[λj ] > 0. 记 T 在 V[λj ] 上的限制为 Tj .
选定 1 ≤ j ≤ m. 已知 Tj − λj 幂零, 故引理 13.5.6 给出有序基和 1 ≤ b1,j ≤

· · · ≤ brj ,j , 使得 Tj − λj 表为矩阵 diag
(
Jb1,j (0), . . .

)
. 用 λj 平移可知 Tj 表为矩阵

Aj := diag
(
Jb1,j (λj), . . .

)
. 至此证得 Jordan 标准形的存在性.
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至于唯一性, 设 T 已有如是矩阵表法. 选定 j. 注意到 Aj − λj 幂零而 λ1, . . . , λm

相异, 由此可推得分块 Aj 必对应 Tj . 关于 b1,j ≤ · · · ≤ b1,rj 的唯一性因而化到引理
13.5.5 处理过的幂零情形.

证明表明分块 Aj 对应到 T 在广义特征子空间 V[λj ] 上的作用. 综之, Jordan 标准
形不过是有理标准形的第二种形式在 CharT 分裂时的简单变形.

在 Jordan 标准形的表述中, 相应的有序基又称为 Jordan 基. 关于特征多项式分
裂的前提是必要的, 这是因为 Jordan 块的特征多项式分裂. 若假定 F 是代数闭域, 例
如 F = C, 则分裂条件总是成立.

练习 13.5.7 设 A ∈ Mn×n(F ) 而且 CharA 分裂.

(i) 说明 A 可对角化当且仅当其所有 Jordan 块都是 1× 1 的.

(ii) 说明 CharA =
∏m
j=1(X − λj)

aj 而 MinA =
∏m
j=1(X − λj)

brj,j , 其中 aj :=

b1,j + · · ·+ brj ,j .

共轭于 Jn(0), 或等价地说幂零指数为 n 的幂零矩阵称为 Mn×n(F ) 中的主幂零
元, 以下练习 (取特例 λ = 0) 予以刻画.

练习 13.5.8 设 n ∈ Z≥2, λ ∈ F 而 A ∈ Mn×n(F ) 形如
λ

t1
. . .

... . . . . . .

∗ · · · tn−1 λ

 或


λ t1 · · · ∗

. . . . . . ...
. . . tn−1

λ


其中 t1, . . . , tn−1 ∈ F , 留白部分为 0. 证明在两种情况下, A 共轭于 Jn(λ) 的充要条件
都是

∏n−1
i=1 ti ∈ F×.

提示 处理上三角版本即足. 首先用一个平移化约到 λ = 0 情形, 此时 A 幂零. 其
次观察到 A 共轭于 Jn(0) 当且仅当 A 的幂零指数为 n. 以

Aei =


ti−1ei−1 + 〈ei−2, . . .〉 , i > 2,

ti−1ei−1, i = 2,

0, i = 1,

研究 A,A2, . . . 在基上的作用, 可给出 A 的幂零指数为 n 的充要条件.
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13.6 Jordan标准形的计算
由于 Jordan 标准形不外是有理标准形的简单改写, 在特征多项式分裂的前提下,

只要能求根, §13.4 的方法同样足以确定 Jordan 标准形.
然而 Jordan 标准形也可以通过计算秩来确定, 这是本节所要介绍的方法. 依旧从

幂零情形入手.

引理 13.6.1 设 V 是 n 维 F -向量空间, T ∈ End(V ) 幂零.

(i) 在 T 的 Jordan 标准形中, Jordan 块的总数为 n− rk(T );

(ii) 对于每个 d ≥ 1, 标准形中的 d× d Jordan 块的个数 N(d) 满足

N(d) = rk
(
T d+1

)
+ rk

(
T d−1

)
− 2 rk

(
T d
)
.

证明 对于 (i), 设 d ≥ 1. 由于 Jd(0) 已是简化行梯矩阵, 秩为 d− 1, 故 rk(T ) 等于 n

减去 Jordan 块的总数.
对于 (ii), 将 T 的 Jordan 块尺寸依序标为 b1 ≤ · · · ≤ br. 给定 b ≥ 1 和 k ≥ 0, 简

单地计算 Jb(0)
k (参见练习 13.5.8) 可见

rk
(
Jb(0)

k
)
=

{
0, k > b,

b− k, k ≤ b.

由此知当 d ≥ 1 时
rk
(
T d+1

)
− rk

(
T d
)
=

∑
j:bj≥d+1

(bj − d− 1)−
∑
j:bj≥d

(bj − d)

=
∑

j:bj≥d+1

(−1),

rk
(
T d
)
− rk

(
T d−1

)
=
∑
j:bj≥d

(−1).

两式相减即 ∑
j:bj=d

1 = N(d).

现在给出对一般的 T 计算 Jordan 块个数的一种方法. 仍采用约定 13.5.2.

定理 13.6.2 设 V 是 n 维 F -向量空间, T ∈ End(V ) 满足 CharT 分裂. 记 T 的相异特
征值为 λ1, . . . , λm. 选定 1 ≤ j ≤ m.

(i) 在 T 的 Jordan 标准形中, 特征值为 λj 的 Jordan 块的总数为 n− rk(T − λj);

(ii) 对于每个 d ≥ 1, 特征值为 λj 的 d× d Jordan 块的个数 Nj(d) 满足

Nj(d) = rk
(
(T − λj)d+1

)
+ rk ((T − λj)d−1

)− 2 rk
(
(T − λj)d

)
.
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证明 将 T 的 Jordan 标准形写作 diag(A1, . . . ,Am), 使得 Ak 对应到 T 在 V[λk] 上的
限制; 命 dk := dimV[λk].
对于 (i), 观察到

n− rk(T − λj) =
m∑
k=1

(dk − rk (Ak − λj)) .

由于 Ak 的特征值只有 λk, 故 k 6= j 时 Ak − λj 可逆, 秩为 dk. 于是上式仅有
k = j 的项; 将 Aj − λj 代入引理 13.6.1 (i) 便得到特征值 λj 的 Jordan 块总数.

至于 (ii), 对所有 d ≥ 1 将断言之等式右边写成
m∑
k=1

[
rk
(
(Ak − λj)d+1

)
+ rk

(
(Ak − λj)d−1

)
− 2 rk

(
(Ak − λj)d

)]
,

则同理可知除 k = j 外的项全为零. 由引理 13.6.1 (ii) 即得 Nj(d).

一旦将 T 具体表作矩阵, 并且确定了 λj , 公式中的秩便能以消元法计算. 且看一则
例子.

例 13.6.3 取 F = Q 并考虑矩阵

A =


2 3 2

1 8 2

−2 −14 −3

 .

计算 CharA = (X − 1)(X − 3)2 可知 1 在 A 的 Jordan 标准形的对角线上恰好出
现一次, 对应的块是 1× 1 的; 具体计算 ker(A− 1) 可得一个特征向量

v1 =


2

0

−1

 .

接着计算 rk(A− 3) = 2, 故它对应到一个 2× 2 的 Jordan 块; 块的第一列对应到
特征值为 2 的特征向量, 解得

v2 =


1

−1

2

 ,

块的第二列则对应到 (A− 3)v3 = v2 的任意解 v3, 具体计算给出特解

v3 =


−1

0

0

 .
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综上得出 Jordan 基 v1,v2,v3 使得

A
(

v1 v2 v3

)
=
(

v1 v2 v3

)
1 0 0

0 3 1

0 0 3

 .

观察到上式是关于 v1,v2,v3 (或其坐标) 的线性方程组. 只要通过秩的计算确定 A

的 Jordan 标准形, 则也可以按此列式解出 Jordan 基.

练习 13.6.4 Jordan 标准形有助于计算矩阵的高次幂. 试以例 13.6.3 的矩阵 A 为例,
给出计算 A1898 的具体方法.

习题

1. 使用有理标准形说明若 F 是域 E 的子域, 则 A,B ∈ Mn×n(F ) 共轭当且仅当它们在
Mn×n(E) 中共轭.
提示 说明扩域不影响不变因子即可. 将 Fn (或 En) 用 A 升级为 F [X]-模 (或 E[X]-
模). 说明若有 F [X]-模同构⊕k

i=1 F [X]/(fi)
∼→ Fn, 其中 f1 | · · · | fk, 便有 E[X]-模同构⊕k

i=1 E[X]/(fi)
∼→ En.

2. 说明 A ∈ Mn×n(F ) 共轭于某个友矩阵 Cf 的充要条件是 MinA = CharA.

3. 说明 A ∈ Mn×n(F ) 总和它的转置 tA 共轭.
提示 一种方法是以有理标准形化到 A = Cf 情形, 然后运用前一题的结论. 另一种方法
是在充分大的扩域上取 Jordan 标准形, 然后直接证明 Jd(0) 共轭于 tJd(0).

4. 设 A ∈ M5×5(C) 满足 CharA = (X − 3)4(X + 2) 而 rk(A− 3 · 15×5) = 2. 试确定 A 的
Jordan 标准形.

5. 判断以下矩阵在 Q 上有无 Jordan 标准形; 如有, 写下其 Jordan 标准形.

(a)


−1 0 −1 −1

0 0 0 0

0 −1 0 0

1 1 1 1

, (b)


1 −3 4

4 −7 8

6 −7 7

, (c)


3 −4 0 2

4 −5 −2 4

0 0 3 −2

0 0 2 1

.

6. 求以下矩阵的 Jordan 标准形.
0 0 0 0

1 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

 ,


0 0 1 0

0 0 1 1

0 0 0 0

0 0 0 0

 ,


0 0 0 1

0 0 0 0

1 −1 0 0

0 0 0 0

 .
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7. 具体对所有 d, k ≥ 1 计算 Jd(0)
k, 确定它的秩并写下 Jordan 标准形.

8. 设 k ∈ Z≥1 在域 F 中的像非零, 而 A ∈ Mn×n(F ) 的特征值全为 1. 证明 Ak 与 A 共轭.
提示 先化约到 A = Jn(1) 的情形. 算出 Ak 的次对角线是 k, . . . , k, 然后代入练习
13.5.8 的结论.

9. 设 F 为满足 char(F ) 6= 2 的域, λ ∈ F× 在 F 中有平方根. 证明 Jn(λ) 在 Mn×n(F ) 中
有平方根. 由此证明任何可逆的 A ∈ Mn×n(C) 都有平方根. 试探讨更高次的情形.

10. 设 λ 是域 F 的非零元, 求 Jd(λ)
2 的 Jordan 标准形 (d ≥ 1). 提示 按照 2λ 是否为 0

分开讨论.

11. 证明复矩阵指数映射

exp : Mn×n(C) → GL(n,C), exp(A) =

∞∑
k=0

Ak

k!

对所有 n 皆满.
提示 为了说明所有 B ∈ GL(n,C) 都能写成 exp(A), 基于乘性 Jordan–Chevalley 分
解, 处理 B ∈ C×1n×n 和 B − 1n×n 幂零这两种情形即可. 前者相当于 n = 1 的情形, 后
者则通过 exp(P−1AP ) = P−1 exp(A)P 归结为特例 B = Jn(1). 从练习 13.5.8 推导
exp(Jn(0)) 共轭于 Jn(1).

12. 假定读者了解数学分析中关于闭包的概念. 将 Mn×n(C) 等同于 Cn
2 , 以谈论其中的极限

与闭包. 证明以下关于 A ∈ Mn×n(C) 的陈述等价.

(i) A 幂零;

(ii) 存在可逆之 P 使得 limm→+∞ PmAP−m = 0n×n;

(iii) 0n×n 属于共轭类
{
PAP−1 : P 可逆} 在 Mn×n(C) 中的闭包;

(iv) CharA = Xn.

13. (P. Deligne) 设 V 为某个域上的向量空间, N ∈ End(V ), 而且存在 d ≥ 0 使得 Nd+1 =

0V . 通过对 d 递归, 证明存在唯一一列子空间

· · · ⊂ Vi−1 ⊂ Vi ⊂ Vi+1 ⊂ · · · , Vi ⊂ V (i ∈ Z),

使得
? 当 i 充分小 (或充分大) 时 Vi = {0} (或 Vi = V );

? N(Vi) ⊂ Vi−2 对所有 i 成立;

? 记 gri V := Vi/Vi−1, 则对所有 k ≥ 0 皆有线性同构

Nk : grk V
∼→ gr−k V

x+ Vk−1 7→ Nk(x) + V−k−1.

提示 先处理存在性. 当 d = 0 时 N = 0V , 取 V−1 = {0} 而 V0 = V . 设 d ≥ 1, 取

(V−d−1 = {0}) ⊂
(
V−d = im(Nd)

)
⊂
(
Vd−1 = ker(Nd)

)
⊂ (Vd = V ) .
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于是 Nd 诱导 grd V = V / ker(Nd)
∼→ im(Nd) = gr−d V . 由于 N2d = 0V 而 Nd 在

ker(Nd)/ im(Nd) 上诱导零映射, 可在 ker(Nd)/ im(Nd) 上递归地构造剩下的子空间列.
改造以上论证以说明子空间列 (Vi)i∈Z 唯一.

14. 承上题, 进一步对所有 i 考虑 N 诱导的线性映射 N i : gri(V ) → gri−2(V ). 称 Pi :=

ker(N i) 为 gri(V ) 的本原部分. 这种结构常见于代数几何及相关领域, 亦可由 Lie 代数
sl(2) 的表示理论解释.

(i) 说明 i > 0 时 N i 单, 从而 Pi = {0}.
提示 用 N i 诱导之 gri(V )

∼→ gr−i(V ).

(ii) 设 i ≥ 0, 证明 gr−i(V ) 是 P−i 和 im
[
gri+2(V ) ↪→ gr−i(V )

]
(由 N i+1 诱导) 的

直和.

提示 合成映射 gri+2(V ) → gr−i(V )
N−i

gr−i−2(V ) 是同构.

(iii) 对所有 i 给出典范同构 gri(V ) '
⊕

j≥|i|
j≡i (mod 2)

P−j .

(iv) 证明 N i 在此同构之下化为直和之间自明的包含映射 (当 i > 1), 投影映射 (当
i < 1), 或恒等 (i = 1).

(v) 证明 N(Vi) = im(N) ∩ Vi−2.
提示 要点在于证 ⊃. 基于 (iv), 在 i ≤ 1 的情形证明 N(Vi) = Vi−2; 在 i ≥ 0 的情
形证明 N 诱导单射 V /Vi → V /Vi−2, 从而 N−1(Vi−2) ⊂ Vi.

(vi) 说明若将向量空间替换为某个环 R 上的左模 (或右模), 则包括上一题在内的先前所
有论断依然成立.

15. 承上题, 取 V 为有限维 F -向量空间. 基于 Jordan 标准形, 之前研究的对象可化约到
V = F d+1 而 N 对应于下三角 Jordan 块 J下d+1(0) 的情形. 方便起见, 将 F d+1 的标准有
序基标号为

ed, ed−2, . . . , e−d+2, e−d.

证明 Vi =
⊕

j≤i Fej , 然后描述 Pi.

未定稿: 2024-10-20
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在引入向量空间的概念时, 我们曾经从关于平面或空间向量的直观来启发, 这种类
比其实是片面的. 几何直观中的向量是从一点到另一点的方向, 带有大小, 此概念不依
赖坐标系或原点的选择, 而且只有头尾相接的向量才能相加. 向量空间的抽象理论虽然
摆脱了坐标的桎梏, 但仍然以零向量作为指定的原点, 所以它们对于几何学并非完全贴
切的模型. 本章 §§14.1–14.2 介绍的仿射空间为此给出一套合理的解答.
给定域 F 上的向量空间 V , 相应地有加法群 (V,+). 所谓 V 作用下的仿射空

间, 是指带有自由且传递的 (V,+)-作用的非空集 E (定义 14.1.1); 本章将作用写作
(x, v) 7→ x+++ v 之形 (x ∈ E, v ∈ V ). 对于 x, y ∈ E, 几何直观中的向量 −→xy 无非是由
x+++ v = y 所唯一确定的 v ∈ V , 也写作 v := y−−− x. 另将 E 的维数定义为 V 的维数.
举例来说, 从 V 本身的加法可得仿射空间 (V,+), 而一旦在仿射空间 E 中指定一

个基点 x0, 便能通过 v 7→ x0 +++ v 将 E 等同于 V . 尽管仿射空间在选定基点后等同于
向量空间, 但关于仿射空间的一切概念都需要以无关基点的方式来表达. 以下是一部分
对比.

仿射空间中的概念 参考 向量空间的类比

仿射组合 定义 14.1.4 线性组合

仿射基 定义 14.1.7 基

仿射子空间 定义 14.1.10 子空间

仿射线性映射 定义–命题 14.2.1 线性映射

仿射变换群 定义–命题 14.2.6 一般线性群

在实数域 R 上, 以上概念都有清晰的几何含义, 譬如求两点 x 和 y 的仿射组合相当于
求线段 xy 上的定比分点.

进一步, 对于实内积空间作用下的仿射空间 E, 还能定义两点 x 和 y 的距离为
d(x, y) := ‖y −−− x‖, 使之成为度量空间. 保距自映射又称为刚体运动, 这是 §14.3 的主
题. 定理 14.3.3 将分类 E 上的刚体运动: 一旦选定基点 o ∈ E, 则它们唯一地分解为平
移与相对于 o 的保距线性映射; 特别地, 刚体运动总是仿射线性的.
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随后的 §§14.4–14.5 介绍射影空间和射影变换. 就历史来看, 射影空间起源于透视
法绘画的研究, 如今它的身影已遍及数学各领域. 简言之, 非零 F -向量空间 V 中的所
有 1 维子空间构成射影空间 P(V ), 另记

Pn := P(Fn+1)

=
(
Fn+1 ∖ {0}

)/
(x0, . . . , xn) ∼ (tx0, . . . , txn), t ∈ F×.

由 (x0, . . . , xn) 在 Pn 中确定的等价类记为 (x0 : · · · : xn), 此记法称为齐次坐标, 而 Pn

能表成 n+ 1 份 n 维仿射空间之并, 或者表成一个 n 维仿射空间与一系列 “无穷远点”
之并; 这是 “仿射” 一词的来由.

就数学来看, Pn 的许多几何性质比 n 维仿射空间更容易处理. 射影几何具有丰富
的内容, 这两节仅触及基本概念. 此外, 定义–命题 14.5.6 还将介绍称为交比的一种经典
射影不变量.

实仿射空间为多面体理论提供了一套方便而不失直观的理论框架. 我们先在 §14.6
介绍实仿射空间 E 中的凸集和实向量空间中的凸锥, 其中涉及的凸组合, 凸包与半空
间是尔后将频繁登场的概念. 随后, §14.7 探讨有限维实仿射空间中的凸多面体, 它们是
由有限多个半空间 α ≥ 0 取交截出的非空子集, 其中 α : E → R 为非常值仿射线性映
射; 若取定坐标系, 这也相当于是由有限多个线性不等式 (容许常数项非零) 截出的非
空区域, 示意如下.

在多面体理论中, 低维的几何直观不仅起到敲门砖的作用, 还是理解后续许多定义和证
明的钥匙, 这种现象在全书中是少见的.

当然, 针对多面体的一切论证仍有适用于任意维数的代数写法, 代价是某些论证将
显得异常复杂. 根植于图像又超越图像的这种严格性恰好是现实应用所需; 就以 §14.8
简介的线性规划问题为例, 除了中学课本以外, 变量个数 ≤ 3 的模型是不切实际的.

类似地, §14.9 探讨的多面锥是有限维实向量空间 V 中由有限多个线性不等式
λ ≥ 0 截出的区域, 其中 λ : V → R 是不恒为零的线性映射. 示意如下.

多面锥同样出现于许多基础与应用领域. Fourier–Motzkin 定理 14.9.4 说明 V 中的多
面锥等价于形如 ∑m

i=1 R≥0xi 的子集; 定理 14.9.11 将在 C 严格凸的前提下说明对于
x1, . . . , xm 最经济的选法恰好是 C 的 “端射线” (定义 14.6.7).
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多面锥和多面体理论有许多相通之处. 有界多面体称为多胞体, 例如三维空间中的
正多面体便是多胞体. 我们在 §14.10 将以多面锥理论为工具, 进一步明确多胞体的结
构. Minkowski 的多胞体基本定理 14.10.4 断言有限维实仿射空间 E 中的多胞体无非
是 E 中有限多个点的凸包; 尽管这一陈述在直观上几乎无可辩驳, 然而完整的证明需
要不少迂回.

读者不应被多面体的初等外表所迷惑, 它们有极丰富的几何与组合学结构, 值得用
一部专著来处理. 本章仅介绍其中最基本的部分.

阅读提示
本章内容不在书中其它部分用到, 请读者按需阅读; 习题部分另有许多延伸内容
可供参考. 此外, 本章 §14.6 关于凸性的内容也常见于泛函分析或运筹学的教材,
不过该节目标是为后续内容作铺垫, 并非关于凸性的详尽介绍.

阅读顺序
§14.1

§14.2

§14.3

§14.4

§14.5

§14.6 §14.7

§14.8

§14.9 §14.10

14.1 仿射空间
向量的语言对初等几何学的研究是极有力的工具, 然而向量空间毕竟和直观的几

何空间有异, 差别在于:
? 与向量空间带有零元这一事实相反, 直观的空间并没有一个特定的基点; 尽管基
点无妨任意指定, 但选法毕竟不自然.

? 向量空间有加法, 但直观的几何空间中任两点 x 和 y 并不能相加; 具有意义的毋
宁说是它们确定的向量 −→xy.
以抽象的数学语言梳理, 这就引申出仿射空间的概念, 它是 “空间中两点确定一个

向量” 这一思路的提纯.

定义 14.1.1 设 V 为域 F 上的向量空间. 所谓 V 作用下的仿射空间,是指资料 (E,+++),
其中 E 是非空集, +++ : E × V → E 是映射, 写作 (x, v) 7→ x+++ v 的形式. 它们服从于下
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述条件:

? 对任意 x ∈ E 和 v, w ∈ V , 有结合律

(x+++ v) +++ w = x+++ (v + w);

? 对任意 x ∈ E, 有 x+++ 0 = x;

? 对任意 x, y ∈ E, 存在唯一的 v ∈ V 使得 y = x+++ v, 此 v 也写作 y−−− x.

定义仿射空间 E 的维数为向量空间 V 的维数.

根据结合律, 可以无歧义地将 (x+++ v) +++ w 写成 x+++ v+++ w. 此外, 不难从定义推导

(y+++ v)−−− (x+++ v) = y−−− x,
z−−− x = (y−−− x) + (z−−− y).

不妨直观地将集合 E 理解为空间中的点, 而 x+++ v 是以 x 为起点, 向 v 方向平移
的结果. 以上定义的 y−−− x 相当于初等几何学中考虑的向量 −→xy.

例 14.1.2 取定向量空间 V , 取 +++ 为 V 的加法, 使 V 成为它自身作用下的仿射空间,
这是仿射空间的平凡例子.

反过来说, 给定 V 作用下的仿射空间 (E,+++) 和 o ∈ E, 它们确定互逆的双射

V E

v o+++ v

x−−− o x.

1:1

此双射保持两边作为仿射空间的加法. 具体地说, 对于任意 v ∈ V (看作仿射空间 V 的
点) 和 w ∈ V (看作向量空间 V 的元素),

v + w 7→ o+++ (v + w) = (o+++ v) +++ w.

这就说明双射匹配两边的仿射空间结构. 这般选定的 o ∈ E 称为 E 的一个基点. 一
句话,

仿射空间+基点 =向量空间.

练习 14.1.3 对于熟悉群作用的读者, 请说明 V 作用下的仿射空间相当于带有加法群
(V,+) 作用的集合 E, 使得该作用自由且传递 (定义 11.5.6).

尽管仿射空间的元素不能像向量一般作线性组合, 但它们有称为仿射组合的基本
操作.
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定义 14.1.4 (仿射组合) 设 E 是向量空间 V 作用下的仿射空间. 设 n ∈ Z≥1, 考虑
x0, . . . , xn ∈ E 和 t0, . . . , tn ∈ F , 要求

∑n
i=0 ti = 1. 任选基点 o 以定义

n∑∑∑
i=0

tixi := o+++

n∑
i=0

ti(xi−−− o) ∈ E.

上述定义无关 o 的选取: 若 o′ = o+++ v, 则

o′ +++

n∑
i=0

ti(xi−−− o′) = o+++

(
v +

n∑
i=0

ti(xi−−− o)−
n∑
i=0

tiv

)

= o+++

n∑
i=0

ti(xi−−− o).

为了具体理解仿射组合的几何意涵, 不妨取 F = R 和 n = 1, 设 t ∈ [0, 1]. 平面
向量几何的知识说明 tx0 + (1 − t)x1 落在连接 x0 与 x1 的线段上, 与两端的距离比为
1− t : t, 图示如下.

o

x0 x1
1− t t

如果容许 t < 0 (或 t > 1), 便能得到直线上位于 x1 右侧 (或 x0 左侧) 的点. 一般而
言, 至少在 F = R 而 ti ≥ 0 的具体情形, 不妨设想 xi 为质量为 ti 的质点, 则仿射组合∑∑∑
n
i=0tixi 便是系统的重心1), 它不依赖坐标系或原点的选取.

命题 14.1.5 给定仿射空间 E 中的一族点 (xi)i∈I , 其中 I 是非空有限集, 具备无交并
分解 I = I1 t · · · t Ir. 设 (ti)i∈I ∈ F I 满足

∑
i∈I ti = 1. 在 sj :=

∑
k∈Ij tk 6= 0 对所

有 1 ≤ j ≤ r 成立的前提下, 对 ti ∈ Ij 定义 t′i :=
ti
sj

, 则

∑∑∑
i∈I

tixi =

r∑∑∑
j=1

sj

∑∑∑
i∈Ij

t′ixi

 ,

右式视为二重的仿射组合.

证明 留意到∑
i∈Ij t

′
i = 1 而∑r

j=1 sj = 1, 故二重仿射组合有意义. 选定基点后, 问题
化为向量空间中平凡的等式 ∑

i tivi =
∑
j sj

∑
i∈Ij

ti
sj
vi.

练习 14.1.6 运用命题 14.1.5 来说明:

? 有限多个点的仿射组合可逐步化约到两点的仿射组合,
1)物理学上更正确的说法是质心.
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? 仿射组合的仿射组合可以 “摊开” 为仿射组合.

基于仿射组合的操作, 有限维仿射空间也有基的概念.

定义 14.1.7 (仿射基) 设 (E,+++) 是有限维向量空间 V 作用下的仿射空间, n ∈ Z≥0, 而
x0, . . . , xn ∈ E.

? 若
∑∑∑

n
i=0tixi =

∑∑∑
n
i=0t

′
ixi 当且仅当 ti = t′i 对所有 0 ≤ i ≤ n成立,则称 x0, . . . , xn

仿射无关, 否则称之为仿射相关.

? 若所有 x ∈ E 都能表为仿射组合 x =
∑∑∑

n
i=0tixi, 则称 x0, . . . , xn 生成 E.

? 既仿射无关又生成 E 的 x0, . . . , xn 称为仿射基; 若 x =
∑∑∑

n
i=0tixi ∈ E, 则称

(t0, . . . , tn) 为 x 的重心坐标.

命题 14.1.8 给定 x0, . . . , xn 如上, 则它们仿射无关 (或生成 E) 当且仅当 x1 −−−
x0, . . . , xn−−− x0 在 V 中线性无关 (或生成 V ).

作为推论, 仿射基 x0, . . . , xn 总是存在, 并且 n = dimV 总成立.

证明 在仿射组合的定义中取 o := x0, 记 yi := xi−−− x0 ∈ V , 则 x0, . . . , xn 仿射无关等
价于以下陈述:

∑n
i=1 tiyi =

∑n
i=1 t

′
iyi 当且仅当 ti = t′i 对所有 1 ≤ i ≤ n 成立. 它们生

成 E 等价于所有 x0 +++ y ∈ E 皆能写成 x0 +++
∑n
i=1 tiyi, 亦即 y =

∑n
i=1 tiyi.

练习 14.1.9 说明仿射基等价于极大仿射无关子集, 也等价于极小仿射生成集.

继续介绍仿射空间的子结构.

定义 14.1.10 设 E 是向量空间 V 作用下的仿射空间, 而 V ′ 是 V 的子空间. 形如

E′ = o+++ V ′ := {o+++ v′ ∈ E : v′ ∈ V ′}

的非空子集称为 E 的仿射子空间, 其中 o ∈ E. 在 V 有限维的情形, 若 dimV ′ =

dimV − 1, 则称 E′ 为超平面.

对于给定的 E′, 定义中的 o 并非唯一, 任两者仅差一个 V ′ 的平移. 另一方面, V ′

由 E′ 唯一确定, 因为它由所有 e′1 −−− e′2 张成, 其中 e′1, e
′
2 ∈ E′; 于是可以合理地称 V ′

为 E′ 的向量部分.

例 14.1.11 考虑线性映射 T : V → W 和 w ∈ im(T ); 任选 v ∈ T−1(w), 则 T−1(w) =

v + ker(T ). 因此 T−1(w) 是 V 作为仿射空间的仿射子空间, 向量部分为 ker(T ). 探讨
线性方程组的通解时已见过这种结构. 稍后的命题 14.2.5 将给出更广的版本.

引理 14.1.12 设 E′ 为仿射空间 E 的非空子集. 以下陈述等价:

(i) E′ 是 E 的仿射子空间;
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(ii) 对于所有 n ∈ Z≥1 和 x0, . . . , xn ∈ E′, 这些点的所有仿射组合仍属于 E′.

证明 (i) =⇒ (ii) 是 E′ = o+++ V ′ 和仿射组合定义的简单结论. 以下解释 (ii) =⇒
(i). 命 V ′ 为所有 e′1 −−− e′2 张成的子空间, 其中 e′1, e

′
2 ∈ E′. 任选 o ∈ E′. 以下说明

E′ = o+++ V ′.
先说明 ⊂: 对所有 x ∈ E′ 皆有 x−−− o ∈ V ′, 故 x = o+++ (x−−− o) ∈ o+ V ′.
其次说明 ⊃. 设 x = o+++

∑m
i=1 ti(xi −−− yi), 其中 xi, yi ∈ E′ 而 ti ∈ F . 此时 x 是

o, x1, y1, . . . , xm, ym 的仿射组合, 对应的系数依序取为 1, t,−t, . . . , t,−t, 故 x ∈ E′. 明
所欲证.

基于引理 14.1.12 可知对于 E 的任一族仿射子空间 (Ei)i∈I , 其中 I 6= ∅, 若其交⋂
iEi 非空, 则交是 E 的仿射子空间.

定义 14.1.13 设 S 为仿射空间 E 的非空子集, 定义其仿射包为

aff(S) :=
⋂

E′:E 的仿射子空间
E′⊃S

E′.

此交当然非空 (它包含 S), 因而是仿射子空间.

仿射包有以下更明确的描述.

练习 14.1.14 记 S 中任意有限多个点的所有仿射组合所成集合为 ES . 说明 ES =

aff(S).
提示 练习 14.1.6 说明对 ES 的元素取仿射组合不产生新的点; 代入引理 14.1.12.

练习 14.1.15 设 A 和 B 分别是 n 维仿射空间 E 的 p 维和 q 维仿射子空间. 说明如
果 A ∩B 6= ∅, 则 dim(A ∩B) ≥ p+ q − n.

提示 任取 o ∈ A ∩B, 将问题化为向量空间的版本.

14.2 仿射线性映射
接着来介绍保持仿射空间结构的一类映射. 继续选定域 F .

定义–命题 14.2.1 设 (Ei,+++) 为 Vi 作用下的仿射空间 (i = 1, 2), 而 A : E1 → E2 为映
射. 如果对所有 o1 ∈ E1 都存在 o2 ∈ E2 和 T ∈ Hom(V1, V2), 使得

A(o1 +++ v1) = o2 +++ Tv1

对所有 v1 ∈ V1 成立, 则称 A 为仿射线性映射. 事实上,

? 当 o1 选定, 则 o2 和 T 是唯一确定的;

? 只要所述恒等式对某个 o1 ∈ E1 成立, 则自动对所有 o1 成立;
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? 不同的 o1 总对应同一个 T ∈ Hom(V1, V2), 它可以合理地称为仿射线性映射 A

的向量部分.

证明 待验证的是列出的三条性质. 选定的 o1, 代入 v1 = 0 可见 o2 = A(o1), 而
Tv1 = o2−−−A(o1 +++ v1). 故 o2 和 T 由 o1 唯一确定.

接着考虑任意 o′1 ∈ E1. 存在 u ∈ V1 使得 o′1 = o1 +++ u. 对所有 v1 皆有

A(o′1 +++ v1) = A(o1 +++ (u+ v1)) = o2 +++ (Tu+ Tv1) = (o2 +++ Tu) +++ Tv1.

这表明所示条件对 o′1 亦成立, 而且在 Hom(V1, V2) 中对应的元素仍是 T , 对应的 o′2 则
是 o2 +++ Tu.

仿射线性映射的合成依然是仿射线性的. 对此的一种视角是通过选取基点, 将一切
化约到向量空间上讨论, 细说如下.

例 14.2.2 对 i = 1, 2 取 Ei 为向量空间 Vi 对应的仿射空间 (例 14.1.2), 再取 o1 为向
量空间 V1 的零元, 则仿射线性映射 E1 → E2 的描述化为以下形式:

ΦT,v2 : V1 → V2

v1 7→ Tv1 + v2, T ∈ Hom(V1, V2), v2 ∈ V2.

观察到 ΦT,v2 = Φid,v2ΦT,0, 所以向量空间之间的仿射线性映射无非是一个线性映
射 (形如 ΦT,0) 配上平移 (形如 Φid,v2).

对于一列线性映射 V1
T

V2
S
V3 和 v2 ∈ V2, v3 ∈ V3, 仿射线性映射的合成

规律是

ΦS,v3ΦT,v2 = ΦST,Sv2+v3 ; (14.2.1)

诚然, 左侧先映 v1 为 Tv1 + v2, 再映为 STv1 + Sv2 + v3.

练习 14.2.3 沿用上述符号, 并且设 T : V1 → V2 为向量空间的同构. 验证

ΦT,0Φid,v1Φ
−1
T,0 = Φid,Tv1 ,

Φ−1
T,v2

= ΦT−1,−T−1v2 .

以下结果提供看待仿射线性映射的另一种等价视角: 它们是保持仿射组合 (定义
14.1.4) 的映射.

命题 14.2.4 设 E1 和 E2 分别是 V1 和 V2 作用下的仿射空间. 映射 A : E1 → E2 是仿
射线性的当且仅当它具有如下性质: 对所有 n ∈ Z≥1 和 x0, . . . , xn ∈ E1, t0, . . . , tn ∈ F ,
在
∑n
i=0 ti = 1 的前提下皆有

A

(
n∑∑∑
i=0

tixi

)
=

n∑∑∑
i=0

tiA(xi).
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证明 先看 “仅当” 方向. 选定基点将 A 表作 A(o1 +++ v1) = o2 +++ Tv1 之形, 则

A

(
n∑∑∑
i=0

tixi

)
= A

(
o1 +++

n∑
i=0

ti(xi−−− o1)

)

= o2 +++

n∑
i=0

tiT (xi−−− o1)

= o2 +++

n∑
i=0

ti (A(xi)−−− o2) =
n∑∑∑
i=0

tiA(xi).

对于 “当” 的方向, 选定 o1 ∈ E1, 命 o2 := A(o1), 须证 T : v1 7→ A(o1+++ v1)−−− o2 属
于 Hom(V1, V2). 为了证明 T 保加法, 将 o1 +++ (v1 + v′1) 表成仿射组合

t (o1 +++ v1) +++ t′ (o1 +++ v′1) +++ t′′o1, (t, t′, t′′) := (1, 1,−1).

它对 A 的像是

t (o2 +++ Tv1) +++ t′ (o2 +++ Tv′1) +++ t′′o2 = o2 +++ (Tv1 + Tv′1).

故 T (v1 + v′1) = Tv1 + Tv′1.
为了证明 T 保纯量乘法, 给定 t ∈ F , 将 o1+++ tv 表成仿射组合 t(o1+++ v)+++(1− t)o1,

然后类似地论证.

命题 14.2.5 设 A : E1 → E2 为仿射线性映射, 其向量部分为 T : V1 → V2.

(i) 若 E′
1 是 E1 的仿射子空间, 向量部分为 V ′

1 , 则 A(E′
1) 是 E2 的仿射子空间, 向量

部分为 T (V ′
1).

(ii) 若 E′
2 是 E2 的仿射子空间, 向量部分为 V ′

2 , 则 A−1(E′
2) 或者空, 或者是 E1 的仿

射子空间, 以 T−1(V ′
2) 为向量部分.

证明 两者都是仿射子空间定义的简单结论. 对于 (i), 任取 o1 ∈ E′
1, 命 o2 := A(o1),

则 A(E′
1) = o2+++T (V

′
1). 对于 (ii),设 A−1(E′

2)非空,选取其元素 o1 并且命 o2 := A(o1),
则从 E′

2 = o2 +++ V ′
2 可得

A(o1 +++ v1) = o2 +++ T (v1) ∈ E′
2 ⇐⇒ T (v1) ∈ V ′

2 ,

换言之 A−1(E′
2) = o1 +++ T−1(V ′

2). 证毕.

定义–命题 14.2.6 设 Ei 为 Vi 作用下的仿射空间 (i = 1, 2). 对于仿射线性映射
A : E1 → E2, 以下性质成立.

(i) 若 A 是双射, 则它的逆映射仍是仿射线性的, 并且 A 和 A−1 的向量部分互逆.

(ii) 反过来说, 若 A 的向量部分可逆, 则 A 是双射.
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满足以上任一条件的 A 称为仿射空间的同构.
上述性质表明仿射空间 E 的所有自同构对映射的合成成群, 记为 Aff(E), 也称为

E 上的仿射变换群.

证明 以下选定基点, 将 A 表作 A(o1 +++ v1) = o2 +++ Tv1 之形.
考虑 (i). 设 A 为双射, 则从 A 单立见 T 单. 另一方面, 对所有 v2 ∈ V2, 存在

v1 ∈ V1 使得 A(o1 +++ v1) = o2 +++ v2, 然而这也等价于 Tv1 = v2. 综上, T 为双射.
此外, 给定 o2 +++ v2 ∈ E2, 则有 A

(
o1 +++ T−1(v2)

)
= o2 +++ v2, 这就说明 A−1 的映法

是 o2 +++ v2 7→ o1 +++ T−1(v2), 这是向量部分为 T−1 的仿射线性映射.
考虑 (ii). 设 T 可逆, 定义仿射线性映射 o2 +++ v2 7→ o1 +++ T−1(v2), 易见它和 A

互逆.

下述练习将明确 Aff(E) 的群结构.

练习 14.2.7 对所有 v ∈ V , 对应的平移 Rv ∈ Aff(E) 映 x 为 x+++ v. 单同态 v 7→ Rv

将加法群 (V,+) 嵌为 Aff(E) 的子群.

(i) 验证 V ◁Aff(E).

(ii) 选定 o ∈ E, 对所有线性自同构 T ∈ GL(V ) 可以定义 ΦT,o ∈ Aff(E) 使得
ΦT,o(o+++ w) = o+++ Tw. 验证 T 7→ ΦT,o 将群 GL(V ) 嵌入 Aff(E).

(iii) 承上, 证明半直积分解 Aff(E) = V ⋊ GL(V ) (定义–命题 11.10.3), 并明确半直积
所涉及的群同态 GL(V )→ Aut(V ).

14.3 刚体运动
本节取 F = R, 并且设 (V, (·|·)) 为实内积空间. 对于 V 作用下的仿射空间 E, 从

V 的内积空间结构得到 E 上的距离函数

d : E × E → R≥0

(x, y) 7→ ‖y−−− x‖.

它使得 (E, d) 成为分析学中所谓的度量空间. 换言之, d 具备下列性质:

d(x, y) = d(y, x),

d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y,

d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z) (三角不等式).

第一则性质缘于 ‖v‖ = ‖− v‖. 第二则性质缘于内积的正定性. 至于最后一则性质,
由于 z−−− x = (y−−− x) + (z−−− y), 它直接来自内积空间的三角不等式. 当 E 来自于向量
空间 V 时, 这种度量已经在内积空间的相关章节中讨论过了.
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定义 14.3.1 设 (E,+++) 是内积空间 V 作用下的仿射空间. 映射 R : E → E 若对所有
x, y ∈ E 皆满足 d(R(y), R(x)) = d(y, x), 则称 R 为 E 上的刚体运动.

刚体运动之所以 “刚”, 在于它不改变两点的距离. 刚体运动的合成还是刚体运动.
且来打量一些具体例子.

▷ 平移 设 v ∈ V , 则 Rv : x 7→ x +++ v 是刚体运动. 对任意 v, w ∈ V , 显然有
RvRw = Rv+w, 而且 R0 = id. 作为推论, R−1

v = R−v.

▷ 保距线性变换 设 T ∈ End(V ) 保距, o ∈ E 是选定的基点. 命
RT,o : E → E

o+++ v 7→ o+++ Tv.

它为何是刚体运动? 按定义作计算: 设 x = o+++ v, y = o+++ w, 则由 T 保距可见
d (RT,o(y), RT,o(x)) = d (o+++ Tw, o+++ Tv) = ‖T (w − v)‖

= ‖w − v‖ = d(y, x).

定义即刻给出 RS,oRT,o = RST,o 和 Rid,o = idE ; 当 T 可逆时, 按此得到 R−1
T,o =

RT−1,o.

留意到 RT,o 和 Rv 都是仿射线性映射, 而且不难验证当 o′ = o+++ u 时

RT,o′ = Ru−TuRT,o.

如果进一步以基点 o 将 E 等同于 V , 则 RT,o (或 Rv) 正是先前定义过的仿射线性映射
ΦT,0 (或 Φid,v).

现在着手来刻画所有刚体运动. 第一步是说明刚体运动保持内积.

引理 14.3.2 设 R : E → E 为刚体运动, 则对于任意 x, y, y′ ∈ E 皆有

(R(y)−−−R(x) | R(y′)−−−R(x)) = (y−−− x | y′−−− x) .

证明 基本工具是对任何内积空间皆成立的恒等式

(v|w) = ‖v − w‖
2 − ‖v‖2 − ‖w‖2

−2
.

命 v := R(y)−−−R(x) 和 w := R(y′)−−−R(x), 则 v−w = R(y)−−−R(y′); 又因为 R 是
刚体运动, 遂有

(v|w) = ‖y−
−− y′‖2 − ‖y−−− x‖2 − ‖y′−−− x‖2

−2

=
‖(y−−− x)− (y′−−− x)‖2 − ‖y−−− x‖2 − ‖y′−−− x‖2

−2
,

而这又等于 (y−−− x|y′−−− x). 证毕.
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定理 14.3.3 设 (E,+++) 为内积空间 V 作用下的仿射空间. 选定 o ∈ E. 设 R : E → E

为刚体运动, 则存在唯一的 v ∈ V 和保距线性映射 T : V → V 使得

R = RvRT,o.

特别地, R 是仿射线性映射.
当 E 维数有限时, R 总是可逆, 而且 R−1 仍是刚体运动; 更精确地说, 此时

(RvRT,o)
−1 = RT−1,oR−v.

证明 首先由于 RvRT,o 是映 o+++ u 为 (o+++ v)+++ Tu 的仿射线性映射, T 和 v 的唯一性
已包含于定义–命题 14.2.1.

关键在于说明所有 R 都有此表法. 取 v = R(o)−−− o, 并以 R−vR 代 R, 容易化
约到 R(o) = o 的情形, 目标是证存在保距的 T ∈ End(V ) 使得 R = RT,o. 首先, 按
o+++ T (v) = R(o+++ v) 定义映射 T : V → V , 它满足 T (0) = 0.

? 兹断言 T 保持内积:

(T (v)|T (v′)) = (v|v′) , v, v′ ∈ V.

诚然, 这是在引理 14.3.2 中代入 y = o+++ v, y′ = o+++ v′, x = o 的直接结论.

? 其次 T 保持纯量乘法, 亦即 T (tv) = tT (v) 对所有 v ∈ V 和 t ∈ R 成立. 为此,
请端详

(T (tv)− tT (v) | T (tv)− tT (v)) =
(T (tv) | T (tv))− t (T (tv) | T (v))− t (T (v) | T (tv)) + t2 (T (v) | T (v))

= (tv|tv)− t (tv|v)− t (v|tv) + t2 (v|v) = 0;

此处用到 T 保内积. 内积正定遂导致 T (tv)− tT (v) = 0.

? 最后, T (v1 + v2) = Tv1 + Tv2 对所有 v1, v2 ∈ V 成立. 方法类似, 考虑

(T (v1 + v2)− Tv1 − Tv2 | T (v1 + v2)− Tv1 − Tv2) =
(T (v1 + v2) | T (v1 + v2)) + (Tv1 | Tv1) + (Tv2 | Tv2)

− 2 (T (v1 + v2)| Tv1)− 2 (T (v1 + v2)| Tv2) + 2 (Tv1 | Tv2)

由于 T 保内积, 这等于

(v1 + v2 | v1 + v2) + (v1|v1) + (v2|v2)
− 2 (v1 + v2 | v1)− 2 (v1 + v2 | v2) + 2 (v1 | v2)

= ((v1 + v2)− v1 − v2 | (v1 + v2)− v1 − v2) = 0.

因此 T (v1 + v2) = Tv1 + Tv2.
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综上, T : V → V 是保距线性映射.
对于最后一部分, 考虑刚体运动 R = RvRT,o. 回忆到当 V 有限维时, T 自动是内

积空间的同构,亦即正交变换,于是写法 RT−1,oR−v 有意义,而且容易看出它是 RvRT,o

的逆.

推论 14.3.4 设 (E,+++) 为有限维内积空间 V 作用下的仿射空间, 则所有刚体运动
R : E → E 对映射的合成构成群.

证明 刚体运动的合成仍是刚体运动, 恒等映射 idE 是刚体运动, 故所需验证的仅是逆
元的存在性, 然而这正是定理 14.3.3 的内容.

一类有趣的刚体运动来自镜射.

定义–命题 14.3.5 设 (E,+++) 为有限维内积空间 V 作用下的仿射空间. 给定 E 的仿射
子空间 E0, 其向量部分记为 V0; 记从 V 向 V0 的正交投影算子为 P .
任选 o ∈ E0, 定义映射

ρE0
: E → E

o+++ v 7→ o+++ (2Pv − v).

此定义无关 o ∈ E0 的选取, 并且给出 E 上的刚体运动, 称为对 E0 的镜射.

证明 对所有 o′ ∈ E0, 取 v′ ∈ V0 使得 o′ = o+++ v′, 则 o+++ v = o′ +++ (v − v′), 而
o′ +++ (2P (v − v′)− (v − v′)) = o′ +++ (2Pv − v − v′)

= o+++ (2Pv − v),

这里用到了正交投影的性质 Pv′ = v′. 因此 ρE0
不依赖 o 的选取.

为了说明 ρE0
是刚体运动, 留意到 2P − idV ∈ End(V ) 是正交变换, 而 ρE0

=

Ro,2P−id.

留意到 ρE0 |E0 = idE0 .

练习 14.3.6 设 F 为域, E 为有限维 F -向量空间 V 作用下的仿射空间. 证明子集
H ⊂ E 是 E 中的超平面 (定义 14.1.10) 当且仅当存在非常值仿射线性映射 α : E → F

使得
H = {x ∈ E : α(x) = 0} ;

对于 F = R 而 V 为内积空间的情形, 选定与 H 的向量部分正交的 ν ∈ V ∖ {0}, 亦即
H 的法向量. 说明只要适当伸缩 ν 或 α, 总有 ρH(x) = x−−− 2α(x)ν; 试明确所需的条件.

对超平面的镜射足以在合成之下生成所有刚体变换. 玩过万花筒的读者应能体会
镜射的合成能有多复杂, 本章习题将有进一步的探究.
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14.4 射影空间
射影几何可以追溯到文艺复兴时期对透视法绘画的研究, 其抽象理论则始于 J.-V.

Poncelet, K. von Staudt 和 J. Steiner 在 19 世纪前半叶的工作. 考虑地面上两条向远
处无穷延伸的平行线, 如下图左侧所示, 画家的眼睛位置标为 O; 右侧竖立的平面代表
画家眼前的画布或取景框, 大地上两条平行线在画布上投射的图像仍是两条直线, 但它
们不再平行而是有唯一交点 P . 连线 OP 平行于地面, 故 P 不再对应到大地上的任何
一点, 但在画家目中可设想为这对平行线在无穷远处共同的 “消没点”.

O
P O

平行线交于无穷远处在视觉经验中习以为常. 通过适当地设置消没点, 透视法能在
绘画中逼真地展现物体远近. 就画家的立场, 无论左图的大地或右图的立面都是某种画
布, 起关键作用的毋宁说是目光, 亦即过 O 点的直线. 画布可以是空间中任何一个不含
O 的平面, 而目光与画布的唯一交点便呈现为图画. 每幅画布都有不可及的无穷远点:
以先前的讨论为例, 大地上画不出平行线的交点, 而竖直的画布也无法描绘画家脚下.
这就启发以下定义: 将 O 等同于 R3 的零点, 实射影平面 P2 定义为 R3 中全体过

零点的直线, 亦即 R3 的所有 1 维子空间所成集合. 于是之前所谓的大地便对应到 P2

中所有不与 XY 平面平行的直线, 这般的直线有唯一的形如 (x, y, 1) 的生成元.
以上表述只涉及向量空间的操作, 在代数学中具有更广泛的形式. 今后选定域 F .

定义 14.4.1 (射影空间及其维数) 设 V 为非零 F -向量空间, 相应的射影空间定义为

P(V ) := {` ⊂ V : 1 维子空间} ;

这也可以视同 V ∖ {0} 对等价关系

v ∼ v′ ⇐⇒ ∃t ∈ F×, v′ = tv

的商集, 方法是让 v 的等价类对应到 ` = Fv. 如果 dimV = n+ 1, 其中 n ∈ Z≥0, 则称
P(V ) 为 n 维射影空间.
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对于 V = Fn+1 的特例, 我们记2)

Pn := P(Fn+1).

非零向量空间之间的任何线性单射 ϕ : V0 → V 皆诱导嵌入 P(V0) ↪→ P(V ), 它映 1

维子空间 ` 为 ϕ(`). 这就引出射影子空间的概念.

定义 14.4.2 (射影子空间) 在 P(V ) 中形如 P(V0) 的子集称为 P(V ) 的射影子空间, 其
中 V0 是 V 的非零子空间.

? 0 维射影子空间无非是 P(V ) 的元素, 简称为 P(V ) 中的点,

? 1 维射影子空间简称为 P(V ) 中的线,

? 2 维射影子空间简称为 P(V ) 中的面.

非零 F -向量空间 V 的某一类仿射子空间也能自然地嵌入 P(V ), 方式如下. 设 E

为 V 中的仿射子空间, 要求 0 /∈ E. 此时有嵌入
E ↪→ P(V )

x 7→ Fx.
(14.4.1)

上式之所以单, 是因为若 x, y ∈ E 相异而且在 V 中成比例, 则 y − x 同样和 x 成比例,
并且属于 E 的向量部分, 由此易推得 0 ∈ E, 矛盾.

练习 14.4.3 以后的情景中, (14.4.1) 涉及的 E 都形如 x+ V0, 要求 V 有限维而子空间
V0 满足 dimV0 = dimV − 1. 证明此时 (14.4.1) 的像是 P(V )∖ P(V0).

目光转向更具体的 Pn.

定义 14.4.4 (齐次坐标) 记 (x0, . . . , xn) ∈ Fn+1 ∖ {0} 在 Pn 中确定的点为

(x0 : · · · : xn).

因此 Pn 的所有点 x 都能表为 (x0 : · · · : xn) 的形式, 其中 (x0, . . . , xn) ∈ Fn+1 ∖ {0}
精确到用 F× 伸缩由 x 唯一确定, 称之为点 x 的齐次坐标.

最简单的射影空间是独点集 P0. 另一方面 P1 = {(1 : x) : x ∈ F} t {(0 : 1)}, 亦即
仿射直线和一个无穷远点 ∞ := (0 : 1) 的无交并. 当 F = R 时, P2 即是本节开头介绍
的实射影平面.

现在以 X0, . . . , Xn 代表 Fn+1 的标准坐标. 对每个 0 ≤ i ≤ n 取 Xi = 1 在 Fn+1

中截出的 n 维仿射子空间, 它显然地同构于 Fn; 记其在 (14.4.1) 之下对应的像为
Ui = {(x0 : · · · : xn) ∈ Pn : xi = 1}

= {(x0 : · · · : xn) ∈ Pn : xi 6= 0} .

2)符号 Pn(F ) 也是合理的. 另有一些教材记此为 FPn.
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任何 x ∈ Pn 的齐次坐标总有非零分量, 故

Pn = U0 ∪ · · · ∪ Un,

这表明 n 维射影空间总能写成 n+ 1 个 n 维仿射空间的并; 本章习题将说明 n+ 1 是
最小取法.

另一种观照 Pn 的方法是在 n ≥ 1 时注意到

Pn ∖ U0

'Fn

= {(0 : x1 : · · · : xn) : (xi)ni=1 ∈ Fn ∖ {0}} ' Pn−1;

这表明 Pn 在 U0 (对应到本节开头的 “画布”) 之外的点构成低一维的射影空间. 当
n ≥ 2 时继续处理 Pn−1, 最终能将 Pn 分解为仿射空间的无交并:

Pn ' Fn t Fn−1 t · · · t F 0.

泛泛而论, 射影几何的宗旨是研究射影空间中的点与线, 乃至于各种射影子空间之
间的交集和包含关系. 平面与空间上的射影几何学已有大量经典结论, 对圆锥曲线的研
究也大有裨益, 然而本章只介绍射影几何中直接关乎代数学的部分.

注记 14.4.5 射影子空间在齐次坐标下总能写作线性方程组
∑n
j=0 aijXj = 0的非 0解

集在 Pn 中的像 (其中 1 ≤ i ≤ m), 因为 Fn+1 的子空间可按此描述. 推而广之, 考虑一
族齐次多项式 P1, . . . , Pm ∈ F [X0, . . . , Xn]; 齐次性质确保 P1 = · · · = Pm = 0 的非 0

解集对 F× 的伸缩不变, 从而在齐次坐标下给出 Pn 的子集. 粗略地说, 按此描述的子
集称为射影代数簇或简称射影簇, 其深入研究是代数几何学的主题.

有限维射影空间虽然包含同维数的仿射空间作为子集 (譬如先前的 Pn ⊃ Ui '
Fn), 但一些几何性质在射影空间中更便于操作. 以下是关于相交的一则例子.

命题 14.4.6 在 n维射影空间 Pn 中, 任何 a维和 b维子射影空间的交是至少 a+ b−n
维的子射影空间.

证明 设所论的射影空间为 V , 子射影空间对应到 V0, V1 ⊂ V , 其中 dimV = n + 1,
dimV0 = a+ 1 而 dimV1 = b+ 1. 向量空间的常识表明

dimV0 ∩ V1 = dimV0 + dimV1 − dim(V0 + V1) ≥ a+ b− n+ 1;

然而 P(V0) ∩ P(V1) = P(V0 ∩ V1).

作为特例, 射影平面上任两条线或者相等, 或者交于唯一一点. 与此相反, 仿射平面
的两条线可以无交.
射影几何学的另一个特色是对偶性. 以射影平面为例, 在任何一个关于点, 线及其

包含关系的陈述中, 如果将 “点” 和 “线” 二字全部对调, 并且将包含关系倒转, 则新陈
述和原陈述相等价. 为了从代数视角理解, 关键是在对偶空间确定的射影空间中考量新
陈述, 记 F -向量空间 V 的对偶空间为 V ∨.
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命题 14.4.7 (射影空间的对偶原理) 设 V 为 n + 1 维 F -向量空间, n ∈ Z≥0. 对所有
0 ≤ m < n, 我们有以下双射3)

{P(V )的 m 维射影子空间} {P(V ∨)的 n−m− 1 维射影子空间}

P(V0) P(V ⊥
0 )

1:1

其中 V ⊥
0 := {λ ∈ V ∨ : λ|V0 = 0}, 它具有反序性质: P(V0) ⊂ P(V1) 当且仅当 P(V ⊥

0 ) ⊃
P(V ⊥

1 ).

证明 考虑满足 dimV0 = m + 1 的子空间 V0 ⊂ V . 对偶空间的一般性质说明
dimV ⊥

0 = (n + 1) − (m + 1) = (n −m − 1) + 1, 特别地 V ⊥
0 6= {0}, 故映射是良定义

的. 对偶空间的常识还说明 V 自然地等同于 V ∨∨, 相应地 V0 等同于 (V ⊥
0 )⊥, 故映射

单. 同一套常识说明所有子空间 W0 ⊂ V ⊥ 都等同于 (W⊥
0 )⊥, 其中 W⊥

0 ⊂ V 定义为
{v ∈ V : ∀λ ∈W0, λ(v) = 0}, 故映射满.

显然有 V0 ⊂ V1 =⇒ V ⊥
0 ⊃ V ⊥

1 . 反之若 V ⊥
0 ⊃ V ⊥

1 , 则同理有 V ∨∨ 中的包含关系
(V ⊥

0 )⊥ ⊂ (V ⊥
1 )⊥, 亦即 V 中的 V0 ⊂ V1. 明所欲证.

对于射影平面, 亦即 n = 2 的情形, 双射确实将 P(V ) 中的线 (或点) 映至 P(V ∨)

中的点 (或线), 而且反转线和点的包含关系.

14.5 射影变换与交比
选定域 F 和有限维非零 F -向量空间 V , 由此得到一般线性群 GL(V ) (例 11.1.10).

定义 14.5.1 对应于 V 的射影线性群定义为商群

PGL(V ) := GL(V )
/
F×idV .

对于 V = Fn 的情形, 记 PGL(n, F ) := PGL(Fn).

每个 T ∈ GL(V ) 都诱导 P(V ) 到自身的双射, 记为 [T ]; 这般双射称为 P(V ) 上的
射影变换. 对所有 c ∈ F×, 易见 [cT ] = [T ]. 因此 [T ] 仅依赖 T 在 PGL(V ) 中的像.

命题 14.5.2 上述构造给出双射

PGL(V )
1:1 {P(V )上的射影变换} , T的陪集 7→ [T ],

而且有 [ST ] = [S][T ] 和 [idV ] = idP(V ). 作为推论, 全体射影变换对映射合成成群, 同
构于 PGL(V ).

3)一些文献将 P(V ) 的点定义为 V 的 dimV − 1 维子空间, 而非 1 维子空间. 此双射说明两种定义方式
仅差一个对偶.
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证明 此前的讨论说明 T → [T ] 确实给出映射 PGL(V ) →
{
P(V )上的射影变换}, 而

且射影变换的定义说明这是满射. 性质 [ST ] = [S][T ] 和 [idV ] = idP(V ) 明白, 由此推得
[T−1] = [T ]−1.

为了证明映射为单, 设 [R] = [S], 则 [RS−1] = idP(V ). 命 T = RS−1 则 [T ] =

idP(V ), 每个 v ∈ V ∖ {0} 都是 T 的特征向量; 根据特征值与特征向量的常识, 这蕴涵
T = λ · idV , 其中 λ 是所有 v 6= 0 共有的特征值.

群 PGL(V ) 以射影变换将射影子空间映为同维度的射影子空间, 保持其间的包含
关系与相交关系. 射影变换群是射影几何中的 “对称性”, 在射影变换下不变的性质正是
射影几何学所关心的内容.

例 14.5.3 (仿射变换作为射影变换) 将仿射空间 Fn 以 (x1, . . . , xn) 7→ (1 : x1 : · · · :
xn) 嵌入 Pn. 将仿射变换群 Aff(Fn) (定义–命题 14.2.6) 的元素表作 ΦA,v 之形,
A ∈ Mn×n(F ) = End(Fn) 而 v ∈ Fn 视同列向量. 易得群的嵌入

Aff(Fn) PGL(n+ 1, F ) {射影变换 Pn → Pn}

ΦA,v


0 · · · 0 1

A v



等同于

符号 [· · · ] 代表 PGL(n+1, F ) 的元素. 坐标无关的版本 Aff(W ) ↪→ PGL(F ⊕W ) 留给
读者表述.

练习 14.5.4 设 σ 为 P1 上的射影变换. 证明若 σ 在 P1 上有至少 3 个不动点, 则
σ = idPn .

提示 设 σ 来自 T ∈ GL(2, F ), 则不动点对应到 T 的特征向量.

练习 14.5.5 点与线的包含关系是射影几何学的经典主题. 设 x, y, z ∈ P(V ) 共线而
两两相异, x′, y′, z′ ∈ P(V ) 也共线而两两相异. 证明存在唯一的 σ ∈ PGL(V ) 使得
(σ(x), σ(y), σ(z)) = (x′, y′, z′).

提示 关于存在性, 由于 V 中任两个 2 维子空间都能以 GL(V ) 相互搬运, 故由射
影变换可简化到 P1 情形. 其次再以射影变换简化到 x = x′ = Fe0 和 z = z′ = Fe1 的
情形, 其中 e0 和 e1 是 F 2 的标准基, 然后考虑适当的对角矩阵作用. 唯一性由上一道
练习解决.

相比之下, P(V ) 的共线相异四点4) (计顺序) 的 PGL(V )-轨道则不只一个, 其描述
4)当 |F | = 2 时不存在共线相异四点, 以下讨论均排除此情形.
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涉及以下构造. 设 x̃, ỹ 和 z̃, w̃ 皆是 2 维 F -向量空间 V0 的基. 设

x̃ = az̃ + bw̃

ỹ = cz̃ + dw̃

其中 a, b, c, d ∈ F . 记 (
x̃, ỹ

z̃, w̃

)
:=

∣∣∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣∣∣ ∈ F×.

以下在 x ∈ P(V ) 所对应的 1 维子空间中任取非零向量 x̃ ∈ V , 依此类推.

定义–命题 14.5.6 (交比) 设 x, y, z, w ∈ P(V ) 相异, 而且同属于 P(V0), 其中 V0 ⊂ V

是 2 维子空间; 因此按先前的符号有

〈x̃, z̃〉 = 〈x̃, w̃〉 = 〈ỹ, z̃〉 = 〈ỹ, w̃〉 = V0.

定义此四点的交比为 F 的元素

(x, y; z, w) :=

(
x̃, z̃

x̃, w̃

)
·
(
ỹ, z̃

ỹ, w̃

)−1

,

它只与 x, y, z, w (计顺序) 相关.

证明 选定 t ∈ F×. 设 x̃ 被换为 tx̃, 从

x̃ = 1 · x̃ + 0 · w̃

z̃ = c · x̃ + d · w̃

得到
tx̃ = 1 · tx̃ + 0 · w̃

z̃ = t−1c · tx̃ + d · w̃

故有
(
x̃, z̃

x̃, w̃

)
=

(
tx̃, z̃

tx̃, w̃

)
, 交比不变. 同样地, 将 ỹ 换成 tỹ 不改变交比.

设 z̃ 被换为 tz̃, 则有

x̃ = 1 · x̃ + 0 · w̃

tz̃ = tc · x̃ + td · w̃

故
(
x̃, tz̃

x̃, w̃

)
= t

(
x̃, z̃

x̃, w̃

)
; 类似地

(
ỹ, tz̃

ỹ, w̃

)
= t

(
ỹ, z̃

ỹ, w̃

)
, 交比仍不变. 同理可见将 w̃ 换

成 tw̃ 不改变交比.
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留意到定义中的 V0 由 x, y, z, w 唯一确定. 交比的上述定义纯以向量空间语言表
述, 故它被向量空间的同构所搬运; 特别地, 对所有 σ ∈ PGL(V ) 皆有交比等式

(σ(x), σ(y);σ(z), σ(w)) = (x, y; z, w). (14.5.1)

因此我们称交比是共线相异四点的 PGL(V )-不变量.
接着来寻求交比的具体公式.

命题 14.5.7 设 x1, x2, x3, x4 ∈ P1 相异, 用齐次坐标表作

xi = (αi : βi), 1 ≤ i ≤ 4,

则有

(x1, x2;x3, x4) =

∣∣∣∣∣∣α1 β1

α3 β3

∣∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣α2 β2

α4 β4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣α1 β1

α4 β4

∣∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣α2 β2

α3 β3

∣∣∣∣∣∣
;

如果进一步要求 αi 6= 0 对所有 i 成立, 并且命 ti :=
βi

αi
, 则

(x1, x2;x3, x4) =
(t3 − t1)(t4 − t2)
(t4 − t1)(t3 − t2)

.

证明 沿用定义–命题 14.5.6 的记法. 取 x̃i = (αi, βi) ∈ F 2, 则从 x̃1 = x̃1 和 x̃3 =

cx̃1 + dx̃4 得到
(
x̃1, x̃3
x̃1, x̃4

)
= d 以及

α3 = cα1 + dα4, β3 = cβ1 + dβ4.

按此算出 ∣∣∣∣∣∣α1 β1

α3 β3

∣∣∣∣∣∣ = d

∣∣∣∣∣∣α1 β1

α4 β4

∣∣∣∣∣∣ ,(
x̃1, x̃3
x̃1, x̃4

)
= d =

∣∣∣∣∣∣α1 β1

α3 β3

∣∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣α1 β1

α4 β4

∣∣∣∣∣∣
−1

.

交换 x̃1 和 x̃2 的角色可得(
x̃2, x̃3
x̃2, x̃4

)
=

∣∣∣∣∣∣α2 β2

α3 β3

∣∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣α2 β2

α4 β4

∣∣∣∣∣∣
−1

.

代入交比定义即得 (x1, x2;x3, x4) 的第一个公式.
因为交比仅依赖齐次坐标,在 αi 6= 0的前提下,不妨进一步设 αi = 1,从而 ti = βi;

按此计算行列式即得第二个公式.
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作为例子, 且在 P1 中取相异的点

x1 = (1 : λ), x2 = (1 : 1), x3 = (1 : 0), x4 = (0 : 1),

此处 λ ∈ F ∖ {0, 1}. 基于常用的写法 P1 = U0 t {(0 : 1)} ' F t {∞}, 请读者代入命题
14.5.7 计算

(x1, x2;x3, x4) = λ, 或简练地记作 (λ, 1; 0,∞) = λ. (14.5.2)

定理 14.5.8 设 x, y, z, w 为 P(V )中的共线相异四点, x′, y′, z′, w′ ∈ P(V )亦然, 则存在
σ ∈ PGL(V ) 使得 (σ(x), σ(y), σ(z), σ(w)) = (x′, y′, z′, w′) 的充要条件是交比的等式

(x, y; z, w) = (x′, y′; z′, w′).

此外, 交比能取到的所有值正好是 F ∖ {0, 1}.

证明 条件的必要性来自 (14.5.1). 以下处理充分性. 根据练习 14.5.5, 存在 τ, τ ′ ∈
PGL(V ) 使得

(τ(y), τ(z), τ(w)) = (τ ′(y′), τ ′(z′), τ ′(w′));

事实上, 若将它们所共之线等同于 P1, 则可以进一步设等式两边都等于 (1, 0,∞). 然而
τ 和 τ ′ 不改变交比, 故

(τ(x), 1; 0,∞) = (x, y; z, w) = (x′, y′, z′, w′) = (τ ′(x′), 1; 0,∞).

代入 (14.5.2) 得 τ(x) = τ ′(x′), 换言之 σ := τ−1τ ′ 映 (x′, y′, z′, w′) 为 (x, y, z, w).
以上论证也说明如何将交比化到 (λ, 1; 0,∞) 的情形来计算, 从而说明交比的取值

能且仅能是 F ∖ {0, 1} 的元素.

上述结果表明交比作为共线相异四点的 PGL(V )-不变量是完备的, 换言之, 它完全
描述了相应的 PGL(V )-轨道:

PGL(V )
∖{

(x, y, z, w) ∈ P(V )4 :共线且相异} 1:1
F ∖ {0, 1}

PGL(V )(x, y, z, w)的轨道 7−→ (x, y; z, w).

须留意交比 (x, y; z, w) 关乎四个点的顺序, 本章习题将给出具体的变换公式.

14.6 仿射空间的凸子集
本节聚焦于凸性, 而仿射空间的语言为此提供了一个自然的舞台. 以下考虑的向量

空间均为实向量空间, 仿射空间因此是在实向量空间作用下而论的.

未定稿: 2024-10-20



538 第十四章 仿射空间与射影空间

定义 14.6.1 设 x0, . . . , xn 为仿射空间 E 的点 (n ∈ Z≥1), 它们的凸组合定义为形如
n∑∑∑
i=0

tixi, t0, . . . , tn ∈ R≥0, t0 + · · ·+ tn = 1

的仿射组合. 对任意 x0, x1 ∈ E, 其间的线段定义为

[x0, x1] := {x0, x1 的所有凸组合} ⊂ E.

对于非空子集 K ⊂ E, 如有 x, y ∈ K =⇒ [x, y] ⊂ K, 则称 K 为 E 的凸子集.

从定义可知任意一族凸子集的交若非空, 则仍是凸子集.
考虑到 §14.1 对仿射组合的几何诠释, 可知 [x, y] 确实能理解为 x 和 y 之间的 “线

段”, 包含端点. 凸子集的几何意涵因此显然. 譬如以下左图着色部分是平面的凸子集,
右图的着色部分则非凸, 因为其中标为 [x, y] 的线段不完全包含于该子集.

x y

凸组合既然是仿射组合的特例, §14.1 关于仿射组合的大部分结论都有凸版本. 例
如练习 14.1.6 的凸版本 (请读者迅速地证明) 说明一般的凸组合可化约到两个点的凸组
合, 而凸组合的凸组合仍是凸组合.

此外, 定义 14.1.13 及后续讨论也有以下版本.

定义 14.6.2 设 S 为仿射空间 E 的非空子集. 定义它的凸包为

conv(S) :=
⋂

K:E 的凸子集
K⊃S

K.

事实上, conv(S) 可以更明确地表为 S 中所有点的凸组合所成之集合.

因此 conv(S) ⊂ aff(S), 而 S 是凸子集当且仅当 conv(S) = S.

例 14.6.3 在平面 R2 上考虑不共线的三点 x, y, z, 则 S := {x, y, z} 的仿射包 aff(S) 是
整个平面, 凸包 conv(S) 则是以 S 为顶点集的三角形.

定义 14.6.4 对于 E 中的非空凸子集 K 和 x ∈ K, 如果 K ∖ {x} 仍是凸的, 则称 x 为
K 的一个端点; 等价的说法是若 a, b ∈ K 皆不等于 x, 则 x /∈ [a, b].

端点在凸集的一般理论中扮演要角; 推论 14.7.10 将对多面体的特例进一步刻画
端点.

另一类重要的凸集是凸锥, 它们是在向量空间, 亦即带基点的仿射空间中定义的.
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定义 14.6.5 设 C 为向量空间 V 的非空子集. 如果对于所有 x ∈ C 皆有

R≥0x := {tx : t ∈ R≥0} ⊂ C,

则称 C 为 V 中的锥. 如果锥 C 本身还是 V 的凸子集, 则称之为凸锥.

因此锥总是包含原点 0. 形如 R≥0x 的子集 (要求 x 6= 0) 称为 V 中的射线. 下图
是凸锥的一个典型例子; 虚线部分标出凸锥的一个截面.

0

(14.6.1)

定义–命题 14.6.6 设 C 为 V 的子集, 在 V 的对偶空间 V ∨ 中定义子集

C∗ := {λ ∈ V ∨ : ∀x ∈ C, λ(x) ≥ 0} ,

则 C∗ 是 V ∨ 中的凸锥, 称为 C 的对偶锥. 典范嵌入 V ↪→ V ∨∨ 限制为 C ↪→ C∗∗.

证明 容易看出 C∗ 为凸锥. 设 x ∈ C 而 λ ∈ C∗,则 x在 V ∨∨ 中的像映 λ为 λ(x) ≥ 0,
这就说明 C ↪→ C∗∗.

显然 C ⊂ D 蕴涵 D∗ ⊂ C∗. 对于 dimV 有限的情形, 引理 14.9.3 将刻画满足
C

∼→ C∗∗ 的子集 C.

定义 14.6.7 设 C 为向量空间 V 中的凸锥, ρ 为包含于 C 的射线. 如果对于任意相异
之 a, b ∈ C 皆有

(∃ x ∈ [a, b]∖ {a, b}, x ∈ ρ) =⇒ [a, b] ⊂ ρ,

则称 ρ 为 C 的端射线.

练习 14.6.8 设 R≥0x 是凸锥 C 的端射线, 而且 x =
∑m
i=1 xi, 其中 x1, . . . , xm ∈ C, 证

明 x1, . . . , xm ∈ R≥0x.
提示 先化约到 m = 2 情形. 不失一般性可设 x1, x2 6= 0. 从 x ∈ [x1, x1 + 2x2] 推

导 x1 ∈ R≥0x; 同理有 x2 ∈ R≥0x.

端射线的定义思路和端点类似, 请读者思考其几何图像. 稍后在 §14.9 将对多面锥
及其端射线作进一步的考察.

以下进一步要求 E 是有限维的. 若选取 E 的基点和 V 的基以将 E 等同于 Rm,
则可以按照数学分析中熟悉的方式谈论 E 的子集是否开, 闭或有界; 这些概念和基点
(仅差一个平移) 与基 (仅差一个可逆线性变换) 的选取无关. 仿射子空间显然是闭子集.
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定义 14.6.9 对于 E 中的凸子集 K, 它的相对内部 r.int(K) ⊂ K 定义为 K 作为仿射
空间 aff(K) 的子集的内部, 它的边界 ∂K 定义为 K ∖ r.int(K), 其中 K 代表 K 在 E

中 (等价地说, 在 aff(K) 中) 的闭包.

为了将闭包与内部的概念施于 aff(K) 的子集, 同样须选定同构 aff(K) ' Rd, 其中
d := dim aff(K), 然而这些概念同样不依赖同构的选取.

引理 14.6.10 设 K 为 E 的非空凸子集, 则 r.int(K) 6= ∅.

证明 所有 y ∈ aff(K) 皆能表作 K 中元素的仿射组合. 现在让 y 遍历 aff(K) 的某个
仿射基, 运用练习 14.1.6 即可从 K 中取到 aff(K) 的生成元. 以练习 14.1.9 从中萃取
aff(K) 的仿射基 x0, . . . , xd ∈ K, 以此将 aff(K) 等同于 Rd. 现在容易看出系数全正的
凸组合∑∑∑

d
i=0tixi 必属于 r.int(P ), 证毕.

直观上, 这说明 K 作为 aff(K) 的子集总是 “有厚度” 的.

引理 14.6.11 设 K 为 E 的凸子集, x ∈ r.int(K) 而 y ∈ K, 则 [x, y]∖ {y} ⊂ r.int(K).

证明 不失一般性可设 E = aff(K). 设 z = tx+++ (1− t)y, t 6= 0. 列式可见当 t 6= 0 和
y 固定, x 和 z 可以用连续映射相互反解. 按条件 x 有包含于 K 的邻域 U , 而对所有
x′ ∈ U 皆有 [x′, y] ⊂ K, 相应地 z 便有包含于 K 的邻域 V, 由此推得 z ∈ r.int(K).

现在介绍三类简单而重要的凸子集.

约定 14.6.12 以下的 E 均取为有限维实仿射空间. 设 α : E → R 为非常值仿射线性
函数, 其中 R 带有标准的仿射空间结构; α 必然满. 从 α 得到 E 的以下子集:

▷ 超平面 Hα := {x ∈ E : α(x) = 0},

▷ 正半空间 H≥0
α := {x ∈ E : α(x) ≥ 0},

▷ 负半空间 H≤0
α := {x ∈ E : α(x) ≤ 0}.

显然 Hα, H≤0
α 和 H≥0

α 都是 E 的闭凸子集; 半空间也有开的版本 H>0
α 和 H<0

α .
回忆到所有超平面 H ⊂ E 都形如 H = Hα (练习 14.3.6).

定义 14.6.13 设 K 为 E 的闭凸子集. 如果超平面 H = Hα 与 K 有交,而且 K ⊂ H≥0
α

或 K ⊂ H≤0
α 二居其一, 则称 H 为 K 的一个支持超平面.

多面体的支持超平面具有丰富的组合学结构. 这是下一节探讨的主题.

练习 14.6.14 说明 Hα 和 H≥0
α (或 H≥0

α ) 分别能在多大程度上确定 α : E → R.
提示 答案是精确到 R× (或 R×

>0) 的乘法作用.
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14.7 多面体
本节延续 §14.6 关于实仿射空间的假设与定义, 特别是约定 14.6.12.

定义 14.7.1 若非空子集 P ⊂ E 是有限多个半空间的交, 则称 P 为 E 中的多面体, 并
且定义 dimP := dim aff(P ); 有界多面体称为多胞体.

多面体总是闭凸子集; 2 维多胞体又称多边形. 如果取 E = Rm, 则其中的多面体
无非是由有限多个线性不等式 ai1X1 + · · · + aimXm ≤ bi 截出的区域, 其中 1 ≤ i ≤ n

而 aij , bi ∈ R. 留意到定义中容许 n = 0, 相应地 P = E.
在 E = R3 的情形, §11.11 介绍的五种正多面体都是多胞体. 当维数更高时, 多面

体可以有各种维数的 “面”, 都需要纳入考虑, 术语因此有所改动.

定义 14.7.2 设 P 为 E 中的多面体. 如果 F = P 或 F = H ∩ P , 其中 H 是 P 的某
个支持超平面, 则称 F 为 P 的一个面; 注意到多面体 (或多胞体) 的面仍是多面体 (或
多胞体). 严格包含于 P 的面称为真面, 维数为 dimP − 1 的面称为 P 的台面, 维数为
1 的面称为边, 维数为 0 的面称为顶点.

按照上述定义, 面不能是空集. 若 F 为 P 的真面, 则截出 F 的支持超平面 H 不可
能包含 aff(P ), 从而 aff(H ∩ P ) ⊂ H ∩ aff(P) 导致 dimF < dimP , 这与几何直观相符.

下图描绘 R3 中两个并不算十分复杂的多面体, 右侧是多胞体. 请读者描述它们的
面, 并且为每个面指出一个对应的支持超平面.

以下给出的诸般性质在维数 ≤ 3 时都有自明的几何图像, 然而高维情形需要严格
论证. 读者初次阅读时可以先跳过证明.

引理 14.7.3 设 P 为 E 中的多面体, F 为其面. 若 x, y ∈ P ,而且存在 z ∈ [x, y]∖{x, y}
使得 z ∈ F , 则 [x, y] ⊂ F .

证明 可设 F 为真面. 取 α 使得 F = Hα ∩ P 而且 P ⊂ H≥0
α . 闭区间 [0, 1] 上的函数

t 7→ α(tx+++ (1− t)y) = tα(x) + (1− t)α(y) 非负, 它或者是常值, 或者严格单调, 而且在
某个 t 6= 0, 1 处 (对应到 z) 为 0, 故它恒为 0. 因此 [x, y] ⊂ Hα ∩ P = F .

引理 14.7.4 设 P 为 E 中的多面体, H 为 E 中的超平面, 满足 H ∩ P 6= ∅, 则

H 是支持超平面 ∧H 6⊃ P ⇐⇒ H ∩ P ⊂ ∂P.

未定稿: 2024-10-20



542 第十四章 仿射空间与射影空间

证明 先处理 =⇒ . 设 H 为 P 的支持超平面. 若存在 x ∈ H ∩ r.int(P ), 则可在
aff(P ) 中选定以 x 为原点的坐标系, 再取足够小的球 B, 以 x 为球心, 使得 B ⊂ P .
对 B 的每条直径应用引理 14.7.3 可知每条直径都包含于面 H ∩ P , 故 B 亦然. 显然
aff(B) = aff(P ), 故此时 H ⊃ aff(B) ⊃ P .

其次处理 ⇐= . 取 α 使得 H = Hα. 因为 r.int(P ) 6⊂ H 且 r.int(P ) 6= ∅ (引理
14.6.10), 故 H<0

α 和 H>0
α 必有一者交 r.int(P ). 不妨设 x ∈ r.int(P )∩H>0

α . 假若 H 非
支持超平面, 则必存在 y ∈ P ∩H<0

α . 引理 14.6.11 表明 [x, y]∖ {y} ⊂ r.int(P ); 基于连
续性, 存在 z ∈ [x, y] 使得 α(z) = 0, 而 z 6= y, 故 H ∩ r.int(P ) 6= ∅, 矛盾.

如果从多面体 P 的表法 P = H≥0
α1
∩ · · · ∩H≥0

αk
中删除任何一项 H≥0

αi
皆给出严格

包含 P 的集合, 则称此表法无赘.

引理 14.7.5 设 P = H≥0
α1
∩ · · · ∩H≥0

αk
为 E 中的多面体, 则

(i) 若 E 的凸子集 K 满足 K ⊂ ∂P , 必存在 1 ≤ i ≤ k 使得 K ⊂ Hαi
;

(ii) P 的所有台面皆形如 Hαi ∩ P , 其中 i = 1, . . . , k;

(iii) 当上述表法无赘, 而且 aff(P ) = E 时,

? 每个 Hαi
∩ P 都是 P 的台面,

? 半空间 H≥0
α1
, . . . , H≥0

αk
两两相异, 精确到重排由 P 唯一确定.

证明 以反证法处理 (i). 设若不然, 对每个 i 选取 xi ∈ K ∖ Hαi
, 凸组合 x :=

1
n (x1 + · · ·+ xk) 属于 K ∩

⋂k
i=1H

>0
αi

; 由于 ⋂
iH

>0
αi
是 E 的开子集, 而且包含于 P , 故

x ∈ r.int(P ). 矛盾.
接着处理 (ii). 以 aff(P ) 代 E, 相应地以 αi|aff(P ) 代 αi, 但扣除常值的项, 问题

便化到 E = aff(P ) 的特例. 设 P 的台面 F 由支持超平面 H 截出. 引理 14.7.4 蕴涵
H ∩ P ⊂ ∂P , 由 (i) 遂有 i 使得 F ⊂ Hαi

. 分两种情形讨论.

? 若 H = Hαi
则推得 F = Hαi

∩ P .

? 若 H 6= Hαi , 则 aff(F ) ⊂ H ∩ Hαi . 然而 H ∩ Hαi 6= ∅ 确保 αi|H 非常值, 故
dimH ∩Hαi ≤ dimE − 2, 与 dimF = dimE − 1 矛盾.

以下处理 (iii) 的前半段. 为了证明所有 Hαi ∩ P 皆是 P 的台面, 不妨设 i = 1 而
k ≥ 2. 命 P ′ :=

⋂k
j=2H

≥0
αj

. 由于 Hα1 交 P ′ 却非 P ′ 的支持超平面 (用无赘条件), 引
理 14.7.4 蕴涵 Hα1 交 r.int(P ′). 由于 aff(P ′) = E, 这表明 Hα1 ∩ P ′ = Hα1 ∩ P 包含
Hα1 的某个非空开子集, 由此可知 dimHα1 ∩ P = dimHα1 = dimP − 1.

断言 (ii) 的后半段是先前结果的直接应用: 基于维数理由, 从台面 F = H ∩ P 可
反解 H = aff(F ), 对应的半空间则按 P 落在 H 的哪一侧来确定. 这也说明不同的 i, j

确定不同台面, 否则 H≥0
αi

= H≥0
αj

.
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推论 14.7.6 设 P 为 E 中的多面体, 则 ∂P 是 P 的所有台面之并, 而 P 的每个真面
都包含于某个台面.

证明 不失一般性可设 aff(P ) = E. 取无赘表法 P =
⋂k
i=1H

≥0
αi

. 引理 14.7.4 说明每个
真面都包含于 ∂P ; 引理 14.7.5 (i) 说明若 x ∈ ∂P , 则存在 i 使得 αi(x) = 0, 从而 (iii)
说明 x 属于台面 Hαi

∩ P , 第一则断言得证.
其次, 将 P 给定的真面表作 H ∩ P , 则 H 6⊃ P , 故 H ∩ P ⊂ ∂P (引理 14.7.4). 对

引理 14.7.5 (i) 代入 K = H ∩ P 即得第二则断言.

如果多面体 P 的子集 A 是 E 的仿射子空间, 而且 P 不含严格包含 A 的仿射子空
间, 则称 A 为 P 的极大仿射子空间.

命题 14.7.7 设 P = H≥0
α1
∩ · · · ∩H≥0

αk
为 E 中的多面体. 记 W 为所有 Hαi

的向量部
分之交, 则 {

A : P 的极大仿射子空间
}
= {x+++W : x ∈ P} .

证明 设 A 为包含于 P 的仿射子空间, 记 W ′ 为其向量部分. 取 x ∈ A. 对所有
w′ ∈ W ′, 易见 x+++ Rw′ ⊂ P 导致 w′ ∈ W , 因此 W ′ ⊂ W 而 A ⊂ x+++W . 反之, 形如
x+++W 的仿射子空间 (x ∈ P ) 显然包含于 P .

定理 14.7.8 (多面体的面结构) 设 P 为 E 中的多面体.

(i) 若 F 是 P 的面, 而 G 是 F 的面, 则 G 是 P 的面.

(ii) 若 F,G ⊂ P 为有交的两个面, 则 F ∩G ⊂ P 为面.

(iii) 所有真面 F 都能表为台面之交; 特别地, P 的面数有限.

(iv) 考虑面的链 F0 ⊊ · · · ⊊ Fm = P , 要求它是极大的, 亦即链中无法再插项, 则 F0

是 P 的极大仿射子空间, 而 dimFi+1 = dimFi + 1 对所有 0 ≤ i < m 成立.

(v) 对所有 x ∈ P , 存在唯一的面 F 使得 x ∈ r.int(F ); 相对于包含关系, F 是包含 x

的极小面.

证明 考虑 (i). 可设 F 为真面. 推论 14.7.6 说明 F 包含于某个台面 F ′; 递归可知 G

是 F ′ 的面. 以 F ′ 代 F 便将问题化约到 G 为台面 F 的真面的情形.
不失一般性可设 aff(P ) = E. 在 aff(F ) 中取 F 的支持超平面 K 使得 K ∩F = G;

我们寻求取 x ∈ E ∖ aff(F ) 将 K 扩充为 K ′ := aff(K ∪ {x}); 基于维数理由, K ′ 是 E

中的超平面, K ′ ∩ aff(F ) = K, 但需要适当选择 x 以确保它是 P 的支持超平面, 而且满
足 K ′ ∩ P = G.

为此, 遵循引理 14.7.5 的符号, 先取定 P 的无赘表法, 再取 E 中截出 F 的 Hαi .
存在 x ∈ H<0

αi
∩
⋂
j 6=iH

>0
αj

. 命 K ′ := aff(K ∪ {x}). 低维几何图像如下.
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F

K ′

x
G

先来验证 K ′ ∩ P = G: 首先 ⊃ 是容易的, 另一方面若 y ∈ K ′ ∩ P 表作凸组合
tx+++ (1 − t)k, 其中 k ∈ K, 则 αi(y) = tαi(x) + (1 − t)αi(k) = tαi(x) ≥ 0 蕴涵 t = 0,
亦即 y ∈ K ∩ P = K ∩ aff(F ) ∩ P = K ∩ F = G.

其次验证 P 的任两点总落在 K ′ 的同侧. 设有 a, b ∈ P ∖K ′ 相异使得 [a, b]∩K ′ 6=
∅, 则存在 c ∈ [a, b]∖{a, b}使得 c ∈ K ′∩P = G ⊂ F ; 应用引理 14.7.3遂有 [a, b] ⊂ F .
因此 [a, b] 落在 K 的同侧 (在 aff(F ) 中), 故落在 K ′ 的同侧 (在 E 中). 矛盾.

考虑 (ii). 可设 F 为真面. 设 H 为 P 的支持超平面, H ∩ P = F , 则因为 F ∩ G
非空, H 对于 E 中的多面体 G 也是支持超平面, 并且 H ∩G = F ∩G. 于是 F ∩G 是
G 的面, 从 (i) 知它也是 P 的面.

考虑 (iii). 对 c := dimP − dimF 递归论证; c = 1 情形平凡, 以下设 c ≥ 2.
取无赘表法 P =

⋂k
i=1H

≥0
αi

. 引理 14.7.5 (ii) 和推论 14.7.6 说明不失一般性可设
F ⊂ Hα1

∩P =: P ′,而 dimP ′ = dimP −1. 记 α′
i := αi|Hα1

;于是 P ′ =
⋂

2≤i≤k
α′

i 非常值
H≥0
α′

i
.

因此 F 作为 P ′ 的面或者是 P ′, 或者可写成 ⋂
i∈I Hα′

i
∩ P ′, 其中 I ⊂ {2, . . . , k}.

综上, F =
⋂
i∈I∪{1}Hαi ∩ P , 引理 14.7.5 (iii) 说明此为台面之交.

考虑 (iv). 当 m ≥ 1 时, Fm−1 包含于 P 的某个台面, 故极大条件蕴涵 Fm−1 是台
面, dimFm−1 = dimP − 1. 鉴于 (i) 可知 F0 ⊊ · · · ⊊ Fm−1 相对于多面体 Fm−1 依然
是极大链, 对 dimP 递归地论证便有维数关系式.

容易证明无真面的多面体是仿射子空间, 故 F0 可表为 x+++W ′ 的形式. 考虑 P 中
包含 F0 的极大仿射子空间, 则命题 14.7.7 及其符号蕴涵 W ′ ⊂ W . 另一方面 F0 是若
干个台面之交, 考虑向量部分之交易见 W ′ ⊃W . 故命题 14.7.7 说明 F0 = x+++W 是极
大仿射子空间.

最后考虑 (v). 基于 (ii) 和 (iii), 所有含 x 的面取交仍是面, 因此含 x 的极小面是
唯一的, 记为 F . 对 F 应用推论 14.7.6 可得 x ∈ F ∖ ∂F = r.int(F ). 若 G 是另一个含
x 的面, 则 F ⊊ G 蕴涵 F ⊂ ∂G, 故 x /∈ r.int(G).

推论 14.7.9 多面体 P 的每个极小面都是 P 的极大仿射子空间. 如果 P 包含至少一
个有界的面, 则 P 的极小面无非是 P 的顶点.

证明 设 F0 是极小面, 将它扩充为面的极大链 F0 ⊊ · · · ⊊ Fm = P , 则定理 14.7.8 (iv)
蕴涵 F0 是 P 的极大仿射子空间.

顶点当然是极小面. 反之若面 F 有界,将它双向扩充为极大链 F0 ⊊ · · · ⊊ Fm = P ,
则 F0 是有界仿射子空间, 从而是独点集. 基于命题 14.7.7 可得 W = {0}, 所有极大仿
射空间都是独点集, 从而极小面都是顶点.

推论 14.7.10 多面体 P 的顶点无非是定义 14.6.4 所谓的端点.

未定稿: 2024-10-20



§14.8 关于极值问题 545

证明 从引理 14.7.3 推得任何顶点 x 都是 P 的端点.
反之设 x 是端点. 按照定理 14.7.8 (v) 取面 F 使得 x ∈ r.int(F ). 若 F = {x} 则

x 是顶点; 否则 dim aff(F ) ≥ 1, 容易在 aff(F ) 中将 x 实现为某个线段 [a, b] 的元素, 其
中 a, b ∈ r.int(F )∖ {x}, 矛盾.

14.8 关于极值问题
线性规划问题和多面体理论直接相关. 抽象地说, 显式地给定
? 有限维实仿射空间 E 中的多面体 P =

⋂m
i=1H

≤0
αi

(此处不取 H≥0
αi
是尊重应用中

的惯例),

? 仿射线性映射 γ : E → R,

线性规划相当于问
? maxx∈P γ(x) 是否存在?

? 如果存在, 求 x ∈ P 使得 γ(x) 取到极大值.

应用数学与计算机科学中的许多问题都能转化为线性规划问题. 一个基本观察
如下.

命题 14.8.1 设 P 有顶点. 仿射线性映射 γ 在 P 上若有极大值, 则必然被某个顶点
取到.

证明 设 γ|P 有极大值 M , 则 P ⊂ H≥0
M−γ , 而且 HM−γ ∩ P 6= ∅, 这就说明 HM−γ 是

P 的一个支持超平面. 故极大值 M 在 P 的某个面 F 上取到.
现在取面的极大链 F0 ⊊ · · · ⊊ Fm = P , 使得某个 Fi 等于 F . 推论 14.7.9 蕴涵 F0

必为 P 的顶点, 记为 {x}. 于是 γ(x) =M .

命 n := dimE. 如何具体描述 P 的顶点? 不妨设 n ≥ 1, 否则问题平凡. 若 x 是顶
点, 则定理 14.7.8 (iv) 确保 x 包含于某个台面 F ; 应用引理 14.7.5 (ii) 可知存在 i1 使
得 Hαi1

∩ P = F . 对 n− 1 维仿射空间 Hαi1
和 x ∈ F 继续递归地操作, 然后将下标排

序, 便可取到序列
1 ≤ i1 < · · · < in ≤ m

使得
n⋂
k=1

Hαik
= {x}.

进一步设 E 为 R-向量空间 V 作用下的仿射空间. 兹断言当上式成立时
αi1 , . . . , αin 的向量部分构成 V ∨ 的基. 为此, 以 x 为基点将 E 等同于 V , 则断言
化为向量空间理论的已知事实.
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有鉴于此, 处理线性规划的一个初步思路是搜寻 P 的顶点, 或者更具体地搜寻
{1, . . . ,m} 的子集 I, 要求所有 αi 的向量部分构成 V ∨ 的基 (i ∈ I), 借以判断 γ 在哪
里取到极大值. 然而穷举顶点过于费力; 从给定的初始顶点出发, 我们需要一套更高效
的算法在顶点之间过渡, 使得 γ 的值单调递增, 并且判断何时取到极大值, 以及 γ 何时
无极大值. 往细处说, 我们还需要照顾到 P 无顶点的情形, 并且给出构造初始顶点的
手段.

对此, 目前广泛采用的算法是 G. Dantzig 提出的单纯形法; 几何思路很简单: 从给
定的顶点 x 出发,

? 如果对于每一条以 x 为顶点的棱, γ 沿着该方向皆为常值或递减, 则输出 x 作为
极值点;

? 否则可以适当选择一条使 γ 严格递增的棱,

– 若这条棱无穷延伸, 则判定 γ 无极大值,

– 不然沿这条棱过渡到下一个顶点 x′, 迭代操作.

这些操作实际是针对 I 进行的, 一切计算都能用矩阵实现.
单纯形法缘于初等的几何直观, 也和本章的其他结果一样能建基于严格的数学基

础, 但是完整的说明与论证并非本书主题, 请感兴趣的读者参阅 [2, Chapter 4].

14.9 多面锥
本节设 V 为有限维实向量空间, 它也自然是自身作用下的仿射空间. 回忆到

V ∨ := Hom(V,R).

定义 14.9.1 在 V 中形如 C = H≥0
λ1
∩ · · · ∩H≥0

λk
的子集 C 称为 V 中的多面锥, 其中

λ1, . . . , λk ∈ V ∨ ∖ {0}.

定义中容许 k = 0, 此时的 C 规定为 V . 多面锥显然是定义 14.6.5 所谓的凸锥, 它
们也和 §14.7 的多面体理论自然相关.

引理 14.9.2 对于 V 中的非空集 C, 以下等价:

(i) C 是多面锥,

(ii) C 是多面体, 而且它的每个支持超平面都包含 0.

作为推论, 多面锥 C 的面依然是多面锥.

证明 (i) =⇒ (ii). 由于 C =
⋂k
i=1H

≥0
λi

, 它当然是多面体. 以下说明它的每个支持
超平面 Hα 都包含 0, 其中 α 表作非零线性映射 λ ∈ V ∨ 和常数 c ∈ R 的和. 设有
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x ∈ Hα ∩C 而且 C ⊂ H≥0
α , 则 α(tx) ≥ 0, 亦即 tλ(x) ≥ −c 对所有 t ∈ R>0 成立; 此外

又有 λ(x) = −c. 唯一可能是 c = 0.
(ii) =⇒ (i). 取多面体 C 的无赘表法 ⋂k

i=1H
≥0
αi

, 则每个 Hαi
都是支持超平面. 既

然 0 ∈ Hαi
, 故 αi 实则是线性映射 V → R.

最后,注意到多面锥 C 的面总由某个支持超平面Hµ = ker(µ)截出 (µ ∈ V ∨∖{0}),
故仍然形如 ⋂

iHλ′
i
, 其中 λ′i := λi|ker(µ), 这是 ker(µ) 中的多面锥.

以下性质涉及定义–命题 14.6.6 引入的对偶锥 C∗ 和双重对偶 C∗∗. 由于 V 可等
同于 V ∨∨, 以下将 C∗∗ 视同 V 的子集.

引理 14.9.3 设 C 是 V 的子集, 则 C = C∗∗ 当且仅当 C 形如
⋂
λ∈ΛH

≥0
λ , 其中 Λ 是

V ∨ ∖ {0} 的子集 (容许无穷, 空交理解为 V ).

证明 定义蕴涵 C∗∗ =
⋂
λ∈C∗

λ 6=0
H≥0
λ , 故 “仅当” 方向成立. 反之设 C =

⋂
λ∈ΛH

≥0
λ , 则

Λ ⊂ C∗, 从而 C∗∗ ⊂
⋂
λ∈ΛH

≥0
λ = C. 配合已知的 C ⊂ C∗∗ 立得等式.

对所有 m ∈ Z≥0 和 x1, . . . , xm ∈ V , 定义
m∑
i=1

R≥0xi :=

{
m∑
i=1

tixi ∈ V : ∀i, ti ∈ R≥0

}
.

这是 V 中的凸锥; 当 m = 0 时将此理解为 {0}. 我们也称上述的 x1, . . . , xm 为此凸锥
的一族生成元. 定义容易推广到无穷多个生成元的情形.

定理 14.9.4 (J. Fourier, T. Motzkin) 设 C 为 V 中的凸锥.

(i) C 是多面锥当且仅当存在 m ∈ Z≥0 和 x1, . . . , xm ∈ C 使得 C =
∑m
i=1 R≥0xi.

(ii) 设 C 是多面锥, λ1, . . . , λm ∈ V ∨ ∖ {0}, 则 C =
⋂m
i=1H

≥0
λi
等价于 C∗ =∑m

i=1 R≥0λi.

(iii) 若 C 是多面锥, 则 C∗ 亦然.

证明 先处理 (i) 的 “当” 方向. 对 m 递归地论证. 由于 m = 0 情形显然, 以下设
m ≥ 1.

设有 κ1, . . . , κr ∈ V ∨ ∖ {0} 使得

C ′ :=

m−1∑
i=1

R≥0xi =

r⋂
h=1

H≥0
κh
.

命 x = xm. 适当重排下标 h, 可以取 0 ≤ p ≤ q ≤ r 使得

κh(x)


= 0, 1 ≤ h ≤ p,
> 0, p < h ≤ q,
< 0, q < h ≤ r.
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对所有 p < i ≤ q 和 q < j ≤ r, 命

µij := κi(x)

>0

κj − κj(x)
<0

κi.

于是 µij(x1), . . . , µij(xm−1) ≥ 0 而 µij(x) = 0. 命

D := H≥0
κ1
∩ · · · ∩H≥0

κq
∩
⋂
i,j

H≥0
µij

;

当满足条件的 (i, j) 不存在时 ⋂
i,j 项规定为 V .

今将往证 C = D. 包含关系 ⊂ 容易, 因为按构造有 x1, . . . , xm−1, xm = x ∈ D.
反之给定 y ∈ D, 我们寻求表法 y = z + tx, 其中 t ≥ 0 而 z ∈ C ′. 换言之, 目标是

证明 y − R≥0x 与 C ′ 有交. 讨论如下.

h κh(y) κh(x) κh(y − tx) ≥ 0 的充要条件

1 ≤ h ≤ p ≥ 0 = 0 恒成立

p < h ≤ q ≥ 0 > 0 t ≤ ah :=
κh(y)

κh(x)

q < h ≤ r < 0 t ≥ bh :=
κh(y)

κh(x)

由于 ai ≥ 0 对所有 p < i ≤ q 成立, 而且

p < i ≤ q < j ≤ r y∈D
=⇒ µij(y) ≥ 0 =⇒ ai ≥ bj .

故以上讨论说明确实存在 t ≥ 0 使得 y − tx ∈ C ′.
接着证明 (ii). 先设 C =

⋂m
i=1H

≥0
λi

, 命 Ĉ :=
∑m
i=1 R≥0λi; 由上一步已知 Ĉ 是 V ∨

中的多面锥, 而且显然 Ĉ ⊂ C∗ 而 C = Ĉ∗. 引理 14.9.3 遂蕴涵 Ĉ = Ĉ∗∗ = C∗.
其次设 C 是多面锥而 C∗ =

∑m
i=1 R≥0λi. 同理有 C = C∗∗, 然而易见 C∗∗ =⋂m

i=1H
≥0
λi

. 综上 (ii) 得证.
回头证明 (i) 的 “仅当” 的方向. 设多面锥 C 表作 ⋂k

j=1H
≥0
λj

, 则 (ii) 说明 C∗ =∑k
j=1 R≥0λj . 对 C∗ ⊂ V ∨ 应用 (i) 的已知方向, 可将 C∗ 表为 ⋂m

i=1H
≥0
xi
的形式, 其中

xi ∈ V . 对 C∗ 应用 (ii) 遂有 C = C∗∗ =
∑m
i=1 R≥0xi.

最后, (iii) 是 (i) 和 (ii) 的简单结论.

针对定理 14.9.4 (i) 的论证给出了从生成元求多面锥表法的一套算法, 这也称为
Fourier–Motzkin 消元法.

练习 14.9.5 以下结论是 Farkas 引理的一种形式, 应用甚广. 设 A ∈ Mm×n(R) 而
b ∈ Rm (列向量). 证明以下两条陈述恰有一者成立:

(a) 存在 x ∈ Rn 使得 Ax = b 而 x ≥ 0;
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(b) 存在 z ∈ Rm 使得 t
zA ≥ 0 而 t

z b < 0.

符号 u ≥ 0 意谓向量 u 的每个分量皆非负.
提示 命 C := {Ax : x ≥ 0}, 这是由 A 的列向量生成的凸锥. 陈述 (a) 等价

于 b ∈ C, 而 (b) 等价于某个过 0 的超平面能区隔 C 和 b. 按定理 14.9.4 (i) 表 C 为⋂k
i=1{y :

t
zi y ≥ 0}. 若 (a) 不成立, 取 z = zi 使得

t
zi y < 0.

基于定理 14.7.8 的多面锥情形和定理 14.9.4 (i), 容易联系 C 和 C∗ 的面结构.

定理 14.9.6 设 C 是 V 中的多面锥. 对 C 的所有面 F , 命

〈F 〉 := F 生成的子空间, F ∗
C := 〈F 〉⊥ ∩ C∗,

则 F ∗
C 是 C∗ 的面, 而且这给出相对于包含关系的反序双射

{C 的面} {C∗ 的面}

F F ∗
C

F̌ ∗
C∗ F̌ (∵ C∗∗ = C).

1:1

证明 以定理 14.9.4 (i) 将 F 写成 ∑m
i=1 R≥0xi. 对所有 i 要求 xi 6= 0, 则 (Rxi)⊥ 是

C∗ 的支持超平面, 故 C∗ ∩ (Rxi)⊥ 是 C∗ 的面, 而这 m 个面的交 F ∗
C 仍是面. 反序性

质 G ⊂ F =⇒ F ∗
C ⊂ G∗

C 显然成立.
接着说明 F 7→ F ∗

C 为单射. 给定 C 的面 F , 选取 λ ∈ C∗ ∖ {0} 使得 F = C ∩Hλ.
对于 C 的所有面 G, 我们有

G ⊂ F ⇐⇒ G ⊂ Hλ ⇐⇒ λ ∈ G∗
C .

特别地, G∗
C = F ∗

C 将蕴涵 G ⊂ F , 根据对称性也蕴涵 F ⊂ G, 故 F = G. 单性得证.
以 C∗ 代 C 仍有上述结论. 从 C 的面集到其自身的映射 θ : F 7→ (F ∗

C)
∗
C∗ 是满足

F ⊂ θ(F ) (应用 〈F ∗
C〉 ⊂ 〈F 〉

⊥) 的单射. 由于面集有限, 不难从上述性质推导 θ = id. 明
所欲证.

本章习题将继续探讨面的对偶性. 最后, 我们来引入严格凸性的概念.

引理 14.9.7 设 C 为 V 中的多面锥, 则 C 有唯一的极小面, 它等于 C 所包含的极大
向量子空间.

证明 极小面总是极大仿射子空间 (推论 14.7.9), 它们作为面必然含 0 (基于引理
14.9.2), 因而是 V 的向量子空间; 又因为极大仿射子空间有共同的向量部分 W (命题
14.7.7), 所以极小面唯一并且等于 W .
如果 W ′ 是包含于 C 的向量空间, 则 W ′ 包含于 C 的某个极大仿射子空间 A; 从

0 ∈ W ′ ⊂ A 知 A = 0 +W = W , 从而有 W ′ ⊂ W . 这说明 W 是 C 的极大向量子
空间.
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定义–命题 14.9.8 设 C 为 V 中的多面锥. 以下条件等价:

(i) C ∩ (−C) = {0},

(ii) C 不含 V 的非零向量子空间,

(iii) 0 是 C 作为多面体的唯一顶点,

(iv) 存在非零的 λ ∈ V ∨ 使得 Hλ ∩ C = {0} 而且 C ⊂ H≥0
λ .

满足上述任一条件的多面锥称为严格凸的.

证明 (i) =⇒ (ii). 若 W0 是包含于 C 的向量子空间, 则 W0 = W0 ∩ (−W0) ⊂
C ∩ (−C) = {0}.

(ii) =⇒ (iii). 引理 14.9.7 已说明极小面即 C 的极大向量子空间, 但 C 的向量子
空间只能是 {0}. 根据推论 14.7.9 对极小面和顶点的描述, 立见 0 是唯一顶点.

(iii) =⇒ (iv). 取从 C 截出顶点 0 的支持超平面.
(iv) =⇒ (i). 若 v ∈ C∩(−C),则 C ⊂ H≥0

λ 导致 λ(v) = 0,从而 v ∈ Hλ∩C = {0}.
证毕.

推论 14.9.9 设 C 为 V 中的多面锥, 则 C 严格凸当且仅当 〈C∗〉 = V ∨.

证明 由定理 14.9.4 (iii) 已知 C∗ 为多面锥, 而 C 非严格凸等价于存在 x 6= 0 使得
C ⊃ Rx, 等价于存在这般 x 使得 C∗ ⊂ (Rx)∗ = {λ ∈ V ∨ : λ(x) = 0}; 既然 0 ∈ C∗, 后
者又等价于 C∗ 包含于某个超平面, 等价于 〈C∗〉 6= V ∨.

顶点是多面体的端点 (定义 14.6.4, 推论 14.7.10). 扣除 C = {0} 的平凡情形, 严格
凸锥总有棱, 以下说明它们恰好是定义 14.6.7 所谓的端射线.

命题 14.9.10 对于 V 中的严格凸多面锥 C, 其棱无非是其中的端射线. 特别地, 端射
线的个数有限.

证明 给定 C 的棱 ρ, 它必然包含唯一顶点 0, 故包含一条射线 R≥0x; 易见 ρ ∈
{R≥0x,Rx}, 然而 0 是端点故后一种情形可排除. 现在可比较引理 14.7.3 与端射线的
定义, 得出 ρ 是端射线.

给定 C 的端射线 ρ. 取 x ∈ ρ ∖ {0}, 以定理 14.7.8 (v) 取唯一的面 F 使得
x ∈ r.int(F ). 必有 dimF = 1, 否则容易建立以 x 为原点的坐标系并找出相异之
a, b ∈ r.int(F )∖ ρ, 使得 [a, b] ∩ ρ = {x}.

定理 14.9.4 (i) 已经说明多面锥总有一族有限生成元 x1, . . . , xm; 如果从中移除任
何一个元素便不再生成 C, 则称之为无赘的. 无赘生成元当然存在, 而且可以重排或将
每个 xi 用 R>0 伸缩. 以下对严格凸的情形说明 C 的端射线给出唯一的无赘生成元,
精确到重排和伸缩.
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定理 14.9.11 设 C 是 V 中严格凸的多面锥, 则精确到顺序和伸缩, 存在 C 的唯一一
族无赘生成元 x1, . . . , xm, 其元素生成的射线恰好是 C 的所有端射线.

证明 推论 14.9.9 说明 〈C∗〉 = V ∨. 于是引理 14.7.5 (iii) 蕴涵多面体的无赘表法

C∗ = H≥0
x1
∩ · · · ∩H≥0

xm

中的 x1, . . . , xm ∈ V ' V ∨∨ 是唯一确定的, 精确到重排和用 R>0 伸缩. 对 C∗ 应用定
理 14.9.4 (ii) 即推得多面锥的无赘表法 C =

∑m
i=1 R≥0xi 唯一.

从练习 14.6.8 易得每个端射线都是某个 R≥0xi. 以下说明每个 R≥0xi 都是端射
线, 亦即 C 的棱 (命题 14.9.10). 设 m ≥ 1. 取 λ ∈ r.int(Hxi ∩ C∗), 则 C ⊂ H≥0

λ , 而且
λ(xi) = 0 而对所有 j 6= i 皆有 λ(xj) > 0. 对于 y =

∑m
j=1 tjxj , 其中 tj ∈ R≥0, 我们有

λ(y) = 0 ⇐⇒ ∀j 6= i, tj = 0,

因此 Hλ 是截出 R≥0xi 的支持超平面. 证毕.

14.10 多胞体基本定理
本节第一部分介绍如何在严格凸多面锥和多面体之间相互过渡. 对实向量空间 V

的任意子集 A, 记 R≥0A = {ta : t ∈ R≥0, a ∈ A}. 以下皆设 V 为有限维的.

引理 14.10.1 设 C 为 V 中的严格凸多面锥, 取 λ ∈ V ∨ ∖ {0} 使得 C ⊂ H≥0
λ 而

Hλ ∩ C = {0}. 对所有 a ∈ R>0, 以仿射线性映射 λ− a 定义

P := Hλ−a ∩ C,

则 R≥0P = C 而且 P 是多胞体.

证明 对所有 x ∈ C ∖ {0} 皆有 a
λ(x)x ∈ P , 故 R≥0P = C. 选定 C 的一族非零生成元

x1, . . . , xm (定理 14.9.4). 任意 x ∈ C 皆能表作 x =
∑m
i=1 tixi, 其中 ti ≥ 0, 而

x ∈ P ⇐⇒
m∑
i=1

ti λ(xi)

>0

= a =⇒ ∀i, 0 ≤ ti ≤
a

λ(xi)
.

这足以说明 P 在 V 中有界.

直观来看, P 是严格凸多面锥 C 的一个截面, 如 (14.6.1). 接着介绍反向构造.

定义 14.10.2 设 P 为 V 中的多面体, aff(P ) = V . 以引理 14.7.5 (iii) 取其唯一的无
赘表法

P =

k⋂
i=1

H≥0
αi
, αi = λi + ci, λi ∈ V ∨, ci ∈ R.

未定稿: 2024-10-20



552 第十四章 仿射空间与射影空间

考虑向量空间 V ⊕ R, 定义 h : V ⊕ R→ R 为向最后一个坐标的投影, 定义 V ⊕ R
中的多面锥

C(P ) :=
k⋂
i=1

H≥0
αi
∩H≥0

h ,

其中 αi ∈ (V ⊕ R)∨ 映 (v, a) 为 λi(v) + cia.

以下观察是容易的:

? C(P ) ∩Hh−1 = P × {1}, 推而广之, 当 a > 0 时 C(P ) ∩Hh−a = aP × {a};

? C(P ) ∩Hh = rec(P )× {0}, 其中

rec(P ) :=
k⋂
i=1

H≥0
λi

;

? 当 rec(P ) = {0} 时 C(P ) 严格凸, 因为此时 Hh 是截出顶点 0 的支持超平面.

所以 C(P ) 可以看作从 P 到 rec(P ) 的 “形变”. 多面锥 rec(P ) 称为 P 的回收锥.

练习 14.10.3 说明 rec(P ) ⊂ V 有内在的刻画如下: 任选 x ∈ P , 则对所有 v ∈ V , 我
们有 v ∈ rec(P ) 当且仅当 x+++ R≥0v ⊂ P .

因此多面锥 rec(P ) 记录了 P 的无穷远方向, 几何图像如下.

x

x+++ rec(P )

定理 14.10.4 (H. Minkowski) 设 E 为有限维实仿射空间, P 为其中的非空子集. 以下
陈述等价:

(i) P 是多胞体;

(ii) P 是多面体, 而且 P 等于其顶点集的凸包;

(iii) P 是 E 中有限多个点的凸包.

证明 问题只和 P 在 E 中张成的仿射子空间相关, 不妨设 E = aff(P ). 任选基点将 E

等同于实向量空间 V .
(i) =⇒ (ii). 多胞体 P 按定义自然是多面体, 记其端点集为 {x1, . . . , xm}, 其中

m ≥ 1. 因为 P 有界,由 rec(P )的几何诠释 (练习 14.10.3)知 rec(P ) = {0},从而 C(P )
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严格凸, C(P ) ∩Hh = {0}. 定理 14.9.11 遂说明 C(P ) 由端射线生成. 兹断言 C(P ) 的
端射线是 R≥0(xi, 1), 其中 i = 1, . . . ,m.
设 ρ 是 C(P ) 中的射线, 它不可能包含于 Hh, 故形如 R≥0(x, 1), 其中 x ∈ P 唯一

确定. 需要以下观察: 若有不成比例之 a, b ∈ C(P ), 使得
∃t ∈ R, 0 < t < 1, ta+ (1− t)b ∈ ρ,

则将 a 和 b 伸缩后可进一步取到相异之 a, b ∈ P × {1} 使上式成立. 为了说明这
点, 取 s, u > 0 使得 sa, ub ∈ P × {1}. 我们寻求和 ta + (1 − t)b 成比例的凸组合
t′sa+ (1− t′)ub, 亦即寻求

t′s

t
=

(1− t′)u
1− t

, 0 < t′ < 1

的解 t′. 上式整理成 t′
(
s
t +

u
1−t

)
= u

1−t , 故确实有解.
基于前述观察, 将端射线的定义 14.6.7 和端点的定义 14.6.4 相对照, 立见 ρ 是端

射线等价于 ρ 包含某个 (xi, 1). 断言得证.
于是 P 的元素皆能写作 ∑m

i=1 tixi, 其中 ti ∈ R≥0 而
∑m
i=1 ti = 1, 这便说明 P 是

其顶点集的凸包.
(ii) =⇒ (iii). 这是因为 P 的顶点个数有限.
(iii) =⇒ (i). 设 P 是 x1, . . . , xm ∈ E 的凸包. 考虑 V ⊕ R 中的凸锥 C :=∑m

i=1 R≥0(xi, 1). 定理 14.9.4 (i) 说明 C 是多面锥. 因此 C ∩ (V × {1}) 给出仿射空间
V × {1} 中的多面体.

若将 V 以 v 7→ (v, 1) 等同于 V ×{1}, 则 C ∩ (V ×{1}) 无非是凸包 P , 故 P 是多
面体. 有限多个点的凸包是有界子集, 因此 P 还是多胞体. 证毕.

定理 14.10.4 有时也称为多胞体基本定理, 它说明多胞体有两种等价描述: 一是有
限多个半空间交出的有界子集, 二是有限多个点的凸包. 对于更一般的多面体, 相应的
刻画称为 Motzkin 定理, 详见本章习题.

例 14.10.5 (单纯形) 一个 d 维多胞体如能表成 d + 1 个点的凸包, 则称之为 d-单纯形
(d ∈ Z≥0). 譬如标准 d-单纯形定义为

v0 := (1, 0, . . . , 0), v1 := (0, 1, . . . , 0), . . . , vd := (0, . . . , 0, 1)

的凸包, 它们也可以在 d 维仿射空间 X0 + · · ·+Xd = 1 中表成半空间

X0 ≥ 0, . . . , Xd ≥ 0

的交, 表法显然无赘. 低维的几何图像如下.

d = 0 d = 1 d = 2 d = 3
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留意到 d+ 1 个点 y0, . . . , yd 的凸包 P 是 d 维的当且仅当它们是 aff(P ) 的仿射基
(定义 14.1.7): “当” 的方向来自定义, “仅当” 方向则基于练习 14.1.9. 所以任两个 d-单
纯形 P 和 P ′ 都通过仿射空间的某个同构 ϕ : aff(P ) ∼→ aff(P ′) 相互等同: 选定生成元,
再要求 ϕ(yi) = y′i 即可 (0 ≤ i ≤ d).

单纯形的面结构格外单纯. 考虑标准 d-单纯形, 对所有 0 ≤ h ≤ k, 它的 h 维面一
一对应到 {0, . . . , d} 的 h+ 1 元子集 {i0, . . . , ih}, 表为 vi0 , . . . , vih 的凸包, 或者等价地
表成超平面 Xj = 0 在 X0 + · · ·+Xd = 1 中的交, 其中 j 遍历 {i0, . . . , ih} 的补集. 特
别地, 它的 h 维面都是 h-单纯形.

推论 14.10.6 设 ϕ : E → E′ 为仿射线性映射. 若 P 是 E 中的多胞体, 则 ϕ(P ) 是 E′

中的多胞体.

证明 若 P 是 x1, . . . , xm 的凸包, 则 ϕ(E) 是 ϕ(x1), . . . , ϕ(xm) 的凸包.

特别地, 我们得出空间 Rn 中的多胞体向任何一个超平面的投影仍是多胞体; 一旦
确定原多胞体的顶点, 它们投影后的凸包便是所求投影.

定义–命题 14.10.7 设 P 和 Q 为有限维实向量空间 V 中的多胞体, 则

P +Q := {x+ y : x ∈ P, y ∈ Q}

也是 V 中的多胞体, 称为 P 和 Q 的 Minkowski 和.

证明 考虑 P ×Q ⊂ V ⊕ V , 从多胞体的定义直接看出 P ×Q 是多胞体, 而 P +Q 是
它在加法映射 V ⊕ V → V 之下的像. 加法映射是线性的, 对之应用推论 14.10.6.

练习 14.10.8 基于上述结论, 进一步说明如果 P (或 Q) 是 x1, . . . , xm (或 y1, . . . , yn)
的凸包, 则 P +Q 是所有 xi + yj 的凸包.

提示 设 x ∈ P 而 y ∈ Q. 基于端点的定义 14.6.4, 说明若 x (或 y) 非端点, 则
x+ y 非 P +Q 的端点.

练习 14.10.9 试诠释关于 Minkowski 和的以下图像等式

+ =

并给出证明.

习题
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1. 设 E 为有限维实内积空间 V 作用下的仿射空间, n := dimV .

(i) 具有相同向量部分的仿射子空间称为平行的. 证明若超平面 E1, E2 ⊂ E 平行, 则 E

上的刚体运动 ρE1ρE2 是平移. 明确写下平移所对应的向量.

(ii) 承上题, 说明 E 上的所有平移都能写作 ρE1ρE2 的形式.

(iii) 说明 E 上的所有刚体运动 R 都能写作若干个相对于超平面的镜射的合成. 估计至
多需要几个镜射.

提示 取定基点 o, 将问题化约到 R(o) = o 的情形, 从而化约为说明 V 的所有正交
变换 T ∈ End(V ) 都能写成 V 对有限多个 n− 1 维子空间的镜射的合成. 以正交变
换的标准形定理将问题进一步化约到 V = R2 的特例.

2. 在 R2 上, 具体描述

(i) 对直线 X + Y = 0 的镜射,

(ii) 对直线 X + Y = 1 的镜射.

3. (Fano 平面) 证明域 F2 上的射影平面 P2(F2) 由 7 条线和 7 个点构成, 每条线有 3 个
点, 过每点有 3 条线; 解释其间的相交关系如何由下图形象地描述 (图中的圆也视为一条
“线”).

4. 以下的范例演示对偶原理 (命题 14.4.7) 和射影变换对平面几何学的应用. 试证:

▷ Pappus 定理 设平面上相异三点 A,B,C 共线, 相异三点 A′, B′, C′ 共另一线. 取 X

(或 Y , Z) 为线的交点 AB′ ∩ A′B (或 AC′ ∩ A′C, BC ′ ∩ B′C), 则 X,Y, Z 三点
共线.

▷ 对偶 Pappus 定理 设平面上相异三线 α, β, γ 共点, 相异三线 α′, β′, γ′ 共另一点. 取
ξ (或 η, ζ) 为点的连线 (α ∩ β′)(α′ ∩ β) (或 (α ∩ γ′)(α′ ∩ γ), (β ∩ γ′)(β′ ∩ γ)), 则
ξ, η, ζ 三线共点.

所谓 “平面” 意指实射影平面, AB (或 α ∩ β) 代表相异两点 A 和 B 的唯一连线 (或相异
两线 α 和 β 的唯一交点).; 用仿射平面截取便有相应的仿射版本. 下面是 Pappus 定理在
仿射平面上的图像.

未定稿: 2024-10-20



556 第十四章 仿射空间与射影空间

A

B

C

A′
B′

C′

X
ZY

提示 以对偶版本为例. 以适当的射影变换将所共两点搬运到无穷远, 化到一个相对容易
的仿射版本.

5. 承上题, 说明 Pappus 定理及其对偶版本也适用于一般的域上的射影平面.

6. 设 V 为 F -向量空间, dimV = n+ 1 ∈ Z≥1, 而 E0, . . . , Ek ⊂ V 为不含 0 的仿射子空间.
证明 k < n 时 P(V ) 无法被 E0, . . . , Ek 在 (14.4.1) 之下的像覆盖.
提示 不失一般性可设每个 Ei 皆为 n 维的, 由方程 λi = ci 截出 (λi ∈ V ∨ ∖ {0},
ci ∈ F×). 用练习 14.4.3 描述 Ei 的像, 然后讨论 dim

⋂
i ker(λi).

7. 设 V 为 n 维 F -向量空间, 而 µn(F ) :=
{
t ∈ F× : tn = 1

} 嵌入为 GL(V ) 的子群, 定义
PSL(V ) := SL(V )/µn(F ). 包含同态 SL(V ) ↪→ GL(V )诱导同态 ι : PSL(V ) → PGL(V ).

(i) 证明 µn(F ) 等于群 SL(V ) 的中心.

(ii) 说明 ι 总是单同态.

(iii) 举例说明 ι 可以非满, 尝试给出 ι 为同构的充要条件.

8. 将域 F 上的 P1 等同于 F t {∞}, 其中 ∞ = (0 : 1) 而 F 通过 t 7→ (1 : t) 嵌入 P1. 验证(
a b
c d

) 给出的射影变换 σ 限制在 F 上表为

t 7→ at+ b

ct+ d

的形式; 为了得到 σ 的完整描述, 请说明如何在 t = ∞ 或 ct+ d = 0 时诠释右式, 这和数
学分析中处理 ∞ 的习惯应当是相容的. 表作上述形式的映射也称为 F t {∞} 上的线性分
式变换.

9. 设 V 为有限维非零 F -向量空间, 而 x, y, z, w ∈ P(V ) 为共线相异四点. 将定义–命题
14.5.6 中的交比 (x, y; z, w) 记为 λ. 证明:

(z, w;x, y) = (y, x;w, z) = λ,

(y, x; z, w) = λ−1,

(x, z; y, w) = 1− λ.

由此说明在四点的 24 种排列下, 交比仅取 6 个值 λ±1, (1− λ)±1,
(

λ
1−λ

)±1

. 相应地描述
S4 的 6 阶商群.
提示 保持交比的子群正是练习 11.1.23 的 V ◁S4. 商群 S4/V 同构于 S3.

未定稿: 2024-10-20



习题 557

10. 证明若双射 σ : P1 → P1 保持交比不变, 则它必来自 PGL(2, F ).

提示 化简到 σ 保持 (0, 1,∞) 的特例, 再应用 (14.5.2).

11. 证明 Rn 的子集有界当且仅当它包含于有限多个点的凸包. 因此有界性能够以仿射几何的
语言来刻画.

12. (C. Carathéodory) 设 S 为 m 维实仿射空间 E 的子集 (m ∈ Z≥1). 按以下提示证明对每
个 x ∈ conv(S) 都存在 x0, . . . , xm ∈ S, 使得 x 是它们的凸组合.

注意到 x0, . . . , xm 可能随 x 而变. 例如矩形 S = [0, 1]× [0, 1] ⊂ R2 的元素总能表为四个
顶点中某三个点的凸组合, 但 S 无法写成三个点的凸包.

提示 设 x 能表为 S 中 q + 1 个元素 (q > m) 的凸组合 ∑∑∑q
i=0tixi, 系数全正. 目标是

表 x 为更短的凸组合. 任选 o ∈ E. 存在非平凡线性关系 ∑q
i=1 si(xi −−− x0) = 0, 整理为∑q

i=0 ri(xi−−− o) = 0, 其中 ri ∈ R 不全为 0 而 ∑q
i=0 ri = 0. 命

α := max
0≤i≤q

{
− ti
ri

: ri > 0

}
< 0 < min

0≤i≤q

{
− ti
ri

: ri < 0

}
=: β,

A := {a ∈ R : ∀ 0 ≤ i ≤ q, ri 6= 0 =⇒ ti + ari ≥ 0} = [α, β].

存在 j 使得 tj + αrj = 0; 配合 ∑q
i=0 ri = 0 推得

x =

q∑∑∑
i=0

tixi = o+++

q∑
i=0

ti(xi−−− o)

= o+++

q∑
i=0

(ti + αri)(xi−−− o)

=
∑∑∑

0≤i≤q
i ̸=j

(ti + αri)xi.

利用 α ∈ A 和 ∑q
i=0 ri = 0 说明最后一式是凸组合.

13. 证明在有限维实仿射空间中,紧子集的凸包依然紧. 提示 应用上一题的 Carathéodory
定理.

14. 设 E 为有限维实内积空间作用下的仿射空间, dimE ≥ 2. 试为 E 中的多面体严格地定义
二面角的概念 (见 §11.11), 并说明刚体运动保持二面角.

15. (极值的局部性) 设 E 为实仿射空间, 若函数 α : E → R 对所有 x, y ∈ E 和 t ∈ [0, 1]

皆满足
α(tx+++ (1− t)y) ≥ tα(x) + (1− t)α(y),

则称 α 为上凸函数; 若 −α 上凸则称 α 为下凸函数. 举例明之, 仿射线性函数既是上凸的
也是下凸的.

现在设 E 有限维, C 为 E 的凸子集, α : E → R 为上 (或下) 凸函数. 证明若 x ∈ C, 而
且存在开子集 U ⊂ E 使得 x ∈ U 而 α|U∩C 在 x 处取极大 (或极小) 值, 则 α|C 在 x 处
取极大 (或极小) 值. 直观地说明 C 的凸性是必要的. 这一观察在运筹学中起重大作用.
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16. 设 A 为仿射空间 E 的仿射子空间, x0 ∈ A. 说明存在仿射子空间 A′ 使得 A ∩A′ = {x0}
而且映射

A×A′ → E

(x, x′) 7→ x+++ (x′ −−− x0)

是双射; 此时称 A 与 A′ 互补.

17. 设 P 为有限维实仿射空间 E 中的多面体, A 为其极大仿射子空间 (命题 14.7.7). 证明之
前习题的 A×A′ → E 限制为双射 A× P ′ → P , 其中 P ′ := P ∩A′ 是有顶点的多面体.
提示 设 w 属于 A 的向量部分, x = x0 +++ w ∈ A, 而 x′ ∈ A′. 考虑 y = x+++ (x′ −−− x0) =

x′ +++ w. 于是 y ∈ P ⇐⇒ x′ ∈ P ′. 应用 A 的极大性证明 P ′ 有顶点.

18. 设 C 为有限维实向量空间 V 中的多面锥, W 为 C 的极大向量子空间. 任取 V 的子空间
W ′ 使得 V = W ⊕W ′, 定义 C′ := C ∩W ′. 证明向量加法诱导双射 W × C′ → C, 而且
C′ 是严格凸多面锥. 提示 和前一题类似.

19. 说明在多面体 P 的所有面连同 ∅ 对 ⊂ 所构成的偏序集中, 任两个元素 F,G 都有上确界
与下确界. 提示 上确界可以取为所有包含 F ∪G 的面之交.

20. 证明如果 Q 是多面体 P 的面, dimP − dimQ = 2, 则满足 Q ⊊ F ⊊ P 的面 F 恰有两个.
提示 取 P 在 aff(P ) 中的无赘表法 ⋂

iH
≥0
αi

, 所求的 F 表为 Hαi ∩ P . 适当地将问题化
到 dimP = 2 的情形.

21. 在定理 14.9.4 的表述中, 方便起见, 选基等同 V 与 Rn, 再按标准方式等同 (Rn)∨ 与 Rn.
说明若多面锥 C 的生成元 x1, . . . , xm 能取自 Qn, 则 C =

⋂k
i=1H

≥0
λi
中的 λ1, . . . , λk 能

取自 Qn ∖ {0}, 而且反之亦然.

22. 证明定理 14.9.6 中的双射满足 dimF + dimF ∗
C = dimV .

提示 先说明 dimC + dimC∗
C = dimV , 再用双射的反序性质和定理 14.7.8 (iv).

23. 证明定义 14.10.2 中的多面锥 C(P ) ⊂ V ⊕ R 是 ∑
y∈P R≥0(y, 1) 的闭包.

24. (T. Motzkin) 设 P 是有限维实向量空间 V 的子集. 证明以下陈述等价:

(i) P 是多面体;

(ii) 存在 V 中的多胞体 Q 和多面锥 C 使得 P = Q+ C := {q + c : q ∈ Q, c ∈ C}.

提示 (i) =⇒ (ii). 构造 V ⊕ R 中的多面锥 C(P ), 命 h : V ⊕ R → R 为投影映射. 取
C(P ) 的生成元集 X0 tX1, 使得 Xi ⊂ h−1(i) 对 i = 0, 1 成立. 取 Q 为 h(X1) 的凸包,
取 C =

∑
x∈X0

R≥0x.
(ii) =⇒ (i). 取 C 的生成元集 X,记 Q的顶点集为 vert(Q). 在 V ⊕R中考虑由 X×{0}
和 vert(Q)× {1} 生成的多面锥, 取它和 V × {1} 之交.

25. 设 ϕ : E → E′ 是有限维实仿射空间之间的仿射线性映射, P 和 P ′ 分别是其中的多面体.
证明 ϕ(P ) 和 ϕ−1(P ′) 仍是多面体. 提示 对于 ϕ(P ) 可用上一题的结论.

26. 设 P,Q 为有限维实向量空间 V 中的多面体. 证明 P +Q 仍是多面体.

27. 设 P 为有限维实仿射空间 E 中的多胞体, 记其顶点为 x1, . . . , xm. 定义凸组合 zP :=
m∑∑∑
i=1

1
m
xi.
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(i) 验证 zT (P ) = T (zP ) 对所有 T ∈ Aff(E) 成立.

(ii) 取 E = R3 而 P 为内接于某个球的正多面体, 见 §11.11. 证明 zP 即球心. 作为推
论, 若球心为原点, 则所有满足 R(P ) = P 的刚体运动 R 都属于 O(3).

28. (对偶多胞体) 设 P 是有限维实向量空间 V 中的多胞体, 定义 P 的对偶为

P△ :=
{
λ ∈ V ∨ : ∀x ∈ P, λ(x) ≤ 1

}
.

(i) 说明 P△ 是多面体, 而且 P△ 包含 0 在 V ∨ 中的某个开邻域.
提示 用定理 14.10.4 (iii) 对 P 的描述.

(ii) 验证 (−P )△ = −(P△).

(iii) 设 P 包含 0 在 V 中的某个开邻域, 证明 P△ 是多胞体.

(iv) 延续 (iii) 的前提, 证明 P△△ = P ; 进一步证明此时有反序双射
{P 的真面} → {P△ 的真面}

F 7→ F△
P := {λ ∈ P△ : ∀x ∈ F, λ(x) = 1},

其逆映射是 F̌ 7→ F̌△
P△ , 而且 dimF + dimF△

P = dimV − 1.
提示 尝试化到多面锥版本.

(v) 取 V = R3. 说明正立方体与正八面体互为对偶, 正四面体的对偶仍是正四面体.

29. 设 P 是 R3 中的多胞体, 包含 R3 的某个开子集. 分别记 P 的顶点, 边和面 (亦即台面) 的
个数为 V , E 和 F . 按照下述图论方法证明 Euler 示性数公式 V − E + F = 2.

(i) 构造 R3 中的多胞体 P ′ 使得 P ′ 仍包含某个开子集, P ′ 的顶点 (或边, 或面) 一一对
应于 P 的面 (或边, 或顶点); P ′ 的顶点是对应面的重心, 而 P ′ 的边是对应边区隔的
两个面的重心连线.
提示 参考 (11.11.1) 的图像.

(ii) 取半径足够小的球面 S 使得 S ⊂ P, P ′. 从球心出发作射线, 即可将 P (或 P ′) 的顶
点和边投影到 S 上, 从而得到实现在 S 上的连通无向图 G (或 G′). 无向图的严格表
述见诸第五章习题.
设 e 和 e′ 分别是 P 和 P ′ 的边. 证明它们在 S 上的投影或者无交, 或者 e 和 e′ 依
照 (i) 的构造相互对应, 两者在后一情形有唯一交点 (非端点).

(iii) 任取 G 的生成树 H, 这是包含 G 的所有顶点而无环路的连通子图, 见第五章习题.
说明 H 有 V − 1 条边. 对于剩下的每一条边, 取它们在 G′ 中对应的边, 得到 G′ 的
子图 H ′; 证明 H ′ 有 F 个顶点, 而且 H 与 H ′ 在 S 上无交.

(iv) 承上, 证明 H ′ 也是树, 从而是 G′ 的生成树, 故有 F − 1 条边.
提示 连通性缘于 H 无环路. 另一方面, 若 H ′ 含环路, 则环路分球面为两个连通
成分, 但两者内部包含能由 H 相连接的顶点, 矛盾.

(v) 基于 P 的边或者来自 H, 或者来自 H ′ 这一事实, 证明 V − E + F = 2.

上述论证来自 K. G. C. von Staudt.
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略而言之, 在选定的域 F 上, 张量积是将两个向量空间 V 和 W 的元素形式地 “配
对”, 借以构造新的向量空间 V ⊗W 的手段; 这种构造不仅用于数学, 还在量子力学等
应用领域中频繁现身. 记任意 v ∈ V 和 w ∈ W 配对的产物为 v ⊗ w ∈ V ⊗W , 我们
期望:

? 配对给出双线性映射 V ×W
(v,w) 7→v⊗w

V ⊗W ;

? 空间 V ⊗W 连同双线性映射 (v, w) 7→ v ⊗ w 应当尽可能地 “泛”, 详见下一段的
说明;

? 构造还应当是自然的: 一如迄今所见的所有基本操作, 它不应依赖基的选取.

定义张量积的关键是泛性质. 形式上, V 和 W 的张量积意谓一个向量空间
Luniv 连同双线性映射 Buniv : V × W → Luniv (按先前符号即 Luniv = V ⊗ W 和
Buniv(v, w) = v ⊗w), 使得对所有向量空间 L 和双线性映射 B : V ×W → L 皆存在唯
一的线性映射 ϕ : Luniv → L 使得 B = ϕBuniv, 换言之使得下图交换:

V ×W Luniv

L.

Buniv

B
φ

这相当于说资料 (Luniv, Buniv)在所有出自 V ×W 的双线性映射中最 “泛”,其它 (L,B)

都唯一地由之推出. 张量积的严谨构造因此分成两步 (命题 15.1.1):

1. 说明确实存在满足上述性质的资料 (Luniv, Buniv);

2. 说明对于任两个满足上述性质的 (Luniv, Buniv) 和 (L′
univ, B

′
univ), 存在唯一同构

ϕ : Luniv
∼→ L′

univ 使得 B′
univ = ϕBuniv.

第一步构造用到商空间, 第二步则是形式的论证. 一旦知悉这两点, 便能合理地将张量
积记为 (V ⊗W, (v, w) 7→ v ⊗ w), 尽管它作为集合论的对象并非唯一, 却有精确到一个
唯一同构 ϕ 的唯一性.
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在绝大多数场合, 张量积具体 “是什么” 无关宏旨; 真正起作用的是张量积具有的
泛性质, 上述唯一性已然足够. 以泛性质刻画数学对象是一套标准技术, 也体现了范畴
论的思路, 见附录 B. 读者应当借机培养相关的觉察力.
除了最后一节, 正文内容分成三部分. 第一部分的 §§15.1–15.2 给出向量积的定义,

然后推及多元张量积 V1 ⊗ · · · ⊗ Vn. 我们将建立关于张量积的下述基本性质:

▷ 函子性 任何一族线性映射 fi : Vi → Wi (其中 1 ≤ i ≤ n) 都诱导张量积之间的线
性映射 f1 ⊗ · · · ⊗ fn : V1 ⊗ · · · ⊗ Vn → W1 ⊗ · · · ⊗Wn, 由适当的交换图表刻画
(定义–命题 15.1.6);

▷ 结合约束 存在自然同构 V1 ⊗ (V2 ⊗ V3) ' V1 ⊗ V2 ⊗ V3 ' (V1 ⊗ V2) ⊗ V3 (命题
15.2.2);

▷ 幺约束 将 F 本身视为向量空间,则有自然同构 F⊗V ' V ' V ⊗F (命题 15.2.3);

▷ 交换约束 存在自然同构 c(V,W ) : V ⊗W ∼→W ⊗ V (命题 15.2.4).

之所以称之为结合约束而非结合律等, 是因为它们体现为自然同构而非严格等式. 关于
函子性与自然同构的进一步解释将涉及范畴的概念.
我们也将证明张量积保持直和 (命题 15.2.5),由此易知若 V 和W 分别有基 (vi)i∈I

和 (wj)j∈J , 则 V ⊗W 有基 (vi⊗wj)(i,j)∈I×J (推论 15.2.6); 线性映射的张量积 f1⊗ f2
依此在矩阵层次体现为例 15.2.7 的 Kronecker 积 A1 ⊗A2.

张量积和对偶空间与 Hom 空间的关系是 §15.3 的主题. 命题 15.3.1 在 V 或 W 有
限维时给出自然同构 V ∨ ⊗W ∼→ Hom(V,W ). 当 V1, . . . , Vn 皆有限维时命题 15.3.5 给
出自然同构 V ∨

1 ⊗ · · · ⊗ V ∨
n

∼→ (V1 ⊗ · · · ⊗ Vn)∨.
定义 V 的张量幂

V ⊗m := V ⊗ · · · ⊗ V
m 份

, V ⊗0 := F.

我们称 V ⊗p⊗ (V ∨)⊗q 的元素为 (p, q)-型张量,它们足以表达 V 的元素 ((p, q) = (1, 0)),
自同态 ((p, q) = (1, 1)) 和双线性形式 ((p, q) = (0, 2)) 等种种对象, 这是张量积在几何
等领域中的初步面貌.

作为张量积的一则应用, §15.4 将对任意扩域 E ⊃ F 给出将 F -向量空间拓展为
E-向量空间的一种手段, 它由泛性质刻画, 不依赖基的选取.

第二部分的 §§15.5–15.6 介绍何谓域 F 上的 “代数”, 又称 F -代数; 按定义, 这是搭
建在 F -向量空间上的环结构,使得乘法是双线性的. 除了熟悉的矩阵代数Mn×n(F ),定
义–命题 15.5.6 将赋 T (V ) :=

⊕
m≥0 V

⊗m 以 F -代数的结构, 称为 V 的张量代数. 通过
对适当的理想取商, 定义 15.6.3进一步定义 V 的对称代数 Sym(V ) =

⊕
m≥0 Symm(V )

和外代数 ∧
(V ) =

⊕
m≥0

∧m
(V ), 其 m 次直和项分别通过泛性质联系于

未定稿: 2024-10-20



563

▷ 对称 m 重线性映射 C : V × · · · × V
m 份

→M , 条件是

C(. . . , x, y, . . .) = C(. . . , y, x, . . .), x, y ∈ V ;

▷ 交错 m 重线性映射 C : V × · · · × V
m 份

→M , 条件是

C(. . . , x, x, . . .) = 0, x ∈ V.

详见定义 15.6.1. 这两种代数是数学家的日常工具, 尤其常用于几何学. 取值在 M = F

的交错 m 重线性映射称为 m 元交错形式; 我们在行列式理论中已经和交错形式打过
照面, 外代数和行列式的关系 (推论 15.6.8) 自是题中之义.
第三部分的 §§15.7–15.8 介绍外代数的两则运用, 技术性比较突出. 设 A 为

2n × 2n 交错矩阵, 定义 15.7.2 引入了称为 Pfaff 型的纯量 Pf(A), 定理 15.7.6 则断言
detA = Pf(A)2. Amitsur–Levitzki定理 15.8.4给出了代入所有 n×n矩阵A1, . . . ,A2n

皆成立的多项式恒等式. 两则结论都是化到特征为 0 的域上证明的, 涉及将矩阵元 “泛
化” 的技巧.

最后的 §15.9 属于补充, 意在解释在 char(F ) = 0 时如何将 Sym(V ) (或 ∧
(V )) 嵌

入为 T (V ) 的子空间而非商空间, 并将其乘法诠释为 T (V ) 中乘法的对称化 (或交错
化). 这是某些文献采取的定义, 然而仅适用于特征零的域.

阅读提示
张量积的定义能推及任意环上的模或双模; 简单起见, 本书仅论向量空间情形,
感兴趣的读者宜另外参考 [10, §6.5] 或本章习题. 关于泛性质的部分可搭配附录
B 阅读.

阅读顺序

§15.1 §15.2 §15.3

§15.4

§15.5 §15.6

§15.7

§15.8

§15.9
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564 第十五章 向量空间的张量积

15.1 以泛性质定义张量积
向量空间 V 和 W 的张量积是将两者元素进行配对, 给出新的向量空间的一种标

准方法. 所谓配对, 理解为映向某个向量空间 L 的双线性映射 B : V ×W → L, 而张
量积则是最 “泛” 的配对. 以下先从泛性质给出抽象而严格的表述, 随后介绍具体面向.
关于泛性质的深入讨论需要范畴的概念, 详见 §B.5.
选定任意域 F .

命题 15.1.1 设 V 和 W 为 F -向量空间.

(i) 存在 F -向量空间 Luniv 连同双线性映射 Buniv : V ×W → Luniv, 使得对所有
F -向量空间 L和双线性映射 B : V ×W → L,存在唯一的线性映射 ϕ : Luniv → L

使下图交换:
V ×W Luniv

L

Buniv

B
φ

(ii) 若资料 (Luniv, Buniv) 和 (L′
univ, B

′
univ) 皆具有 (i) 的性质, 则存在唯一的向量空

间同构 ϕ : Luniv
∼→ L′

univ 使得下图交换:

V ×W Luniv

L′
univ

Buniv

B′
univ

φ

∼

证明 对于存在性 (i), 构造以集合 V ×W 为基的 F -向量空间 F⊕(V×W ), 其元素表作
有限线性组合 ∑

i ci(vi, wi), 其中 (vi, wi) ∈ V ×W . 定义 N 为以下元素生成的子空间

(v + v′, w)− (v, w)− (v′, w),

(v, w + w′)− (v, w)− (v, w′),

(tv, w)− t(v, w),
(v, tw)− t(v, w),

其中 v, v′ ∈ V , w,w′ ∈W 而 t ∈ F . 定义商空间

Luniv := F⊕(V×W )
/
N ,

连同映射 Buniv : V ×W → Luniv 如下

Buniv(v, w) = (v, w) +N .
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映射 Buniv 是双线性的, 原因是
Buniv(v + v′, w)−Buniv(v, w)−Buniv(v

′, w) = (v + v′, w)− (v, w)− (v′, w) +N ,
Buniv(v, w + w′)−Buniv(v, w)−Buniv(v, w

′) = (v, w + w′)− (v, w)− (v, w′) +N ,
Buniv(tv, w)− tBuniv(v, w) = (tv, w)− t(v, w) +N ,
Buniv(v, tw)− tBuniv(v, w) = (v, tw)− t(v, w) +N ,

而 N 的定义正是为了使右侧的陪集全部等于 N .
现在考虑任意双线性映射 B : V × W → L. 它确定唯一的线性映射 Φ :

F⊕(V×W ) → L 使得 Φ((v, w)) = B(v, w). 然而

Φ((v + v′, w)− (v, w)− (v′, w)) = B(v + v′, w)−B(v, w)−B(v′, w) = 0,

同理可见 Φ 映 N 的所有生成元为零, 故诱导唯一线性映射 ϕ : Luniv → L 使得
ϕ(x+N ) = Φ(x) 对所有 x ∈ F⊕(V×W ) 成立; 然而在 F⊕(V×W ) 的基 V ×W 上检验可
见 ϕ 的刻画等价于

ϕ(Buniv(v, w)) = B(v, w), (v, w) ∈ V ×W,

而此即所求的交换图表.
唯一性 (ii) 的证明是形式化的, 细说如下. 应用 (i) 两次, 可得唯一线性映射 ϕ 和

ψ, 分别使下图的两个三角部分皆交换:

Luniv

V ×W L′
univ

Luniv

φ
Buniv

B′
univ

Buniv
ψ

我们希望证明 ϕ 和 ψ 互逆. 注意到上图的外框也是交换图表:

Luniv

V ×W

Luniv

ψφ

Buniv

Buniv

然而若将 ψϕ 替换为 id, 图表当然也交换; 对资料 (Luniv, Buniv) 和它本身应用 (i) 的唯
一性部分, 遂见 ψϕ = id. 基于对称性, 同理可见 ϕψ = id. 综上得到所求的唯一同构.

命题 15.1.1 (i) 的性质称为资料 (Luniv, Buniv) 的泛性质, 而 (ii) 中的唯一同构是
(i) 的线性映射 ϕ 在 (L,B) = (L′

univ, B
′
univ) 时的特例.
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566 第十五章 向量空间的张量积

定义 15.1.2 (向量空间的张量积) 满足上述泛性质的资料 Buniv : V × W → Luniv

也记为

V ×W → V ⊗W (= Luniv)

(v, w) 7→ v ⊗ w;

不致混淆时也省去资料中的双线性映射, 直接记作 V ⊗W . 在需要强调域 F 的场合,
我们也采取 V ⊗

F
W 的记法.

此向量空间连同双线性映射 (v, w) 7→ v ⊗ w 称为 V 和 W 的张量积.

泛性质因此表作双射

Hom (V ⊗W,L) ∼→ Bil(V,W ;L) =
{双线性映射 V ×W → L

}
ϕ 7→ ϕBuniv,

此双射显然还是线性的. 这族同构也反过来确定 Buniv, 它是代入 L = V ⊗ W 和
ϕ = idV⊗W 的产物.

命题 15.1.1 证明中以商空间构造了张量积, 由之易见 {v ⊗ w : (v, w) ∈ V ×W} 是
V ⊗W 的一族生成元. 读者也可以尝试按泛性质予以论证.

尽管 V ⊗W 有标准的构造, 在多数场景中起作用的是且仅是它的泛性质, 而对于
双线性映射的讨论而言, 这种 “精确到唯一同构” 的唯一性是自然且充分的. 今后我们
不再关注张量积具体 “是什么”, 而只关心它的泛性质.

上述定义容易推及多变元的情形, 进路依旧基于泛性质.

定义 15.1.3 (多重线性映射) 设 V1, . . . , Vn 和 M 为 F -向量空间 (n ∈ Z≥1). 若映射

C : V1 × · · · × Vn →M

对每个变元都是线性的, 则称 C 为 n 重 (或泛称为多重) 线性映射. 对于 M = F 的特
例, 对应的 n 重线性映射也称为 n 重 (或泛称为多重) 线性形式或 n 重线性型.

取 n = 1 回归线性映射, 取 n = 2 即双线性映射, 而此前讨论行列式时引入的 m

元交错形式则是一类特殊的 m 重线性形式. 以下性质及符号都是重要的.

练习 15.1.4 记多重线性映射 V1 × · · · × Vn → M 构成的集合为 Mul(V1, . . . , Vn;M).
验证它对运算

(C + C ′)(v1, . . . , vn) = C(v1, . . . , vn) + C ′(v1, . . . , vn),

(tC)(v1, . . . , vn) = tC(v1, . . . , vn)

成为向量空间.

定义–命题 15.1.5 (多元张量积) 给定 F -向量空间 V1, . . . , Vn.
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(i) 存在 n 重线性映射 Cuniv : V1 × · · · × Vn → Muniv, 使得对所有 n 重线性映射
C : V1 × · · · × Vn →M 皆存在唯一的线性映射 ϕ 使下图交换:

V1 × · · · × Vn Muniv

M

Cuniv

C
φ

(ii) 若资料 (Muniv, Cuniv) 和 (M ′
univ, C

′
univ) 皆具有 (i) 的性质, 则存在唯一的向量空

间同构 ϕ :Muniv
∼→M ′

univ 使下图交换:

V1 × · · · × Vn Muniv

M ′
univ

Cuniv

C′
univ

φ

∼

基于 (ii) 揭示的唯一性, 满足 (i) 的泛性质的资料也记为

V1 × · · · × Vn → V1 ⊗ · · · ⊗ Vn(=Muniv)

(v1, . . . , vn) 7→ v1 ⊗ · · · ⊗ vn,

称为 V1, . . . , Vn 的张量积. 在需要强调域 F 的场合, 也采用 V1 ⊗
F
· · · ⊗

F
Vn 的记法.

证明 论证和命题 15.1.1 无异, 比如一种具体构造是

Muniv = F⊕(V1×···×Vn)
/
N ,

而子空间 N 由形如

(. . . , vi + v′i, . . .)− (. . . , vi, . . .)− (. . . , v′i, . . .),

(. . . , tvi, . . .)− t(. . . , vi, . . .)

的元素生成, 其中 1 ≤ i ≤ n, vi ∈ Vi 而 t ∈ F . 细节不赘.

泛性质也表作

Hom (V1 ⊗ · · · ⊗ Vn,M)
∼→ Mul(V1, . . . , Vn;M)

ϕ 7→ ϕCuniv,

而 Cuniv : V1 × · · · × Vn → V1 ⊗ · · · ⊗ Vn 的多重线性性质体现为

· · · ⊗ (vi + v′i)⊗ · · · = · · · ⊗ vi ⊗ · · ·+ · · · ⊗ v′i ⊗ · · · ,
· · · ⊗ (tvi)⊗ · · · = t (· · · ⊗ vi ⊗ · · · ) .

这些记法中的第 i 个位置 (1 ≤ i ≤ n) 常称为张量积的第 i 个张量位或槽.
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定义–命题 15.1.6 给定一族线性映射 fi : Vi → Wi, 其中 i = 1, . . . , n. 存在唯一的线
性映射 f1 ⊗ · · · ⊗ fn 使下图交换

V1 × · · · × Vn W1 × · · · ×Wn

V1 ⊗ · · · ⊗ Vn W1 ⊗ · · · ⊗Wn,

(f1,...,fn)

f1⊗···⊗fn

亦即 (f1 ⊗ · · · fn)(v1 ⊗ · · · ⊗ vn) = f1(v1)⊗ · · · ⊗ fn(vn) 恒成立. 今后称此线性映射为
f1, . . . , fn 所诱导的映射.

证明 合成 V1 × · · · × Vn → W1 × · · · ×Wn → W1 ⊗ · · · ⊗Wn 显然是多重线性的, 故
存在唯一的 f1 ⊗ · · · ⊗ fn 使得图表交换.

练习 15.1.7 说明若 C ∈ Mul(W1, . . . ,Wn;M) 对应到 ϕ ∈ Hom(W1 ⊗ · · · ⊗Wn,M),
其中 M 是 F -向量空间, 则多重线性映射 C ◦ (f1 × · · · × fn) 对应到 ϕ ◦ (f1 ⊗ · · · ⊗ fn).

提示 考虑以下形式的交换图表即可:

V1 × · · · × Vn W1 × · · · ×Wn

V1 ⊗ · · · ⊗ Vn W1 ⊗ · · · ⊗Wn M.

f1×···×fn

C

f1⊗···⊗fn φ

从交换图表的刻画确立诱导映射的性质是标准技巧. 作为补充, 请读者验证以下
性质.

? 诱导映射与合成兼容: 设有一族线性映射 Ui
gi

Vi
fi

Wi, 则

(f1 ⊗ · · · ⊗ fn)(g1 ⊗ · · · ⊗ gn) = f1g1 ⊗ · · · fngn.

? 恒等诱导恒等: idV1
⊗ · · · ⊗ idVn

= idV1⊗···⊗Vn
.

? 诱导映射与线性组合兼容: 给定 1 ≤ i ≤ n, a, a′ ∈ F 和 fi, f
′
i : Vi →Wi, 则

· · · ⊗ (afi + a′f ′i)⊗ · · · = a(· · · ⊗ fi ⊗ · · · ) + a′(· · · ⊗ f ′i ⊗ · · · ).

练习 15.1.8 说明若 V1, . . . , Vn 之中任一者为零空间, 则 V1 ⊗ · · · ⊗ Vn 为零空间.
提示 从 Mul(V1, . . . , Vn;M) = {0} (所有 M) 推导 End(V1 ⊗ · · · ⊗ Vn) = {0}.
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15.2 张量积的基本性质
多个向量空间可按不同的结合顺序取张量积,例如 V1⊗ (V2⊗V3)和 (V1⊗V2)⊗V3,

我们期望将其等同. 因为张量积是通过泛性质描述的, 谈论它们作为集合是否相等无甚
意义, 关键在于将体现为严格等号的结合律放宽为同构, 这种同构称为结合约束. 先记
录一则简单的引理.

引理 15.2.1 设 V1, . . . , Vn 和 M 为 F -向量空间, 而 ϕ,ψ ∈ Hom(V1⊗ · · · ⊗ Vn,M). 若
ϕ(v1 ⊗ · · · ⊗ vn) = ψ(v1 ⊗ · · · ⊗ vn) 对所有 vi ∈ Vi 成立 (1 ≤ i ≤ n), 则 ϕ = ψ.

证明 条件等价于 ϕ 和 ψ 对应同一个 n 重线性映射 V1 × · · · × Vn →M .

命题 15.2.2 (结合约束) 设 V1, V2, V3 为 F -向量空间, 则有同构

V1 ⊗ (V2 ⊗ V3) V1 ⊗ V2 ⊗ V3 (V1 ⊗ V2)⊗ V3

v1 ⊗ (v2 ⊗ v3) v1 ⊗ v2 ⊗ v3 (v1 ⊗ v2)⊗ v3.

∼ ∼

证明 基于问题的对称性, 确立 (V1 ⊗ V2)⊗ V3 ' V1 ⊗ V2 ⊗ V3 即足. 关键在于说明存
在线性映射如下

V1 ⊗ (V2 ⊗ V3) V1 ⊗ V2 ⊗ V3 V1 ⊗ (V2 ⊗ V3)

v1 ⊗ (v2 ⊗ v3) v1 ⊗ v2 ⊗ v3 v1 ⊗ (v2 ⊗ v3).

α β

为了定义 α, 考虑映射
B : V1 × (V2 × V3)→ V1 ⊗ V2 ⊗ V3

(v1, (v2, v3)) 7→ v1 ⊗ v2 ⊗ v3.

当 v1 ∈ V1 固定, B(v1, ·) : V2 × V3 → V1 ⊗ V2 ⊗ V3 是双线性映射, 按泛性质对应到
ϕv1 ∈ Hom(V2 ⊗ V3, V1 ⊗ V2 ⊗ V3).

于是有映射
B′ : V1 × (V2 ⊗ V3)→ V1 ⊗ V2 ⊗ V3

(v1, w) 7→ ϕv1(w)

(v1, v2 ⊗ v3) 7→ v1 ⊗ (v2 ⊗ v3)

因为 ϕv1 是线性映射, 上式对 V2 ⊗ V3 变元是线性的; 此外 B(v1, ·) ∈ Bil(V2, V3;V1 ⊗
V2 ⊗ V3) 线性地依赖于 v1, 故 ϕv1 亦然, 从而 B′ 对 V1 变元也是线性的. 综上, B′ 是
双线性映射, 故进一步给出线性映射

α : V1 ⊗ (V2 ⊗ V3)→ V1 ⊗ V2 ⊗ V3
v1 ⊗ (v2 ⊗ v3) 7→ v1 ⊗ v2 ⊗ v3,
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至于 β 的构造更简单: 易见映射

C : V1 × V2 × V3 → V1 ⊗ (V2 ⊗ V3)
(v1, v2, v3) 7→ v1 ⊗ (v2 ⊗ v3)

是三重线性的, 故有相应的线性映射 β : V1 ⊗ V2 ⊗ V3 → V1 ⊗ (V2 ⊗ V3).
考虑合成映射 αβ. 它映所有 v1 ⊗ v2 ⊗ v3 为 v1 ⊗ v2 ⊗ v3, 故应用引理 15.2.1 可得

αβ = id.
其次, βα 映所有 v1 ⊗ (v2 ⊗ v3) 为 v1 ⊗ (v2 ⊗ v3). 先固定 v1, 应用引理 15.2.1 可

得 βα 映所有 v1 ⊗w 为 v1 ⊗w, 其中 w ∈ V2 ⊗ V3. 再次应用引理 15.2.1 可得 βα = id.
于是 α 和 β 互逆.

以上论证基于泛性质. 基于商空间的构造也可以给出相对冗长的证明.

同理可对一般的 n 元张量积按类似方法来插入或移除括号.
以下说明 F 作为 1 维向量空间充当了张量积的某种幺元. 幺元的性质在此同样体

现为同构, 称为幺约束. 证明理路类似命题 15.2.2.

命题 15.2.3 (幺约束) 设 V 为 F -向量空间, 则有同构

F ⊗ V V V ⊗ F

t⊗ v tv v ⊗ t.

∼ ∼

证明 处理 F ⊗ V ' V 即足. 首先定义 m : F × V → V 为 m(t, v) = tv. 这是双线性
映射, 故诱导线性映射 λV : F ⊗ V → V 使得 λV (t⊗ v) = tv.
另一方面, 定义 νV : V → F ⊗ V , 映 v 为 1 ⊗ v. 易见 νV 是线性映射 (譬如有

1 ⊗ tv = t ⊗ v). 由这些描述立见 λV νV = id. 另一方面 νV λV : F ⊗ V → F ⊗ V 映
t⊗ v 为 t⊗ v, 故引理 15.2.1 说明 νV λV = id.

张量积还具有体现为同构的交换性.

命题 15.2.4 (交换约束) 设 V 和 W 为 F -向量空间, 则有同构

c(V,W ) : V ⊗W ∼→W ⊗ V
v ⊗ w 7→ w ⊗ v,

它们满足 c(W,V )c(V,W ) = idV⊗W .

证明 定义映射 B : V ×W →W ⊗ V 为 B(v, w) = w ⊗ v. 它和 W × V →W ⊗ V 仅
差一个换位, 仍是双线性的. 于是从 B 得到断言中的线性映射.

同理可定义 c(W,V ) :W ⊗ V → V ⊗W , 刻画为 c(W,V )(w ⊗ v) = v ⊗ w.
鉴于引理 15.2.1, 这些描述立刻蕴涵 c(W,V )c(V,W ) = idV⊗W .

以下继续运用泛性质来说明张量积保直和.
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命题 15.2.5 设 V 和 W 为 F -向量空间, V 带有直和分解 V =
⊕

i∈I Vi, 则有同构

V ⊗W
⊕

i∈I(Vi ⊗W )

(
∑
i∈I vi)⊗ w (vi ⊗ w)i∈I

∼

上式默认至多只有有限个 vi ∈ Vi 非零, 并且将 Vi 视同 V 的子空间.
类似地 W ⊗ V ∼→

⊕
i∈IW ⊗ Vi; 对多元张量积亦同.

证明 处理第一个同构即可. 设 L 为任意 F -向量空间. 指定双线性映射 V ×W → L

相当于对每个 i 指定双线性映射 Vi ×W → L, 这给出
Bil(V,W ;L)

∼→
∏
i∈I

Bil(Vi,W ;L)

B 7→ (B|Vi×W )i∈I .

对每个 i 记张量积自带的双线性映射为 Bi,univ : Vi ×W → Vi ⊗W , 则
Hom(Vi ⊗W,L)

∼→ Bil(Vi,W ;L)

ϕi 7→ ϕiBi,univ.

另一方面, 将 Vi ⊗W 视同⊕
j∈I(Vj ⊗W ) 的子空间, 则有

Hom
(⊕
i∈I

(Vi ⊗W ), L

)
∼→
∏
i∈I

Hom(Vi ⊗W,L)

ϕ 7→ (ϕ|Vi⊗W )i∈I .

综上遂有同构

Hom
(⊕
i∈I

(Vi ⊗W ), L

)
∼→ Bil(V,W ;L); (15.2.1)

其具体映法如下. 给定左边的元素 ϕ, 命 ϕi := ϕ|Vi⊗W , 则 ϕ 的像 B : V ×W → L 在
Vi ×W 上的限制是

(vi, w) 7→ ϕiBi,univ(vi, w) = ϕi(vi ⊗ w).

现在定义双线性映射 B′
univ : V ×W →

⊕
i∈I(Vi ⊗W ), 使得它映 (

∑
i vi, w) 为

(vi ⊗ w)i. 同构 (15.2.1)遂等于 ϕ 7→ ϕB′
univ. 至此,我们得知⊕

i∈I(Vi⊗W )连同 B′
univ

满足张量积的泛性质, 故存在唯一的同构连同交换图表

V ×W V ⊗W

⊕
i∈I(Vi ⊗W )

(v,w) 7→v⊗w

B′
univ

∼

观察定义可见同构必映 (
∑
i vi)⊗ w 为 (vi ⊗ w)i. 证毕.
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推论 15.2.6 设 V 有基 (vi)i∈I 而 W 有基 (wj)j∈J , 则 (vi⊗wj)(i,j)∈I×J 是 V ⊗W 的
基. 多元张量积的基也有类似描述.

证明 基于命题 15.2.5,

V ⊗W =

(⊕
i∈I

Fvi

)
⊗

⊕
j∈J

Fwj


'
⊕
i∈I

Fvi ⊗⊕
j∈J

Fwj

 '⊕
i∈I

⊕
j∈J

Fvi ⊗ Fwj

=
⊕

(i,j)∈I×J

Fvi ⊗ Fwj .

对所有 (i, j), 命题 15.2.3 蕴涵

Fvi ⊗ Fwj ' F ⊗ F ' F ;

故左边是 1 维空间, 它作为 V ⊗ W 的子空间由 vi ⊗ wj 生成. 综上, V ⊗ W =⊕
i,j F (vi ⊗ wj).

作为推论, 如果 V1, . . . , Vn 皆是有限维向量空间, 则

dim(V1 ⊗ · · · ⊗ Vn) =
n∏
i=1

dimVi.

例 15.2.7 (矩阵的 Kronecker积) 考虑线性映射 f : V → V ′和 g :W →W ′. 设 V (或
V ′) 有基 v1, . . . , vn (或 v′1, . . . , v

′
n′), 而 W (或 W ′) 有基 w1, . . . , wm (或 w′

1, . . . , w
′
m′).

命 eij := vi ⊗ wj 和 e′ij := v′i ⊗ w′
j . 于是

e11, e12, . . . , e1m, e21, e22, . . . , enm 是 V ⊗W 的基,
e′11, e

′
12, . . . , e

′
1m′ , e′21, e

′
22, . . . , e

′
n′m′ 是 V ′ ⊗W ′ 的基.

设 f 对应到矩阵 A ∈ Mn′×n(F ) 而 g 对应到矩阵 B ∈ Mm′×m(F ). 我们有

(f ⊗ g)(eij) =

 n′∑
k=1

akiv
′
k

⊗
 m′∑
ℓ=1

bℓjw
′
ℓ


= a1ib1je

′
11 + a1ib2je

′
12 + · · ·+ a2ib1je

′
21 + a2ib2je

′
22 + · · · .

相对于上述有序基, f ⊗ g : V ⊗W → V ′ ⊗W ′ 遂对应到 m′n′ ×mn 分块矩阵

A⊗B :=


a11B · · · a1nB

... . . . ...

an′1B · · · an′nB

 ;
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矩阵 A ⊗ B 称为 A 和 B 的 Kronecker 积. 关于 f ⊗ g 的许多性质都能翻译为
Kronecker 积在矩阵层次的性质, 譬如

(A⊗B)(C ⊗D) = AC ⊗BD,

A⊗ (P +Q) = A⊗ P +A⊗Q,

(P +Q)⊗B = P ⊗B +Q⊗B.

练习 15.2.8 设 A 和 B 皆为上三角 (或下三角, 对角)矩阵, 证明 Kronecker积 A⊗B

也是上三角 (或下三角, 对角) 矩阵, 并描述其对角元.

命题 15.2.9 给定一族线性映射 fi : Vi →Wi, 其中 1 ≤ i ≤ n.

(i) 若每个 fi 皆满, 则 f1 ⊗ · · · ⊗ fn 满.

(ii) 若每个 fi 皆单, 则 f1 ⊗ · · · ⊗ fn 单.

证明 对于 (i),先将W1⊗· · ·⊗Wn的元素 y表为有限线性组合 y =
∑
i ciwi1⊗· · ·⊗win,

其中 wij ∈Wj . 对每个 (i, j) 取 vij ∈ Vj 使得 fj(vij) = wij , 则
∑
i civi1 ⊗ · · · ⊗ vin 被

映为 y.
对于 (ii), 不失一般性1)可设 n = 2, 而 f1 是某个子空间 V ′

1 ⊂ V1 的包含映射,
f2 = idV2

. 任取直和分解 V1 = V ′
1 ⊕ V ′′

1 . 于是命题 15.2.5 导致

V1 ⊗ V2
∼→ (V ′

1 ⊗ V2)⊕ (V ′′
1 ⊗ V2),

而 f1 ⊗ f2 : V ′
1 ⊗ V2 → V1 ⊗ V2 对应的无非是直和项的包含, 故单.

本章习题将继续讨论张量积与线性映射的余核, 商以及核的关系.

15.3 张量积与对偶空间
本节的第一个目标是以张量积和对偶空间的概念诠释 Hom 空间. 回忆到 F -向量

空间 V 的对偶空间记为 V ∨ := Hom(V, F ); 在 V ∨ 和 V 之间有典范配对
V ∨ × V → F

(v̌, v) 7→ 〈v̌, v〉 := v̌(v).

设 T ∈ Hom(V,W ). 若 im(T ) 有限维, 则称 T 为有限秩的.

命题 15.3.1 设 V 和 W 为 F -向量空间. 存在线性映射如下

V ∨ ⊗W Hom(V,W )

λ⊗ w [v 7→ 〈λ, v〉w].

ΘV,W

1)详细的化约方法请读者补全. 针对特例的论证也能直接推及一般情形, 只是符号将显得复杂.
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574 第十五章 向量空间的张量积

映射 ΘV,W 总是单射, 而 im(ΘV,W ) = {T ∈ Hom(V,W ) :有限秩}. 当 V 或 W 有
限维时, ΘV,W 是同构.

证明 给定 λ 和 w, 总能定义线性映射 [v 7→ 〈λ, v〉w]. 这给出双线性映射 V ∨ ×W →
Hom(V,W ), 从而按泛性质确定所需的 ΘV,W .

为了说明单性, 考虑∑n
i=1 λi⊗wi ∈ ker(ΘV,W ). 适当整理后, 不妨设 w1, . . . , wn ∈

V ∨ 线性无关. 对所有 v ∈ V 皆有

〈λ1, v〉w1 + · · ·+ 〈λn, v〉wn = 0;

线性无关条件蕴涵 〈λ1, v〉 = · · · = 〈λn, v〉 = 0. 既然 v 是任意的, λ1 = · · · = λn = 0.
现在来刻画 ΘV,W 的像. 按定义, ΘV,W (

∑n
i=1 λi ⊗ wi) 的像包含于

∑n
i=1 Fwi, 因

而是有限秩的.
反之设 T ∈ Hom(V,W ) 有限秩, 取 im(T ) 的基 w1, . . . , wn. 对所有 v ∈ V , 将

T (v) 唯一地展开为 c1w1 + · · ·+ cnwn, 则每个系数 ci ∈ F 对 v 都是线性的, 故可表为
ci = 〈λi, v〉, 其中的 λi ∈ V ∨ 与 v 无关. 由此验证 T = ΘV,W (

∑
i λi ⊗ wi).

综上可知 im(ΘV,W ) 由所有有限秩的 T ∈ Hom(V,W ) 构成. 当 V 或 W 有限维
时, 所有 T 都是有限秩的. 证毕.

例 15.3.2 对于 V =W 有限维的情形,任选 V 的基 v1, . . . , vn 及其对偶基 v̌1, . . . , v̌n ∈
V ∨, 则

ΘV,V

(
n∑
i=1

v̌i ⊗ vi

)
= idV ;

为此, 仅须留意到左侧映每个 vj 为
∑n
i=1 〈v̌i, vj〉 vj = vj .

对 V = Fn 而 W = Fm 的特例, 将 V ∨ (或 W ) 等同于 M1×n(F ) (或 Mm×1(F )),
不难验证

λ ∈ M1×n(F ), w ∈ Mm×1(F ) =⇒ ΘFn,Fm(λ⊗w) = wλ (矩阵乘法).

本节的第二个目标是介绍张量积的缩并操作, 常用于微分几何与物理学.

定义 15.3.3 (缩并) 给定 F -向量空间 V , 通过张量积的泛性质对应到双线性形式

V ∨ × V → F

(v̌, v) 7→ 〈v̌, v〉

的线性映射 V ∨ ⊗ V → F 称为缩并. 具体地说,
∑
i v̌i ⊗ vi ∈ V ∨ ⊗ V 的缩并是∑

i 〈v̌i, vi〉.

练习 15.3.4 在 V 有限维的情形, 验证缩并运算等于 V ∨ ⊗ V
ΘV,V

End(V )
Tr

F 的
合成. 提示 归结为证 〈λ, ·〉w 的迹是 〈λ,w〉.
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本节的第三个目标是研究张量积的对偶空间.

命题 15.3.5 设 V1, . . . , Vn 为 F -向量空间, 则有典范的线性映射

ΨV1,...,Vn
: V ∨

1 ⊗ · · · ⊗ V ∨
n → (V1 ⊗ · · · ⊗ Vn)∨,

它通过张量积的泛性质对应到以下 n 重线性映射:

V ∨
1 × · · · × V ∨

n → (V1 ⊗ · · · ⊗ Vn)∨

(v̌1, . . . , v̌n) 7→

[
v1 ⊗ . . .⊗ vn 7→

n∏
i=1

〈v̌i, vi〉

]
.

当每个 Vi 皆为有限维时, ΨV1,...,Vn
为同构.

证明 首务是观察到当 v̌1, . . . , v̌n 固定, v1 ⊗ . . . ⊗ vn 7→
∏n
i=1 〈v̌i, vi〉 是良定义的: 它

对应到 n 重线性映射

V1 × · · · × Vn → F

(v1, . . . , vn) 7→
n∏
i=1

〈v̌i, vi〉 .

此外, 当 (v1, . . . , vn) 固定,
∏n
i=1 〈v̌i, vi〉 对每个 v̌i 都是线性的, 因此这给出 n 重

线性映射 V ∨
1 × · · · × V ∨

n → (V1 ⊗ · · · ⊗ Vn)∨, 相应地有 ΨV1,...,Vn .
以下设每个 Vi 都是有限维的. 先证 ΨV1,...,Vn 单. 对每个 1 ≤ h ≤ n 为 Vh 取基

(vh,i)i∈Ih , 相应地有 V ∨
h 的对偶基 (v̌h,i)i∈Ih . 推论 15.2.6 说明

v̌1,i1 ⊗ · · · ⊗ v̌n,in , ∀h, ih ∈ Ih

构成 V ∨
1 ⊗ · · · ⊗ V ∨

n 的基.
将每个 λ ∈ V ∨

1 ⊗ · · · ⊗ V ∨
n 以上述基展开, 取 ΨV1,...,Vn

(λ) 在 vi,i1 ⊗ · · · ⊗ vn,in 处
的值便是 v̌i,i1 ⊗ · · · ⊗ v̌n,in 在 λ 中的系数. 由此可见 ΨV1,...,Vn

单.
最后, 比较维数即由 ΨV1,...,Vn

的单性推得同构.

本节的最后一个目标是引入关于张量幂的符号.

约定 15.3.6 (张量幂) 给定 F -向量空间 V 和 n ∈ Z≥1, 对应的张量幂定义为

V ⊗n := V ⊗ · · · ⊗ V (n 份);

受幺约束的启发, 另规定 V ⊗0 := F .

结合约束与幺约束导致 (V ⊗a)⊗b ' V ⊗ab 和 V ⊗a⊗ V ⊗b ' V ⊗(a+b), 所以记法确实
是方便的. 此外交换约束还导致 (V ⊗W )⊗a ' V ⊗a ⊗W⊗a.
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基于张量幂的符号, 命题 15.3.1 和命题 15.3.5 表明从有限维 F -向量空间 V 出发,
反复应用 ⊗, Hom 和取对偶空间这三种操作, 所得产物都同构于形如

V ⊗p ⊗ (V ∨)⊗q, p, q ∈ Z≥0

的向量空间; 上述向量空间的元素也称为 V 上的 (p, q)-型张量.

例 15.3.7 空间 V 的元素是 (1, 0)-型张量, V ∨ 的元素是 (0, 1)-型张量, End(V ) 的元素
等同于 (1, 1)-型张量. 双线性形式 V × V → F 等同于 Hom(V ⊗ V, F ) ' (V ∨)⊗2 的元
素 (基于泛性质和命题 15.3.5), 因而等同于 (0, 2)-型张量.

此外, 当 p, q ≥ 1 时, 交换约束和缩并运算给出线性映射

V ⊗p ⊗ (V ∨)⊗q ∼
分别取出第一个张量位

(V ∨ ⊗ V )⊗ V ⊗(p−1) ⊗ (V ∨)⊗(q−1)

缩并
V ⊗(p−1) ⊗ (V ∨)⊗(q−1),

其合成由下式刻画 (回忆引理 15.2.1):

v1 ⊗ · · · ⊗ vp ⊗ v̌1 ⊗ · · · ⊗ v̌q 7→ 〈v̌1, v1〉 v2 ⊗ · · · ⊗ vp ⊗ v̌2 ⊗ · · · ⊗ v̌q.

取其他张量位作缩并同样可行, 但定义时必须清楚指定.

张量积还有许多值得一提的基础性质, 而且这些性质往往能从域推广到一般的环
上. 篇幅所限, 不再深究. 有需求的读者可以参考 [10, §6.5], 或者尝试本章的相关习题.

15.4 应用: 域的变换
设 E 为域 F 的扩域. 对于任何 E-向量空间 Ṽ , 总是能将纯量乘法从 E 限制到 F

上, 得到 F -向量空间. 本节关注的是反向操作: 给定 F -向量空间 V , 如何自然地, 或曰
典范地将 V 扩展为 E-向量空间?

对于 V = Fn, 自然的取法是 En. 然而将 n 维向量空间 V 等同于 Fn 相当于选定
V 的有序基, 所以这种构造依赖基的选法. 与此相反, 我们所期待的构造应当是由泛性
质刻画的, 它应当具有精确到唯一同构的唯一性, 不涉及基的选取, 而在 V = Fn 的情
形它应当回到 En.

线索来自张量积. 以下将 E 视为 F -向量空间, 纯量乘法来自域的乘法. 为了强调
域 F 的角色, 将 F -向量空间的张量积记为 ⊗

F
. 乘法映射 (x, y) 7→ xy 显然是 F -双线性

映射 E × E → E, 从而对应到 F -线性映射

µ : E ⊗
F
E → E

x⊗ y 7→ xy.
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对于 F -向量空间 V , 我们有线性映射

E ⊗
F
(E ⊗

F
V ) (E ⊗

F
E)⊗

F
V E ⊗

F
V

x⊗ (y ⊗ v) (x⊗ y)⊗ v xy ⊗ v,

∼ µ⊗idV

相应的双线性映射 E × (E ⊗
F
V )→ E ⊗

F
V 其具体映法是(

x,
∑
i

yi ⊗ vi

)
7→
∑
i

xyi ⊗ vi, x, yi ∈ E, vi ∈ V.

引理 15.4.1 以上运算使得 E ⊗
F
V 成为 E-向量空间.

证明 纯量乘法所需的结合律, 分配律等性质即刻归结为域 E 本身的性质, 以及
E × V → E ⊗

F
V 的双线性性质.

现在我们拥有从 F -向量空间构造 E-向量空间的一种手段. 同样构造也可以在线
性映射的层次操作.

引理 15.4.2 设 f ∈ HomF (V, V
′), 则 idE ⊗ f ∈ HomE

(
E ⊗

F
V,E ⊗

F
V ′
)

. 此处 HomE

和 HomF 分别代表作为 E-向量空间和 F -向量空间的 Hom.

证明 已知 idE ⊗ f 是 F -线性的. 设 t ∈ E, 它对 E ⊗
F
V (或 E ⊗

F
V ′) 的纯量乘法给出

自同态 mt (或 m′
t). 对所有 x ∈ E 和 v ∈ V , 映射 m′

t(idE ⊗ f) 和 (idE ⊗ f)mt 都映
x⊗ v 为 tx⊗ f(v), 因此 m′

t(idE ⊗ f) = (idE ⊗ f)mt (引理 15.2.1).

例 15.4.3 若 V 有基 (vi)i∈I ,则 E⊗
F
V =

⊕
i∈I(E⊗

F
Fvi); 然而 E⊗

F
Fvi ' E⊗

F
F ' E,

这是 1 维 E-向量空间, 由 ṽi := 1 ⊗ vi 生成. 于是 (ṽi)i∈I 给出 E ⊗
F
V 作为 E-向量空

间的基. 特别地, 若 V = Fn, 则 E ⊗
F
V 通过 ẽ1, . . . , ẽn 自然地等同于 En.

在线性映射层次, 设 f ∈ HomF (V, V
′), 而 V (或 V ′) 有选定的基 v1, . . . , vn (或

v′1, . . . , v
′
m), 依此得到 f 的矩阵 A ∈ Mm×n(F ), 并且对 E ⊗

F
V 和 E ⊗

F
V ′ 取对应的基,

则
(idE ⊗ f)(ṽj) =

∑
i

aij(1⊗ v′i) =
∑
i

aij ṽ
′
i

表明 E-线性映射 idE ⊗ f 的矩阵无非是将 A 置于 Mm×n(E) 中考量. 这是我们再熟悉
不过的操作.

构造 V 7→ E ⊗
F
V 的精髓在于它的泛性质. 为此, 必须将 E ⊗

F
V 连同典范映射

ι : V → E ⊗
F
V

v 7→ 1⊗ v
(15.4.1)

一并纳入考量.
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引理 15.4.4 上述映射 ι 是 F -线性的单射.

证明 将 ι 表作 V
∼→ F ⊗

F
V → E ⊗

F
V 的合成, 第一段是命题 15.2.3 的应用, 映 v 为

1 ⊗ v, 第二段则由包含映射 F → E 诱导. 两段都是 F -线性的, 故 ι 亦然. 此外, 命题
15.2.9 (ii) 确保第二段是单射, 故 ι 亦然.

因此, E ⊗
F
V 确实是 V 的某种扩展. 对于特例 V = Fn, 因为 ι(ei) = 1⊗ ei = ẽi,

映射 ι 等同于包含映射 Fn → En.

命题 15.4.5 设 Ṽ 为 E-向量空间, 则对任何 F -线性映射 f : V → Ṽ 都存在唯一的
E-线性映射 f̃ : E ⊗

F
V → Ṽ 使得 f = f̃ ι. 换言之, 有同构

HomE

(
E ⊗

F
V, Ṽ

)
HomF

(
V, Ṽ

)
f̃ f̃ ι.

∼

证明 单性的缘由是对所有 x ∈ E 和 v ∈ V 易见

f̃(x⊗ v) = xf̃(ι(v)).

至于满性, 设 f ∈ HomF (V, Ṽ ), 则有 F -双线性映射

E × V → Ṽ

(x, v) 7→ xf(v).

它对应的 F -线性映射 f̃ : E ⊗
F
V → Ṽ 满足 f̃(x ⊗ v) = xf(v). 然而从 f̃(xy ⊗ v) =

xyf(v) = x(f̃(y ⊗ v)) 可说明 f̃ 实则为 E-线性的. 它满足 f̃ ι = f .

命题 15.4.5 是泛性质的又一实例. 何以故? 考虑形如 (Ṽ , f) 的资料, 其中 Ṽ 是
E-向量空间, 而 f : V → Ṽ 是 F -线性映射. 设资料 (Ṽuniv, funiv) 满足以下性质: 对所
有 (Ṽ , f) , 存在唯一的 E-线性映射 f̃ 使下图交换

V Ṽuniv

Ṽ

funiv

f
f̃

则这种资料精确到唯一同构是唯一的. 一切和刻画张量积的命题 15.1.1 异曲同工, 问题
的实质仅是 (Ṽuniv, funiv) 的存在性, 命题 15.4.5 表明可取之为 (E ⊗

F
V, ι).
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15.5 域上的代数
设 F 为域. 所谓 F -代数, 可以理解为兼具 F -向量空间结构的环.

定义 15.5.1 (域上的代数) 设 A 为环, 同时又有 F -向量空间的结构, 使得环的加法等
于向量空间加法, 而环的乘法 A×A→ A 是双线性映射, 则称 A 为 F -代数.
若 F -代数 A 作为环是交换的, 则称之为交换 F -代数.
设 A 和 A′ 为 F -代数. 如果环同态 f : A → A′ 同时也是 F -线性映射, 则称之为

F -代数的同态. 按照类似方法定义 F -代数的同构.

因此 F -代数 A 的乘法也可以等价地表为线性映射 A ⊗ A → A. 若 F -代数 A 的
子环 A0 同时也是子空间, 则称 A0 为 A 的子代数.

例 15.5.2 域 F 上的多项式环 F [X1, X2, . . .] 是 F -代数; 全体 n 元对称多项式构成
F [X1, . . . , Xn] 的子代数.

例 15.5.3 对所有 F -向量空间 V , 环 End(V ) 自然是 F -代数; 类似地, Mn×n(F ) 是
F -代数. 此外, 全体上三角 (或下三角, 对角) 矩阵构成 Mn×n(F ) 的子代数.

例 15.5.4 设域 E 是 F 的扩域, 视之为 F -向量空间, 则 E 也是 F -代数: 乘法的双线
性 x(ty) = t(xy) = (tx)y 不过是乘法交换律的反映, 其中 t ∈ F 而 x, y ∈ E.

推而广之, 回忆到环 A 的中心定义为子环 Z(A) := {z ∈ A : ∀a ∈ A, za = az}. 若
有环同态 ϕ : F → Z(A), 则可赋 A 以 F -向量空间的结构

ta := ϕ(t)a, t ∈ F, a ∈ A,

条件 im(ϕ) ⊂ Z(A) 确保 A 的乘法满足 x(ty) = t(xy) = (tx)y, 因而成为 F -代数.

练习 15.5.5 说明反向的构造: 给定 F -代数 A 和 t ∈ F , 定义 ϕ(t) = t · 1A 将给出环同
态 ϕ : F → Z(A). 按此说明将环 A 升级为 F -代数和指定环同态 F → Z(A) 是一回事.

对于本章的研究, 最重要的例子是 F -向量空间所对应的张量代数. 沿用约定
15.3.6.

定义–命题 15.5.6 (张量代数) 对 F -向量空间 V , 定义 T (V ) :=
⊕

n≥0 V
⊗n. 在 T (V )

上存在 F -代数结构, 使得 V ⊗a · V ⊗b ⊂ V ⊗(a+b) 对所有 a, b ∈ Z≥0 成立, 而且对应的线
性映射 V ⊗a ⊗ V ⊗b → V ⊗(a+b) 刻画为

(v1 ⊗ · · · ⊗ va)⊗ (v′1 ⊗ · · · ⊗ v′b) 7→ v1 ⊗ · · · ⊗ va ⊗ v′1 ⊗ · · · ⊗ v′b.

它的幺元是 1 ∈ F = V ⊗0. 这一结构称为 V 的张量代数.
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证明 对于给定的 a, b ∈ Z≥0, 所示的线性映射 V ⊗a ⊗ V ⊗b → V ⊗(a+b) 无非是结合约
束 (命题 15.2.2) 或其多元版本的直接应用, 它按照直和唯一地延拓为 T (V )⊗ T (V )→
T (V ), 而乘法所需的结合律等诸般性质显然.

原空间 V 嵌入为 T (V ) 的子空间 V ⊗1. 依照定义, 若 V = {0} 则 T (V ) = F . 留
意到 T (V ) 一般不交换, 这是因为一般而言 x⊗ y 6= y ⊗ x.
今后将 T (V ) 的乘法记为 ⊗.

命题 15.5.7 设 (vi)i∈I 是 V 的基, 则所有 vi1 ⊗ · · · ⊗ vim 构成 T (V ) 的基, 其中 m 遍
历 Z≥0 而 (i1, . . . , im) 遍历 Im; 当 m = 0 时将 vi1 ⊗ · · · ⊗ vim 理解为 1 ∈ F = V ⊗0.

证明 推论 15.2.6 在多元情形的应用.

定义–命题 15.5.8 任何线性映射 ψ : V → W 都诱导唯一的 F -代数同态 T (ψ) :

T (V )→ T (W ), 使得它限制为 ψ : V = V ⊗1 →W⊗1 =W .

证明 对每个 m ∈ Z≥0, 定义–命题 15.1.6 给出 ψ⊗m := ψ ⊗ · · · ⊗ ψ : V ⊗m → W⊗m,
它在 m = 1 时化为 ψ, 而在 m = 0 时规定为 idF : F → F . 取直和得到线性映射
T (ψ) : T (V ) → T (W ). 为了说明 T (ψ) 是 F -代数同态, 基于直和分解, 问题化为对所
有 a, b ≥ 0 证明

V ⊗a ⊗ V ⊗b V ⊗(a+b)

W⊗a ⊗W⊗b W⊗(a+b)

∼

ψ⊗a⊗ψ⊗b ψ⊗(a+b)

∼

是交换图表, 其中横向同构是结合约束, 同时也是张量代数的乘法.
左上空间的元素 (x1 ⊗ · · · ⊗ xa)⊗ (y1 ⊗ · · · ⊗ yb) 按两种方式都映为 ψ(x1)⊗ · · · ⊗

ψ(xa)⊗ ψ(y1)⊗ · · · ⊗ ψ(yb). 这些元素生成整个空间, 图表交换性得证.
由于 V ⊗m 由形如 x1 ⊗ · · · ⊗ xm 的元素生成 (xi ∈ V ), 任何 F -代数的同态

T (V )→ T (W ) 都由它在 V = V ⊗1 上的限制所确定. 所求同态的唯一性得证.

在 §15.6 将需要以下的简单构造.

练习 15.5.9 设 A 为 F -代数而 I 为 A 的理想. 说明 I 也是子空间, 因而商环 A/I 同
时也是对 I 的商空间. 说明 A/I 按此具有 F -代数的结构, 称为 A 对 I 的商代数.

提示 设 t ∈ F 而 x ∈ I, 从 tx = t(1A · x) = (t · 1A)x 可见 I 对纯量乘法封闭.

上述所有定义和性质都能从域 F 推及一般的交换环, 但本书正文只论域上的张量
积, 对应的代数便也限制在域上.
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15.6 对称代数与外代数
考虑 F -向量空间 V , M 和 m 重线性映射 C ∈ Mul(V, . . . , V ;M).

定义 15.6.1 若上述之 C 满足性质

C(. . . , x, y, . . .) = C(. . . , y, x, . . .)

则称之为对称的. 若 C 满足性质

C(. . . , x, x, . . .) = 0

则称之为交错的.

对称多重线性映射相当于说调换任两个相邻变元 x 和 y 不改变 C 的取值; 这些对
换生成对称群 Sm (例 11.1.8), 对称性因而等价于

C(x1, . . . , xm) = C(xσ(1), . . . , xσ(m)), σ ∈ Sm.

另一方面, 交错 m 重线性映射必满足

0 = C(. . . , x+ y, x+ y, . . .) = C(. . . , x, y, . . .) + C(. . . , y, x, . . .),

因此调换任两个相邻变元导致 C 的取值变号. 这就蕴涵

C(x1, . . . , xm) = sgn(σ)C(xσ(1), . . . , xσ(m)), σ ∈ Sm;

上式连同交错性质还进一步导致 C 在任两个变元相等时零化:

C(. . . , x, . . . , x, . . .) = 0.

注记 15.6.2 若 m 重线性映射 C : V × · · · × V →M 对所有 σ ∈ Sm 皆满足

C(x1, . . . , xm) = sgn(σ)C
(
xσ(1), . . . , xσ(m)

)
,

则称 C 为反对称的, 这也等价于 C(. . . , x, y, . . .) = −C(. . . , y, x, . . .) 恒成立. 先前的讨
论说明交错蕴涵反对称. 另一方面, 若 C 反对称则 2C(. . . , x, x, . . .) = 0, 由此立见当
char(F ) 6= 2 时交错和反对称是等价的.

当 M = F 时, 对应的对称 (或交错) m 重线性映射也称为 m 重对称 (或交错) 形
式. 交错形式在行列式的定义中早已现身. 本节旨在从张量积的角度理解对称和交错线
性映射.
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定义 15.6.3 (对称代数与外代数) 设 V 为 F -向量空间, 定义张量代数 T (V ) 的理想
如下:

ISym :=形如 x⊗ y − y ⊗ x的元素生成的理想,
I∧ :=形如 x⊗ x的元素生成的理想,

其中 x, y ∈ V . 相应的商代数定义为

Sym(V ) := T (V )
/
ISym,∧

(V ) := T (V )
/
I∧;

我们称 Sym(V ) 为 V 的对称代数, 称
∧
(V ) 为 V 的外代数; 外代数又称为 Grassmann

代数.

具体地说, ISym 的元素是形如

u⊗ x⊗ y ⊗ v − u⊗ y ⊗ x⊗ v, u ∈ V ⊗a, v ∈ V ⊗b

的元素之线性组合; 同理, I∧ 的元素是形如

u⊗ x⊗ x⊗ v

的元素之线性组合, 要求 a, b ∈ Z≥0 而 x, y ∈ V . 上述元素都落在 T (V ) 的某个直和项
中, 因此有

ISym =
⊕
m≥0

ImSym, ImSym := ISym ∩ V ⊗m,

I∧ =
⊕
m≥0

Im∧ , Im∧ := I∧ ∩ V ⊗m.

按此逐项取商: 命 Symm(V ) = V ⊗m/ImSym 而
∧m

(V ) = V ⊗m/Im∧ , 则可以等同

Sym(V ) =
⊕
m≥0

Symm(V ),
∧

(V ) =
⊕
m≥0

∧m
(V ).

易见 ImSym 和 Im∧ 仅在 m ≥ 2 时方可能非零, 因此

Sym0(V ) = F =
∧0

(V ), Sym1(V ) = V =
∧1

(V ).

约定 15.6.4 设 x1, . . . , xm ∈ V . 今后将 x1 ⊗ · · · ⊗ xm ∈ V ⊗m 在 Symm(V ) 中的像写
作 x1 · · ·xm, 将它在

∧m
(V ) 中的像写作 x1 ∧ · · · ∧ xm. 相应地, Sym(V ) 的乘法用通常

的乘法符号表示, 而
∧
(V ) 的乘法用 ∧ 表示.

根据理想 ISym (或 I∧) 的定义, (x1, . . . , xm) 7→ x1 · · ·xm (或 x1 ∧ · · · ∧ xm) 是取
值在 Symm(V ) (或 ∧m

(V )) 的对称 (或交错) m 重线性映射. 现在解释它们的泛性质.
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命题 15.6.5 设 M 为 F -向量空间, m ∈ Z≥1, 则 Mul(V, . . . , V ;M) ' Hom (V ⊗m,M)

限制为

{C ∈ Mul(V, . . . , V ;M) : 对称} ' Hom (Symm V,M) ,

{C ∈ Mul(V, . . . , V ;M) : 交错} ' Hom
(∧m

V,M
)
,

此处将 Hom(Symm V,M) 和 Hom(
∧m

V,M) 嵌入为 Hom(V ⊗m,M) 的子空间, 分别
对应到在 ImSym 和 Im∧ 上为零的线性映射.

证明 设 C 对应到 ϕ ∈ Hom(V ⊗m,M). 对称性相当于

ϕ((· · · ⊗ x⊗ y ⊗ · · · )− (· · · ⊗ y ⊗ x⊗ · · · )) = 0,

交错性则相当于
ϕ(· · · ⊗ x⊗ x⊗ · · · ) = 0,

其中 x, y ∈ V . 问题因此回归 ISym 和 I∧ 的定义.

练习 15.6.6 验证对称代数 Sym(V ) 满足乘法交换律 xy = yx, 而外代数
∧
(V ) 的乘法

则具有以下的反交换性

x ∈
∧a

(V ), y ∈
∧b

(V ) =⇒ x ∧ y = (−1)abyx.

提示 从 x, y ∈ V 的特例来推导.

以下也将 ISym, I∧ 记为 ISym(V ), I∧(V ) 以强调 V 的角色.
任给线性映射 ψ : V →W ,定义–命题 15.5.8的 F -代数同态 T (ψ) : T (V )→ T (W )

显然限制为 ISym(V )→ ISym(W ) 和 I∧(V )→ I∧(W ), 因此 T (ψ) 诱导商代数之间的同
态, 具体写作

Sym(ψ) : Sym(V )→ Sym(W )

x1 · · ·xm 7→ ψ(x1) · · ·ψ(xm),∧
(ψ) :

∧
(V )→

∧
(W )

x1 ∧ · · · ∧ xm 7→ ψ(x1) ∧ · · · ∧ ψ(xm),

其中 xi ∈ V 而 m ∈ Z≥0. 今后以 Symm(ψ) (或 ∧m
(ψ)) 代表 Sym(ψ) (或 ∧

(ψ)) 在直
和项 Symm(V ) (或 ∧m

(V )) 上的限制.
现在万事具备, 可以确定外代数的结构.

定理 15.6.7 设 V 为 n 维向量空间 (n ∈ Z≥0).

(i) 当 m > n 时
∧m

(V ) = {0}.
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(ii) 当 1 ≤ m ≤ n 时 dim
∧m

(V ) =
(
n
m

)
; 更精确地说, 取定 V 的基 v1, . . . , vn, 则

vi1 ∧ · · · ∧ vim , 1 ≤ i1 < · · · < im ≤ n

构成
∧m

(V ) 的基.

(iii) 我们有 dim
∧
(V ) = 2n.

证明 取 V 的基 v1, . . . , vn. 向量空间 ∧m
(V ) 由形如 vi1 ∧ · · · ∧ vim 的元素生成. 按

交错性质整理后可设 1 ≤ i1 < · · · < im ≤ n. 然而当 m > n 时不存在这般的递增列, 故
(i) 成立.

设 m ≤ n. 断言 (ii) 归结为证明 vi1 ∧ · · · ∧ vim 在
∧m

(V ) 中线性无关, 其中
1 ≤ i1 < · · · < im ≤ n. 这将给出所求的基和维数公式.

考虑特例 m = n. 此时 Hom (
∧n

V, F ) 同构于 n 元交错形式构成的空间; 探讨行
列式时已证明此空间是 1 维的. 这也说明 v1 ∧ · · · ∧ vn 是

∧n
(V ) 的基.

对于一般的 m ≤ n, 设有 ∧m
(V ) 中的线性关系式∑

i′1<···<i′m

ci′1,...,i′mvi′1 ∧ · · · ∧ vi′m = 0. (15.6.1)

选定 1 ≤ i1 < · · · < im ≤ n. 定义 V 的 m 维子空间 V ′ :=
∑m
k=1 Fvik 和线性映射

ψ : V → V ′, 使得
ψ(va) =

{
va, a ∈ {i1, . . . , im},
0, a /∈ {i1, . . . , im}.

线性映射∧m
(ψ)映 vi1∧· · ·∧vim 为

∧m
(V ′)中同样形式的元素,其余 vi′1∧· · ·∧vi′m

必被映为 0. 依此对 (15.6.1) 取 ∧m
(ψ) 并运用 ∧m

(V ′) = Fvi1 ∧ · · · ∧ vim 维数为 1 这
一事实, 可得 ci1,...,im = 0. 变动 i1 < · · · < im 遂知所有系数全为 0, 证得线性无关.
基于二项式定理和 ∧0

(V ) = F , (iii) 是 (i) 和 (ii) 的立即结论.

以上采用的证明用到行列式理论的一部分结果, 而行列式也能反过来从外代数的
视角来理解.

推论 15.6.8 设 V 为 n 维 F -向量空间, n ∈ Z≥0, 而 ψ ∈ End(V ), 则 det(ψ) ∈ F 由下
式刻画: ∧n

(ψ) = det(ψ) id∧n(V ).

证明 根据定义 5.4.1, 行列式 det(ψ)的刻画是使得对所有 n元交错形式 D : V ×· · ·×
V → F 都有

D(ψ(x1), . . . , ψ(xn)) = det(ψ)D(x1, . . . , xn).

然而若 D 对应到 ϕ ∈ Hom(
∧n

V, F ), 则左式的交错形式对应到 ϕ ◦
∧n

(ψ), 右式对应
到 det(ψ)ϕ. 从 dim

∧n
(V ) = 1 可知存在 µ ∈ F 使得 ∧n

(ψ) = µ · id∧n(V ). 取不恒为
零的 D (等价地, ϕ), 比较可见 µ = detψ.
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另一种方法是取 V 的基 v1, . . . , vn, 将 ψ 表为矩阵 A, 然后直接写下∧n
(ψ)(v1 ∧ · · · ∧ vn) =

∑
1≤i1,...,in≤n

ai1,1 · · · ain,nvi1 ∧ · · · vin ;

若 i1, . . . , in 包含重复项, 则 vi1 ∧ · · · ∧ vin = 0; 若 i1, . . . , in 是 1, . . . , n 的重排, 记为
σ ∈ Sn, 则对应的项整理为

sgn(σ)aσ(1),1 · · · aσ(n),nv1 ∧ · · · ∧ vn,

求和的产物正是 detA 的熟知公式.

有限维向量空间的对称代数同构于多项式代数, 同构依赖于有序基的选取. 以下仅
陈述结果, 细节列入本章习题.

定理 15.6.9 设 V 为 n维空间 (n ∈ Z≥0). 取定 V 的基 v1, . . . , vn,则有 F -代数的同构

Sym(V )
∼→ F [X1, . . . , Xn];

在生成元的层次, 此同构映 vi 为 Xi. 当 n = 0 时同构的右侧理解为 F .

注记 15.6.10 如果考虑张量代数 T (V ), 将 vi 在其中的像记为 Yi, 则对应的代数结构
可以理解为 F 上的 n元非交换多项式代数,因为在 T (V )中不再有交换律 YiYj = YjYi;
强迫交换律成立相当于对所有 YiYj − YjYi 在 T (V ) 中生成的理想取商, 亦即取商代数
T (V )/ISym, 产物正是 Sym(V ) ' F [X1, . . . , Xn], 其中 Xi 对应到 Yi 的像.

最后将理论落实到双线性形式. 回忆到对称双线性形式对应于对称矩阵. 以下阐明
二元交错形式所对应的矩阵, 其定义适用于所有交换环.

定义 15.6.11 (交错矩阵) 设 R 为交换环, A ∈ Mn×n(R). 若 aij = −aji 而且 aii = 0

对所有 i, j 成立, 则称 A 为交错矩阵.

约定 15.6.12 若整数 x 在环 R 中的像可逆, 则简记为 x ∈ R×.

在满足 2 ∈ R× 的交换环 R 上, 交错矩阵和反对称矩阵 (亦即满足 t
A = −A 的矩

阵) 是相同的概念.

命题 15.6.13 设 A ∈ Mn×n(F ), 相应的双线性形式 B ∈ Bil(Fn, Fn;F ) 为 B(x,y) =
t
xAy, 则 B 是交错形式当且仅当 A 是交错矩阵.

证明 回忆到 aij =
t
eiAej = B(ei, ej). 若 B 是交错形式, 则 aij = B(ei, ej) =

−B(ej , ei) = −aji 而 aii = B(ei, ei) = 0, 故 A 是交错矩阵.
若 A 是交错矩阵, 则对所有 x =

∑n
i=1 xiei ∈ Fn 皆有

B(x,x) =
∑

1≤i,j≤n

xiaijxj

=
∑
i<j

(aij + aji)xixj +
∑
i

aiix
2
i = 0,
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因此 B 是交错形式.

练习 15.6.14 说明若 R 是交换环, A,Q ∈ Mn×n(R) 而 A 是交错矩阵, 则 t
QAQ 也

是交错矩阵.

15.7 Pfaff型与交错矩阵的行列式
设 F 为域. 选定 n ∈ Z≥1, 照例记 F 2n 的标准基为 e1, . . . , e2n. 考虑 ∧2

(F 2n)

的元素
η =

∑
1≤i<j≤2n

aijei ∧ ej .

本节重点是计算 ηn ∈
∧2n

(F 2n). 先将 ηn 展开为如下表达式的和

ah1k1 · · · ahnkneh1 ∧ ek1 ∧ · · · ∧ ehn ∧ ekn , (15.7.1)

其中 1 ≤ hi < ki ≤ 2n. 为了得到非零项, h1, k1, . . . , hn, kn 必须两两相异, 换言之这列
元素必须对应到 σ ∈ S2n, 使得对所有 1 ≤ i ≤ n 皆有

hi := σ(2i− 1) < σ(2i) =: ki.

对于这般之 σ, 我们有

eh1 ∧ ek1 ∧ · · · ∧ ehn ∧ ekn = sgn(σ)e1 ∧ e2 ∧ · · · ∧ e2n−1 ∧ e2n.

对调 (hi, ki) 和 (hi+1, ki+1) 相当于将 σ 换为

σ(2i− 1 2i+ 1)(2i 2i+ 2),

这不改变 sgn(σ). 于是 (15.7.1) 仅和数组集 {(h1, k1), . . . , (hn, kn)} 相关. 令 S 为所有
相互无交而且满足 hi < ki 的数组集 s = {(hi, ki)}ni=1 所成集合, 然后对 s 任取相应的
σ ∈ S2n (共有 n! 种选法) 以定义

sgn(s) := sgn(σ).

综上可得

ηn =
∑

(h1,k1),...,(hn,kn)

(
n∏
i=1

ahiki

)
eh1
∧ ek1 ∧ · · · ∧ ehn

∧ ekn

= n!
∑
s∈S

sgn(s)

 ∏
(h,k)∈s

ahk

 e1 ∧ e2 ∧ · · · ∧ e2n−1 ∧ e2n.

上式出现的 ∑
s sgn(s)

∏
(h,k)∈s ahk 是关于诸 ahk 的整系数多项式. 为了突出这点,

现将这些系数取为自由变元.
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定义 15.7.1 引入 n(2n− 1) 个变元 Xhk, 其中 1 ≤ h < k ≤ 2n. 定义 Z[Xhk : 1 ≤ h <
k ≤ 2n] 的元素

Pf :=
∑
s∈S

sgn(s)
∏

(h,k)∈s
Xhk.

在 Pf 中代值, 便引出以下定义.

定义 15.7.2 (J. F. Pfaff) 设 R 为交换环, A ∈ M2n×2n(R) 为交错矩阵. 定义 R 的元素

Pf(A) := Pf ((ahk)h<k) .

我们称 Pf(A) 为 2n× 2n 交错矩阵 A 的 Pfaff 型.

在 F 上, 指定交错矩阵 A 相当于指定 ∧2
(F 2n) 的元素 η =

∑
h<k ahkeh ∧ ek. 综

上所述, 它们满足
n!Pf(A) = ηn. (15.7.2)

例 15.7.3 取 n = 1 并考虑 J1 :=

 1

−1

. 直接代入定义可得 Pf(J1) = 1, 这也等

于 detJ1.

Pfaff 型相对于直和具有乘性. 以下继续在交换环 R 上讨论.

引理 15.7.4 给定交错矩阵 A ∈ M2a×2a(R) 和 B ∈ M2b×2b(R), 命 n = a + b, 则相应
的分块对角矩阵满足 Pf (diag(A,B)) = Pf(A)Pf(B).

证明 在 Pf (diag(A,B)) 的定义中, 只有 1 ≤ h, k ≤ 2a 或 2a+ 1 ≤ h, k ≤ 2n 的项方
有贡献; 对于由这种数组构成的 s, 相应地 sgn(s) 也分解为两部分乘积.

命题 15.7.5 对于定义 15.7.2 中的 A 以及任意 P ∈ M2n×2n(R), 我们有

Pf (P A
t
P ) = (detP )Pf(A).

证明 先假定 R 为域, 另记为 F , 而且 2, n! ∈ F×, 则

η :=
∑

1≤i<j≤2n

aijei ∧ ej =
1

2

∑
1≤i,j≤2n

aijei ∧ ej .

视 P 为线性映射 F 2n → F 2n, 相应地有 ∧2
P :

∧2
(F 2n)→

∧2
(F 2n). 作计算

(
∧2

P )(η) =
1

2

∑
i,j,k,l

aijpkipljek ∧ el

=
1

2

∑
1≤k,l≤2n

∑
i,j

pkiaijplj

 ek ∧ el.
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因此若让交错矩阵 P A
t
P 对应到 η′ ∈

∧2
(F 2n), 则 η′ =

∧2
(P )(η). 既然 ∧

(P )

是 F -代数 ∧
(F 2n) 的自同态,

(η′)n =
∧2

(P )(η) ∧ · · · ∧
∧2

(P )(η) =
∧2n

(P )(ηn)

推论 15.6.8
(detP )ηn.

代入 (15.7.2) 遂有 n!Pf(P A
t
P ) = n!(detP )Pf(A), 两边可同步消去 n!.

为了放宽 R 的条件, 现将问题 “泛化”. 取 R 为关于 Xhk 和 Yab 的整系数多元多
项式环, 其中 1 ≤ h < k ≤ 2n 而 1 ≤ a, b ≤ 2n. 取

A :=



0 X12 X13 · · · X1n

−X12 0 X23 · · · X2n

−X13 −X23 0 · · · X3n

...
...

... . . . ...

−X1n −X2n −X3n · · · 0


, P := (Yab)1≤a,b≤n.

注意到 det 和 Pf 都是关于矩阵元的整系数多项式. 我们欲验证 R 中等式

Pf (P A tP) = (detP)Pf(A). (15.7.3)

这点可以置于 R 的分式域 F 中处理; 然而 Q ⊂ F , 证明第一步的结果可资运用.
最后, 对于一般的 R 和 A,P , 在环 R 中的等式 (15.7.3) 中代值 Xhk = ahk 和

Yab = pab 即可.

定理 15.7.6 设 R 为交换环, A ∈ M2n×2n(R) 为交错矩阵, 则 detA = Pf(A)2.

证明 先假设 R 为域, 2 ∈ R× 而且 detA 6= 0. 此时 A 对应到辛形式, 从而辛形式的
分类蕴涵有可逆的 Q 使得

t
QAQ =


J1

. . .

J1

 , J1 :=

 1

−1

 .

根据命题 15.7.5, 等号左侧的 Pfaff 型是 (detQ)Pf(A), 行列式是 (detQ)2(detA). 例
15.7.3 和引理 15.7.4 说明右侧的行列式和 Pfaff 型同为 1. 按此比较即得 detA =

(detQ)−2 = Pf(A)2.
对于一般情形, 观察到 detA 和 Pf(A)2 都是关于 A 的矩阵元的整系数多项

式, 于是可仿照命题 15.7.5 的证明模式 “泛化” 到 A 的矩阵元为变元 Xij , 而环为
R = Z[Xij : i < j] 的情形. 尚须说明 detA 6= 0. 为此, 说明对 Xij 适当代入整数值可
得整系数可逆矩阵即足. 然而 diag(J1, . . . ,J1) 显然可以代值得到. 证毕.
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推论 15.7.7 设 A 为交换环 R 上的 2n × 2n 可逆交错矩阵, 而 Q ∈ M2n×2n(R) 和
r ∈ R 满足 t

QAQ = rA, 则 detQ = rn.

证明 因为 A 可逆, detA ∈ R×, 故定理 15.7.6 蕴涵 Pf(A) ∈ R×. 对 t
Q 和 A 应用命

题 15.7.5, 并且留意到 Pf(A) 是关于矩阵元的 n 次齐次多项式, Pf(rA) = rnPf(A), 即
得 detQ = rn.

注记 15.7.8 定理 15.7.6 描述了偶数阶交错矩阵的行列式. 对于 (2n + 1) × (2n + 1)

的交错矩阵 A, 相应的问题是平凡的: t
A = −A 蕴涵 det(A) = (−1)2n+1 det(A) =

− det(A), 从而在 2 ∈ R× 的前提下 detA = 0; 对于一般的 R, 先前证明中的泛化和代
值技术同样能说明 detA = 0.

练习 15.7.9 设 (V,B) 为域 F 上的 2n 维辛空间, char(F ) 6= 2. 定义

GSp(V ) :=
{
g ∈ GL(V ) : ∃t ∈ F×, ∀x, y ∈ V, B(gx, gy) = tB(x, y)

}
.

(i) 说明 GSp(V ) 是 GL(V ) 的子群, 而定义中的 t 由 g 唯一确定, 称为 g ∈ GSp(V )

的相似比; 说明 g 7→ t 给出群同态 ν : GSp(V )→ F×.

(ii) 说明 ker(ν) 等于例 11.1.13 介绍的辛群 Sp(V ), 而 ν 满.

(iii) 说明若 g ∈ GSp(V ), 则 det g = ν(g)n. 特别地, Sp(V ) ⊂ SL(V ).

提示 应用推论 15.7.7.

群 GSp(V ) 的元素也称为 V 上的辛相似变换.

15.8 Amitsur–Levitzki定理
设 A 为域 F 上的代数. 所谓 A 上的多项式恒等式, 意谓 F 上的一个 m 元非交换

多项式 f 6= 0, 按照注记 15.6.10 的方式理解 (m ∈ Z≥1), 使得对 f 的变元 Y1, . . . , Ym

代入任何 a1, . . . , am ∈ A 均为 0. 初步例子:

? 若 R 为交换 F 代数, 可取 f = Y1Y2 − Y2Y1;

? 若 R 为 Mn×n(F ) 的上三角子代数, 可取 f = (Y1Y2 − Y2Y1)n (请证明).

选定 n ∈ Z≥1. 本节旨在为 A = Mn×n(F ) 具体地写下一个多项式恒等式, 此处的
F 还能进一步取为任何交换环. 行将介绍的两则引理既是证明所需, 在其他场合也多有
应用.

引理 15.8.1 设 R 为交换环, A ∈ Mn×n(R). 将 CharA ∈ R[X] 展开成

CharA = (−1)nbn + (−1)n−1bn−1X + · · · − b1Xn−1 +Xn,
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另规定 b0 = 1, 则对所有 1 ≤ k ≤ n 皆有

Tr(Ak)− b1 Tr(Ak−1) + b2 Tr(Ak−2) + · · ·+ (−1)k−1bk−1 Tr(A) + (−1)kkbk = 0.

证明 每个 bi 都是关于 A 的矩阵元的多项式, 于是所求断言是关于 A 的矩阵元的多
项式等式, 而且涉及的系数都是无关 R 的整数. 照搬命题 15.7.5 证明的 “泛化” 手法,
原断言便化约到 R 为某个域 F ⊃ Q 的情形.

适当扩张域 F , 不妨假定 CharA 分裂, 从而 A 共轭于某个上三角矩阵, 对角
元记为 λ1, . . . , λn. 于是 b1, . . . , bn 能以 n 元初等对称多项式 e1, . . . , en 表作 bi =

ei(λ1, . . . , λn). 规定 e0 = 1.
另一方面, 称为幂和的对称多项式

pk =

n∑
i=1

Xk
i , 1 ≤ k ≤ n;

满足 Tr(Ak) = pk(λ1, . . . , λn). Newton 公式 (见 [10, 定理 5.8.7] 或本书关于对称多项
式的习题) 说明

pk − e1pk−1 + e2pk−2 + · · ·+ (−1)k−1ek−1p1 + (−1)kkek = 0

对所有 1 ≤ k ≤ n 成立. 将此式在 (λ1, . . . , λn) 处代值即完成证明.

引理 15.8.2 设 R 为满足 n! ∈ R× 的交换环, A ∈ Mn×n(R), 而且 Tr(Ak) = 0 对所有
1 ≤ k ≤ n 成立, 则 An = 0n×n.

证明 由于对每个 1 ≤ k ≤ n 皆有 k ∈ R×, 引理 15.8.1 配合条件 Tr(A1) = · · · =
Tr(An) = 0 即刻给出 bk = 0. 这就说明 CharA = Xn, 从而 Cayley–Hamilton 定理蕴
涵 An = 0n×n.

继续设 R 为交换环. 对所有 r, n ∈ Z≥1 和 B1, . . . ,Br ∈ Mn×n(R), 命
S(B1, . . . ,Br) :=

∑
σ∈Sr

sgn(σ)Bσ(1) · · ·Bσ(r).

引理 15.8.3 当 r 为偶数时 2TrS(B1, . . . ,Br) = 0.

证明 考虑轮换 ξ := (2 · · · r 1). 对所有 σ ∈ Sr 皆有
Tr
(
Bσ(1) · · ·Bσ(r)

)
= Tr

(
Bσ(2) · · ·Bσ(r)Bσ(1)

)
= Tr

(
Bσξ(1) · · ·Bσξ(r)

)
.

另一方面, r 为偶数蕴涵 sgn(σξ) = − sgn(σ).

定理 15.8.4 (S. A. Amitsur, J. Levitzki) 设 R 为交换环, 则对所有 A1, . . . ,A2n ∈
Mn×n(R) 皆有 S(A1, . . . ,A2n) = 0n×n, 亦即∑

σ∈S2n

sgn(σ)Aσ(1) · · ·Aσ(2n) = 0n×n.
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证明 (S. Rosset) 所求断言是关于 2n3 个矩阵元的一族多项式等式, 系数是无关 R

的整数, 因此照搬命题 15.7.5 证明的手法, 同样可将问题化到 R 等于某个域 F ⊃ Q 的
情形.

将 F 2n 嵌入为外代数 Λ :=
∧
(F 2n) 的子空间. 以 Λ 上的矩阵运算定义

A := A1e1 + · · ·+A2ne2n ∈ Mn×n(Λ).

展开计算可见对所有 k ≥ 1 皆有

Ak =
∑

i1<···<ik

S(Ai1 · · ·Aik)

∈Mn×n(F )

ei1 ∧ · · · ∧ eik ;

作为特例,
S(A1, . . . ,A2n)e1 ∧ · · · ∧ e2n = A2n = (A2)n.

考虑 Λ 的交换子代数 C :=
⊕

2|d
∧d

(F 2n); 由乘法的交错性, 实际可推得 C ⊂
Z(Λ) (见练习 15.6.6). 注意到 A2 ∈ Mn×n(C). 应用引理 15.8.3 可得

Tr
(
(A2)s

)
在 C 上取

=
∑

i1<···<i2s

TrS(Ai1 · · ·Ai2s)

在 F 上取, =0

ei1 ∧ · · · ∧ ei2s = 0

对所有 s ≥ 1 成立, 从而引理 15.8.2 (环取为 C) 蕴涵 (A2)n = 0n×n. 配合定理 15.6.7
(ii) 进一步推得 S(A1, . . . ,A2n) = 0n×n. 明所欲证.

按本节开头的说法, Amitsur–Levitzki 定理 15.8.4 表明 n × n 矩阵代数满足以下
非交换多项式所确定的多项式恒等式.

f =
∑

σ∈S2n

sgn(σ)Yσ(1) · · ·Yσ(2n).

15.9 特征零的情形
在一些旧式教材中, 对称代数与外代数并非 T (V ) 的商空间, 而是 T (V ) 的子空间,

乘法的描述也不同. 基于子空间的构造仅适用于 char(F ) = 0 的情形. 以下会通这两种
观点, 以方便读者阅读文献, 本书不需要相关结论.

给定 F -向量空间 V , 对所有 n ∈ Z≥1, 运用交换约束 (命题 15.2.4) 让 Sn 通过置
换 n 个张量位作用于 V ⊗n, 具体刻画如下: 设 σ ∈ Sn,

σ(ax+ by) = a(σx) + b(σy), a, b ∈ F, x, y ∈ V ⊗n,

σ (v1 ⊗ · · · ⊗ vn) = vσ−1(1) ⊗ · · · ⊗ vσ−1(n), v1, . . . , vn ∈ V.

请读者验证这确实是 Sn 的左作用.
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定义 15.9.1 对所有 n ∈ Z≥1 定义(
V ⊗n)

Sym :=
{
x ∈ V ⊗n : ∀σ ∈ Sn, σx = x

}(
V ⊗n)

∧ :=
{
x ∈ V ⊗n : ∀σ ∈ Sn, σx = sgn(σ)x

}
,

另规定 (V ⊗0)Sym = (V ⊗0)∧ := F . 定义 T (V ) 的子空间

TSym(V ) :=
⊕
n≥0

(
V ⊗n)

Sym ,

T∧(V ) :=
⊕
n≥0

(
V ⊗n)

∧ .

另一方面, 按照对称代数和外代数的定义 15.6.3, 我们有商映射
qSym : T (V )↠ Sym(V ),

q∧ : T (V )↠
∧

(V );

对所有 n, 它们给出从 Tn(V ) 到 Symn(V ) 和 ∧n
(V ) 的满射, 分别记为 qnSym 和 qn∧. 沿

用约定 15.6.12.

定理 15.9.2 设 n ∈ Z≥0. 若 n! ∈ F×, 则 qnSym 和 qn∧ 分别限制为向量空间的同构

(
V ⊗n)

Sym
∼→ Symn(V ),

(
V ⊗n)

∧
∼→

n∧
(V ).

作为推论, 当 char(F ) = 0 时有向量空间的同构

qSym : TSym(V )
∼→ Sym(V ), q∧ : T∧(V )

∼→
∧

(V ).

证明 见 [10, 定理 7.6.10]. 留意到 n = 0 情形是平凡的.

以下阐明 Symn 和 ∧n 与对偶空间的联系.

推论 15.9.3 设 V 是有限维 F -向量空间, n ∈ Z≥0 满足 n! ∈ F×, 则有自然的同构

Symn(V ∨) ' (Symn V )∨,
∧n

(V ∨) ' (
∧n

V )∨.

证明 不妨设 n ≥ 2, 否则问题平凡. 命题 15.3.5 和张量积的泛性质给出同构

(V ∨)⊗n (V ⊗n)∨ Mul(V, . . . , V ;F )

v̌1 ⊗ · · · ⊗ v̌n [C(v1, . . . , vn) =
∏n
i=1 〈v̌i, vi〉],

∼
Ψ

∼
Φ

ΦΨ

其中 v̌i ∈ V ∨ 而 vi ∈ V . 群 Sn 在左端已有作用, 它在右端的作用如下: σ ∈ Sn 映 C

为
σC(v1, . . . , vn) = C

(
vσ(1), . . . , vσ(n)

)
.
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请读者检验同构 ΦΨ 保持 Sn-作用.
注记 15.6.2 和 2 ∈ F× 确保交错等价于反对称. 比较 Sn 的作用可见 ΦΨ 限制为

(V ∨)⊗nSym
∼→ {C :对称} 和 (V ∨)⊗n∧

∼→ {C :交错}. 然而命题 15.6.5 (代入 M = F ) 表明
(Symn V )∨ 和 (

∧n
V )∨ 嵌入 (V ⊗n)∨ 之后分别通过 Φ 对应到对称和交错形式子空间.

综上可见 Ψ 诱导

(V ∨)⊗nSym ' (Symn V )∨, (V ∨)⊗n∧
∼→ (
∧n

V )∨;

再应用定理 15.9.2 即证毕.

以上给出的均是向量空间同构, 未论及乘法. 为了在 T (V ) 的子空间 TSym(V ) (或
T∧(V ) 上反映 Sym(V ) (或 ∧

(V )) 的乘法, 关键在于以下操作.

定义–命题 15.9.4 设 n ∈ Z≥1 而 n! ∈ F×. 定义 V ⊗n 的线性自同态 enSym 和 en∧ 如下:

enSym(x) =
1

n!

∑
σ∈Sn

σx,

en∧(x) =
1

n!

∑
σ∈Sn

sgn(σ)σx.

它们具有以下性质:

(i) enSym (或 en∧) 的像等于 (V ⊗n)Sym (或 (V ⊗n)∧);

(ii) enSym (或 en∧) 限制在 (V ⊗n)Sym (或 (V ⊗n)∧) 上是恒等;

(iii) qnSym

(
enSym(x)

)
= qnSym(x) (或 qn∧ (en∧(x)) = qn∧(x)) 对所有 x ∈ V ⊗n 成立.

证明 性质 (i) 和 (ii) 实际是 [10, 定理 7.6.10] 证明前的准备工作. 以 ∧ 的版本为例,
回忆到 sgn : Sn → {±1} 是群同态和 (−1)2 = 1 可知对所有 τ ∈ Sn,

τ

(
1

n!

∑
σ

sgn(σ)σx
)

=
1

n!

∑
σ

sgn(τ) sgn(τσ)(τσ)x

σ′:=τσ sgn(τ) 1
n!

∑
σ′

sgn(σ′)σ′x,

故 im(en∧) ⊂ (V ⊗n)∧, 而当 x ∈ (V ⊗n)∧ 时

en∧(x) =
1

n!

∑
σ

sgn(σ)σx =
1

n!

∑
σ

x = x.

这就一道确立了 (i) 和 (ii). 对于 (iii) 的 ∧ 版本, 交错形式的性质导致 qn∧(σx) =

sgn(σ)qn∧(x), 从而 qn∧(e
n
∧(x)) =

1
n!

∑
σ sgn(σ)qn∧(σx) = qn∧(x).

类推可证 Sym 的版本, 而且更简单.
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鉴于定理 15.9.2, 记 qnSym : (V ⊗n)Sym
∼→ Symn(V ) (或 qn∧ : (V ⊗n)∧

∼→
∧n

(V )) 的
逆映射为 pnSym (或 pn∧). 它们将用于以下结论.

命题 15.9.5 以下设 a, b ≥ 1, 而 (a+ b)! ∈ F× (例如 char(F ) = 0 的情形).

? 对所有 x ∈ (V ⊗a)Sym 和 y ∈ (V ⊗b)Sym,

pa+bSym
(
qaSym(x)qbSym(y)

)
=

a!b!

(a+ b)!

∑
σ∈Sa+b/(Sa×Sb)

σ(xy);

和式中的 σ 实际代表 Sa ×Sb 陪集中的任意代表元, Sa ×Sb 按自明方式嵌入
为 Sa+b 的子群.

? 类似地, 对所有 x ∈ (V ⊗a)∧ 和 y ∈ (V ⊗b)∧,

pa+b∧
(
qa∧(x)q

b
∧(y)

)
=

a!b!

(a+ b)!

∑
σ∈Sa+b/(Sa×Sb)

sgn(σ)σ(xy).

证明 仍以 ∧ 的版本为例. 由于 q∧ : T (V ) →
∧
(V ) 是同态, qa∧(x)qb∧(y) = qa+b∧ (xy).

定义–命题 15.9.4 (iii) 蕴涵

qa+b∧ (xy) = qa+b∧
(
ea+b∧ (xy)

)
= qa+b∧

 1

(a+ b)!

∑
σ∈Sa+b

sgn(σ)σ(xy)

 ,

而且右侧括号内是 (
V ⊗(a+b)

)
∧ 的元素. 若 (τ, η) ∈ Sa ×Sb ⊂ Sa+b, 则

(τ, η)(xy) = τ(x)η(y) = sgn(τ) sgn(η)xy = sgn((τ, η))xy,

故 sgn(σ)σ(xy) 只依赖陪集 σ(Sa ×Sb). 每个陪集有 a!b! 个元素, 将右侧括号按陪集
求和, 得到

qa∧(x)q
b
∧(y) = qa+b∧

 a!b!

(a+ b)!

∑
σ∈Sa+b/(Sa×Sb)

sgn(σ)σ(xy)

 .

对其两边同取 pa+b∧ 即可.

命题 15.9.5 排除了 a = 0 或 b = 0 情形, 然而来自 (V ⊗0)Sym = (V ⊗0)∧ = F 的乘
法即纯量乘法. 因此在 char(F ) = 0 的前提下, 定理 15.9.2 连同命题 15.9.5 在 T (V ) 的
子空间 TSym(V ) (或 T∧(V )) 上描述了 Sym(V ) (或 ∧

(V )) 的乘法, 它是对 T (V ) 的乘
法实施对称化 (或反对称化) 的产物.

习题
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1. 设 X 和 Y 为集合, F 为域. 所有映射 f : X → F 构成 F -向量空间 C(X); 同理有 C(Y ).

(i) 对所有 f ∈ C(X) 和 g ∈ C(Y ), 有 C(X × Y ) 的元素 (x, y) 7→ f(x)g(y). 证明这
给出双线性映射 C(X)× C(Y ) → C(X × Y ), 从而按张量积的泛性质确定线性映射
τ : C(X)⊗ C(Y ) → C(X × Y ).

(ii) 证明 τ 是单射.
提示 设∑m

i=1 fi⊗ gi 被映为零, 不失一般性可设 g1, . . . , gm 在 C(Y ) 中线性无关.
从恒等式 ∑m

i=1 fi(x)gi(y) = 0 论证对所有 x 都有 f1(x) = · · · = fm(x) = 0.

(iii) 证明 τ 是满射当且仅当 X 和 Y 其中之一是有限集.
提示 对于 “仅当” 方向, 留意到若 h ∈ im(τ), 则存在 C(Y ) 的有限维子空间 V 使
得 h(x, ·) ∈ V 对所有 x ∈ X 成立. 在 X 和 Y 皆无穷的情形构造不满足上述性质
的 h ∈ C(X × Y ).

(iv) 具体写下一个连续函数 h : R× R → R, 使得 h 无法表如 (x, y) 7→
∑m
i=1 fi(x)gi(y)

之形, 其中 fi, gi 是 R 上的连续函数.

2. 若在张量积的泛性质 (命题 15.1.1 (i)) 中改用图表

V ×W Luniv

L

Buniv

B
∃! φ

对应的资料 (Luniv, Buniv) 是否存在? 有何描述?

3. 试证张量积保余核 (定义 4.12.5). 更精确地说, 设 f : V → V ′ 为线性映射, 证明对所有
F -向量空间 W 皆有同构

coker(f)⊗W coker (f ⊗ idW )

(v′ + im(f))⊗ w v′ ⊗ w + im(f ⊗ idW )

∼

此处 f ⊗ idW 是 f 诱导的线性映射 V ⊗W → V ′ ⊗W . 对于 idW ⊗ f 或多元张量积也有
类似的同构.
提示 最简单的方法是检验双向都是良定义的线性映射, 而且互逆.

4. 说明张量积保商. 更精确地说, 设 V0 为 V 的子空间, 以命题 15.2.9 (ii) 将 V0 ⊗W 嵌入
为 V ⊗W 的子空间, 则有同构

(V /V0)⊗W
∼→ (V ⊗W )/(V0 ⊗W )

(v + V0)⊗ w 7→ v ⊗ w + (V0 ⊗W ).

提示 在前一道习题中取 f 为包含映射 V0 ↪→ V .

5. 说明域上的张量积保核. 更精确地说, 设 f : V → V ′ 为线性映射, 则 ker(f) ⊗W
∼→

ker(f ⊗ idW ), 映法写作 v ⊗ w 7→ v ⊗ w.
提示 先以 im(f) 代 V ′, 以命题 15.2.9 (ii) 将问题化到 f 满的情形, 记 j 为包含
映射 ker(f) ↪→ V , 此时 f 可等同于 V ↠ coker(j). 用上一题将 f ⊗ idW 等同于
V ⊗W ↠ coker(j ⊗ idW ), 以推导 ker(f ⊗ idW ) = im(j ⊗ idW ).
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6. 设 V 和 W 为有限维向量空间, 维数都大于 1. 说明

{v ⊗ w : v ∈ V, w ∈W} 6= V ⊗W.

提示 取基 (ei)i 和 (fj)j . 一种方法是注意到∑
i,j xijei⊗ fj := (

∑
i aiei)⊗ (

∑
j bjfj)

的系数是 xij = aibj , 故此时 xijxji = xiixjj .

7. 设 A ∈ Mp×p(F ) 而 B ∈ Mq×q(F ). 试证 det(A⊗B) = (detA)q(detB)p.

8. 设 A 为域 F 上的有限维代数. 对 a ∈ A 和 f =
∑
n cnX

n ∈ F [X] 定义 f(a) :=∑
n cna

n ∈ A. 以下要求 A 作为 F -向量空间是有限维的.

(i) 说明对每个 a ∈ A 都存在 f ∈ F [X]∖ {0} 使得 f(a) = 0.

(ii) 仿照线性映射的情形, 应用 (i) 对 a ∈ A 定义其极小多项式.

(iii) 说明 a 可逆当且仅当它有左逆, 当且仅当它有右逆, 而且此时存在 f ∈ F [X] 使得
a−1 = f(a).
提示 若 a 有左逆或右逆, 则极小多项式的常数项必非零, 由此能以 a 的多项式表
出 a−1.

9. 设 R 为环. 对右 R-模 M , 左 R-模 N 和交换群 A (群运算写作加法), 满足以下性质的映
射 B :M ×N → A 称为平衡积:

? B(x+ x′, y) = B(x, y) +B(x′, y),
? B(x, y + y′) = B(x, y) +B(x, y′),
? B(xr, y) = B(x, ry) 对所有 r ∈ R 成立.

记所有平衡积构成的集合为 Bil(M,N ;A); 它自然地对加法成群.

(i) 仿照向量空间的张量积, 说明存在交换群 M ⊗
R
N 连同平衡积 Buniv : M × N →

M ⊗
R
N , 使得对所有 A 皆有群同构

{
群同态M ⊗

R
N → A

}
∼→ Bil(M,N ;A)

ϕ 7→ ϕBuniv.

(ii) 说明上述泛性质唯一地刻画了 M ⊗
R
N 连同 Buniv, 精确到唯一同构. 今后称 M ⊗

R
N

为 M 和 N 的张量积, 并且记 Buniv(x, y) = x⊗ y.

(iii) 说明若 M 是 (Q,R)-双模, N 是 (R,S)-双模 (见第十二章习题), 则 M ⊗
R
N 具有自

然的 (Q,S)-双模结构使得

q(x⊗ y)s = qx⊗ ys, q ∈ Q, s ∈ S.

(iv) 在 R 为交换环的情形, 说明 R-模的张量积仍是 R-模. 提示 任何 R-模皆可视为
(R,R)-双模, 方法是定义 rxr′ := (rr′)x.

(v) 试将结合约束 (命题 15.2.2), 幺约束 (命题 15.2.3), 保直和性质 (命题 15.2.5), 基的
描述 (推论 15.2.6) 和保满射性质 (命题 15.2.9 (i)) 推广至任意环 R 上的张量积.
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(vi) 对于交换环 R 上的模, 试推广张量积的交换约束 (命题 15.2.4), 并将对称代数和外
代数的定义推广至 R-模.

这部分内容也可以参考 [10, §6.5, §7.5].

10. 以下基本性质称为 ⊗ 与 Hom 的伴随关系.

(i) 设 F 为域而 M,N,A 为 F -向量空间. 具体写下 F -向量空间的典范同构

Hom (M ⊗N,A) ' Hom (N,Hom(M,A))

' Hom (M,Hom(N,A))

其中的 Hom 意谓 F -线性映射所成集合, 它们本身也是 F -向量空间.

提示 各项都可以明确而典范地等同于 Bil(M,N ;A).

(ii) 按照前一道习题的内容, 考虑双模的张量积. 设 Q,R, S 为环, 对

M : (Q,R)-双模, N : (R,S)-双模, A : (Q,S)-双模

具体写下加法群的典范同构

Hom(Q,S)-双模

(
M ⊗

R
N,A

)
' Hom(R,S)-双模

(
N,Hom左 Q-模(M,A)

)
' Hom(Q,R)-双模 (M,Hom右 S-模(N,A)) ,

其下标指明 Hom 是何种意义下的同态集; 这些 Hom 集具有自然的模结构, 请见第
十二章习题.

提示 映法和 (i) 类似, 也可以参考 [10, 定理 6.6.5].

(iii) 试将 (i) 诠释为 (ii) 的特例.

11. 若 f : R → R′ 是环同态, 则可以通过 f 使 R′ 自然地成为 (R′, R)-双模. 说明若 M 是左
R-模, 则 R′ ⊗

R
M 按此具有自然的 R′-模结构.

12. 证明若 I, J 是交换环 R 的理想, 则有 R-模同构

(R/I)⊗
R
(R/J) ' R/(I + J).

13. 设 F 是域 E 的子域. 对所有 F -向量空间 V , 依 §15.4 定义 E-向量空间 VE := E ⊗
F
V .

对于所有 F -向量空间 V1, . . . , Vn, 试给出自然的 E-线性同构

(V1 ⊗
F
· · · ⊗

F
Vn)E ' V1,E ⊗

E
· · · ⊗

E
Vn,E .

14. 设 A 为域 F 上的代数. 对所有 a ∈ A 记 La ∈ End(A) 为 F -线性变换 x 7→ ax. 证明
a 7→ La 给出 F -代数的嵌入 L : A ↪→ End(A).

15. 将 A ∈ Mm×n(F ) 视同线性映射 Fn → Fm, 试以子行列式对所有 k ≤ min{m,n} 描述∧kA :
∧k(Fn) → ∧k(Fm).
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16. 设 a, b, c ∈ R3, 证明
xe2 ∧ e3 + ye3 ∧ e1 + ze1 ∧ e2 7→ (x, y, z)

定义的同构 ∧2(R3)
∼→ R3 映 a ∧ b 为向量的叉积 a × b. 其次, 证明关于纯量三重积

的等式
a ∧ b ∧ c = a · (b× c)e1 ∧ e2 ∧ e3.

17. 按下述步骤完成定理 15.6.9 的证明.

(i) 设 V 为 F -向量空间. 验证交换 F -代数 Sym(V ) 连同线性映射 ι : V = Sym1(V ) →
Sym(V )具有以下泛性质: 对所有资料 (A, ιA),其中 A是交换 F -代数而 ιA : V → A

是线性映射, 存在唯一的 F -代数同态 f 使下图交换

V Sym(V )

A.

ι

ιA
f

(ii) 说明泛性质刻画了资料 (Sym(V ), ι), 精确到唯一的同构.

(iii) 现在设 dimV = n ∈ Z≥1, 选定 V 的基 v1, . . . , vn 并定义线性映射 ι′ : V →
F [X1, . . . , Xn] 使得 ι′(vi) = Xi. 说明 (F [X1, . . . , Xn], ι

′) 也满足上述泛性质.

(iv) 依据上述结果补全定理 15.6.9 的证明.

对称代数的上述泛性质并非最精确的, 因为它未涉及直和分解 ⊕
m Symm(V ). 相关的细

化请见 [10, 定理 7.6.6].

18. 承上题, 对张量代数 T (V ) 连同 ι : V = V ⊗1 → T (V ) 给出类似的泛性质刻画.

19. 设 V 是域 F 上的 n 维向量空间, T ∈ End(V ). 证明

det(λ · id − T ) =

n∑
k=0

(−1)k Tr
(∧k

T
)
λn−k.

此处规定 ∧0(V ) = F 而 ∧0 T = idF .

20. 选定 ω ∈
∧p(V ) ∖ {0}, 其中 1 ≤ p ≤ n := dimV . 定义 ann(ω) := {v ∈ V : ω ∧ v = 0}.

若存在 v1, . . . , vp ∈ V 使得
ω = v1 ∧ · · · ∧ vp,

则称 ω 是可分解的.

(i) 说明 ann(ω)是 V 的子空间. 设 x1, . . . , xp ∈ V 线性无关, 证明 ann(x1∧· · ·∧xp) =
〈x1, . . . , xp〉.

(ii) 证明若 ann(ω) 有基 v1, . . . , vr, 则 r ≤ p 而且存在 η ∈
∧p−r(V ) 使得 ω =

v1 ∧ · · · ∧ vr ∧ η.

(iii) 承上题, 说明 r = p 当且仅当 ω 可分解.

21. 承上题, 证明所有 ω ∈
∧n−1(V )∖ {0} 都是可分解的.

提示 选基 v1, . . . , vn, 则 ω ∧ v = c(v)v1 ∧ · · · ∧ vn, 其中 c : V → F 是线性的.
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22. 设 U 和 W 为 V 的 p 维子空间, U 有基 x1, . . . , xp 而 W 有基 y1, . . . , yp. 证明 U = W

当且仅当 x1 ∧ · · · ∧ xp 和 y1 ∧ · · · ∧ yp 成比例.

23. 默认 char(F ) 6= 2. 设 dimV ∈ Z≥2 而 ω ∈
∧2(V ) ∖ {0}. 证明 ω 可分解当且仅当

ω ∧ ω = 0.

24. 按照推论 15.6.8 的方式, 以外代数理解线性映射的行列式, 按此给出 Cauchy–Binet 定理
的另证.

25. 考虑 F -向量空间 V , 要求 char(F ) 6= 2.

(i) 证明 V ⊗2 =
(
V ⊗2

)
Sym ⊕

(
V ⊗2

)
∧, 符号如定义 15.9.1.

(ii) 对所有 F -向量空间 L 证明

Bil(V, V ;L) =
{
B : V × V → L

∣∣对称}⊕ {B : V × V → L
∣∣交错} .

(iii) 基于定理 15.9.2, 试联系 (i) 与 (ii) 的直和分解.
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第十六章 二次型的 Witt 理论

设域 F 满足 char(F ) 6= 2. 在此前关于双线性形式的讨论中, F 上的二次型的基本
定义及分类问题已经得到表述. 然而除了 F 为代数闭域或 F = R 的情形, 该处对分类
问题并未取得其它实质进展.

如今既然拥有更深入的代数工具, 本章将复归二次型的主题, 在一般的域 F 上进
一步梳理其结构. 这部分的主要结论归功于 E. Witt [6], 包括搬运定理 16.1.12, 消去定
理 16.2.4, 分解定理 16.2.10 和等价链定理 16.3.6.

Witt 的创新之处还在于他引入了域 F 的 Witt 群 W(F ) (定义–命题 16.3.3), 此群
蕴藏关于 F 上的二次型理论的根本信息. 约略言之, 这是用 F 上的所有非退化二次型
以及直和运算作成的加法群, 但必须对双曲平面 (定义 16.2.5) 取商; 等价的说法则是对
所谓的 Witt 等价 (定义 16.3.1) 取商.

各节内容具体介绍如下. 我们先在 §16.1 介绍域 F 上的二次型及其自同构群, 亦
即正交群, 然后证明 Witt 搬运定理. 随后的 §16.2 先为二次型的对角化 (所谓 “配方”)
提供简短证明, 然后给出关键的 Witt 消去定理与分解定理. 作为示例, 例 16.2.12 简
洁地重证关于实二次型分类的惯性定理. 我们在 §16.3 定义 F 的 Witt 群 W(F ) 与
Grothendieck–Witt 群 Ŵ(F ).
此后, §16.4 引入全迷向子空间的概念. 非退化二次型的极大全迷向子空间格外重

要; 定理 16.4.6 将说明它们可以用正交群彼此搬运, 由此便能得到 Witt 搬运定理的一
则推广 (推论 16.4.7).
在前一节的基础上, §16.5 将证明 Cartan–Dieudonné 定理 16.5.3, 它断言对于非退

化 n 维二次型 (V, q), 正交群 O(V, q) 的所有元素都能写成不超过 n 个镜射的积; 这一
部分具有较强的技术性.

我们接着在 §16.6 引入二次型的张量积, 它实现在对应的向量空间的张量积上. 这
一运算赋予 W(F ) 和 Ŵ(F ) 乘法, 使之成环. 此外, 张量积还给出将二次型从 F 变换
到任意扩域 E 上的自然方法, 不涉及基的选取. 关于这些环在 F = R, C 和有限域情形
的精确描述是 §16.7 的主题.
本章的 §§16.8–16.9 涉及域上的 Hermite 形式. 复向量空间上的 Hermite 形式已

经在复内积的章节谈过, 此处的起点则是更一般的域 E 及满足 τ2 = idE 的自同构
τ : E

∼→ E, 依旧要求 char(E) 6= 2; 它们取代了早先的 C 及复共轭映射 z 7→ z 的角
色. 在此框架下, 仍可定义何谓半双线性映射与 ε-Hermite 形式 (ε = ±1), 理路与 C 上
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602 第十六章 二次型的 Witt 理论

类似. 如果取 τE = idE 而 ε = 1 (或 ε = −1), 便能将 E 上的二次型 (或辛形式) 纳入
ε-Hermite 形式的框架.

我们最关心的自然是 τ 6= idE 的情形. 关于二次型的许多结论都能推及此时的
Hermite 形式, 详见定理 16.9.5; 由于论证总体类似, 该处仅作简单勾勒.
最后, §16.10 对于更一般的环 R 和称为对合的一类自映射 τ : R → R 勾勒相应

的 ε-Hermite 形式理论, 但要求 2 ∈ R×. 由于 R 未必是域, 甚至未必是除环, 先前的
有限维 E-向量空间需替换为定义 16.10.5 所谓的有限生成投射 R-模, 由此引出正则
ε-Hermite 模的概念 (定义 16.10.8). 我们将扼要地讨论两种简单例子:

▷ 四元数情形 R = H 而 τ(q) = q (例 16.10.11), 在 ε = 1 时容易证明四元数版本的
惯性定理 16.10.12;

▷ 直积情形 R = F ×F , 其中 F 是域, 而 τ(x, y) = (y, x) (例 16.10.13), 该处将解释
如何将正则 ε-Hermite 模理论化约为有限维 F -向量空间理论.

本章 §§16.9–16.10 的证明将比较简略.
在一般的域或环上研究 Hermite 形式并非只为追逐抽象, 它们之于数论或表示论

领域的许多问题实属必要. 此外, Q 或其有限扩域上的二次型理论也有丰富的算术内
涵. 由于这些面向需要更多数论背景, 最低限度也需要 p-进数的知识, 本书就此打住.

阅读提示
本章默认域的特征不等于 2, 在 §16.10 则相应地要求环 R 满足 2 ∈ R×. 在更一
般的域或环上依然能开展二次型或 Hermite 形式的理论, 也确实有所应用, 但技
术上复杂不少, 故本章未予讨论. 感兴趣的读者宜参考专著, 如 [3].

阅读顺序
§16.1

§16.2 §16.3 §16.4

§16.5

§16.6

§16.7

§16.8

§16.9

§16.10
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16.1 二次型与正交群
今后默认 F 是满足 char(F ) 6= 2 的域. 根据定义 8.4.4, 所谓二次型, 意谓资料

(V,B), 其中 V 是有限维 F -向量空间, 而 B : V × V → F 是对称双线性形式.

? 此二次型的维数定义为向量空间 V 的维数.

? 若 x, y ∈ V 满足 B(x, y) = 0, 则称它们正交, 写作 x ⊥ y;

? 给定子空间 U1, U2 ⊂ V , 若 B|U1×U2
= 0 则称 U1 和 U2 正交, 写作 U1 ⊥ U2;

? 对任意子空间 U ⊂ V , 定义 U⊥ := {v ∈ V : ∀u ∈ U, B(u, v) = 0}, 因此 B 的根
基等于 V ⊥, 而 (V,B) 非退化当且仅当 V ⊥ = {0}.

一族二次型 (V1, B1), . . . , (Vn, Bn) 的直和 (V,B) := (
⊕

i Vi,
⊕

iBi) 也是二次型.
由于 B 的刻画是 B|Vi×Vi

= Bi 和 i 6= j =⇒ Vj ⊥ Vj , 二次型的直和又称为正交直和.
易见 (V,B) 非退化当且仅当所有 (Vi, Bi) 皆非退化.

定义–命题 16.1.1 设 (V,B) 为二次型, U 为 V 的子空间, 则 U 上的二次型 BU :=

B|U×U 的根基等于 U⊥ ∩ U . 若 (U,BU ) 非退化, 则 V = U ⊕ U⊥, 此时我们称 U 为非
退化子空间.

证明 关于根基的断言近乎同义反复. 现在设 (U,BU ) 非退化, 故 U ∩U⊥ = {0}. 取 U

的基 u1, . . . , um. 可取 u′1, . . . , u
′
m ∈ U 使得

B(ui, u
′
j) =

{
1, i = j,

0, i 6= j;

事实上, 它们是对偶基 ǔ1, . . . , ǔm ∈ U∨ 在 BU 对应的同构 U
∼→ U∨ 之下的像. 于是对

任意 v ∈ V , 考虑 B(ui, ·) 可得

v −
m∑
i=1

B(ui, v)u
′
i ∈ U⊥,

故 V = U + U⊥. 分解得证.

若 (V,B) 和 (U,BU ) 皆非退化, 则定义–命题 16.1.1 之前的讨论说明 (U⊥, BU⊥)

亦然.

约定 16.1.2 指定 B 相当于指定由 q(v) = B(v, v) 确定的映射 q : V → F , 是故资
料 (V, q) 或 q 本身也经常用以指代二次型, 视场合而定, 此时 B(x, y) = 1

2 (q(x + y) −
q(x)− q(y)).

二次型的直和也依此简记为 q1 ⊕ · · · ⊕ qn 的形式.
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604 第十六章 二次型的 Witt 理论

定义 16.1.3 设 (V1, B1) 和 (V2, B2) 为二次型.

? 若线性映射 ϕ : V1 → V2 对所有 x, y ∈ V1 皆满足 B2(ϕ(x), ϕ(y)) = B1(x, y), 则
称 ϕ 为等距; 等价的刻画是 q2ϕ = q1.

? 若 ϕ : V1 → V2 既是等距又是线性同构, 则称 ϕ 为从 (V1, B1) 到 (V2, B2) 的同构,
或更简洁地说是从 q1 到 q2 的同构. 此时 ϕ−1 也是等距.

今后将同构记为 (V1, B1) ' (V2, B2), (V1, q1) ' (V2, q2), 或者更简洁的 q1 ' q2.

二次型也有行列式的概念. 选定 V 的有序基,将其等同于 Fn,从而 B : V ×V → F

等同于对称矩阵 A ∈ Mn×n(F ). 二次型非退化当且仅当 A 可逆. 换基相当于将 A 代
换为 A′ =

t
P AP , 其中 P ∈ GL(n, F ), 于是

detA′ = detA(detP )2.

定义群 F× 的子群 F×2 :=
{
t2 : t ∈ F×}. 因此行列式在 F×2 对 F 的乘法作用下

的轨道
detA · F×2 ∈ F/F×2

对换基不变, 从而是二次型的同构不变量.

定义 16.1.4 以上定义的 F×2-轨道称为二次型 (V,B)或 (V, q)的行列式,简记为 det q.
规定零维二次型的行列式为轨道 F×2.

一如我们迄今学习到的所有代数结构, 自同构或曰对称性在二次型理论中扮演关
键角色.

定义 16.1.5 (正交群) 二次型 (V, q) 的正交群是

O(V, q) := {q 的自同构} ;

这是 V 的线性自同构群 GL(V ) 的子群, 也简记为 O(V ). 另记

SO(V, q) := O(V, q) ∩ SL(V ).

对于 V = {0} 的情形, 规定 O(V, q) 为平凡群.

注记 16.1.6 对于任意 t ∈ F×, 定义 tq 为 V 上的二次型 v 7→ t · q(v). 尽管一般而言
tq 6' q, 但 O(V, q) = O(V, tq).

显然 ±id ∈ O(V, q). 正交群 O(V, q) 中的一类重要元素是镜射, 它们由非迷向向量
给出, 具体定义如下.

定义 16.1.7 给定二次型 (V, q). 若 x ∈ V 满足 q(x) = 0 则称 x 是迷向的, 否则称 x

为非迷向的.
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定义–命题 16.1.8 设 x ∈ V 非迷向. 对所有 v ∈ V 定义

rx(v) = rVx (v) := v − 2B(x, v)

q(x)
x,

则 rx ∈ O(V, q). 我们称 rx 为以直线 Fx 为法向的镜射, 它满足 r2x = id.

证明 显然 rx ∈ End(V ). 既然 x 非迷向, 便有正交分解 V = Fx ⊕ (Fx)⊥. 从定义看
出若 v = ax+ y, 其中 a ∈ F 而 y ⊥ x, 则 rx(v) = −ax+ y. 由此立见 rx ∈ O(V, q) 而
r2x = id.

注记 16.1.9 镜射 rx 在 V = Fx⊕ (Fx)⊥ 之下的描述立即给出 det rx = −1.

镜射只依赖于直线 Fx. 当 F = R 而 B 是内积时, B(x,v)
q(x) x 等于 v 在 Rx 上的正交

投影, 因此这与定义 9.3.14 的镜射是兼容的: 该处的 V0 对应到此处的 (Rx)⊥.
以下两则练习不过是操演定义, 请读者完成.

练习 16.1.10 设 (V, q) 是二次型 (V1, q1), . . . (Vn, qn) 的直和. 说明有群的单同态
n∏
i=1

O(Vi, qi)→ O(V, q)

(gi)
n
i=1 7→ diag(g1, . . . , gn).

练习 16.1.11 作为上一则练习的特例, 若 (V, q) 是二次型而 U 是非退化子空间 (定
义–命题 16.1.1), 则 O(U, q|U ) 通过 V = U ⊕ U⊥ 自然地嵌入为 O(V, q) 的子群. 验证:

(i) 若 x ∈ U 非迷向, 则它作为 V 的元素也是非迷向的;

(ii) 设 x ∈ U 非迷向, 相应地有镜射 rUx ∈ O(U, q|U ), 则 rUx 在 O(V, q) 中的像是 rVx .

从镜射的作用便能推导以下的 Witt 搬运定理.

定理 16.1.12 (E. Witt) 考虑二次型 (V, q). 若 q(x) = q(y) 6= 0,则存在镜射 r ∈ O(V, q)

使得 r(x) = ±y; 特别地, 此时总存在 g ∈ O(V, q) 使得 g(x) = y.

证明 易证 x+ y ⊥ x− y. 此外, 初等的公式

q(x+ y) + q(x− y) = 2q(x) + 2q(y)

表明 x± y 不可能同时迷向.
设 q(x− y) 6= 0, 此时由镜射的描述易得

rx−y(x− y) = −x+ y, rx−y(x+ y) = x+ y,

于是 rx−y(x) = y. 设若 q(x+ y) 6= 0, 则同理有 rx+y(x) = −y. 相应地取 g = rx−y 或
g = −rx+y 即是.
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606 第十六章 二次型的 Witt 理论

推论 16.4.7 将给出定理 16.1.12 的进一步推广.

练习 16.1.13 设 (V, q) 为二次型, dimV 为奇数, 证明有群的互逆同构

SO(V, q)× {±1} O(V, q)

(g,±1) ±g

((deth)h, deth) h.

∼

∼

练习 16.1.14 给定二次型 (V, q), 其正交相似变换群定义为

GO(V, q) :=
{
(g, t) ∈ GL(V ) ∈ F× : ∀v ∈ V, q(g(v)) = tq(v)

}
;

条件也可以等价地写为 B(gx, gy) = tB(x, y) 对所有 x, y ∈ V 成立, 其中 B(x, y) :=
q(x+y)−q(x)−q(y)

2 .

(i) 说明 GO(V, q) 确实是 GL(V ) × F× 的子群; 当 q 不恒为零时, 它也能通过
(g, t) 7→ g 视同 GL(V ) 的子群.

(ii) 说明 (g, t) 7→ t 给出群同态 ν : GO(V, q) → F×, 称为相似比同态; ker(ν) 等同于
O(V, q).

(iii) 说明 g ∈ GO(V, q) 蕴涵 (det g)2 = ν(g)dimV (请与练习 15.7.9 (iii) 对比).

(iv) 像 im(ν) 总是包含 F×2; 举例说明 ν 未必满. 提示 可考虑 F = R 而 q 正定
的例子.

16.2 消去定理与分解定理
本节从关于对角二次型的定义起步.

定义 16.2.1 设 a1, . . . , an ∈ F . 记 n 元二次齐次多项式
∑n
i=1 aiX

2
i 在 Fn 上给出的

二次型为 〈a1, . . . , an〉.

因此 〈a1, . . . , an〉 = 〈a1〉⊕ · · ·⊕〈an〉,对应的对称矩阵是对角矩阵 diag(a1, . . . , an),
而

det 〈a1, . . . , an〉 =
n∏
i=1

ai · F×2.

由此可见 〈a1, . . . , an〉 非退化的充要条件是 a1, . . . , an ∈ F×.
我们熟悉如何以配方法将二次型化到 〈a1, . . . , an〉 的形式. 配方具有算法的意味,

但对角化也有简单的抽象证明, 而且结论有所细化.

命题 16.2.2 任何二次型 (V, q) 都同构于形如 〈a1, . . . , an〉 的二次型, 其中 n = dimV .
进一步, 若 x ∈ V 非迷向, 则 a1 可以取为 q(x).
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证明 对 n 递归地论证. 若 q 恒等于 0 则 q ' 〈0, . . . , 0〉, 构造结束. 否则可取非迷
向的 x ∈ V ∖ {0}, 对之命 a1 := q(x) ∈ F×. 观察到 Fx 非退化, 故定义–命题表明
V = Fx⊕ (Fx)⊥.

若 n = 1 则 V = Fx 而 q ' 〈a1〉, 构造结束, 否则对 q 在 (Fx)⊥ 上的限制递归地
操作, 可得 q ' 〈a1〉 ⊕ 〈a2, . . .〉 = 〈a1, a2, . . .〉.

以下例子说明对角化涉及的系数并非唯一.

例 16.2.3 设 a ∈ F 而 b ∈ F×, 显见

〈a〉 '
〈
ab2
〉
;

若要求 a+ b 6= 0, 则
〈a, b〉 ' 〈a+ b, ab(a+ b)〉 .

论证如下. 将 〈a, b〉 实现在 F 2 上, 取标准基 e1, e2. 易见 e1 + e2 和 be1 − ae2 仍是基,
相互正交, 并且有 q(e1 + e2) = a+ b 和 q(be1 − ae2) = ab(a+ b).

以下结论称为 Witt 的消去定理.

定理 16.2.4 (E. Witt) 设二次型 (Vi, qi) (其中 i = 0, 1, 2) 满足 q0 ⊕ q1 ' q0 ⊕ q2, 而且
q0 非退化, 则 q1 ' q2.

证明 不妨设 q0 = 〈a1, . . . , an〉. 对 n 递归地论证, 可将问题化到 q0 = 〈a〉 的情形
(a ∈ F×). 命 (V, q) := (F, 〈a〉)⊕ (V1, q1) 和 (V ′, q′) := (F, 〈a〉)⊕ (V2, q2). 按照条件, 存
在同构 ϕ : (V ′, q′)

∼→ (V, q). 定义 V 的元素

x := (1, 0
V1

), y := ϕ(1, 0
V2

); q(x) = a = q(y).

于是有
V2 ∼

φ|V2

(Fy)⊥ ⊂ V ⊃ (Fx)⊥ = V1.

综上, 原问题归结为证明给定二次型 (V, q) 和 x, y ∈ V , 若 q(x) = a = q(y) ∈ F×,
则必有 g ∈ O(V, q) 使得 g((Fx)⊥) = (Fy)⊥. 然而定理 16.1.12 给出 g ∈ O(V, q) 使得
g(x) = y, 故 g((Fx)⊥) = (Fy)⊥.

定理 16.2.4 中出现了非退化的条件. 就二次型的分类而论, 处理非退化情形已然足
够. 何以故? 给定二次型 (V, q),记其根基为 R(V ); 任取子空间 K 使得 V = R(V )⊕K,
相应地有二次型的直和分解

(V, q) = (R(V ), 0)⊕ (K, q|K),

而且从根基的定义和 K ∩R(V ) = {0} 易知 q|K 非退化; 见命题 8.3.6. 事实上, B 诱导
V /R(V ) 上的对称双线性形式 B : V /R(V ) × V /R(V ) → F , 使得同构 K

∼→ V /R(V )
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608 第十六章 二次型的 Witt 理论

实际是二次型的同构 (这是简单的练习 8.3.7); 因此上述分解中的 (K, q|K) 的同构类由
(V, q) 唯一确定. 这就将二次型的分类问题简化到非退化情形.

现在着手对非退化二次型作进一步的分解, 为此需要引进一种简单而特殊的二
次型.

定义 16.2.5 二元二次多项式 X1X2 在 F 2 上给出的非退化二次型称为双曲平面1), 记

为 H; 对应的 q : F 2 → F 为 q(x1, x2) = x1x2, 对应的对称矩阵则是

 1
2

1
2

.

另以 mH 代表 H⊕m := H⊕ · · · ⊕ H (共 m 份), 当 m = 0 时将此理解为零维空间
上的二次型, 简称零二次型.

定义 16.2.6 给定非退化二次型 (V, q) 和 V 的子空间 U . 若存在迷向的 u ∈ U ∖ {0},
则称 U 为迷向子空间, 否则称之为非迷向子空间.

若 V 本身是迷向子空间, 则称二次型 (V, q) 或 q 迷向, 否则称之为非迷向二次型.

按照上述定义, 零二次型非迷向.

命题 16.2.7 所有迷向 2 维非退化二次型 (V, q) 皆同构于 H. 更精确地说, 若 x ∈
V ∖ {0} 满足 q(x) = 0, 则存在同构 ϕ : (V, q)

∼→ H 使得 ϕ(x) = (1, 0) ∈ F 2.

证明 将断言中的 x 扩充为基 x, y, 则必有 B(y, x) 6= 0, 否则 x 将属于 B 的根基. 将
y 伸缩后可假设 B(y, x) = 1. 命 b := q(y), 则

z :=
−b
4
x+

1

2
y ∈ V

满足 q(z) = 0 和 B(z, x) = 1
2 . 易证 ϕ : rx+ sz 7→ (r, s) ∈ F 2 给出同构 (V, q)

∼→ H.

推论 16.2.8 对所有 a ∈ F× 皆有 H ' 〈a,−a〉.

证明 基于命题 16.2.7, 说明 F 2 上的非退化二次型 〈a,−a〉 迷向即足: 它显然映 (1, 1)

为 0.

引理 16.2.9 若非退化二次型 q 迷向, 则存在 q′ 使得 q ' H⊕ q′.

证明 取 x 6= 0 使得 q(x) = 0; 按照非退化性质, 存在 y /∈ Fx 使得 B(x, y) 6= 0, 不
难验证 W := Fx ⊕ Fy 是非退化子空间, 此外它还是迷向的. 基于命题 16.2.7 可知
q|W ' H. 取 q′ := q|W⊥ .

现在可以表述 Witt 的分解定理.

定理 16.2.10 (E. Witt) 所有非退化二次型 q 都有分解 q ' qani ⊕mH, 其中 qani 是非
迷向的, 而 qani 的同构类和 m ∈ Z≥0 由 q 的同构类唯一确定.

1)切莫和双曲几何学中的双曲平面混淆.
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证明 应用引理 16.2.9 逐步从 q 分离出 H, 直到抵达非迷向二次型为止, 由此得到分
解的存在性.

至于唯一性, 设有 qani ⊕mH ' q′ani ⊕m′H, 不失一般性可设 m ≥ m′. 消去定理
16.2.4 蕴涵 qani ⊕ (m−m′)H ' q′ani, 而右侧非迷向, 故 m = m′, 从而 qani ' q′ani.

定义 16.2.11 给定非退化二次型 q. 定理 16.2.10 中的分解称为 q 的 Witt 分解, qani

的同构类称为 q 的非迷向核, m 称为 q 的 Witt 指数.

例 16.2.12 取 F = R. 因为非零实数的平方和总是正数, 一个非退化二次型非迷向的
充要条件是它形如 〈1, . . . , 1〉 或 〈−1, . . . ,−1〉. 因为 H ' 〈1,−1〉,

〈1, . . . , 1〉
a 份

⊕mH ' 〈1, . . . , 1〉
a+m 份

⊕〈−1, . . . ,−1〉
m 份

,

〈−1, . . . ,−1〉
b 份

⊕mH ' 〈1, . . . , 1〉
m 份

⊕〈−1, . . . ,−1〉
b+m 份

.

于是 Witt 分解定理蕴涵实二次型的惯性定理的非退化版本, 而实二次型的符号差等于
m 或 −m, 取决于 qani 正定或负定.

在 §16.3 将需要以下的技术性结论.

引理 16.2.13 设 q 和 q′ 为非迷向非退化二次型, q ⊕ (−q′) 的 Witt 指数 ≥ n, 其中
n ∈ Z≥1, 则存在非退化二次型 r, q1, q

′
1 使得

dim r = n, q ' r ⊕ q1, q′ ' r ⊕ q′1.

证明 先从 n = 1情形起步. 此时 q⊕(−q′)迷向,故存在 x和 x′使得 q(x) = q′(x′) 6= 0.
此时命题 16.2.2 给出所求的 r = 〈q(x)〉 = 〈q′(x′)〉 和 q1, q′1.

接着设 n > 1. 用前一步结果得到分解 q ' 〈a〉 ⊕ q2 和 q′ ' 〈a〉 ⊕ q′2. 留意到 q2 和
q′2 仍非迷向. 从

q ⊕ (−q′) ' 〈a,−a〉 ⊕ q2 ⊕ (−q′2) ' H⊕ q2 ⊕ (−q′2)

可见 q2 ⊕ (−q′2) 的 Witt 指数为 q ⊕ (−q′) 的 Witt 指数减 1. 递归操作.

16.3 Witt群
Witt 分解定理 16.2.10 表明非迷向二次型是理解一般的非退化二次型的钥匙, 以

下讨论均以此为基础. 回忆到 qani 代表非退化二次型 q 的非迷向核.

定义 16.3.1 (Witt等价) 设 q 和 q′ 为非退化二次型. 若 qani ' q′ani, 则称 q 和 q′ 为
Witt 等价的, 记为 q ∼ q′.

举例明之, mH (见定义 16.2.5) 按此等价于零二次型.
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610 第十六章 二次型的 Witt 理论

引理 16.3.2 非退化二次型 q 和 q′ 满足 q ∼ q′ 的充要条件是存在 m,m′ ∈ Z≥0 使得
q ⊕m′H ' q′ ⊕mH.

证明 取 Witt 分解 q ' qani ⊕ nH 和 q′ ' q′ani ⊕ n′H.
若 q ⊕m′H ' q′ ⊕mH, 则比较两边的 Witt 分解可得 qani ' q′ani, 即 q ∼ q′.
反之若 q ∼ q′ 则 qani ' q′ani, 故取 m = n 和 m′ = n′ 满足所求.

今后记非退化二次型 q 的 Witt 等价类为 [q].

定义–命题 16.3.3 (Witt群) 记 W(F ) 为 F 上的所有非退化二次型对 Witt 等价 ∼ 的
商集2), 则 [q1] + [q2] := [q1 ⊕ q2] 在 W(F ) 上给出良定义的二元运算, 使之成为交换群,
以零二次型为零元. 我们称 W(F ) 为域 F 的 Witt 群. 它满足 [−q] = −[q].

证明 设 q1 ∼ q′1, 按引理 16.3.2 取 m 和 m′ 使得 q1 ⊕m′H ' q′1 ⊕mH, 则

q1 ⊕ q2 ⊕m′H ' q′1 ⊕ q2 ⊕mH,

而这又说明 q1 ⊕ q2 ∼ q′1 ⊕ q2. 同理可证若 q2 ∼ q′2 则 q1 ⊕ q2 ∼ q1 ⊕ q′2.
综上可知 [q1] + [q2] := [q1 ⊕ q2] 是良定义的二元运算. 这使 W(F ) 成为交换幺半

群: 结合律, 交换律与零元的性质全部化到二次型与直和的层次来验证. 为了说明这是
群, 所需的性质只是 [−q] + [q] = 0.
作对角化 q ' 〈a1, . . . , an〉, 则 −q ' 〈−a1, . . . ,−an〉. 推论 16.2.8 说明 〈ai,−ai〉 '

H 对所有 1 ≤ i ≤ n 成立, 由此知 q ⊕ (−q) ' nH, 故 [q] + [−q] = 0.

推论 16.3.4 非退化二次型 q1和 q2同构的充要条件是 [q1] = [q2]而且 dim q1 = dim q2.

证明 只须说明充分性. 从 [q1] = [q2] 知存在非迷向的 qani 和 m1,m2 ∈ Z≥0 使得
qi ' qani ⊕miH (i = 1, 2). 进一步比较维数可得 m1 = m2, 故 q1 ' q2.

练习 16.3.5 说明 [q1] = [q2] 蕴涵 dim q1 ≡ dim q2 (mod 2).

Witt 群也有助于非退化二次型的对角化究竟在何种程度上是唯一的. 以下结论又
称为 Witt 等价链定理.

定理 16.3.6 (E. Witt) 设 n ∈ Z≥1. 若非退化二次型 〈a1, . . . , an〉和 〈b1, . . . , bn〉相互同
构, 则同构可以通过例 16.2.3 介绍的两类基本同构〈

ab2
〉
' 〈a〉 , 〈a, b〉 ' 〈a+ b, ab(a+ b)〉

的一连串迭代来实现, 每次只涉及 a1, . . . , an 中的单项或两个相邻项.
2)一些读者可能会问: F 上的全体非退化二次型是否成为一个集合? 此处是否在对一个真类取商? 为了排
除顾虑, 请留意到同构的二次型必然 Witt 等价, 而且有限维向量空间必有基, 故探讨 Witt 等价类时只需考
虑实现在 Fn 上的非退化二次型, n 遍历 Z≥0, 而所有这些二次型构成一个集合, 对之取商毫无问题.
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证明 对 n 递归地论证. 回忆到 ai, bi ∈ F×. 当 n = 1 时, 容易证明 〈a1〉 ' 〈b1〉 当且
仅当 a1b

−1
1 ∈ F×2.

当 n = 2 时, 同构蕴涵有 x1, x2 ∈ F 使得 b1 = a1x
2
1 + a2x

2
2. 若 x2 = 0 则 x1 6= 0

而 〈b1〉 =
〈
a1x

2
1

〉
' 〈a1〉; 消去定理 16.2.4 又导致 〈b2〉 ' 〈a2〉, 从而归结为 n = 1 的情

形. 若 x1 = 0, 按同样方法处理.
接着设 x1, x2 ∈ F×. 将 a1 和 a2 用 F×2 调整后, 不妨就取 x1 = 1 = x2, 亦即

b1 = a1 + a2. 我们有
〈a1, a2〉 ' 〈a1 + a2, a1a2(a1 + a2)〉 ;

在同构 〈a1 + a2, a1a2(a1 + a2)〉 ' 〈b1, b2〉 中消去 〈a1 + a2〉, 得 〈b2〉 ' 〈a1a2(a1 + a2)〉,
亦即 b2 可用 F×2 的元素调整为 a1a2(a1 + a2).

现在设 n ≥ 3. 命 q := 〈a1, . . . , an−1〉和 q′ := 〈b1, . . . , bn−1〉,则 q⊕ (−q′)在W(F )

中的像等于 〈bn,−an〉 的像; 因此 q⊕ (−q′) 的 Witt 指数 ≥ n− 2. 代入引理 16.2.13 可
得一个 n− 2 维二次型, 不妨记为 〈c1, . . . , cn−2〉, 连同 a, b ∈ F×, 使得

q ' 〈c1, . . . , cn−2〉 ⊕ 〈a〉 , q′ ' 〈c1, . . . , cn−2〉 ⊕ 〈b〉 .

上式两边分别与 〈an〉 和 〈bn〉 作直和给出同构的二次型; 两边消去 〈c1, . . . , cn−2〉,
便有 〈a, an〉 ' 〈b, bn〉.
基于递归假设和 n = 2 情形, 通过两类基本同构足以:

? 从 q = 〈a1, . . . , an−1〉 过渡到 〈c1, . . . , cn−2, a〉,

? 从 〈a, an〉 过渡到 〈b, bn〉,

? 从 〈c1, . . . , cn−2, b〉 过渡到 q′ = 〈b1, . . . , bn−1〉.

然而这便指明了如何以两类基本同构从 〈a1, . . . , an〉 过渡到 〈b1, . . . , bn〉, 每次只变动单
项或两个相邻项. 证毕.

与 Witt 群密切相关的另一种群结构是 Grothendieck–Witt 群. 回忆到群运算表作
加法的交换群无非是 Z-模.

定义 16.3.7 (Grothendieck–Witt群) 记M(F )为以 F 上的所有非退化二次型的同构
类为基3)的自由 Z-模, 其元素唯一地写作有限和 m1Jq1K + · · ·+mkJqkK, 其中 k ∈ Z≥0,
mi ∈ Z 而 JqiK 表非退化二次型 qi 的同构类. 定义商模

Ŵ(F ) :=M(F )
/
〈Jq ⊕ q′K− JqK− Jq′K〉 .

基于对角化, 无论 Ŵ(F ) 或 W(F ) 作为交换群都由诸 〈a〉 的等价类生成, 其中 a

遍历 F×. 问题在于描述这些生成元在 Ŵ(F ) 和 W(F ) 中满足哪些关系式. 为此需要
一些准备工作.

3)如同定义–命题 16.3.3 的脚注所述, 所有这些同构类确实构成一个集合.
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612 第十六章 二次型的 Witt 理论

由于 dim(q ⊕′ q) = dim q + dim q′, 取维数给出 Z-模 (亦即交换群) 的满同态

dim : Ŵ(F ) Z∑
imiJqiK ∑

imi dim qi.

此外, 还能定义 Z-模的满同态

π : Ŵ(F ) W(F )∑
imiJqiK ∑

imi[qi].

诚然, 鉴于 W(F ) 中的等式 [q ⊕ q′] − [q] − [q′] = 0, 同态 π 良定义; 又由于形如 [q] 的
元素生成 W(F ), 同态为满.

引理 16.3.8 上述满同态 π 的核为 ZJHK ' Z.

证明 显然 π(JHK) = 0. 接着考虑∑
imiJqiK−∑j njJrjK ∈ Ŵ(F ),其中 mi, nj ∈ Z≥1.

若此元素属于 ker(π), 则 ∑
imi[qi] =

∑
j nj [rj ], 进而存在 m,m′ ∈ Z≥0 使得⊕

i

q⊕mi
i ⊕m′H '

⊕
j

r
⊕nj

j ⊕mH.

然而这便说明 ∑
i

miJqiK−∑
j

njJrjK = (m−m′)JHK.
综上, ker(π) = ZJHK. 由于 dimJHK = 2, 必然有 ZJHK ' Z. 明所欲证.

有鉴于此, W(F ) 的另一种等价描述是作为商 Ŵ(F )/ZJHK.
以下是等价链定理 16.3.6 的应用.

推论 16.3.9 定义 N (F ) 为以 F× 为基的自由 Z-模; 将每个 x ∈ F× 对应的元素写作
〈〈〈x〉〉〉, 则 N (F ) 的元素唯一地表作有限和 m1〈〈〈x1〉〉〉+ · · ·+mk〈〈〈xk〉〉〉, 其中 k ∈ Z≥0, mi ∈ Z
而 xi ∈ F×.

(i) 命 R̂ 为由诸

〈〈〈ab2〉〉〉 − 〈〈〈a〉〉〉 (a, b ∈ F×),

〈〈〈a〉〉〉+ 〈〈〈b〉〉〉 − 〈〈〈a+ b〉〉〉 − 〈〈〈ab(a+ b)〉〉〉 (a, b ∈ F×, a+ b 6= 0)

在 N (F ) 中生成的子模. 我们有 Z-模同构

N (F )
/
R̂

∼→ Ŵ(F )

〈〈〈x〉〉〉+ R̂ 7→ J〈x〉K.
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(ii) 命 R 为 N (F ) 的子模 R̂+
∑
a∈F× Z (〈〈〈a〉〉〉+ 〈〈〈 − a〉〉〉). 我们有 Z-模同构

N (F )
/
R

∼→W(F )

〈〈〈x〉〉〉+R 7→ [〈x〉].

证明 对于 (i), 问题相当于将形如 ∑
i aiJ〈xi〉K 的元素在 Ŵ(F ) 中所能满足的一切关

系式通过 R̂ 中的关系来实现. 读者思考半晌, 应当能够明白定理 16.3.6 足以确保这点.
至于 (ii), 引理 16.3.8 表明 W(F ) ' Ŵ(F )/ZJHK, 故一切归结为 (i) 与推论 16.2.8

的应用.

稍后的 §16.6 将赋予 W(F ) 和 Ŵ(F ) 环结构, 之后 §16.7 将介绍若干例子.

16.4 全迷向子空间
本节应用 Witt 分解与 Witt 等价研究非退化二次型的全迷向子空间. 首先给出

定义.

定义 16.4.1 设 (V, q) 为二次型, U 为 V 的子空间. 若对所有 u ∈ U 皆有 q(u) = 0, 则
称 U 为全迷向的.

子空间 U 全迷向等价于 U ⊂ U⊥.

引理 16.4.2 给定非退化二次型 (V, q) 的全迷向子空间 U , 二次型 q (等价地看, 对称双
线性形式 B) 可以限制到 U⊥/U 上, 记为 q (相应地, B), 它是非退化的; 由此得到二次
型 (U⊥/U, q).

证明 从 U⊥ 的定义立见有良定义的对称双线性形式

B : U⊥/U × U⊥/U F

(x+ U, y + U) B(x, y);

相应地, q(x+ U) = B(x+ U, x+ U) = q(x).
设陪集 x + U 属于 B 的根基, 其中 x ∈ U⊥, 则上述定义和 B 的非退化条件导致

x ∈ (U⊥)⊥ = U . 因此 B 非退化.

我们称 q 是从 q 诱导而来的. 下述结果是引理 16.2.9 的细化. 回忆到二次型 H 底
层的向量空间是 F 2.

引理 16.4.3 给定非退化二次型 (V, q) 和非零全迷向子空间 U ⊂ V , 记 q 在 U⊥/U 上
诱导的二次型为 q. 给定 U 的有序基 x1, . . . , xm, 存在二次型的同构 ψ : q

∼→ mH⊕ q,
使得 ψ(xi) 是第 i 份 H 中的 (1, 0), 其中 i = 1, . . . ,m.
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证明 对 m 递归地操作. 留意到 (Fx2 ⊕ · · · ⊕ Fxm)⊥ ⊋ (Fx1 ⊕ · · · ⊕ Fxm)⊥, 故存在
y ∈ (Fx2 ⊕ · · · ⊕ Fxm)⊥ 使得 B(y, x1) 6= 0, 伸缩后可设 B(y, x1) = 1. 按此定义 V 的
非退化子空间 W := Fx1 ⊕ Fy. 兹断言

(Fx1)
⊥ = Fx1 ⊕W⊥, (16.4.1)

U⊥ = Fx1 ⊕ (W⊥ ∩ U⊥), (16.4.2)
U = Fx1 ⊕ (W⊥ ∩ U)

=Fx2⊕···⊕Fxm

. (16.4.3)

诚然, B(y, x1) = 1 导致 Fx1 ∩W⊥ = {0}. 另一方面

z ∈ (Fx1)
⊥ =⇒ z = B(y, z)x1 + (z −B(y, z)x1) ∈ Fx1 +W⊥,

综上可得 (16.4.1). 如果上式中要求 z ∈ U⊥ ⊂ (Fx1)
⊥, 则易见 i > 1 时也有

z − B(y, z)x1 ∈ (Fxi)
⊥, 故 z − B(y, z)x1 ∈ U⊥. 由此推得 (16.4.2). 最后, 若进一步要

求 z ∈ U , 则 z −B(y, z)x1 ∈ U , 故推得 (16.4.3).
从 W 非退化可知 W⊥ 亦非退化 (定义–命题 16.1.1). 记 q1 := q|W⊥ . 命题

16.2.7 给出同构 q|W
∼→ H 使得 x1 映至 (1, 0). 于是 V = W ⊕ W⊥ 导致有同构

ψ1 : q = q|W ⊕ q1
∼→ H⊕ q1, 满足 ψ1(x1) = (1, 0) ∈ F 2.

若 m = 1 则 (16.4.1) 蕴涵 q1 ' q, 构造完结. 以下设 m ≥ 2. 定义 W⊥ 的子空间

U :=W⊥ ∩ U = Fx2 ⊕ · · · ⊕ Fxm,

它对 q1 仍是全迷向子空间; 递归可得同构

ψ2 : q1
∼→ (m− 1)H⊕ q2

其中 q2 是 q1 在 U
⊥
/U 上诱导的二次型, 而 i > 1 时 ψ2(xi) 是第 i − 1 份 H 中的

(1, 0). 取
ψ := (idH, ψ2)ψ1 : q

∼→ H⊕ (m− 1)H⊕ q2 = mH⊕ q2.

剩余工作是证 q2 ' q. 从 x1 ∈ W 易见 U
⊥

= W⊥ ∩ U⊥. 基于 (16.4.1), (16.4.2)
和 (16.4.3) 按直和取商可得

U
⊥
/U = (W⊥ ∩ U⊥)/(W⊥ ∩ U) ' U⊥/U, v + U 7→ v + U.

这给出二次型的同构 q2
∼→ q. 明所欲证.

命题 16.4.4 给定非退化二次型 (V, q) 的全迷向子空间 U , 则 q 在 U⊥/U 上诱导的二
次型 q 和 q 是 Witt 等价的.

证明 引理 16.3.2 和引理 16.4.3 的直接应用.

继续假定 (V, q) 是非退化二次型. 所谓 V 的极大全迷向子空间, 是指不被任何全
迷向子空间严格包含的全迷向子空间. 基于维数的理由, 它们当然存在.
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命题 16.4.5 符号同上. 设 U 是 V 的极大全迷向子空间, 则:

(i) q 在 U⊥/U 上诱导的二次型 q 是非迷向的, 它同构于 q 的非迷向核 qani;

(ii) dimU = 1
2 (dim q − dim qani), 这也等于 q 的 Witt 指数.

证明 不可能存在非零之 x ∈ U⊥/U 使得 q(x) = 0, 否则将 x 写作陪集 x+ U , 便有更
大的全迷向子空间 U + Fx. 因此 q 是非迷向二次型.

命题 16.4.4 给出 Witt 等价 q ∼ q, 而另一方面 q ∼ qani, 故 q ∼ qani; Witt 等价的
定义 16.3.1 遂表明 q ' qani. 断言 (i) 得证.

对于 (ii), 我们有 dimU⊥ + dimU = dimV 和 dimU⊥ − dimU = dim qani. 两式
联立解出 2dimU = dimV − dim qani. 关于Witt 指数的断言是Witt 分解定理 16.2.10
的直接结论.

定理 16.4.6 设 (V, q) 为非退化二次型, U 和 U ′ 为 V 的极大全迷向子空间. 选定 U

(或 U ′) 的基 x1, . . . , xm (或 x′1, . . . , x
′
m), 则存在 g ∈ O(V, q) 使得

g(U) = U ′,

∀i, g(xi) = x′i.

证明 对 U 的基 x1, . . . , xm 应用引理 16.4.3, 搭配命题 16.4.5 得到同构

ψ : q
∼→ mH⊕ qani,

使得 ψ(xi) 是第 i 份 H 中的 (1, 0). 类似地, 考虑 U ′ 的基 x′1, . . . , x
′
m 也有同构

ψ′ : q
∼→ mH⊕ qani 使得 ψ′(x′i) 是第 i 份 H 中的 (1, 0). 现在取

g := (ψ′)−1ψ ∈ O(V, q)

即所求.

以下是定理 16.1.12 的推广.

推论 16.4.7 (E. Witt) 设 (V, q) 为非退化二次型, U1 和 U2 是 V 的子空间, 而 f :

(U1, q|U1
)

∼→ (U2, q|U2
) 是二次型 (容许退化) 的同构. 此时必存在 g ∈ O(V, q) 使得

g|U1
= f .

证明 分两种情况讨论. 首先设 U1 不是全迷向子空间,则存在 u1 ∈ U1 使得 q(u1) 6= 0;
命 u2 := f(u1). 定理 16.1.12 说明存在 k ∈ O(V, q) 使得 k(u1) = u2. 以 U ′

1 := k(U1) 3
u2 和 f ′ := fk−1|U ′

1
代替 U1 3 u1 和 f , 不妨在原问题中假定 U1 ∩ U2 包含一个非迷向

向量 u 6= 0 使得 f(u) = u. 基于分解

V = Fu⊕ (Fu)⊥, U1 = Fu⊕ ((Fu)⊥ ∩ U1), U2 = Fu⊕ ((Fu)⊥ ∩ U2),

并且注意到 f 给出 (Fu)⊥ ∩ U1
∼→ (Fu)⊥ ∩ U2, 问题进一步化到 (Fu)⊥ 上. 递归处理.
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其次设 U1 是全迷向子空间, 则 U2 亦然. 取 U1 的基 x1, . . . , xr, 相应地 U2 有基
x′1 = f(x1), . . . , x

′
r = f(xr), 然后将它们分别扩充为极大全迷向子空间的基 x1, . . . , xm

和 x′1, . . . , x
′
m. 定理 16.4.5 给出 g ∈ O(V, q) 使得 g(xi) = x′i 恒成立; 特别地, g|U1

= f .
明所欲证.

16.5 Cartan–Dieudonné定理
取 (V, q) 为非退化二次型, V 6= {0}, 相应地有双线性形式 B(x, y) = 1

2 (q(x+ y)−
q(x)− q(y)). 本节的主定理 16.5.3 将说明正交群 O(V, q) 能由镜射生成.

恒等映射 idV 在本节频繁出现, 简记为 1, 零映射 0V 则简记为 0.

引理 16.5.1 设 g ∈ O(V, q), 我们有

(i) ker(g − 1) = im(g − 1)⊥;

(ii) ker(g − 1)⊥ = im(g − 1);

(iii) (g − 1)2 = 0 当且仅当 im(g − 1) 是 V 的全迷向子空间.

(iv) 对所有 w ∈ V 皆有

B((g − 1)w, (g − 1)w) = −2B((g − 1)w,w) = 2B(g(w), (g − 1)(w)).

证明 考虑 (i). 若 g(v) = v 则对所有 w 皆有 B(v, g(w)−w) = B(v, g(w))−B(v, w) =

B(g−1(v), w)−B(v, w) = 0, 故 ⊂ 成立. 另一方面,

dim im(g − 1) = dimV − dim ker(g − 1),

故 im(g − 1)⊥ 和 ker(g − 1) 同维数, ⊂ 改进为等号.
断言 (ii) 是对 (i) 的两边取 (· · · )⊥ 的产物.
考虑 (iii). 等式 (g − 1)2 = 0 等价于 im(g − 1) ⊂ ker(g − 1), 右边因 (i) 等于

im(g − 1)⊥. 这就说明 (g − 1)2 = 0 等价于 im(g − 1) 全迷向.
对于 (iv), 观察到

B ((g − 1)(w), (g − 1)(w)) = B(g(w), g(w))− 2B(g(w), w) +B(w,w)

= 2(B(w,w)−B(g(w), w)).

我们有 B(w,w)−B(g(w), w) = −B((g−1)(w), w);另一方面这也等于 B(g(w), g(w))−
B(g(w), w) = B(g(w), (g − 1)(w)). 证毕.

引理 16.5.2 假设 (g − 1)2 6= 0.

(i) 存在非迷向的 w ∈ V ∖ {0} 使得 x := (g − 1)(w) 或者是 0, 或者非迷向.
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(ii) 若 (i) 中的 x 6= 0, 则 rxg(w) = w, 其中 rx ∈ O(V, q) 是定义–命题 16.1.8 给出的
镜射.

证明 以反证法处理 (i). 设其不成立, 则对所有非迷向的 w ∈ V ∖ {0} 皆有 x :=

(g − 1)(w) 非零且迷向; 特别地, w 和 x 线性无关. 引理 16.5.1 (iv) 蕴涵 B(x,w) = 0.
由此可见二次型限制在子空间 Fw ⊕ Fx 上退化, 故 dimV ≥ 3.

兹断言
∀w ∈ V, B(g(w), w) = B(w,w). (16.5.1)

为此不妨设 w 6= 0. 若 w 非迷向, 前一段论证已给出 (16.5.1). 以下设 w 迷向. 由
dimV ≥ 3 可知 (Fw)⊥ ⊋ Fw. 引理 16.4.2 表明 q 在 (Fw)⊥/Fw 上诱导非退化二次
型; 在其中任取非迷向的非零向量, 则它在 (Fw)⊥ ∖ {0} 中的原像 y 是与 w 正交的非
迷向向量; 于是 (16.5.1) 的已知情形说明 B(g(y), y) = B(y, y).
继续命 u := w + ty, 其中 t ∈ F×; 从

q(u) = B(w + ty, w + ty) = t2B(y, y) 6= 0

可得 u ∈ V ∖ {0} 非迷向. 于是 B(g(u), u) = B(u, u), 亦即

∀t ∈ F×, B(g(w) + tg(y), w + ty)−B(w + ty, w + ty) = 0.

等式左侧整理为

(B(g(y), y)−B(y, y))t2 + (· · · )t+B(g(w), w)−B(w,w).

已知 t2 的系数为零, 又因此多项式有 |F×| ≥ 2 个根 (因为 char(F ) 6= 2), 常数项也必
然为零, (16.5.1) 得证.
结合 (16.5.1) 与引理 16.5.1 (iii) 和 (iv) 推得 (g − 1)2 = 0, 与假设矛盾.
以下处理 (ii). 问题相当于证 gw − 2B(x,g(w))

B(x,x) x = w, 亦即

x =
2B(x, g(w))

B(x, x)
x;

然而上式已由引理 16.5.1 (iv) 料理.

定理 16.5.3 (É. Cartan, J. Dieudonné) 设 (V, q)为非退化二次型,则所有 g ∈ O(V, q)

都能写成至多 dimV 个镜射的乘积.

证明 记 n := dimV . 对 n 递归地论证. 当 n = 1 时 O(V, q) = {±1} 而 −1 是唯一的
镜射. 以下设 n > 1. 兹断言

(∃w ∈ ker(g − 1), q(w) 6= 0) =⇒ g 是至多 n− 1 个镜射的乘积. (16.5.2)

诚然, 此时 g 来自子群 O((Fw)⊥), 故 g 可在 O((Fw)⊥) 中写成至多 n− 1 个镜射的乘
积, 参看练习 16.1.11.
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接着分情况讨论. 首先假定 (g − 1)2 6= 0. 取引理 16.5.2 (i) 中的 w 6= 0 和
x = (g − 1)(w).

? 假若 x = 0, 则 (16.5.2) 表明 g 是至多 n− 1 个镜射的乘积.

? 假若 x 6= 0, 则 x 非迷向, 而引理 16.5.2 (ii) 表明 rxg(w) = w, 故 (16.5.2) 将 rxg

表为至多 n− 1 个镜射的乘积, 于是 g = rx(rxg) 是至多 n 个镜射的乘积.

以下处理 (g−1)2 = 0的情况. 假如存在非迷向的 w ∈ ker(g−1)∖{0},则 (16.5.2)
可资应用. 因此以下进一步假定 ker(g − 1) 全迷向; 这也相当于

ker(g − 1) ⊂ ker(g − 1)⊥
引理 16.5.1 (ii)

im(g − 1).

又因为 (g − 1)2 = 0 蕴涵 im(g − 1) ⊂ ker(g − 1), 遂有 ker(g − 1) = ker(g − 1)⊥, 所以
n = 2 dim ker(g − 1).

由于 g 在 ker(g − 1) 上是恒等, 而且它在 V / ker(g − 1) = V / im(g − 1) 上诱导的
线性映射也是恒等, 故此时 det g = 1.

任取镜射 s, 则 det(sg) = −1 说明 sg 属于此前处理过的其他情况, 从而能表为至
多 n 个镜射的乘积. 于是 g = s(sg) 表为至多 n + 1 个镜射的乘积; 因为 det g = 1 而
n ∈ 2Z, 它不可能是 n+ 1 个镜射的乘积. 明所欲证.

Cartan–Dieudonné 定理 16.5.3 中的镜射个数是最优的, 原因如下. 设 1 ≤ m <

n := dimV 并考虑 m 个镜射 r1, . . . , rm; 每个 ri 都在某个 n − 1 维子空间 Vi 上为恒
等, 故 r1 · · · rm 在维数至少为 n−m ≥ 1 的子空间 ⋂m

i=1 Vi 上为恒等. 所以任何不含特
征值 1 的 g ∈ O(V, q) (例如 −id) 都无法表为 r1 · · · rm.

16.6 环结构: 二次型的张量积
设 (V, q) 和 (V ′, q′) 为二次型, 对应的双线性形式仍记为 B 和 B′. 相应地有线

性映射

α : V ⊗ V → F α′ : V ′ ⊗ V ′ → F

x⊗ y 7→ B(x, y), x′ ⊗ y′ 7→ B′(x′, y′).

基于张量积的结合约束 (命题 15.2.2), 交换约束 (命题 15.2.4) 和幺约束 (命题
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15.2.3) 可得
(V ⊗ V ′)⊗ (V ⊗ V ′) (x⊗ x′)⊗ (y ⊗ y′)

(V ⊗ V )⊗ (V ′ ⊗ V ′) (x⊗ y)⊗ (x′ ⊗ y′)

F ⊗ F B(x, y)⊗B′(x′, y′)

F B(x, y)B′(x′, y′).

∼

α⊗α′

∼

(16.6.1)

上式的合成对应到双线性映射
(V ⊗ V ′)× (V ⊗ V ′)→ F

(x⊗ x′, y ⊗ y′) 7→ B(x, y)B′(x′, y′),

记之为 B ⊗B′. 它仍然是对称的.

定义–命题 16.6.1 将上述对称双线性形式 B ⊗ B′ 所对应的二次型记为 q ⊗ q′ :

V ⊗ V ′ → F , 它满足

(q ⊗ q′)(x⊗ x′) = B(x, x)B′(x′, x′)

= q(x)q′(x′).

此外, q ⊗ q′ 非退化的充要条件是 q 和 q′ 皆非退化.

证明 唯一待证的是关于非退化性质的部分. 不失一般性可设 q = 〈a1, . . . , am〉 而
q′ = 〈b1, . . . , bn〉. 易见 B ⊗B′ 对应于对角元为 ∏

i,j aibj 的 mn×mn 对角矩阵.

容易看出
q ⊗ (q′ ⊗ q′′) ' (q ⊗ q′)⊗ q′′,

q ⊗ q′ ' q′ ⊗ q,
q ⊗ (q′1 ⊕ q′2) ' (q ⊗ q′1)⊕ q ⊗ q′2,
(q1 ⊗ q2)⊗ q′ ' (q1 ⊗ q′)⊕ (q2 ⊗ q′).

在向量空间层次, 上述典范同构全是 §15.2 探讨的内容. 剩下的只是说明这些同构
和二次型匹配, 毫无困难. 此外,

q ⊗ 〈t〉 ' tq ' 〈t〉 ⊗ q, t ∈ F.

引理 16.6.2 给定二次型 (V, q) 和 (V ′, q′). 设 U (或 U ′) 为 V (或 V ′) 的全迷向子空
间, 则 U ⊗ V ′ (或 V ⊗ U ′) 嵌入为 V ⊗ V ′ 的全迷向子空间.

证明 考虑 U 情形即可. 命题 15.2.9 (ii)说明 U ↪→ V 诱导的线性映射 U⊗V ′ → V ⊗V ′

为单, 给出所求嵌入. 全迷向性质直接来自定义–命题 16.6.1 的公式.
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定义–命题 16.6.3 运算 ⊗ 可以定义在 Witt 等价类的层次, 使得 W(F ) 对已有的加法
和 ⊗ 成为交换环, 以 〈1〉 的等价类为乘法幺元. 此结构称为域 F 的 Witt 环4).
类似地, Ŵ(F ) 对已有的加法和 ⊗ 也成为交换环, 称为域 F 的 Grothendieck–

Witt 环, 而 Ŵ(F )→W(F ) 是环的满同态, 以 ZJHK 为核.

证明 关于 Ŵ(F ) 的情形是容易的. 我们定义 Jq1K ⊗ Jq2K := Jq1 ⊗ q2K, 然后按照对每
个变元的加性将二元运算 ⊗ 延拓到 Ŵ(F ) 的所有元素. 乘法运算所需的结合律, 分配
律, 交换律全部化到二次型的层次来检验.

引理 16.3.8 将群 W(F ) 等同于群 Ŵ(F ) 对 ZJHK 的商. 为了将交换环的结构从
Ŵ(F ) 下降到 W(F ), 证明 ZJHK 是 Ŵ(F ) 的理想即可.
考虑二次型 q ⊗mH, 其中 m ∈ Z≥1. 由于 mH 有 m 维全迷向子空间, 引理 16.6.2

蕴涵 q ⊗mH 有 mdim q 维全迷向子空间. 将之扩充为极大全迷向子空间, 然后代入命
题 16.4.5; 比较维数可知 q ⊗mH 的 Witt 分解必然形如 (mdim q)H. 明所欲证.

练习 16.6.4 说明可按 dim[q] := dim q mod 2 定义映射 dim :W(F )→ Z/2Z. 它是环
同态, 而

IF := ker(dim) =
∑
a∈F×

Z [〈1,−a〉] .

提示 显然诸 〈a, b〉 生成 IF , 然而 〈a, b〉 与 〈1, a〉 ⊕ (−〈1,−b〉) Witt 等价.

张量积的另一个功能是变换二次型的域, 这部分涉及 §15.4 的构造.

定义–命题 16.6.5 设 F 为域 E 的子域. 给定有限维 F -向量空间 V 和双线性形式
B : V × V → F , 在 E-向量空间 VE := E ⊗

F
V 上存在唯一的双线性形式 BE 使得

BE(s⊗ x, t⊗ y) = stB(x, y), s, t ∈ E, x, y ∈ V.

进一步, B 非退化 (或对称, 反对称) 当且仅当 BE 亦然. 对于对应到非退化双线性
形式 B 的二次型 (V, q), 我们因而得到域 E 上的二次型 (VE , qE), 它对应到 BE 并满足

qE(t⊗ x) = t2q(x), t ∈ E, x ∈ V.

证明 以 (s, x, t, y) 7→ stB(x, y) 定义四重线性映射

E × V × E × V → E.

它对应到 F -线性映射 (E ⊗
F
V )⊗

F
(E ⊗

F
V )→ E, 由此又得到 F -双线性映射

BE : VE × VE → E

(s⊗ x, t⊗ y) 7→ stB(x, y).

4)莫和 Witt 向量构成的环 [10, §10.9] 混淆, 两者无关.
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容易看出 BE 还是 E-双线性的, 而且上式唯一确定了 BE .
现在选取 V 的基 v1, . . . , vn 将 B 等同于矩阵 A ∈ Mn×n(F ), 则 aij = B(vi, vj).

配合上式立见 BE 对应到 A 在 Mn×n(E) 中的像. 因此 B 非退化 (或对称, 反对称) 当
且仅当 BE 亦然. 关于 qE(t⊗ x) = BE(t⊗ x, t⊗ x) 的公式是自明的.

显然 q ' q′ =⇒ qE ' q′E . 如果 q ' 〈a1, . . . , an〉, 则在 E 的层次也有 qE '
〈a1, . . . , an〉. 取 q = H 则容易看出 HE 等同于 E 上的双曲平面.
非迷向的 q 可能给出迷向的 qE (例如考虑 E = C 和 F = R). 所以 q 7→ qE 在

Witt 环的层次应当取道 Grothendieck–Witt 环来考量. 重点是以下结论.

命题 16.6.6 设 F 为域 E 的子域, 则有环同态如下:

Ŵ(F )→ Ŵ(E) W(F )→W(E)JqK 7→ JqEK, [q] 7→ [qE ].

证明 第一个同态源自 Grothendieck–Witt 环的定义和明显的性质

(q ⊕ q′)E ' qE ⊕ q′E , (q ⊗ q′)E ' qE ⊗ q′E , 〈1〉E ' 〈1〉 .

第二个同态则是因为 HE 是 E 上的双曲平面, 而 Witt 环是 Grothendieck–Witt
环对 ZJHK 的商环. 这一描述不涉及二次型的非迷向核.

16.7 具体实例
鉴于 Witt 分解定理 16.2.10, Witt 环的结构足以确定 F 上的非退化二次型以及其

间的直和与张量积运算, 相关研究的内涵丰富, 牵涉的技术也同样广泛, 本节仅介绍最
简单的几则特例.

例 16.7.1 因为 R 上的非迷向非退化二次形只有 〈1, . . . , 1〉 和 〈−1, . . . ,−1〉, 故 W(R)
是由 〈1〉 的 Witt 等价类生成的循环群, W(R) ' Z; 由于 〈1〉 ⊗ 〈1〉 ' 〈1〉, 实际上这还
是环同构.

例 16.7.2 对于 F 代数闭的情形, 例如 F = C, 所有非退化二次型都能对角化为
〈1, . . . , 1〉, 故 W(F ) 仍是由 〈1〉 的 Witt 等价类生成的循环群, 而且基于维数奇偶性的
缘由, [〈1〉] 6= 0. 然而 〈1, 1〉 ' 〈1,−1〉 ' H, 故 W(F ) ' Z/2Z; 从 〈1〉 ⊗ 〈1〉 ' 〈1〉 同样
可见这是环同构.

接着探讨有限域的 Witt 环, 需要一些简单准备. 回忆到对任意域 E 及其子域 F ,
通过域的乘法可将 E 作成 F -向量空间, 按此定义扩域次数 [E : F ] 为 dimF E.
若有限域 F 满足 char(F ) 6= 2, 则 |F | 是奇数. 这属于域论常识, 解释如下.

1. 首先 char(F ) 6= 0, 否则 Q 嵌入为 F 的子域, 与 F 有限相矛盾.
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2. 因此 p := char(F ) 是奇素数, 而 Fp := Z/pZ 嵌入为 F 的子域; 将 F 视为 Fp-向
量空间, 计数可得 |F | = p[F :Fp], 特别地 |F | 是奇数.

接着确定 F× 中的 F×2-轨道.

引理 16.7.3 设 F 为有限域, char(F ) 6= 2, 则 |F×/F×2| = 2, 写作

F×/F×2 =
{
1 · F×2, a · F×} ,

其中

? 当 |F | ≡ 3 (mod 4) 时取 a = −1,

? 当 |F | ≡ 1 (mod 4) 时任取 a ∈ F× ∖ F×2, 此时有 −1 ∈ F×2.

证明 有限域的乘法可逆元群总是循环群 (第十一章带提示的习题), 故 F× ' Z/(|F |−
1)Z. 既然 |F | − 1 是偶数, 按此得到群同构

F×/F×2 ' Z/(|F | − 1)Z
2Z/(|F | − 1)Z

' Z/2Z,

见命题 11.9.17. 于是有 F×/F×2 =
{
1 · F×2, a · F×}, 其中 a ∈ F× ∖ F×2.

剩下的问题是判定何时能取 a = −1. 观察到 X2 − 1 = 0 在 F 中恰有两根 ±1,
故 −1 是群 F× 中唯一的 2 阶元. 于是 −1 ∈ F×2 当且仅当群 F× 有 4 阶元; 由于
F× ' Z/(|F | − 1)Z, 这也等价于 4 整除 |F | − 1. 明所欲证.

定义 16.7.4 设 (V, q) 为任意域 F (满足 char(F ) 6= 2) 上的二次型, d ∈ F×. 若存在
x ∈ V 使得 q(x) = d, 则称 q 能够表出 d.

由于对所有 t ∈ F 皆有 q(tx) = t2q(x), 能否用 q 表出只和 d 的 F×2-轨道相关. 举
例明之, 双曲平面 H 对应的二次型 (x1, x2) 7→ x1x2 显然能表出 F× 的所有元素.

引理 16.7.5 考虑满足 char(F ) 6= 2 的有限域 F .

(i) 任何满足 dim q = 2 的非退化二次型 q 都能表出 F× 的所有元素.

(ii) 任何满足 dim q ≥ 3 的非退化二次型皆迷向.

证明 考虑断言 (i). 基于对角化 (命题 16.2.2), 引理 16.7.3 及其符号, q 的同构类至多
只有三种选法:

q1 = 〈1, 1〉 , q2 = 〈a, a〉 , q3 = 〈1, a〉 .

显然 q3 既能表出 1 又能表出 a, 故能表出 F× 的所有元素. 由于 q1 和 q2 仅差一
个伸缩, 而 q1 显然能表出 1, 故说明 q1 能表出 a 即可.

若 −1 ∈ F×2, 则 q1 ' 〈1,−1〉 ' H 能表出所有元素.
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若 −1 /∈ F×2, 考虑 F 的子集 F×2 和 1 + F×2; 由于 1 /∈ 1 + (F×2), 两者不等而基
数相同, 故存在 1 + x2 ∈ (1 + F×2)∖ F×2. 注意到 −1 /∈ F×2 确保 1 + x2 6= 0, 故存在
b ∈ F× 使得 a = b2(1 + x2) = b2 + (bx)2.

对于断言 (ii), 在 dim q ≥ 3 时通过对角化将 q 写成 q′ ⊕ q′′, 其中 dim q′ = 2. 任取
y′′ 6= 0 使得 q′′(y′′) 6= 0, 再由 (i) 取 y′ 使得 q′(y′) = −q′′(y′′), 便由 q((y′, y′′)) = 0 知
q 迷向.

命题 16.7.6 沿用引理 16.7.3 关于有限域 F 的符号. 另将加法群 Z/2Z 表作 {0, 1}, 其
中 k := k + 2Z.

? 当 |F | ≡ 3 (mod 4) 时有环同构 W(F )
∼→ Z/4Z, 映 〈1〉 的类为同余类 1 + 4Z.

? 当 |F | ≡ 1 (mod 4) 时有环同构 W(F )
∼→ F2[Z/2Z], 其中

F2[Z/2Z] :=以 Z/2Z 为基的 F2-向量空间,
环的乘法 : (x0 + y1)(x′0 + y′1) = (xx′ + yy′)0 + (xy′ + x′y)1,

而同构映 〈1〉 (或 〈a〉) 的类为 0 (或 1).

证明 在 |F | ≡ 3 (mod 4) 的情况, 观察到 〈1〉 6' 〈−1〉, 而且 〈1, 1〉 6' H (否则由消去定
理 16.2.4 将有 〈1〉 ' 〈−1〉). 兹断言 F 上的非迷向非退化二次型仅有

0, 〈1〉 , 〈−1〉 , 〈1, 1〉 .

诚然, 引理 16.7.5 (ii) 说明考虑不超过 2 维的二次型即足, 而上述选项之外仅有
〈1,−1〉 和 〈−1,−1〉. 前者同构于 H 故迷向. 兹断言后者同构于 〈1, 1〉. 这是因为引理
16.7.5 (i) 说明 〈−1,−1〉 能表出 1, 故存在 b ∈ F× 使得 〈−1,−1〉 ' 〈1, b〉 (命题 16.2.2
后半部分), 比较行列式立见 b ∈ F×2.
我们顺带得到 〈1, 1, 1, 1〉 ' 〈1, 1〉 ⊕ 〈−1,−1〉 ' 2H, 故 〈1, 1, 1〉 ∼ 〈−1〉.
综合以上描述, 易得 〈1〉 7→ 1 + 4Z 确定环同构 W(F )

∼→ Z/4Z.
接着考虑 |F | ≡ 1 (mod 4) 的情况. 此时有 〈−1〉 ' 〈1〉 6' 〈a〉 和 〈1, a〉 6' H (用消

去定理), 而且 F 上的非迷向非退化二次型仅有

0, 〈1〉 , 〈a〉 , 〈1, a〉 .

论证比前一情形更简单, 因为 −1 ∈ F×2 确保 〈1, 1〉 ' H ' 〈a, a〉.
综上易从 〈1〉 7→ 0 和 〈a〉 7→ 1 确定群同构 W(F )

∼→ F2[Z/2Z]. 为了给出乘法在
F2[Z/2Z] 上的反映, 留意到 〈a〉 ⊗ 〈a〉 ' 〈a2〉 ' 〈1〉 ' 〈1〉 ⊗ 〈1〉 即足.

关于 F2[Z/2Z] 的构造是所谓群代数的一则特例, 详见 [10, 定义 5.6.3].
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16.8 域上的 Hermite形式
本节旨在说明如何将先前的二次型理论推及 Hermite 或反 Hermite 形式的情形.

此处的 Hermite 形式不再限于从前考虑的复向量空间, 而容许在更广的域 E 上操作;
这种 Hermite 形式在数论等应用中频繁而自然地出现. 有必要先引入一系列概念.
以下设 E 为域, char(E) 6= 2, 而 τ : E

∼→ E 是满足 τ2 = id 的域自同构. 定义

F := {x ∈ E : τ(x) = x} .

引理 16.8.1 在上述前提下, F 是 E 的子域, 而且扩张次数 [E : F ] (可参考 §16.7 的回
顾) 或者等于 1 (此时 τ = id 而 E = F ), 或者等于 2 (此时 τ 6= id).

证明 由 τ 是同构这一性质容易看出 F 是 E 的子环;若 x ∈ F ∖{0},则对 x−1x = 1 =

xx−1 两边同取 τ 可得 τ(x−1)x = 1 = xτ(x−1), 从而逆元唯一性蕴涵 τ(x−1) = x−1,
亦即 x−1 ∈ F . 综上, F 是子域.

由于 char(E) 6= 2 而 τ : E → E 是 F -线性映射, 从 τ2 = id 可得 F -向量空间的直
和分解

E = E1 ⊕ E−1, E±1 := {x ∈ E : τ(x) = ±x},

分解具体写作 y = y+τ(y)
2 + y−τ(y)

2 ; 留意到 E1 = F .
如果 E = F , 则 τ = id 而 [E : F ] = 1. 如果 E 6= F , 任取 a ∈ E−1 ∖ {0}, 则

由 τ(x) = −x =⇒ xa−1 ∈ F 可知 E−1 = Fa; 此时 τ 6= id 而 E = F ⊕ Fa 蕴涵
[E : F ] = 2.

经典的例子是取 E = C 而 τ 为复共轭 a+ bi 7→ a− bi; 此时 F = R.
尽管上述定义中的 F 是从 E 和 τ 派生的对象, 今后将以扩域的符号 E|F 来总括

上述资料. 本章习题将进一步明确扩域 E ⊃ F 与 τ 的关系.
以下记 ⊗ := ⊗

E
.

定义 16.8.2 (相对于 E|F 的半双线性映射和半双线性形式) 选定 E|F 如上. 设有 E-
向量空间 V,W,X. 所谓从 V ×W 到 X 的半双线性映射, 是指满足以下条件的映射

B : V ×W → X

? 它对第一个变元是半线性的, 亦即:

B(v1 + v2, w) = B(v1, w) +B(v2, w),

B(tv, w) = τ(t)B(v, w).

? 它对第二个变元是线性的:

B(v, w1 + w2) = B(v, w1) +B(v, w2),

B(v, tw) = tB(v, w).
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以上默认 t ∈ E. 全体半双线性映射 V ×W → X 对逐点的加法和纯量乘法构成 E-向
量空间, 记为 SesqE|F (V,W ;X).

对于 X = E 的特例, 半双线性映射 B : V ×W → E 也称为 V ×W 上的半双线
性形式, 它们构成的 E-向量空间记为 SesqE|F (V,W ).

今后仅关注半双线性形式, 而非更广的半双线性映射.
一如 E = C 的情形, 通过引入 V 的 τ -扭曲版本 V , 使其底层的加法群 V 不变而

纯量乘法 � : E × V → V 定义为 t� v := τ(t)v, 可以将半双线性形式 V ×W → E 等
同于 E-双线性形式 V ×W → E, 或等同于 E-线性映射 V ⊗W → E.

定义 16.8.3 设 V 是 E-向量空间, ε ∈ {±1}. 若 B ∈ SesqE|F (V, V ) 满足

B(x, y) = ετ(B(y, x)), x, y ∈ V,

则称 B 是相对于 E|F 的 ε-Hermite 形式. 我们将 (+1)-Hermite 形式简称为 V 上的
Hermite 形式, 将 (−1)-Hermite 形式简称为 V 上的反 Hermite 形式.

给定 ε ∈ {±1}. 对于一列 ε-Hermite 形式 (V1, B1), . . . , (Vk, Bk), 能在
⊕k

i=1 Vi 上
构造它们的直和 (或称正交直和); 在 ε-Hermite 形式之间也有同构的概念. 定义方式都
是自明的.

例 16.8.4 当 E = F 时, Hermite形式 (或反 Hermite形式)回归于对称 (或反对称)双
线性形式, 两者的性状颇为不同. 与此相反, 若 [E : F ] = 2 而 a ∈ E× 满足 τ(a) = −a,
则 B 是 Hermite 形式当且仅当 aB 是反 Hermite 形式, 两种概念只差一个伸缩.

例 16.8.5 当 E = C 而 τ 为复共轭时 F = R, 上述定义回归 §10.1 介绍过的概念.

今后聚焦于有限维 E-向量空间上的半双线性形式. 具体取 V = Em, W = En, 其
元素视同列向量. 对 A = (aij)i,j ∈ Mm×n(E), 记

†
A = (τ(aji))i,j ∈ Mn×m(E).

一如 §10.1, 我们有向量空间的同构

Mm×n(E) SesqE|F (E
m, En)

A [B(v,w) :=
†
vAw]

(B(ei, ej))i,j B

∼

使得 ε-Hermite形式对应到满足 †
A = εA的 n×n矩阵. 直和对应于从满足 †

Ai = εAi

的一列矩阵 A1, . . . ,Ak 构造分块对角矩阵 diag(A1, . . . ,Ak).
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对于半双线性形式 B 也能够定义何谓左根, 右根和非退化 (有限维情形); B 非退
化的充要条件是取基后对应的矩阵 A 可逆, 而 ε-Hermite 形式的左根等于右根, 统称为
根基.

实现在零空间上的半双线性形式称为零形式; 按照定义, 零形式非退化, 而且它既
是 Hermite 又是反 Hermite 的.

定义–命题 16.8.6 命 NE|F : E× → F× 为 x 7→ xτ(x)定义的群同态5). 给定 ε-Hermite
形式 (V,B), 使得 n := dimV ∈ Z≥1. 取基后将 B 等同于 A ∈ Mn×n(E), 则 detA 的
NE|F (E

×)-轨道无关基的选取, 可称之为 (V,B) 的行列式; (V,B) 非退化当且仅当其行
列式非零.

另规定零形式的行列式为轨道 NE|F (E
×).

证明 和二次型情形类似, 换基相当于将 A 换作 †
CAC, 其中 C ∈ GL(n,E), 相应地

det (†CAC) = τ(detC) detA detC = NE|F (detC) detA.

关于非退化性质的断言已包含于先前的讨论.

定义 16.8.7 对于 ε-Hermite 形式 (V,B), 其中的 V 今后默认为有限维的, 我们定义
(V,B) 的维数为 dimV , 并且按照 §16.1 的方式定义

? V 的元素 x, y (或子空间 U1, U2) 之间的正交关系 x ⊥ y (或 U1 ⊥ U2);

? 子空间 U 的正交空间 U⊥ := {x ∈ V : ∀u ∈ U, B(x, u) = 0};

? 非退化子空间 U 的概念, 这相当于说 (U,B|U×U ) 非退化;

? 群 U(V,B) := {g ∈ GL(V ) : ∀x, y ∈ V, B(gx, gy) = B(x, y)} 称为 (V,B) 的酉群.
若选基将 V 等同于 En, 将 B 等同于 A ∈ Mn×n(E), 则

U(V,B)
等同于

{C ∈ GL(n,E) :
†
CAC = A} ;

这是 GL(n,E) 的子群.

一如二次型的情形,若 U 非退化则有 V = U⊕U⊥. 当 E = F 而 ε = 1时, U(V,B)

即是正交群.

约定 16.8.8 给定 V 上的 ε-Hermite形式 B,命 h(x) := B(x, x),则 B(x, y)+B(y, x) =

h(x+ y)− h(x)− h(y).

? 在 E = F 而 ε = 1 的情形, h 按此确定 B;

5)事实上是乘法幺半群的同态 E → F .
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? 在 [E : F ] = 2 的情形, 任取 a ∈ E ∖ F , 则从

B(x, y) + ετ(B(x, y)) = h(x+ y)− h(x)− h(y)

τ(a)B(x, y) + εaτ(B(x, y)) = h(ax+ y)− h(ax)− h(y)
(16.8.1)

可以反解 B(x, y).

综上, 在这两类情形下以 (V, h) 或 h 来标记 ε-Hermite 形式是合理而且方便的. 对
应的酉群表为

U(V, h) = {g ∈ GL(V ) : ∀x ∈ V, h(g(x)) = h(x)} ;

另外定义
SU(V, h) := U(V, h) ∩ SL(V ).

注意到对所有满足 τ(a) ∈ {a,−a} 的 a ∈ E× 皆有 U(V, h) = U(V, ah), 因此对于
酉群的研究而言, Hermite 形式和反 Hermite 形式并无差别.

练习 16.8.9 仿照例 16.1.14 的模式, 定义酉相似变换群 GU(V, h) 及相似比同态
ν : GU(V, h)→ F×, 并且推导类似的性质, 例如 NE|F (E

×) ⊂ Im(ν).

16.9 Hermite形式的Witt理论
上一节介绍了关于 Hermite 形式的基本概念. 本节将介绍如何相应地推广关于

二次型的许多结论. 我们继续选定域 E 和自同构 τ , 详细条件和 §16.8 相同; 特别地,
char(E) 6= 2, 而 E 的 τ -不动点构成子域 F , 满足 [E : F ] ≤ 2. 取 ε ∈ {±1}. 继续默认
ε-Hermite 形式都是有限维的.

定义 16.9.1 给定 ε-Hermite形式 (V,B)和对应的 h : V → E. 若 x ∈ V 满足 h(x) = 0

则称 x 是迷向的, 否则称 x 为非迷向的.

注意: τ(h(x)) = εh(x) 总是成立; 当 E = F 而 ε = −1 时所有 x 皆迷向, 故下一陈
述可排除此情况.

定义–命题 16.9.2 给定 ε-Hermite 形式 (V,B) 和对应的 h. 设 x ∈ V 非迷向, 而
u ∈ E× 满足 NE|F (u) = 1. 对所有 v ∈ V 定义

rx,u(v) = rVx,u(v) := v + (u− 1)
B(x, v)

h(x)
x,

则 rx,u ∈ U(V, h). 我们称 rx,u 为以直线 Ex 为法向的 u-镜射.

证明 显然 rx,u ∈ End(V ). 若 v = ax + y, 其中 a ∈ E 而 y ∈ (Ex)⊥, 则有 rx,u(v) =

uax+ y, 由此立见 rx,u ∈ U(V, h).
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留意到 rx,u 只和 Ex 相关; u = 1 给出 idV , 而 u = −1 在 E = F 时给出定义–命
题 16.1.8 的变换.
接着将对角二次型的定义推及 ε-Hermite 形式.

定义 16.9.3 设 a1, . . . , an ∈ E 满足 τ(ai) = εai. 对角矩阵 diag(a1, . . . , an) 在 Fn 上
给出的 ε-Hermite 形式记为 〈a1, . . . , an〉, 它也等于 〈a1〉 ⊕ · · · ⊕ 〈an〉.

因此 〈a1, . . . , an〉 非退化当且仅当 a1, . . . , an ∈ E× (定义–命题 16.8.6).

定义–命题 16.9.4 包含非零迷向向量的 2 维非退化 ε-Hermite 形式存在, 而且彼此同

构; 在同构类中选定由矩阵 A =

 1/2

ε/2

 确定的代表元 H, 称之为双曲平面.

证明 首先观察到矩阵 A 确实在 E2 上给出非退化 ε-Hermite 形式, 使得 e1 和 e2 皆
迷向. 这就解决了存在性.
至于唯一性, 处理 [E : F ] = 2 情形即可, 这是因为当 E = F 时, ε = 1 情形已知,

而 ε = −1 情形包含于辛形式的分类.
还可以进一步设 ε = 1, 这是因为当 ε = −1 时可取 a ∈ E× 使得 τ(a) = −a, 然后

以 a 伸缩将问题化到 ε = 1 情形.
现在照搬命题 16.2.7 论证, 即可证明唯一性.

定理 16.9.5 以下结论适用于 ε-Hermite 形式 (V, h), 其中要求或者 [E : F ] = 2, 或者
E = F 而 ε = 1.

▷ 非迷向向量的搬运定理 设 h(x) = h(y) 6= 0, 则存在 g ∈ U(V, h) 使得 g(x) = y

(参照定理 16.1.12).

▷ 对角化 存在 a1, . . . , an, 其中 n := dimV , 使得 (V, h) ' 〈a1, . . . , an〉, 而且若
x ∈ V 非迷向则可取 a1 = h(x) (参照命题 16.2.2).

▷ Witt 消去定理 设有 h0 ⊕ h1 ' h0 ⊕ h2 而 h0 非退化, 则 h1 ' h2 (参照定理
16.2.4).

▷ Witt 分解定理 设 h 非退化, 则有分解 h ' hani ⊕mH, 其中 hani 非迷向 (亦即其
迷向向量只有 0), mH := H⊕m, 而 hani 和 m ∈ Z≥0 由 h 的同构类唯一确定 (参
照定理 16.2.10).

上述分解称为 h 的 Witt 分解, hani 的同构类称为 h 的非迷向核, m 称为 h 的
Witt 指数.

证明 只需考虑 [E : F ] = 2 的情形, 而且 ε = −1 的情形还能进一步以伸缩化到 ε = 1

的情形处理. 论证基本与二次型情形无异, 只是有时需要调整.
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以下举非迷向向量的搬运为例, 其论证较定理 16.1.12 复杂. 首先从 h(x + y) +

h(x− y) = 2h(x) + 2h(y) 可见 x+ y 和 x− y 必有一者非迷向; 因为 −id ∈ U(V, h), 必
要时以 −y 代 y, 不妨设 x− y 非迷向. 取分解 y = ax+ y′, 其中 a ∈ E 而 y′ ⊥ x, 则

h(x) = h(y) = NE|F (a)h(x) + h(y′),

由此得到

0 6= h(x− y) = h((1− a)x− y′) = h((1− a)x) + h(y′)

= NE|F (1− a)h(x) + (1−NE|F (a))h(x) = (2− a− τ(a))h(x);

于是 a 6= 1, 而

B(x− y, x) = B((1− a)x, x) = (1− τ(a))h(x) 6= 0.

命 u = 1− h(x−y)
B(x−y,x) . 将 h(x− y) 和 B(x− y, x) 用 h(x) 表达, 可得

u =
a− 1

1− τ(a)
∈ E×, τ(u) = u−1.

因此有 u-镜射 rx−y,u ∈ U(V, h) (定义–命题 16.9.2). 易见 rx−y,u(x) = y. 非迷向向量
的搬运得证.

注记 16.9.6 Witt 消去定理和分解定理对 E = F 而 ε = −1 的情形同样适用, 此时所
有向量皆迷向, 先前的非迷向核 hani 应当替换为零形式, 而相应的消去与分解定理都能
由辛形式的分类定理处理.

对于 E = C, F = R 而 ε = 1 的情形, Witt 分解蕴涵 Hermite 形式的惯性定理, 解
释方法与例 16.2.12 如出一辙.

接着将 Witt 群推及 ε-Hermite 形式. 既然有 Witt 分解在手, 我们可以推广定义
16.3.1 的 Witt 等价, 从而得到以下概念.

定义–命题 16.9.7 设 [E : F ] = 2或者 E = F 而 ε = 1. 记Wϵ(E|F )为相对于 E|F 的
所有非退化 ε-Hermite形式对Witt等价 ∼的商集, [h1]+ [h2] := [h1⊕h2]在Wϵ(E|F )
上给出良定义的二元运算, 使之成为交换群, 以零形式为零元. 它满足 [−h] = −[h].

定义 16.3.7的 Grothendieck–Witt群也有相应版本 Ŵϵ(E|F ),而Wϵ(E|F )同构于
Ŵϵ(E|F ) 对 ZJHK 的商, 这是引理 16.3.8 的推广. 当 [E : F ] = 2 时, 以满足 τ(a) = −a
的 a ∈ E× 伸缩给出群同构 Wϵ(E|F ) ' W−ϵ(E|F ) 和 Ŵϵ(E|F ) ' Ŵ−ϵ(E|F ).

练习 16.9.8 上述讨论排除了 E = F 而 ε = −1 的情形, 但它实则最为简单. 依循注记
16.9.6 的思路, 试从辛形式的分类定理说明此时的 Grothendieck–Witt 群 Ŵ−(F |F ) 同
构于 Z, 而 Witt 群 W−(F |F ) 应当取为平凡群.

全迷向子空间的概念 (定义 16.4.1) 也能直接照搬到非退化 ε-Hermite 形式.
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定理 16.9.9 设 [E : F ] = 2 或者 E = F 而 ε = 1. 设 (V, h) 是非退化 ε-Hermite 形式,
而 U 是 V 的极大全迷向子空间, 则:

(i) h 在 U⊥/U 上诱导的 ε-Hermite 形式 h 同构于 hani;

(ii) dimU = 1
2 (dimh− dimhani), 这也等于 h 的 Witt 指数.

此外, 给定极大全迷向子空间 U (或 U ′) 及其基 x1, . . . , xm (或 x′1, . . . , x
′
m), 存在

g ∈ U(V, h) 使得 g(U) = U ′ 而且 g(xi) = x′i 对所有 1 ≤ i ≤ m 成立.

证明 和命题 16.4.5 与定理 16.4.6 相同.

留意到在 E = F 而 ε = −1 的情形, 上述陈述中的 hani 应当替换为零形式, 而一
切断言都化为关于辛空间的 Lagrange 子空间的已知性质.

推论 16.9.10 在定理 16.9.9的场景中,设 U1 和 U2 是 V 的子空间,而 f : (U1, h|U1)
∼→

(U2, h|U2) 是 ε-Hermite 形式 (容许退化) 的同构. 此时必存在 g ∈ U(V, h) 使得
g|U1 = f .

证明 基于此前的结论, 论证和推论 16.4.7 无异.

其实推论 16.9.10 也适用于 E = F 而 ε = −1 的情形, 相当于在辛空间 (V,B) 中
讨论, 细节留作本章习题.
关于 ε-Hermite 形式的乘法结构与二次型情形略有差异. 给定半双线性形式 (V,B)

和 (V ′, B′), 先前的构造 (16.6.1) 对此改写为
(V ⊗ V ′)⊗ (V ⊗ V ′) (x⊗ x′)⊗ (y ⊗ y′)

E B(x, y)B′(x′, y′).

(16.9.1)

引理 16.9.11 有 E-向量空间的典范同构 V ⊗ V ′ ' V ⊗ V ′, 其刻画为 x⊗ x′ 7→ x⊗ x′,
其中 x ∈ V 而 x′ ∈ V ′.

证明 取道泛性质验证如下. 对所有 E-向量空间 L, 易见 Bil(V , V ′;L) = Bil(V, V ′;L),
从而有

Hom(V ⊗ V ′, L) ' Hom(V ⊗ V ′, L) ' Bil(V, V ′;L)

= Bil(V , V ′;L) ' Hom(V ⊗ V ′, L).

其余验证都是例行公事.

基于引理 16.9.11 和张量积的泛性质, (16.9.1) 便对应于半双线性形式
B ⊗B′ : (V ⊗ V ′)× (V ⊗ V ′)→ E

(x⊗ x′, y ⊗ y′) 7→ B(x, y)B′(x′, y′).

因为 E 的乘法交换, (V ⊗ V ′, B ⊗B′) ' (V ′ ⊗ V,B′ ⊗B).
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命题 16.9.12 设 ε, ε′ ∈ {±1} 而 B (或 B′) 为 ε-Hermite (或 ε′-Hermite) 形式, 照例
默认为有限维的, 则上述构造给出的半双线性形式 B ⊗ B′ 是 εε′-Hermite 形式; 在
[E : F ] = 2 或者 E = F 而 ε = ε′ = 1 的前提下, 它也能合理地记为 h⊗ h′.

证明 从 (B ⊗B′)(x⊗ x′, y ⊗ y′) = B(x, y)B′(x′, y′) 验证.

从 h⊗ h′ 的表法也容易看出 〈a1, . . . , am〉 ⊗ 〈b1, . . . , bn〉 同构于所有 〈aibj〉 的正交
直和; 特别地, det(h ⊗ h′) = det(h) det(h′), 而 h ⊗ h′ 非退化的充要条件是 h 和 h′ 皆
非退化.

引理 16.9.13 给定 ε-Hermite 形式 (V,B) 和 ε′-Hermite 形式 (V ′, B′). 设 U (或 U ′)
为 V (或 V ′) 的全迷向子空间, 则 U ⊗ V ′ (或 V ⊗U ′) 嵌入为 V ⊗ V ′ 的全迷向子空间.

证明 和引理 16.6.2 的论证全然相同.

命题 16.9.14 张量积运算 ⊗ 给出映射

Wϵ(E|F )×Wϵ′(E|F )→Wϵϵ′(E|F ), Ŵϵ(E|F )× Ŵϵ′(E|F )→ Ŵϵϵ′(E|F ),

这些运算对每个变元都是加性的 (或称具有 “双加性”).

证明 张量积对每个变元都保持正交直和, 由此得到 Grothendieck–Witt 群上的张量
积运算, 具有双加性.

为了将张量积运算从 Ŵϵ(E|F ) 下降到 Wϵ(E|F ), 照搬定义–命题 16.6.3 的论证即
可, 差别仅在于用引理 16.9.13 替代原来的引理 16.6.2.

特别地, Ŵ+(E|F )⊕Ŵ−(E|F ) 和 W+(E|F )⊕W−(E|F ) 对 ⊗ 成环, 此处的 ⊕ 是
Z-模亦即加法群的直和, 而 Hermite 形式 〈1〉 充当了乘法幺元的角色..

练习 16.9.15 具体写下同构 W+(C|R) ' Z ' W−(C|R) 并描述乘法运算.

16.10 环上的 Hermite形式概观
本节旨在说明如何将 §16.8 的理论推及更一般的环, 只勾勒理论概貌, 不追求完整

的推导和示例. 读者如果对相关理论感兴趣, 应当参考专著如 [3, Chapter 7]; 该处的理
论还适用于 2 在环中的像不可逆的情形, 使得本章的许多基本定理在适当修改后依然
成立.

定义 16.10.1 设 R 为环, 如果映射 τ : R→ R 满足 τ2 = idE , τ(1) = 1 和

τ(x+ y) = τ(x) + τ(y), τ(xy) = τ(y)τ(x), x, y ∈ R,

则称 τ 为 R 的对合.
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例 16.10.2 上述定义不要求 R 交换. 对于 R 上的四元数代数 H, 共轭运算 a + bi +
cj + dk 7→ a − bi − cj − dk 给出对合; 对于交换环 C 上的矩阵环 Mn×n(C), 转置运算
A 7→ t

A 给出对合.

对合 τ 给出从 R 到相反环 Rop 的同构. 因此任何左 (或右) R-模 M 都通过
mr := τ(r)m (或 rm = mτ(r)) 成为右 (或左) R-模, 另记为 M .

另一方面, 左 (或右) R-模同态构成的加法群 Hom(M,R) 通过 (fr)(m) = f(m) · r
(或 (rf)(m) = r · f(m)) 成为右 (或左) R-模, 其中 r ∈ R 而 f ∈ Hom(M,A). 记此模
为 M∨.

因此 M 7→M 和 M 7→M∨ 提供左右切换的两种途径, 前者涉及对合 τ . 实际操作
时经常用到以下的构造.

定义–命题 16.10.3 给定 R 的对合 τ . 设 M 为右 R-模, 则有右 R-模的同构

M
∨ ∼→M∨

f 7→ [m 7→ τ(f(m))] .

记 M∗ :=M∨, 则有自然的右 R-模同态

$M :M → (M∗)∗,

它映 m ∈M 为 f 7→ τ(f(m)), 其中 f ∈M∨.

证明 操演定义; 逆映射 M∨ →M
∨ 的写法同样是 g 7→ [m 7→ τ(g(m))].

定义–命题 16.10.4 给定 R 的对合 τ , 右 R-模 M 上的半双线性形式6)意谓映射

B :M ×M → R,

要求 B 对每个变元都具有加性, 而且

B(xr, ys) = τ(r)B(x, y)s, r, s ∈ R, x, y ∈M.

指定 M 上的半双线性映射也相当于指定 R-模同态 ψ :M →M∗, 刻画为

ψ(x)(y) = B(x, y).

证明 用 M∗ =M∨ 的定义来检验 B 和 ψ 之间的对应.

以下概念是有限维向量空间在一般环上的合适类比; 我们仅陈述右模版本, 左模情
形是完全类似的.

6)鉴于左右切换的操作, 更科学的方法或许是先对左 R-模 N 和右 R-模 M 定义 N ×M 上的双线性形式
为满足双加性和 B(rx, ys) = rB(x, y)s 的映射 B : N ×M → R. 引入对合 τ , 则 M 上的半双线性形式无
非是 M ×M 上的双线性形式.
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定义 16.10.5 设 R 为任意环, M 为右 R-模. 如果存在有限秩自由右 R-模 L, 使得 M

能嵌入为 L 的某个直和项, 则称 M 为有限生成投射模.

当 R 是除环, 有限生成右 R-模总是自由的, 换言之总有基, 此外所有基的元素个数
皆有限且相等, 这点和有限维向量空间类似. 因此除环上的有限生成模总是有限生成投
射模, 它们和域上的向量空间一样具有维数 (或称为秩) 的概念.

为了简化, 后续定义仅在 2 可逆的前提下表述. 回忆到 Z(R) 代表环 R 的中心.

定义 16.10.6 设 2 ∈ R×. 给定 R 的对合 τ 和满足 ετ(ε) = 1 的 ε ∈ Z(R), 如果右
R-模 M 上的半双线性形式 B 满足恒等式

B(x, y) = ετ(B(y, x)), x, y ∈M,

则称之为 M 上的 ε-Hermite 形式. 若进一步要求 M 是有限生成投射模, 则称上述资料
(M,B) 为 ε-Hermite 模; 若 ε = 1 (或 ε = −1), 也称此为 Hermite (或反 Hermite) 模.

对 ε-Hermite 模可以定义正交直和, 同构与自同构的概念. 此外还能定义 U(M,B),
它是 M 作为 R-模的自同构群的子群.

练习 16.10.7 对于 M = R⊕n 的情形 (n ∈ Z≥1), 以 R 上的矩阵具体描述 U(M,B).
提示 参照定义 16.8.7 的描述; 将非交换环 R 上的 n × n 可逆矩阵定义为矩阵环
Mn×n(R) 的可逆元, 由此定义群 GL(n,R). 为此, 需要先将右 R-模 R⊗n 的自同态等
同于矩阵左乘.

定义 16.10.8 设 2 ∈ R× 而 (M,B) 是 ε-Hermite 模. 如果对应的 ψ : M → M∗ 是同
构 (或单射), 则称 (M,B) 为正则 (或非退化) 的.

读者应当完成以下简单练习.

练习 16.10.9 沿用定义 16.10.6 的符号.

(i) 证明 τ(Z(R)) = Z(R).

(ii) 设 a ∈ Z(R)×, 则 µ := a
τ(a) 满足 µτ(µ) = 1. 证明 (M,B) 是 ε-Hermite 的当且

仅当 (M,aB) 是 εµ-Hermite 的.

(iii) 设 Z(R) 为域. 给定 Hermite 形式 (M,B), 命 h(x) = B(x, x); 适当修改 (16.8.1)
(代入 ε = 1) 以说明在 B 由 h 唯一确定.

例 16.10.10 (域的情形) 取 R 为满足 char(E) 6= 2 的域 E; 对合相当于域 E 的自同构
τ , 要求 τ2 = id, 因此上述定义悉数化约为 §16.8 已有的理论; 特别地, 比较维数立见正
则等价于非退化. 差别仅在于此处仅要求关系式

B(x, y) = ετ(B(y, x)), x, y ∈ V,
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中的 ε ∈ E× 满足 ετ(ε) = 1 (这是 B 不恒为零的必要条件). 容许一般的 ε 并不带来新
理论, 原因是当 E = F 时 ε = ±1, 而当 [E : F ] = 2 时域论中的 Hilbert第 90定理 [10,
定理 9.6.9] 给出 a ∈ E× 使得 ε−1 = a

τ(a) , 从而练习 16.10.9 说明 aB 是 Hermite 形式.

例 16.10.11 (四元数情形) 取例 16.10.2 的除环 R = H 连同对合 τ . 因为 τ 在 Z(H) =

R 上作用平凡, 以下考虑 ε ∈ {±1} 即可.
首先取 ε = −1. 正则反 Hermite 模 (M,B) 的分类简单明了: (M,B) 的同构类完

全由 M 的维数确定, 详见 [3, Chapter 10, 3.7 Theorem].
对于 ε = 1 的情形, 正则 Hermite 模的分类与 R 上的二次型分类具有相似的样貌.

以下给出详细的表述与证明.

定理 16.10.12 考虑四元数除环 H 及共轭运算给出的对合 τ . 对所有 a ∈ R 定义 H 上
的 Hermite 形式

Ba(x, y) = τ(x)ay,

并且将 (H, Ba) 简记为 〈a〉, 然后命 〈a1, . . . , an〉 = 〈a1〉 ⊕ · · · ⊕ 〈an〉. 我们有双射{
(p, q) ∈ Zn≥0

} 1:1 {相对于 (H, τ) 的正则 Hermite 模} / '

(p, q) 7→

〈
1, . . . , 1

p 份

,−1, . . . ,−1
q 份

〉
的同构类.

因此正则 Hermite 模由维数 p+ q 和符号差 p− q 完全确定, 精确到同构.

证明 考虑正则 Hermite 模 (M,B). 由于 {q ∈ H : τ(q) = q} = R, 而 B 由 h(x) =

B(x, x) 给出的映射 h : M → R 唯一确定, 和二次型完全类似的论证说明存在
a1, . . . , an ∈ R 使得 (M,B) ' 〈a1, . . . , an〉, 此外不难说明 (M,B) 正则当且仅当
a1, . . . , an ∈ R×, 详见定义–命题 16.1.1 与命题 16.2.2 的论证.

在正则的情形, 可伸缩 a1, . . . , an 使得它们都属于 {±1}, 因此断言中的映射满.
为了说明它单, 记 Tr : H → R 为迹映射 q 7→ q + τ(q). 若 (M,B) 是相对于 (H, τ)
的 Hermite 形式, 则 (M,Tr ◦B) 是 R 上的二次型, 而且 (M,B) ' (M ′, B′) 蕴涵
(M,Tr ◦B) ' (M ′,Tr ◦B′).

设 a ∈ R, 由 τ(q)q 的公式可知对 〈a〉 取迹给出 R 上的二次型 〈a, a, a, a〉. 今设有
正则 Hermite 模

(M,B) '

〈
1, . . . , 1

p 份
,−1, . . . ,−1

q 份

〉
.

对此取迹给出非退化二次型, 其正 (或负) 惯性指数为 4p (或 4q). 实二次型的惯性定理
表明 (p, q) 由 (M,Tr ◦B) 的同构类唯一确定, 因而由 (M,B) 的同构类唯一确定. 明所
欲证.

最后探讨关于 (R, τ) 的另一类简单取法, 以及相应的 ε-Hermite 模, 其中的 R 交
换但不再是域.
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例 16.10.13 (直积情形) 设 F 为域, char(F ) 6= 2. 取交换环 R = F ×F , 则 τ : (a, b) 7→
(b, a) 是 R 的对合. 任何右 R-模 M 都能典范地分解成 M = M1 ⊕M2, 其中 M1 和
M2 是 F -向量空间, R 通过第 i 个分量作用于 Mi; 事实上 M1 (或 M2) 可以等同于
M(1, 0) (或 M(0, 1)), 这是第十二章的一道简单习题.

关于 M 为有限生成投射模的条件等价于 M1 和 M2 都是有限维的. 同样基于维数
理由, 正则与非退化 ε-Hermite 模的概念在此等价. 此时的 ε 必形如 (a, a−1) = τ(1,a)

(1,a) ,
故根据练习 16.10.9 (ii) 不妨设 ε = 1. 今起考虑 R 上的 Hermite 模 (M,B). 因为
(1, 0)(0, 1) = 0 而 R 交换, 对所有 x, y ∈M 皆有

B(x(1, 0), y(1, 0)) = (0, 1)B(x, y)(1, 0) = 0,

B(x(0, 1), y(0, 1)) = (1, 0)B(x, y)(0, 1) = 0,

B(x(1, 0), y(0, 1)) = (0, 1)B(x, y)(0, 1) = (0, 1)B(x, y),

B(x(0, 1), y(1, 0)) = (1, 0)B(x, y)(1, 0) = (1, 0)B(x, y).

记 M∨
i 为 Mi 作为 F -向量空间的对偶. 不难由此推得 B 对应的 ψ 限制为

ψ1 :M1 →M∨
2 , ψ2 :M2 →M∨

1 ,

而 B 的 Hermite 性质说明 ψ1 和 ψ2 按下图相互确定:

ψ1(x)(y) B(x, y)

∈{0}×F'F

ψ2(y)(x) B(y, x)

∈F×{0}'F

第二个分量

τ
第一个分量

x ∈M1, y ∈M2.

要求 (M,B) 为正则 Hermite 模相当于要求 ψ1 和 ψ2 皆为同构.
综上, R 上的正则 Hermite 模 (M,B) 典范地同构于 M = V ⊕ V ∨ 之形, 其中 V

是有限维 F -向量空间, R 通过第一个 (或第二个) 分量作用于 V (或 V ∨), 而 B 用典范
配对 〈·, ·〉 : V ∨ × V → F 描述如下 (相当于取 ψ2 = idV ∨):

B(v, v′) = (0, 0) = B(v̌, v̌′), v, v′ ∈ V, v̌, v̌′ ∈ V ∨,

B(v, v̌) = (0, 〈v̌, v〉) , B(v̌, v) = (〈v̌, v〉 , 0) .

此时 M 总是有限秩自由 R-模, (M,B) 的同构类完全由 M 的秩确定.
这说明精确到典范同构, R 上的正则 ε-Hermite 模理论不过是有限维 F -向量空间

理论, 这点也可以写成范畴的等价 (§B.4).

练习 16.10.14 在例 16.10.13 的场景中考虑正则 Hermite 模 (M,B), 作分解 M =

V ⊕ V ∨. 试给出同构 U(M,B) ' GL(V ).
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习题

1. 考虑域 F 上的 2 维非退化二次型 q. 说明 q ' H 当且仅当 det q = (−1)F×2.

2. 设 a, b ∈ F× 而 〈a, b, ab〉 迷向. 证明 〈1, a, b, ab〉 ' 2H. 提示 考虑 〈a, b, ab〉 的行
列式.

3. 在练习 16.1.14 的场景中, 设 (V, q) 非退化, dimV 为偶数, 从而 (det g)2 = ν(g)dimV 蕴
涵 det g = ±ν(g)dimV /2, 其中 g ∈ GO(V, q).

(i) 说明所有满足 det g = ν(g)dimV /2 的 g 构成子群, 一些文献记此为 GSO(V, q).

(ii) 举例说明负号确实可能出现.

4. 对域 F 上的非退化非零二次型 (V, q), 定义

D(q) :=
{
d ∈ F× : ∃x ∈ V, q(x) = d

}
.

(i) 说明若 q 迷向 (定义 16.2.6), 则 D(q) = F×.

(ii) 对于 d ∈ F×, 说明 d ∈ D(q) 当且仅当 q ⊕ 〈−d〉 迷向.

(iii) 设 q1 和 q2 为非退化非零二次型, 证明 q1⊕ (−q2)迷向当且仅当 D(q1)∩D(q2) 6= ∅.

5. 承上题, 给定 r ∈ Z≥1 和域 F (满足 char(F ) 6= 2), 证明以下陈述等价:

(i) 对所有 r 维非退化二次型 q 皆有 D(q) = F×;

(ii) 所有 r + 1 维非退化二次型皆迷向.

6. 设 (V, q) 为非退化二次型, n := dim q. 定义

d±q := (−1)
n(n−1)

2 det q ∈ F×/F×2.

记 n := dim q, n′ := dim q′. 验证 d±(q ⊕ q′) = d±q · d±q′ · (−1)nn
′ . 另外验证

d±(q ⊕H) = d±q;

这表明 d± 诱导映射 W(F ) → F×/F×2.

7. 域 F 上的所有非退化二次型的同构类构成一个集合 Q(F ), 它对 ⊕ 成为交换幺半群, 以零
二次型为零元. 假定读者了解交换幺半群的群化 (例 B.2.8), 试证群化 Q(F )grp 同构于定
义 16.3.7 的群 Ŵ(F ).
提示 写下自然的幺半群同态 ξ : Q(F ) → Ŵ(F ), 证明 ξ 满足例 B.5.12 揭示的泛性质:
对所有交换群 A 和同态 f : Q(F ) → A, 存在唯一的同态 f : Ŵ(F ) → A 使得 fξ = f .

8. 设 (V, q) 为域上的非退化二次型, 证明以下陈述等价.

(i) 存在 m ∈ Z≥0 使得 q ' mH;

(ii) 存在 V 的子空间 L 使得 L = L⊥ (基于和辛空间的类比, 这种子空间又称 V 的
Lagrange 子空间);
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(iii) 存在有限维 F -向量空间 L 使得 (q, V ) 同构于 L ⊕ L∨ 连同以下线性映射 ψ :

L⊕ L∨ → (L⊕ L∨)∨ 确定的二次型: 等同 (L⊕ L∨)∨ 与 L∨ ⊕ L∨∨, 则
? ψ 在直和项 L 上是典范同构 L

∼→ L∨∨,

? ψ 在直和项 L∨ 上是恒等 L∨ id
L∨.

也请尝试对 §16.8 介绍的 ε-Hermite 形式给出相应的版本.

9. (内积空间的张量积)设 Vi 为实 (或复)向量空间, (·|·)i 是 Vi 上的实 (或复)内积, i = 1, 2.
按照 (16.6.1) (或 (16.9.1))的方法在 V1⊗V2 上定义双线性 (或 Hermite)形式 (·|·)1⊗(·|·)2.
说明这使 V1 ⊗ V2 成为实 (或复) 内积空间.

10. 设 F 为域, char(F ) 6= 2. 在 F -向量空间 M2×2(F ) 上定义双线性形式 T (A,B) =

Tr(AB). 考虑子空间 V := {A ∈ M2×2(F ) : Tr(A) = 0}.

(i) 说明 T 在 M2×2(F ) 和 V 上都是非退化的; 事实上, V = (F · 12×2)
⊥. 记 V 上所对

应的非退化二次型为 q. 说明 (V, q) 迷向.

(ii) 对所有 g ∈ GL(2, F ) 定义 π(g) ∈ GL(V ) 为 A 7→ gAg−1. 证明 π(g) ∈ SO(V, q).
提示 易证 π(g) ∈ O(V, q); 难点是证 detπ(g) = 1. 直接展开或作如下论证: 不妨
设 F 是无穷域, 以将多项式等同于多项式函数; 已知 detπ(g) ∈ {1,−1}, 而 detπ(g)
是关于 g 的矩阵元和 det(g)±1 的多项式, 按此说明它是常值.

(iii) 证明 (ii) 给出的 π : GL(2, F ) → SO(V, q) 是满足 ker(π) = F×12×2 的群同态.

(iv) 证明 π 满, 从而诱导群同构 PGL(2, F )
∼→ SO(V, q).

提示 基于 Cartan–Dieudonné 定理 16.5.3, 证明对 V 的所有非迷向元素 A 皆有
−rA ∈ im(π) 即可. 这相当于寻求 g ∈ GL(2, F ) 使得 g2 ∈ F×12×2, g /∈ F×12×2

而 gAg−1 = A. 分成 A 可对角化或 CharA 不可约两种情形讨论.

(v) 证明对所有迷向的 3 维非退化二次型 (V ′, q′) 皆有同构 PGL(2, F ) ' SO(V ′, q′).
提示 这种二次型精确到同构和伸缩是唯一的.

11. 给定满足 char(F ) 6= 2 的域 F , 设二次型 (V, q) 同构于双曲平面 H, 证明

O(V, q) ' F× ⋊f (Z/2Z),

半直积中的 f : Z/2Z → Aut(F×)映 1+2Z为取逆; 借此确定 O(V, q)的中心 (例 11.1.4).
提示 直接计算矩阵, 并注意到 |F | = 3 ⇐⇒ f(1 + 2Z) = idF× .

12. 设 (V, q) 是非退化二次型, n := dimV ∈ Z≥1.

(i) 设 x ∈ V ∖ {0} 非迷向, 证明 g ∈ O(V, q) 满足 rxg = grx 当且仅当 x 是 g 的特征
向量.

(ii) 证明当 n 6= 2 或 |F | > 3 时, O(V, q) 的中心是 {±id}.
提示 在 n = 2 而 |F | > 3 时应用先前习题的结论. 以下设 n ≥ 3 而 q =

〈a1, . . . , an〉. 由 (i) 可知非迷向向量总是中心的元素 z 的特征向量; 特别地, z 对应
到对角矩阵. 为了说明对角元相等, 可设 n = 3 而 e1 和 e3 特征值不同. 取 t 使得
e1 + te2 + e3 非迷向以推导矛盾.
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(iii) 证明当 n 6= 2 时, SO(V, q) 的中心是 {±id} (若 n 是偶数) 或平凡子群 (若 n 是奇
数).

提示 若 n 是奇数则问题相对容易. 设 n ≥ 4 为偶数, q = 〈a1, . . . , an〉. 由于
SO(V, q) 包含所有对角元属于 {±1} 而且其乘积为 1 的对角矩阵, 由此论证中心 z

的元素必形如
±1 0 · · · 0

0

... A

0




从而 zre1 = re1z, 故 z 实则属于 O(V, q) 的中心.

13. 设 F 为任意域, V 为 F -向量空间. 记对偶空间 V ∨和 V 的典范配对为 〈·, ·〉 : V ∨×V → F .
典范嵌入 $+ : V → V ∨∨ 映 v 为 λ 7→ 〈λ, v〉.

(i) 指定双线性形式 B : V × V → F 相当于指定线性映射 ψ : V → V ∨, 两者之间的关
系是 B(v, w) = 〈ψ(v), w〉. 证明 B 对称当且仅当下图交换:

(V ∨)∨ V ∨.

V

ψ∨

ϖ+
ψ

(ii) 说明若在上述图表中以 $− := −$+ : V → V ∨∨ 代替 $+, 则 B 反对称当且仅当图
表交换.

(iii) 给定满足 char(E) 6= 2 的域 E 和满足 τ2 = idE 的自同构 τ : E
∼→ E, 对 Hermite

形式和反 Hermite 形式 (定义 16.8.3) 证明和 (i), (ii) 相应的性质.

提示 将 V ∨ 改为 V ∗ := V ∨, 相应地定义 ψ∗ 并写下典范的 E-线性映射 $± :

V → V ∗∗.

14. 设 F 为域 E 的子域, [E : F ] = 2 而 char(E) 6= 2. 证明满足 τ |F = idF 而 τ 6= idE 的域
自同构 τ : E

∼→ E 恰有一个.

提示 取 a ∈ E ∖ F 则有 F -向量空间的直和分解 E = F ⊕ Fa; 根据配方法, 可取到 a

使得 b := a2 ∈ F× ∖ F×2; 以下不妨记 √
b := a. 注意到 F -代数的同构

F [X]/(X2 − b)
∼→ E

f + (X2 − b) 7→ f(
√
b).

记法 E = F (
√
b) 是常用的. 按此说明所求的 τ 能且只能是 τ(

√
b) = −

√
b.

15. 定义–命题 16.6.5 解释了如何对二次型作域的变换. 状况对于 ε-Hermite 形式稍有不同.
对 §16.8 中给定的 E, τ 和 F , 考虑相对于 E|F 的非退化 ε-Hermite 形式 (V,B). 另给定
域嵌入 F ↪→ F ′.
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(i) 说明 E′ := E ⊗
F
F ′ 可以按照

(x⊗ y)(x′ ⊗ y′) = xx′ ⊗ yy′, τ ′(x⊗ y) = τ(x)⊗ y

作成带有自同构 τ ′ 的 F ′-代数, 使得 (τ ′)2 = id 而 {z ∈ E′ : τ ′(z) = z} 等同于 F ′.

(ii) 试赋予 V ′ := V ⊗
F
F ′ 自然的 E′-模结构, 然后在 E′ 为域的前提下说明

B′(x⊗ r, y ⊗ s) = rB(x, y)s, x, y ∈ V, r, s ∈ F ′

在 V ′ 上给出相对于 E′|F ′ 的非退化 ε-Hermite 形式 B′.
提示 定义 x⊗ y ∈ E′ 在 V ′ 上的乘法为 v ⊗ r 7→ xv ⊗ ry.

(iii) 证明若 E′非域,则有 F ′-代数的同构 E′ ' F ′×F ′使得 τ ′对应于 (r1, r2) 7→ (r2, r1).
此时的 (V ′, B′) 按照例 16.10.13 的方式对应到 F ′-向量空间.
提示 按照前一道习题的提示记 E = F (

√
b) ' F [X]/(X2 − b), 由张量积保商 (第

十五章的简单习题) 可见 E′ ' F ′[X]/(X2 − b), 这是域当且仅当 b /∈ (F ′)×2; 当
b ∈ (F ′)×2 时中国剩余定理给出同构 F ′[X]/(X2 − b) ' F ′ × F ′; 验证 (V ′, B′) 此
时为 §16.10 所谓的非退化 ε-Hermite 模.

16. 证明推论 16.9.10 的下述辛版本: 设 (V,B) 为辛空间, U1 和 U2 是 V 的子空间, 而向量空
间的同构 f : U1

∼→ U2 保持辛形式, 换言之 B(f(x), f(y)) = B(x, y) 对所有 x, y ∈ U1 皆
成立. 证明存在 g ∈ Sp(V,B) 使得 g|U1 = f .
提示 尝试修改推论 16.4.7 的证明, 但在 U1 非全迷向的第一种情况, 需从 U1 取出的不
再是非迷向向量 u1, 而是 U1 的 2 维子空间 Fu1 ⊕ Fu′

1, 满足 B(u1, u
′
1) = 1.

17. 证明定义–命题 16.10.3 的同态 $M :M → (M∗)∗ 在 M 是有限生成投射模时是同构.
提示 论证 $M1⊕M2 是同构当且仅当 $M1 和 $M2 都是同构, 然后化到 M = R 的
特例.

18. 对所有 a, b ∈ Z≥0, 记实二次型 qa,b := 〈1, . . . , 1〉
a 份

⊕〈−1, . . . ,−1〉
b 份

的正交群为 O(a, b), 行

列式为 1 的子群记为 SO(a, b). 以下要求读者对点集拓扑中的连通性有所了解.

(i) 证明 O(n) = O(n, 0) 恰有两个连通分支 {det = 1} 和 {det = −1}.
提示 关键在于证 SO(n) 道路连通. 一种方法是用正交变换的标准形, 另一种方
法则是用 Cartan–Dieudonné 定理 16.5.3, 通过变动镜射的法向量, 将问题归结为
Rn ∖ {0} 的连通性.

(ii) 形如 O(1, n) 的群常见于物理学; 特例 O(1, 3) 又称 Lorentz 群. 记与 q1,n 对应的
双线性形式为 B1,n, 记 R1+n 的标准基为 e0, . . . , en. 证明对所有 g ∈ O(1, n) 皆
有 |B1,n(e0, ge0)| ≥ 1, 并且证明 g 7→ sgnB1,n(e0, ge0) 是从 O(1, n) 到 {±1} 的群
同态.
提示 从 g ∈ O(1, 3) 的矩阵表法

g =

 a tw

v A

 , a ∈ R, v,w ∈ R3, A ∈ M3×3(R)
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推导 a2 = 1 + ‖v‖2R3 ; 另一方面, 将 g−1 用 g 的转置表出, 可见 a2 = 1 + ‖w‖2R3 ; 按
此论证 g 7→ sgnB1,n(e0, ge0) 为同态.

(iii) 对所有非迷向向量 x, 按照 q1,n(x) > 0 或 q1,n(x) < 0 描述 B1,n(e0, rxe0) 的正负
号. 由此说明有群的满同态

α : O(1, n) → {±1} × {±1}
g 7→ (det g, sgnB1,n(e0, ge0)) .

(iv) 承上题, 说明 α 的纤维正好是 O(1, n) 的连通分支, 共有 4 个.
提示 由 (iii) 知 α 的每个纤维都是 O(1, n) 的连通分支的并. 问题归结为证明
ker(α) 道路连通. 一种方法是运用 Cartan–Dieudonné 定理 16.5.3.

推而广之, 当 a, b ≥ 1 时 O(a, b) 也恰有 4 个连通分支. 这点的证明需要一些 Lie 群的知
识, 故本书不论.

19. 记对称正定 n× n 实矩阵构成的集合为 S+
n . 极分解给出双射

S+
n × O(n)

1:1 GL(n,R), (R,U) 7→ RU .

承继上一题的符号, 命 n = a+ b. 证明上式限制为双射

(S+
n ∩ O(a, b))× (O(a)× O(b))

1:1 O(a, b).

提示 可将 O(n) 理解为 GL(n,R) 的自同构 A 7→ (tA)−1 的不动点集, 类似方法可诠
释 O(a, b), 然而这两个自同构相互交换.
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附录 A 集合论补遗

这份附录旨在补全正文遗漏或省略的若干集合论常识, 分成三个独立的板块. 第一
部分 (§§A.1–A.2) 是关于 Peano 算术的公理, 以及 von Neumann 构造非负整数集的
方法. 第二部分 (§A.3) 证明关于基数的一些性质, 和正文的关系较为紧密. 第三部分
(§A.4) 介绍关于偏序集的 Zorn 引理, 此一结论等价于选择公理, 它在代数学的后续研
究中占有重要地位. Zorn 引理可以用来说明任何向量空间都有基, 任何线性无关子集
都能延拓为基, 这些是正文所默认的事实.

此处介绍的关于基数的知识只是皮毛, 有需求的读者应当继续参考其他教材, 如
[13] 或 [10, 第一章].

阅读顺序
§A.1

§A.2

§A.3 §A.4

A.1 Peano算术
非负整数的算术几乎是一切数学所共享的地基. 算术的形式化因而也是关于数学

基础的任何纲领的第一块试金石. 在这方面, 目前通行的是 G. Peano 在 1889 年的著作
Arithmetices principia, nova methodo exposita 提出的公理系统, 现称为 Peano 算术.
按现代观点, Peano 算术所意图描述的对象是非负整数, 除了标准的逻辑符号和等

号 =, 它只涉及一个常数 0 (代表零) 和一个运算 s (代表后继元), 映 x 为 s(x); 因此
Peano 算术其实可以建立在形式语言和一系列公理的基础上, 未必要涉及集合. 为了简
化一些逻辑上的技术细节, 本书仅讨论 Peano 算术在 ZFC 公理集合论里的表述.

定义 A.1.1 (G. Peano) 设 N 是集合, 0 ∈ N 是给定的元素, 而 s : N → N 是映射. 若
以下条件成立, 则称 (N, 0, s) 满足 Peano 公理.

▷ 零非后继 不存在 x ∈ N 使得 0 = s(x);
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▷ 后继元运算是单射 若 s(x) = s(y), 则 x = y;

▷ 数学归纳法原理 设 I ⊂ N 为包含 0 的子集, 而且对于任何 x ∈ N 都有 x ∈
I =⇒ s(x) ∈ I, 则 I = N .

熟悉的正整数按此在 N 中诠释为 1 = s(0), 2 = s(1) 等, 依此类推.

引理 A.1.2 设 (N, 0, s)满足 Peano公理, x ∈ N 而 x 6= 0,则必存在 y ∈ N 使得 x 6= y

而 x = s(y).

证明 设若不然, 则 I := N ∖ {x} 满足数学归纳法的所有条件, 从而 I = N , 矛盾.

非负整数的加法和乘法可以用 Peano 公理在 N 上递归地定义为
x+ 0 := x, x+ s(y) := s(x+ y),

x · 0 := 0, x · s(y) := (x · y) + x.

特别地, s(x) = x + 1. 为了严谨地完成这些定义, 以下工具必不可少, 然而证明是比较
迂回的.

定理 A.1.3 (递归原理) 设 (N, 0, s) 满足 Peano 公理, Y 是任意集合, t : Y → Y 是映
射, 而 y0 ∈ Y . 此时存在唯一的映射 f : N → Y 使得 f(0) = y0 而且

∀x ∈ N, f(s(x)) = t(f(x)).

证明 首先处理相对简单的唯一性. 设 f1, f2 : N → Y 皆具上述性质, 考虑 ∆ := {x ∈
N : f1(x) = f2(x)}, 则按条件立见 0 ∈ ∆, 而且 x ∈ ∆ 蕴涵 s(x) ∈ ∆. 于是 ∆ = N , 亦
即 f1 = f2.

接着证明 f 的存在性. 请考虑满足下列性质的子集 Γ ⊂ N × Y :

? (0, y0) ∈ Γ,

? 若 (x, y) ∈ Γ, 则 (s(x), t(y)) ∈ Γ.

令 U 为这些子集 Γ所成的集合;显然有 N×Y ∈ U ,因此 U 非空,取交 Γmin :=
⋂

Γ∈U Γ

有意义; 它依然属于 U . 以下将说明 Γmin 是某个映射 f : N → Y 的图形, 而 f 即所求
的映射.

为此, 需要验证的是所有 x ∈ N 都有如下两条性质.

P(x) : ∀y, y′ ∈ Y, (x, y), (x, y′) ∈ Γmin =⇒ y = y′,

Q(x) : ∃y ∈ Y, (x, y) ∈ Γmin.

考虑集合 I := {x ∈ N : P(x) ∧Q(x)}. 我们断言 0 ∈ I. 显然 Q(0) 按 U 的定义自
动成立, 至于 P(0), 命

Γ0 := {(0, y0)} ∪ ((N ∖ {0})× Y ) ;
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注意到 Γ0 ∈ U , 而 y 6= y0 时 (0, y) /∈ Γ0, 故此时 (0, y) /∈ Γmin.
接着说明若 x ∈ I 则 s(x) ∈ I. 根据前提, 存在唯一的 y 使得 (x, y) ∈ Γmin, 由此

可得 (s(x), t(y)) ∈ Γmin. 现在设 y′ ∈ Y 满足 y′ 6= t(y) 并考虑

Γ1 := Γmin ∖ {(s(x), y′)}.

显然 (0, y0) ∈ Γ1; 其次, Γmin 中第一个分量为 x 的元素只有 (x, y), 而 s 单, 所以从
Γmin 扣掉 (s(x), y′)并不影响定义 U 的第二条性质. 综上可见 Γ1 ∈ U . 于是 Γmin = Γ1,
亦即 (s(x), y′) /∈ Γmin. 故 P(s(x)) 和 Q(s(x)) 皆成立.
应用数学归纳法可得 I = N , 证毕.

加法和乘法运算满足熟知的代数性质.

▷ 加法结合律 x+ (y + z) = (x+ y) + z.

▷ 加法交换律 x+ y = y + x.

▷ 加法零元 x+ 0 = x.

▷ 加法消去律 x+ z = y + z 蕴涵 x = y.

▷ 乘法结合律 x(yz) = (xy)z.

▷ 乘法对非零元的消去律 xz = yz 而 z 6= 0 蕴涵 x = y.

▷ 乘法幺元 x · 1 = x.

▷ 分配律 (x+ y)z = xz + yz.

以加法结合律为例, 当 z = 0 时, 等式显然对所有 x, y 成立; 现在设 z ∈ N 给定,
使得等式对所有 x, y 成立, 则

x+ (y + s(z)) = x+ s(y + z) = s(x+ (y + z))

= s((x+ y) + z) = (x+ y) + s(z).

故 s(z) 也有相同的性质. 设 I 为对所有 x, y 都满足加法结合律的 z 所成集合, 应用数
学归纳法可得 I = N , 故加法结合律恒成立.

从这些性质可以推出 x · 0 = x · (0 + 0) = x · 0 + x · 0, 两边消去 x · 0, 便得到

x · 0 = 0.

练习 A.1.4 完整证明以上几条代数性质.

指数运算 xy 在 N 上也有类似的递归定义. 尽管分析学家或有异议, 此处规定
00 = 1.
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练习 A.1.5 使用递归原理严谨地定义阶乘函数 x 7→ x!.

定义–命题 A.1.6 设 (N, 0, s) 满足 Peano 公理. 在 N 上定义二元关系 ≤ 使得

x ≤ y ⇐⇒ ∃d ∈ N, y = x+ d.

这使 (N,≤) 成为全序集. 进一步, 对所有 x, y, z ∈ N 都有

x ≥ y =⇒ x+ z ≥ y + z,

x ≥ y =⇒ xz ≥ yz.

证明 先说明 ≤ 是偏序. 由 x = x + 0 可得反身性 x ≤ x. 设 x ≤ y 而 y ≤ z, 表作
y = x+ d 和 z = y + e, 其中 d, e ∈ N , 则加法结合律给出

z = x+ (d+ e),

于是 x ≤ z, 是为传递性. 下面验证反称性: 设 x ≤ y 而 y ≤ x, 亦即存在 d, e ∈ N 使得
y = x+ d 和 x = y + e. 由此可得 x = x+ (d+ e), 再用加法消去律可得 d+ e = 0. 兹
断言 d = e = 0; 设若不然, 则根据引理 A.1.2, 在 d 或 e 中必有一者是某个元素的后继,
从而根据加法的递归定义, 0 也随之是某元素的后继, 矛盾.
下一步是验证全序性质, 亦即任两个 x, y ∈ N 皆可比大小. 论证依然是递归的:

y = 0 是 N 的下界, 当然可与任何 x ∈ N 比大小. 现在设 y ∈ N 可与任何 x 比大小,
然后考虑 s(y): 给定 x,

? 或者 x ≤ y, 此时 x ≤ s(y);

? 或者 x > y, 写作 x = y + d 的形式 (d 6= 0), 以引理 A.1.2 表 d = s(e) 并且运用
加法的性质, 可得 x = s(y) + e, 故此时 x ≥ s(y).

由数学归纳法遂知所有 y 都能和所有 x 比大小.
最后来证明关于 x, y, z ∈ N 的不等式. 设 x ≥ y, 写作 x = y + d. 于是

x+ z = (y + z) + d ≥ y + z; 另一方面, xz = yz + dz ≥ yz. 至此完成所有证明.

命题 A.1.7 (良序原理) 设 (N, 0, s) 满足 Peano 公理, 则 (N,≤) 是良序集; 换言之, 任
何非空子集 S ⊂ N 相对于全序 ≤ 都有极小元.

证明 令 S♭ := {x ∈ N : ∀y ∈ S, x ≤ y}; 换言之, S♭ 由 S 在 N 中的所有下界构成.
显然 0 ∈ S♭. 另一方面, S 非空蕴涵 S♭ 6= N ; 比方说任取 y ∈ S, 则 y < s(y) 就导致
s(y) /∈ S♭.

必然存在 x ∈ S♭ 使得 s(x) /∈ S♭, 否则数学归纳法将导致 S♭ = N . 兹断言 x 即所
求之极小元. 首先, 已知 x ≤ y 对所有 y ∈ S 成立. 其次, x ∈ S 必然成立, 否则前述的
x ≤ y 可以改进为 x < y (其中 y 遍历 S), 由此易推得 s(x) ∈ S♭, 与 x 的选法矛盾.

基于良序原理, 很容易导出数学归纳法的第二种形式.
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命题 A.1.8 设 (N, 0, s) 满足 Peano 公理, I 是 N 的子集. 假设 0 ∈ I, 而且对于给定
的 x ∈ N , 若对所有 y < x 皆有 y ∈ I, 则也有 x ∈ I. 此时 I = N .

证明 若 N ∖ I 非空, 则命题 A.1.7 确保 N ∖ I 有极小元 x. 此极小性质表明对所有
y < x 皆有 y ∈ I, 于是 x ∈ I, 矛盾.

注意: 迄今只是从 Peano 公理作推导, 尚未说明满足公理的资料 (N, 0, s) 确实存
在, 实际构造是 §A.2 的主题.

A.2 构造非负整数集
除了空集 ∅ 和由之衍生的 {∅}, {{∅},∅} 等, 公理集合论不直接给予任何具体的

集合. 然而此一立足点已经足以支起 Peano 算术. 以下介绍的构造是 von Neumann 提
出的, 基本想法是取

0 := ∅, 1 := {∅},
. . . , n + 1 := {0, . . . , n}.

之所以将 n 加粗标记, 是为了暂时地和日常语言中的 n 区隔. 这一定义看来简洁又合
理, 而且 n 作为一个集合, 其元素个数正好是它所要对应的数 n. 我们希望定义非负整
数集 Z≥0 为 {0, 1, 2, . . .}, 将全体非负整数作为一个集合来把握.

如何严格地定义 Z≥0? 问题隐藏在上述公式中的省略号 . . ., 它需要无穷多步. 这
是否意味着省略号是某种 “依此类推”? 如果这种解读有严谨的意义, 那么它只能够依
着 0, 1, 2, . . . 来类推, 也就是沿着我们所求的集合 Z≥0 来类推, 这又绕回了出发点.
为了掌握定义的实质, 我们暂且承认这么构造 Z≥0 是合理的. 于是对于任意非负

整数 n 和 m, 当下看出 (严谨证明见引理 A.2.5 和练习 A.2.7):

n < m ⇐⇒ n ∈ m =⇒ n ⊂ m.

上式的 =⇒ 不能倒转; 比方说 {0, 2} 是 3 = {0, 1, 2} 的子集, 却非其元素, 也不对应于
任何非负整数. 何以故? 障碍显然在于 “断链”: 2 的元素 1 不在 {0, 2} 之中. 这就启示
我们作以下定义.

定义 A.2.1 设 α 为集合, 如果 α 的每个元素都是 α 的子集, 则称 α 为传递集.

请读者验证上述定义相当于说对于任意 β 和 γ, 若 β ∈ α 而 γ ∈ β, 则 γ ∈ α. 这
是传递性的意涵.

引理 A.2.2 若 α 是传递集, 则 α ∪ {α} 也是传递集.

证明 设 x ∈ α∪{α}. 若 x ∈ α, 则 α 的传递集性质确保 x ⊂ α ⊂ α∪{α}. 若 x ∈ {α}
则 x = α ⊂ α ∪ {α}.
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基于平凡的理由, ∅ 是传递集. 于是 von Neumann 构造之下的 0, 1, . . . 可以设想
为从空集出发, 不断地从 α 过渡到 α ∪ {α} 所能得到的所有集合 (需要 “依此类推”),
它们理应是传递集.

定义 A.2.3 满足以下条件的集合 x 称为归纳集:

? ∅ ∈ x;

? 若 α ∈ x 则 α ∪ {α} ∈ x.

于是 {0, 1, . . .} 理应是最小可能的归纳集. 何谓最小? 易见对一族归纳集取交仍得
到归纳集, 所以最小可能的归纳集无非是所有归纳集的交. 然而空交是被禁止的, 因此
Z≥0 的构造便归结为

▷ 无穷公理 存在归纳集.

这是 §2.1 提及的无穷公理的精确版本, 它纯以公理集合论的语言表述, 不再涉及任何
“依此类推” 的话术.

定义 A.2.4 (J. von Neumann) 定义 Z≥0 为所有归纳集之交; 它也是归纳集, 因而可
定义后继元映射 s : Z≥0 → Z≥0 为 s(x) := x ∪ {x}, 并且定义 0 := ∅ ∈ Z≥0.

引理 A.2.5 所有元素 n ∈ Z≥0 都是传递集.

证明 设 x 为任意归纳集, 考虑其子集 x′ := {α ∈ x : α是传递集}. 我们有 ∅ ∈ x′. 此
外若 α ∈ x′, 则 α∪ {α} ∈ x 仍是传递集 (引理 A.2.2), 故 α∪ {α} ∈ x′. 综上可见 x′ 仍
是归纳集. 现在取 x := Z≥0; 既然它是最小的归纳集, 自然有 x = x′.

定理 A.2.6 定义 A.2.4 的资料 (Z≥0, 0, s) 满足定义 A.1.1 的 Peano 公理.

证明 注意到 x ∈ s(x) := x ∪ {x} 总是成立. 首先验证 0 非后继. 若存在集合 x 使得
s(x) = x ∪ {x} = 0 := ∅, 则 x ∈ ∅ 悖理.

其次验证 s 是单射. 设 x ∪ {x} = y ∪ {y}. 从 x ∈ x ∪ {x} = y ∪ {y} 可知

? 或者 x ∈ {y}, 这导致 x = y;

? 又或者 x ∈ y, 因为引理 A.2.5 确保 y 是传递集, 这导致 x ⊂ y.

无论哪种情况都有 x ⊂ y. 同理有 y ⊂ x, 故 x = y.
最后验证数学归纳法原理. 设子集 I ⊂ Z≥0 含 0 并且对 s 保持封闭. 按定义, I 是

归纳集. 既然 Z≥0 定义为最小的归纳集, 故 I = Z≥0. 明所欲证.

练习 A.2.7 由定义–定理 A.1.6 赋予 Z≥0 全序 ≤. 说明

n < m ⇐⇒ n ∈ m.
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提示 设 m = n + 1 + d > n, 对 d ∈ Z≥0 行数学归纳法来说明 n ∈ m.
反之设 n ∈ m. 使用反证法: 若 n ≥ m 则有 m ∈ n 或 m = n, 说明两者都导致

m ∈ m, 进而导致 s(m) = m; 配合引理 A.1.2 推导矛盾.

留意到上述构造不涉及 §2.1 介绍的正则公理, 尽管它可以用来缩短某些论证.
既已完成 Z≥0 的构造, 我们顺带说明满足 Peano 公理的资料 (N, 0, s) 具有适当的

唯一性, 作为本节之收尾.

命题 A.2.8 设 (N, 0, s) 和 (N ′, 0′, s′) 皆满足 Peano 公理, 则存在唯一的映射 f : N →
N ′ 使得 f(0) = 0′ 而 fs = s′f ; 这般的 f 必然是双射.

证明 在递归原理 (定理 A.1.3) 中取 Y = N ′, t = s′ 和 y0 = 0′, 可见有唯一的
f : N → N ′ 使得 f(0) = 0′ 而 fs = s′f .

接着调换 N 和 N ′ 的角色, 可得唯一的 g : N ′ → N 使得 g(0′) = 0 而 gs′ = sg.
现在考虑 gf : N → N 和 fg : N ′ → N ′. 我们有

gf(0) = g(0′) = 0, fg(0′) = f(0) = 0′,

gfs = gs′f = sgf, fgs′ = fsg = s′fg.

因为 idN (0) = 0 而 idN ◦ s = s ◦ idN 显然成立, 将之前关于映射唯一性的结果应
用于 N ′ = N 的特例, 两相比较可见 gf = idN . 同理, fg = idN ′ . 这就说明 f 和 g 互
为逆映射.

由于序结构, 加法与乘法都是从 Peano 公理唯一确定的, 命题 A.2.8 的双射
f : N → N ′ 不只保持零元与后继元, 还自动使两边的全序, 加法和乘法相匹配. 结合定
理 A.2.6 的实际构造, 这就说明 Peano 算术的模型不仅存在, 本质上还是唯一的. 就使
用者的角度, 我们遂可以心安理得地操作算术, 不必再管 Z≥0 实际是什么.

A.3 基数补遗
本节的目的是补充 §2.9 省略的一些细节. 这些论证只是显得相对曲折, 没有本质

的困难.

引理 A.3.1 设 f : A→ B 是集合之间的满射, 则 |B| ≤ |A|.

证明 不妨设 A 非空. 根据命题 2.2.6 (依赖于选择公理), 存在 f 的右逆 g : B → A,
亦即 fg = idB . 这也说明 g 有左逆 f , 故 g 为单射而 |B| ≤ |A|.

定理 A.3.2 (Schröder–Bernstein) 若集合 A和 B 满足 |A| ≤ |B| ≤ |A|,则 |A| = |B|.

证明 根据条件, 存在单射 f : A → B 和 g : B → A. 在断言中以 g(B) 代替 B, 不妨
假设 B ⊂ A 而 g 是包含映射, 即 f(A) ⊂ B ⊂ A. 置 A0 := A, B0 := B, 递归地对所有
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n ∈ Z≥0 定义
An+1 := f(An),

Bn+1 := f(Bn).

容易递归地证明 Bn ⊂ An 而 An+1 ⊂ Bn (从 n = 0 起, 反复取 f 的像). 于是

A0

=A

⊃ B0

=B

⊃ · · · ⊃ An ⊃ Bn ⊃ An+1 ⊃ · · · .

以此将 A 分解为以下两列子集的无交并

(A0 ∖B0) (B0 ∖A1)

(A1 ∖B1) (B1 ∖A2)

...
...

t
f1:1

t
f1:1

并且注意到 A0 ∖B0 之外的部分取并为 B. 定义映射 φ : A→ B 为

φ(a) =

{
f(a), 如果 ∃n ≥ 0, x ∈ An ∖Bn,

a, 其他情形.

容易验证 φ 是双射.

定理 A.3.3 对于任意集合 A 和 B, 或者存在单射 A ↪→ B, 或者存在单射 B ↪→ A.

证明 这个结果的证明或者需要序数理论, 或者需要 Zorn 引理. 两者都依赖选择公理.
基于序数的进路可见 [10, 命题 1.4.5].

回忆到与 {0, . . . , n−1}等势的集合 A称为有限集,其中 n ∈ Z≥0; 此时记 |A| = n.
非有限的集合称为无穷集.

命题 A.3.4 (=命题 2.9.4) 设 A和 B是等势的有限集,则任何单射 (或满射) f : A→ B

自动是双射.

证明 首先考虑 f 是单射的情形. 不失一般性, 设 n := |A| ≥ 1, 对 n 递归地论
证. 首先 n = 1 情形是平凡的. 接着设 n > 1, 任选 a ∈ A, 定义 A′ := A ∖ {a} 和
B′ := B ∖ {f(a)}, 则容易说明 |A′| = |A| − 1 和 |B′| = |B| − 1, 而且 f |A′ : A′ → B′ 仍
然是单射, 从而是双射. 这就说明 f : A→ B 是双射.
其次设 f 是满射. 仍可设 A 非空. 根据命题 2.2.6, 存在 g : B → A 使得 fg = idB ,

从而 g 是单射. 根据前一步, g 实际是可逆映射, 因此 f = (fg)g−1 = g−1 也可逆.

命题 A.3.5 (=命题 2.9.5) 集合 A 无穷当且仅当存在单射 Z≥0 ↪→ A.
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证明 思路是从无穷集 A 不断地挑出元素, 以构造 Z≥0 的副本. 容易验证从 A 扣掉任
何元素仍是无穷集, 从而扣掉任意有限多个元素亦然. 以选择公理从 A 的每个非空子
集挑出一个元素, 选法具体表作映射

g : P (A)∖ {∅} → A, ∀S, g(S) ∈ S.

对所有 n ∈ Z≥0, 考虑以下性质 P(n): 存在映射 fn : {0, . . . , n} → A, 使得对所有
0 ≤ k < n 皆有

fn(k) = g(A∖ {fn(0), . . . fn(k − 1)}
6=∅

).

根据对右式的标准理解, 自动有 fn(0) = g(A), 而 fn(k) 按选择函数 g 的定义必不属于
{fn(0), . . . , fn(k − 1)}, 由此可见 fn 是单射.

基于数学归纳法原理, 容易说明 P(n)对所有 n成立. 该原理还进一步说明每个 fn

都唯一由 g确定. 这点确保映射族 (fn)n≥0黏合为 f : Z≥0 → A,使得 f |{0,...,n−1} = fn.
既然每个 fn 皆单, 故 f 单.

A.4 Zorn引理与基的存在性
先回顾本书正文曾出现过的一些概念.
设 (A,≤) 为偏序集. 设 amax ∈ A, 若不存在 a′ ∈ A 使得 a′ > amax, 则称 amax 为

A 的一个极大元. 若 a ∈ A 满足 ∀c ∈ C, c ≤ a, 则称 a 为 C 在 A 中的一个上界.
若子集 C ⊂ A 对 ≤ 成为全序集, 则称 C 为 A 中的链.

命题 A.4.1 (Zorn引理) 设 (A,≤) 为非空偏序集, 而且其中的每个链 C 在 A 中都有
上界, 则在 A 中存在极大元 amax.

从 Zorn 引理推导选择公理是相对容易的. 选择公理断言对于任何一族非空集 A,
存在映射 g : A→

⋃
A 使得 g(a) ∈ a 对所有 a ∈ A 成立; 换言之, 存在从 A 中的每个

集合 a 选取元素 g(a) 的一种方法, 体现为 “选择映射” g. 为了说明选择映射存在, 定义
偏序集 (P,�) 如下.

? P 的元素是资料 (A′, g′), 其中 A′ ⊂ A 而 g′ : A′ →
⋃
A′ 使得 g′(a) ∈ a 对所有

a ∈ A′ 成立.

? (A′, g′) � (A′′, g′′) 意谓 A′ ⊂ A′′ 而 g′′|A′ = g′.

容易验证 (P,�) 为偏序集, 而且它非空: 事实上, 我们知道如何理解从空集
出发的映射, 见 §2.2, 因此取 A′ = ∅ 毫无问题. 设 C 为 (P,�) 中的链. 定义
A0 :=

⋃
(A′,g′)∈C A

′, 对所有 a ∈ A0, 任取 (A′, g′) ∈ C 使得 a ∈ A′, 再命 g0(a) :=

g′(a) ∈ A′ ⊂ A0. 容易验证:
? g0(a) 不依赖 (A′, g′) 的选取 (此处需要 C 作为链的性质);
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? (A0, g0) ∈ P ;
? (A′, g′) � (A0, g0) 对所有 (A′, g′) ∈ C 成立.
代入 Zorn 引理遂知 (P,�) 有极大元 (Amax, gmax). 若能证明 Amax = A, 则 gmax

即所求的选择映射. 设若不然, 存在 a ∈ A∖Amax, 则可任取 x ∈ a, 再定义

g̃ : Amax t {a} → (
⋃
Amax) ∪ a

使得 g̃|Amax = gmax 而 g̃(a) = x. 这与 (Amax, gmax) 对 � 的极大性质矛盾.
从选择公理推导 Zorn 引理较为复杂. 有兴趣的读者可以参考 [10, 定理 1.3.6] 或其

他集合论相关教材.
基于 Zorn 引理, 现在可以容易地说明向量空间总有基. 回忆到空子集按定义是线

性无关子集.

命题 A.4.2 (=定义–命题 4.4.10的前半部) 设 F 为域, V 为 F -向量空间, 而 S 为 V

的线性无关子集, 则 S 可以扩充为 V 的基. 特别地, 取 S = ∅ 可知 V 总是有基.

证明 定义集合
P :=

{
T ⊂ V :线性无关子集, T ⊃ S} .

以包含关系 ⊂ 赋予 P 偏序. 如能证明 P 有极大元 B, 则 B 必是极大线性无关子
集, 故给出包含 S 的基.

为此, 设 C 为 P 中的链. 定义 T ′ :=
⋃
T∈C T . 它当然也包含 S, 以下说明 T ′ 线

性无关: 任何线性关系式 ∑
t∈T ′ att 只涉及有限个非零系数, 设其为 t1, . . . , tn; 对每个

1 ≤ i ≤ n 取 Ti ∈ C 使得 ti ∈ Ti. 基于全序性质, 重排后不妨设 T1 ⊂ · · · ⊂ Tn, 则∑n
i=1 atiti = 0 是 Tn 中的线性关系, 故系数必然全为 0.
这就说明 P 是每个链 C 都有上界 T ′ 的偏序集; 又由 S ∈ P 可知它非空, 故 Zorn

引理确保 P 有极大元. 明所欲证.

以上仅是定义–命题 4.4.10 的前半部内容; 后半部关乎维数的唯一性, 由于这在无
穷维情形需要一些基数的性质, 而且用处相对少, 在此不予处理.

此外, 这些结论也能够从域上的向量空间推广到除环上的模, 论证完全相同. 请参
见例 12.4.7 的讨论.
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范畴论作为一套数学语言具有高度的概括力与启发性, 它的应用不限于代数, 然而
在代数学中体现得最为直接. 以逻辑顺序而言, 范畴论可以置于一切代数结构之前; 然
而就学习而言, 若无法对代数结构掌握足够的例子和经验, 就无法切实理解范畴论中的
构造, 因此本书将相关内容置于附录.
实例至关重要. 本篇附录所举例子将涉及本书正文中处理的各种结构, 预设一定

的背景知识. 最低限度应了解集合的操作以及域上的向量空间; 其次, 关于序结构和群
论的常识也有益处, 如果了解模论则更佳. 此外, 尽力完成练习对于熟悉相关概念是必
要的.

本篇附录仅是引论, 既未涵盖范畴论的所有基本概念 (如伴随性, 极限, 完备性等),
在所涵盖的内容中也不及实践所需的深度. 读者若希望进一步了解范畴论或在其他领
域中予以应用, 应当进一步研读其他书籍, 例如 [10, 第二章, 第三章].

阅读提示
本书在定义范畴时采取的集合论假设和 [10] 稍有不同, 详见注记 B.1.16. 倘若读
者只关心泛性质 (见 §B.5), 则这些细节毫无影响.

阅读顺序

§B.1 §B.2 §B.3 §B.5

§B.4

§B.6

§B.7
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B.1 范畴
本书探讨了形形色色的数学结构, 包括但不限于集合, 环, 域, 向量空间, 群. 单从

形式操作的层面观之, 每一种理论都涉及一类指定的 “对象” (例如集合, 环), 对象 X 和
Y 之间的种种 “箭头” f : X → Y (例如集合之间的映射, 环之间的环同态), 以及头尾
相接的箭头之间的 “合成” 运算. 尽管箭头对于每种结构都有不同意义, 但合成运算有
诸多共性, 譬如任何对象 X 到自身有恒等 idX , 箭头的合成服从结合律 (fg)h = f(gh),
而恒等满足 f idX = f = idY f .

进一步, 无论在哪种理论中, 关于箭头的左可逆性, 右可逆性和可逆性的概念总是
按相同方式定义的, 而当 f : X → Y 可逆时, 关于 f−1 唯一性的证明无论在哪种情形
都有同样的格式. 因此, “同构” 的概念也总是具有相同的格式; 譬如对于集合论的情形,
所谓同构无非是集合等势. 本书探讨的许多课题都相当于对同构类的精细研究.
除此之外, 本书所频繁运用的交换图表也仅涉及对象及箭头的形式操作, 并不关心

它们具体 “是什么”. 对于掌握本书内容的读者, 交换图表的这一特色及随之而来的便利
应当是不言而喻的.
基于这些经验教训, 下述定义自然而然.

定义 B.1.1 (范畴) 一个范畴 C 意谓以下资料:

? 一个类 Ob(C), 其元素称作 C 的对象.

? 对所有 X,Y ∈ Ob(C) 指定一个集合 HomC(X,Y ); 此集合称为从 X 到 Y 的
Hom-集, 也简记为 Hom(X,Y ), 其元素称作 C 中从 X 到 Y 的态射.

? 对每个 X ∈ Ob(C) 指定元素 idX ∈ HomC(X,X), 称为 X 到自身的恒等态射.

? 对于任意 X,Y, Z ∈ Ob(C), 指定态射间的合成映射

◦ : HomC(Y, Z)×HomC(X,Y ) −→ HomC(X,Z)

(g, f) 7−→ g ◦ f,

不致混淆时也将 g ◦ f 简记为 gf . 它满足:

▷ 结合律 对 C 中的所有态射 h, g, f , 若合成 h(gf) 和 (hg)f 都有定义, 则

h(gf) = (hg)f.

故两边可以同写为 h ◦ g ◦ f 或 hgf ;
▷ 恒等态射的性质 对所有对象 X,Y 和态射 f ∈ HomC(X,Y ), 我们有

f ◦ idX = f = idY ◦ f.
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恒等态射 idX 由其性质唯一确定, 这是因为如果 idX 和 id′
X 都满足恒等映射的性

质, 则

idX = idX id′
X = id′

X .

一般也将 f ∈ HomC(X,Y ) 写作 f : X → Y 或 X
f
Y , 故态射又称为箭头. 态射

的合成诠释为箭头的头尾相接; 当态射的名称 f 自明或不重要时, 常从图中略去.

注记 B.1.2 (范畴中的交换图表) 基于箭头的图解表法是范畴论的基本语言. 其中最常
用的是交换图表. 所谓 “交换”, 意谓箭头合成殊途同归, 例如图表

X Y

Z

f

h g

R S

T U

u

x v

y

的交换性分别相当于说 gf = h 和 vu = yx. 本书已经在种种具体场合中使用交换图表,
此处不过是在范畴论的视野下给出一般解释.

如前所述, 种种数学结构自然地构成范畴. 以下例子涉及的层面相对广, 假定读者
至少对其中一部分结构有所了解.

例 B.1.3 (集合范畴) 所有集合构成一个范畴, 记为 Set. 它的对象是所有集合构成的
类. 对任两个集合 X 和 Y , 态射集 HomSet(X,Y ) 是映射集 Y X = {f : X → Y 映射},
态射 f : X → Y 和 g : Y → Z 的合成 gf : X → Z 是映射的合成. 恒等 idX 是集合 X

到自身的恒等映射, 这在 X = ∅ 时也有定义. 范畴定义中的结合律和恒等态射的性质
都化为集合论的常识.

注意到 Ob (Set) 确实必须是一个类, 因为全体集合并不构成一个集合, 而是所谓
“真类”.

例 B.1.4 (代数结构给出的范畴) 每一种类型的代数结构都自然地构成一个范畴. 例如
环范畴 Ring 的定义是 Ob(Ring) = {R : 环} (这依然是类), 而对所有环 R 和 R′ 定义
HomRing(R,R

′) = {环同态 ϕ : R→ R′}. 其他代数结构当然也按类似格式成为范畴, 下
表仅是一部分例子.
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范畴 对象 态射 合成运算 恒等态射

Ring 环 环同态

Field 域 域嵌入

Vect(F ) 域 F 上的向量空间

Vectf(F ) 域 F 上的有限维向量空间

Mon 幺半群 幺半群同态

Grp 群

Ab 交换群

R-Mod 环 R 上的左模 模同态

Mod-R 环 R 上的右模 模同态

F -Alg 域 F 上的代数 代数同态

映射合成 恒等映射

线性映射

群同态

留意到以上的 Ring 含零环, 这与 [10] 的规定有所出入, 但终究只是定义问题. 关于幺
半群同态和群同态的比较请见注记 11.2.2.

在 F -向量空间范畴 Vect(F ) 的例子中, 我们知道任两个对象 V, V ′ 之间的
Hom(V, V ′) 不只是集合, 还自然地成为 F -向量空间, 而态射的合成

Hom(V ′, V ′′)×Hom(V, V ′)→ Hom(V, V ′′)

对此是双线性的. 附加于 Hom 集的这类额外结构称为范畴的充实, 实践中频繁出现.
相关理论可参考 [10, §3.4].

例 B.1.5 (其他数学结构给出的范畴) 除了代数结构之外, 数学中出现的其他结构往往
也构成范畴. 下表只是较为初等而具有代表性的几则例子.

范畴 对象 态射 合成运算 恒等态射

Preordset 预序集

Poset 偏序集

Metr 度量空间 保距映射

Rel 集合 二元关系 二元关系合成 恒等关系

保序映射
映射合成 恒等映射

因此范畴语言对于分析或几何学的研究也是有益的.
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关于 Rel 的例子可能需要解释. 回忆到集合 A 和 B (计顺序) 之间的二元关系定
义为任意子集 R ⊂ A×B; 定义二元关系 R ⊂ A×B 和 S ⊂ B × C 的合成为

SR := {(a, c) ∈ A× C : ∃b ∈ B, (a, b) ∈ R ∧ (b, c) ∈ S} ,

而 A× A 上的恒等关系定义为对角子集 {(a, a) : a ∈ A}, 亦即 = 给出的二元关系. 关
于 Rel 的范畴论公理不过是按步就班的简单验证, 已在相关章节的练习中做过.

例 B.1.6 (序结构作为范畴) 任选一个集合 ?. 设 (A,�) 是预序集. 定义相应的范畴 A
如下:

Ob(A) = A,

HomA(X,Y ) =

{
独点集 {?}, X � Y,
∅, 其他情形,

idX =唯一元素 ? ∈ HomA(X,X).

态射 X → Y 和 Y → Z 的合成只在 X � Y 而 Y � Z 时才有意义; 由于 � 的传递性
确保 X � Z 也成立, 此时的 Hom 集都是独点集, 合成运算能且只能定义为 ? ◦ ? = ?.
合成的结合律与恒等态射的性质因而都是平凡的.

特别地, 任何偏序集 (P,�) 都给出范畴 P. 与此前介绍的例子不同, 预序集确定的
范畴是 “小” 的: 它们的所有对象构成集合, 而不仅只是类.

例 B.1.7 作为前一则例子的应用, 我们得到:

▷ 空范畴 0 对应到空集给出的偏序集, 这是满足 Ob(C) = ∅ 的唯一范畴 C.

▷ 范畴 1 对应到仅有一个元素的偏序集, 这是恰有一个对象 (记为 0) 及一个态射
id0 的范畴, 合成运算由 id0id0 = id0 道尽.

▷ 范畴 n 推而广之, 对任意 n ∈ Z≥0, 全序集 {0, . . . , n − 1} 对应的范畴记为 n, 其
态射不外是恒等态射, 下图的所有箭头

0→ 1→ · · · → n− 1,

及其合成.

▷ 离散范畴 对任意集合 S 皆可赋予偏序 � 使得

s � s′ ⇐⇒ s = s′;

此偏序集对应的范畴 Disc(S) 称为由 S 确定的离散范畴, 它满足 Ob (Disc(S)) =
S 而

HomDisc(S)(s, s
′) =

{
{ids}, s = s′,

∅, s 6= s′,

态射的合成运算由此唯一确定. 观察到 Disc(∅) = 0 而 Disc(独点集) = 1.
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回到范畴的一般理论. 下述概念在集合与向量空间等具体情境中早已熟悉.

定义 B.1.8 给定范畴 C. 对于其中的态射 f : X → Y , 若存在 g : Y → X 使得
fg = idY 而 gf = idX , 则称 f 是同构 (或称可逆, 写作 f : X

∼→ Y ), 称 g 为 f 的逆,
记为 f−1.

如果 f 和 g 满足 fg = idY , 则称 f 是 g 的一个左逆, g 是 f 的一个右逆.

记法 f−1 合理, 这是因为逆若存在则唯一: 若 g, g′ 都是态射 f 的逆, 则有
g = g idY = g(fg′) = (gf)g′ = idXg′ = g′. 与此相反, f 的左逆 (或右逆) 未必唯一. 有
左逆 (或右逆) 的态射称为左可逆 (或右可逆) 的.

以集合范畴 Set 为例, 其中的左可逆 (或右可逆) 态射等价于单射 (或满射), 同构
等价于双射. 这些事实在关于集合的章节中已有详细解释.

命题 B.1.9 考虑范畴 C 中的态射 f : X → Y .

(i) 若 f 左可逆 (或右可逆),则它对合成满足左 (或右)消去律: fg = fg′ ⇐⇒ g = g′

(或 gf = g′f ⇐⇒ g = g′) 恒成立, 其中 g, g′ : Z → X (或 g, g′ : Y → Z) 是态
射, Z ∈ Ob(C).

(ii) 态射 f 可逆当且仅当它既有左逆也有右逆, 此时左逆和右逆皆唯一, 并且皆等于
f−1.

(iii) 若 f 是同构, 则 f−1 亦然, 而且 (f−1)−1 = f .

(iv) 恒等态射 idX 是同构, 它自为逆. 设 f : X → Y 与 g : Y → Z 皆为同构, 则 gf

也是同构, 而且 (gf)−1 = f−1g−1.

证明 与集合的场景丝毫不差, 请读者回忆或自行练习.

注记 B.1.10 对合成满足上述左 (或右) 消去律的态射称为单 (或满) 态射.

如果存在从对象 X 到 Y 的同构 f , 则记为 X ' Y . 命题 B.1.9 (iv) 说明 ' 是
Ob(C) 上的等价关系.

约定 B.1.11 对于 X ∈ Ob(C), 记

EndC(X) := HomC(X,X),

AutC(X) := {f ∈ EndC(X) : 可逆} .

上述集合对二元运算 ◦ 封闭, EndC(X) 是幺半群, 而 AutC(X) 是群, 分别称为 X 的自
同态幺半群和自同构群. 这种构造也是我们司空见惯的.

例 B.1.12 范畴 Set 的对象 {1, . . . , n} 的自同构群是对称群 Sn. 设 F 为域, 则
Vect(F ) 的对象 V 的自同构群是一般线性群 GL(V ), 自同态幺半群则是 End(V ). 若
char(F ) 6= 2, 命 Quad(F ) 为 F 上的全体二次型所成范畴 (见 §16.1), 以二次型之间的
同构为态射, 则 Quad(F ) 的对象 (V, q) 的自同构群是正交群 O(V, q).

未定稿: 2024-10-20



§B.1 范畴 657

练习 B.1.13 设 M 为幺半群. 说明可定义范畴 M 使得它仅有一个对象 ?, 而且有幺
半群的等式 EndM(?) =M .

范畴既然也是一种数学结构, 对之便有子结构的概念, 但定义方法和代数结构的子
结构略有不同.

定义 B.1.14 设 C 和 C′ 为范畴. 当以下性质成立时, 称 C′ 是 C 的子范畴:

(i) Ob(C′) ⊂ Ob(C);

(ii) 对所有 X,Y ∈ Ob(C′) 皆有 HomC′(X,Y ) ⊂ HomC(X,Y );

(iii) 对所有 X ∈ Ob(C′), 它相对于 C′ 和 C 的恒等态射相同;

(iv) 态射在 C′ 中的合成运算是由 C 限制而来的.

如果进一步对所有 X,Y ∈ Ob(C′) 要求 HomC′(X,Y ) = HomC(X,Y ), 则称 C′ 是
全子范畴.

例 B.1.15 借用集合论的符号 C′ ⊂ C 来代表 C′ 是 C 的全子范畴. 在例 B.1.4 介绍的
例子中,

Field ⊂ Ring, Vectf(F ) ⊂ Vect(F ), Ab ⊂ Grp ⊂ Mon.

在例 B.1.5介绍的例子中, Poset ⊂ Preordset;此外,倘若读者记得映射 f : A→ B

在集合论中被定义为一类特殊的二元关系 Γf ⊂ A×B, 则不难看出 Set 是 Rel 的子范
畴, 但不是全子范畴.

最后考虑例 B.1.6 从序结构得到的范畴. 如果 A′ 是预序集 (A,�) 的子集, 赋予 A′

限制而来的序结构, 则相应地有 A′ ⊂ A. 另一方面, 若忘却 (A,�) 的序结构, 视之为集
合再取离散范畴 Disc(A), 则 Disc(A) 是 A 的子范畴, 但一般不是全子范畴.

注记 B.1.16 (范畴与集合论) 本书在定义 B.1.1 中涉及了 “类” 的概念, 并且举例说明
其必要性, 这或许会让一些 ZFC 集合论的用户感到忧虑. 在一些文献中, 范畴定义中的
Ob(C) 与每个 HomC(X,Y ) 均要求是集合, 而 Hom 集的大小则往往有所限制.
例如 [10] 便采取了 Grothendieck 宇宙 U 的概念, 这是一族可视为 “小” 的集合,

详见 [10, 定义 1.5.1]; 定义 B.1.1 中的类 Ob(C) 在该书中对应于一般的集合, 而集合
HomC(X,Y ) 在该书中则对应于和 U 中的某个集合等势的集合 (称为 U -小集). 综之,
本书的范畴对应于 [10, 定义 2.1.3] 所谓的 U -范畴1), 而例 B.1.3—B.1.5 在此框架下需
要适当改写2), 以避免真类.
在关于范畴的进阶操作中3), 类或者集合的大小问题需要严肃面对, 本书不涉及这

些面向, 唯一例外是定理 B.4.4 证明的脚注.
1)另一些文献则称之为局部小范畴.
2)更具体地说, 需要将所论的集合, 环等结构建立在属于 U 的集合上, 换言之建立在合理地 “小” 的集合
上, 使得这些结构的全体构成集合而非真类.

3)譬如构造 “范畴的范畴”.
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B.2 函子
一如映射之于集合, 同态之于代数结构, 范畴之间也有称为函子的概念作为桥梁.

函子是分别定义在对象与态射层次的一族映射, 使得范畴的基本操作 (态射合成, 恒等
态射) 得到保持.

定义 B.2.1 (函子) 设 C′, C 为范畴. 从 C′ 到 C 的函子 F 意谓以下资料:

(i) 为 C′ 的每个对象 X 唯一地指定 C 的对象 FX, 也用映射的符号写作 F :

Ob(C′)→ Ob(C),

(ii) 为 C′ 的所有对象 X,Y 指定 Hom-集之间以相同符号标记的映射

F : HomC′(X,Y )→ HomC(FX,FY ),

条件是要求
F (gf) = F (g)F (f), F (idX) = idFX

对 C′ 中所有可合成的态射 g, f 以及所有对象 X 皆成立.
我们习惯将上述函子 F 表作 F : C′ → C. 给定函子 F : C1 → C2 和 G : C2 → C3,

合成函子 GF = G ◦ F : C1 → C3 的定义是在对象层次取合成映射

Ob(C1)
F Ob(C2)

G Ob(C3),

而在态射层次取合成映射

HomC1
(X,Y )

F HomC2
(FX,FY )

G HomC3
(GF (X), GF (Y )).

注意到定义中采用了惯常的简写 FX = F (X) 和 Ff = F (f). 函子的合成当然地
服从结合律 (HG)F = H(GF ).

以下概念可以粗略地设想为映射的单性和满性对于函子的类比.

定义 B.2.2 设 F : C′ → C 为函子.

? 如果对所有 X,Y ∈ Ob(C′), 映射 F : HomC′(X,Y )→ HomC(FX,FY ) 皆为单射
(或满射, 双射), 则称 F 为忠实 (或全, 全忠实) 的.

? 如果对所有 T ∈ Ob(C) 都存在 X ∈ Ob(C′) 使得 T ' FX, 则称 F 为本质满的.

例 B.2.3 设 C′ 为 C 的子范畴, 则有忠实的包含函子 ι : C′ → C, 它在对象和态射层次
都是包含映射; 它是全忠实的当且仅当 C′ 是 C 的全子范畴.

定义 B.2.4 范畴 C 的反范畴 Cop 定义如下:
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? Ob(Cop) = Ob(C),

? 对所有对象 X,Y , HomCop(X,Y ) := HomC(Y,X),

? 态射 f ∈ HomCop(Y, Z) 与 g ∈ HomCop(X,Y ) 在 Cop 中的合成 f ◦op g 定义为 C
中的反向合成 g ◦ f ,

? 恒等态射的定义与 C 中相同.

容易看出 Cop 确实满足范畴的定义, 而且 (Cop)op = C.
简言之, Cop 的功效是反转箭头. 如果我们能对所有范畴 C 证明某性质 P(C), 则将

P(C) 涉及的所有箭头反转后的性质依然对 C 成立, 因为反转后的陈述等价于 P(Cop).
这是范畴论中一种简单而方便的对偶原理.

举命题 B.1.9 (i) 的内容为例. 假定我们已经证明了 C 中的左可逆态射满足左消去
律. 为了说明右可逆态射满足右消去律, 我们或者可以重复论证, 或者含糊其词地诉诸
左右对称性, 而更严格的方式则是注意到 C 的右可逆态射相当于 Cop 的左可逆态射 (箭
头反转导致合成反向), C 中的右消去律转译为 Cop 的左消去律; 综之, 通过 C ↔ Cop 作
切换, 左右两种版本择一证明即可.

注记 B.2.5 在一些旧文献中, 定义 B.2.1 中的函子称为共变函子, 与此相对的则是反变
函子 F : C′ → C, 其定义在对象层次照旧, 在态射层次则改为

F : HomC′(X,Y )→ HomC(FY, FX),

并且 F (gf) = F (f)F (g), F (idX) = idFX ; 换言之,要求 F 反转箭头方向. 用定义 B.2.4
的语言来说, 从 C′ 到 C 的反变函子无非是共变函子 C′ → Cop 或 (C′)op → C, 不必另起
炉灶.

函子在实践中自然地出现. 以下同样从熟知的代数结构中举例, 要求读者至少对其
中一部分的实例有所了解.

例 B.2.6 (忘却函子) 代数结构通常是叠架定义的, 譬如忘却环的乘法, 便能将环视为加
法群; 忘却所有结构便得到底层的集合. 这种考量给出所谓的忘却函子. 回顾例 B.1.3
与例 B.1.4 出现的一些范畴, 我们有下图描述的种种忘却函子

Set Grp

Ring Ab R-Mod

F -Alg Vect(F ) Mod-R

其中 R (或 F ) 是环 (或域). 在对象层次, 这些函子忘却一部分的代数结构 (环的乘法,
向量空间的纯量乘法...). 在态射层次, 这些函子化为 Hom-集之间的包含映射; 譬如对
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于任两个环 R,R′, 映向 Ab 的忘却在态射集上是

HomRing(R,R
′) = {环同态 R→ R′}

包含
↪→ {加法群同态 R→ R′} = HomAb(R,R

′).

特别地, 这些忘却函子都是忠实的, 然而并非全忠实.

例 B.2.7 (对偶空间函子) 选定域 F . 对 F -向量空间 V 定义其对偶空间为 F -向量空间
V ∨ = Hom(V, F ). 这给出函子

D : Vect(F )op → Vect(F ).

它在对象层次是 V 7→ D(V ) := V ∨; 在态射层次, 线性映射 T : V → W 的像 D(T ) 取
为

t
T :W∨ → V ∨

λ 7→ λT.

基于向量空间理论中熟知的 t
(ST ) =

t
T

t
S 和 t

(idV ) = idV ∨ , 易见 D 确实是函子. 上
述构造也能写作 Vect(F )→ Vect(F )op 的形式, 另记为 Dop 以资区别.

例 B.2.8 (交换幺半群的群化) 记 CMon 为交换幺半群所成范畴, 其对象 M 上的二元
运算 (或幺元, 亦即零元) 以加法符号记作 + (或 0). 在集合 M ×M 上有等价关系

(a, b) ∼ (a′, b′) ⇐⇒ ∃c ∈M, a+ b′ + c = a′ + b+ c;

记 (a, b) 的等价类为 Ja, bK. 赋予集合 Mgrp := (M ×M)/ ∼ 二元运算

Ja, bK + Jc, dK = Ja+ c, b+ dK.
相信读者能证明这一切都是良定义的, 而且 Mgrp 对 + 成为交换群, −Ja, bK = Jb, aK, 零
元是等价类 J0, 0K. 进一步, 我们有幺半群的同态

ηM :M →Mgrp

a 7→ Ja, 0K,
它满足 Ja, bK = Ja, 0K + J0, bK = ηM (a)− ηM (b).
此外, 给定幺半群同态 f :M1 →M2, 存在唯一的群同态 fgrp 使下图交换:

M1 M2

Mgrp
1 Mgrp

2

f

ηM1
ηM2

fgrp

具体描述是 fgrp(Ja, bK) = Jf(a), f(b)K; 特别地, idgrp
M = idMgrp . 所以 (·)grp 给出函子

CMon→ Ab. 这是对交换幺半群进行 “群化” 的自然方式.
取特例 M = Z≥0, 则因为其加法有消去律, 等价关系 ∼ 简化为 Ja, bK ∼Ja′, b′K ⇐⇒ a+ b′ = a′ + b. 一切化约为从 Z≥0 造 Z 的标准构造, 给出 (Z≥0)

grp = Z.
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下面介绍的 Hom 函子属于更一般的构造.

定义 B.2.9 (Hom函子) 给定范畴 C 及其对象 X, 我们有函子

HomC(X, ·) : C → Set,

它映对象 Y 为集合 HomC(X,Y ), 映态射 f : Y → Z 为映射

f∗ : HomC(X,Y )→ HomC(X,Z)

h 7→ fh.

请读者验证这确实是函子, 所需性质归结为 C 中态射的结合律与恒等态射的性质.
我们也可以将 X 置于 Hom 的第二个位置. 由此得到的函子是反变的, 写作

HomC(·, X) : Cop → Set,

它映对象 Y 为 HomC(Y,X), 映态射 f : Y → Z 为

f∗ : HomC(Z,X)→ HomC(Y,X)

g 7→ gf,

其原理依旧.

以上构造能进一步对 Hom 的两个位置同时操作, 给出函子 HomC : Cop×C → Set.
严格表述与验证并不难, 见 [10, 例 2.3.3] 或请读者练习, 重点是需要积范畴的以下的
定义.

定义 B.2.10 (积范畴) 给定范畴 C1 和 C2, 定义积范畴 C1 × C2 如下.

▷ 对象 命 Ob(C1 × C2) = Ob(C1)×Ob(C2); 换言之 C1 × C2 的对象是形如 (X1, X2)

的对, Xi 是 Ci 的对象 (i = 1, 2).

▷ 态射 命 HomC1×C2((X1, X2), (Y1, Y2)) = HomC1(X1, Y1)×HomC2(X2, Y2).

态射的合成取为

Hom((Y1, Y2), (Z1, Z2))×Hom((X1, X2), (Y1, Y2))→ Hom((X1, X2), (Z1, Z2))

((g1, g2), (f1, f2)) 7→ (g1f1, g2f2),

而恒等态射 id(X1,X2) 取为 (idX1
, idX2

). 换言之, 一切都是逐分量地定义的, 所需性质
也按此验证.

推而广之, 还能定义 C1 × C2 × C3, 依此类推.
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B.3 自然变换
除了范畴以及范畴之间的函子, 还有必要考量函子之间的态射, 又称为函子之间的

自然变换.

定义 B.3.1 (自然变换或函子间的态射) 考虑从 C′ 到 C 的一对函子 F,G. 从 F 到 G

的自然变换 (或称从 F 到 G 的态射) 意谓一族态射 θ = (θX)X , 其中

θX ∈ HomC(FX,GX), X ∈ Ob(C′),

要求下图对 C′ 中的所有态射 f : X → Y 皆交换:

FX GX

FY GY.

θX

Ff Gf

θY

上述自然变换写作 θ : F → G 或 θ : F ⇒ G (以区别于对象之间的态射); 另一种常见的
图解方式为

C′ C.

F

G

θ

显然 θ : F → G 和 ψ : G→ H 可以合成为 ψθ : F → H, 使得 (ψθ)X = ψXθX . 合
成运算满足结合律.
进一步,函子之间也有同构的概念. 记函子 F 到自身的恒等变换为 idF = (idFX)X .

定义 B.3.2 如果 θX 对所有 X 皆为同构, 则称 θ 是同构, 其逆 θ−1 : G → F 按照
(θ−1)X = (θX)−1 来定义. 它由 θ−1θ = idF 和 θθ−1 = idG 所刻画.

练习 B.3.3 说明自然变换 θ : F1 → F2 诱导 θG = (θGY )Y : F1G → F2G 和 G′θ =

(G′(θX))X : G′F1 → G′F2, 前提是函子的合成 FiG 和 G′Fi 有意义, 此外还有结合律
(G′θ)G = G′(θG). 说明如果 θ 是同构, 则 θG 和 G′θ 亦然.

代数学中不时提及 “典范” 或 “自然” 的同态. 尽管我们在实践中已经获得感性认
知, 自然变换的概念能赋之以更精确的意义.

约定 B.3.4 我们将自然变换 θ : F → G 称为从函子 F 到 G 的态射. 实用中经常会省
略理论框架, 只说态射 θX : FX → GX 对于变元 X 是自然的, 典范的, 或称其具备函
子性.

例 B.3.5 (双重对偶与求值) 选定域 F . 考虑例 B.2.7的函子 D : Vect(F )op → Vect(F )
和 Dop : Vect(F )→ Vect(F )op. 今将给出自然变换

ev : idVect(F ) → DDop;
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对每个 F -向量空间 V , 对应的态射定为

evV : V → (V ∨)∨

v 7→ [evv : λ
∈V ∨

7→ λ(v)

∈F

].

每个 evV 都是良定义的线性单射, 而自然变换所需的交换图表即

V W

V ∨∨ W∨∨

T

evV evW

t(tT )

T ∈ Hom(V,W ).

这些性质已在关于双重对偶的章节中处理过, 对于熟悉向量空间理论的读者, 展开定义
直接验证也毫无困难. 最后, 完全相同的写法给出 ev : idVect(F )op → DopD.

例 B.3.6 按照下述方式定义幂集函子 P : Setop → Set.

? 在对象层次, 它映集合 S 为其幂集 P (S);

? 在态射层次, 它映 f : S → T 为反向的映射 P (f) : P (T )→ P (S) 如下:

P (f)(T0) := f−1(T0) ⊂ S, T0 ⊂ T : 任意子集.

函子所需的性质不难照定义检验. 现在考虑定义 B.2.9 的 Hom 函子

Hom(·, {0, 1}) : Setop → Set,

定义一对自然变换 Hom(·, {0, 1}) P
θ

ψ
如下: 对所有集合 S,

Hom(S, {0, 1}) P (S)

e e−1(1)

1S0 S0

θS

ψS

其中 1S0
在 S0 上取 1, 其外取 0. 作为例行练习, 请读者验证它们确实给出互逆的自然

变换. 这就说明函子 Hom(·, {0, 1}) 与 P 相互同构.

范畴论的建立始于 S. Eilenberg 与 S. MacLane 的工作. 从历史的观点看, 澄清自
然变换的意涵是他们的初始动机, 由此启发了函子以及范畴的定义, 这与概念铺陈的次
序正好相反. 这些动机关乎拓扑学的一些基本问题, 并非纯粹的玄想.
关乎函子与自然变换的另一个重要概念是范畴的等价, 在应用中同样重要, 这是

§B.4 的主题.
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练习 B.3.7 给定范畴 C 的对象 S 和函子 F : C → Set. 考虑函子 kC(S) := HomC(S, ·) :
C → Set. 说明有以下的双射

{自然变换 kC(S)→ F} 1:1
F (S)

θ 7→ θS(idS).

这一事实包含于范畴论中的米田引理 [10, 定理 2.5.1], 但已足以体现米田引理及其证明
的实质.

提示 为了构造逆映射, 对给定的 u ∈ F (S) 和 C 的任意对象 T , 命 θT :

HomC(S, T ) → F (T ) 为映射 f 7→ (Ff)(u). 从定义说明这给出满足 u = θS(idS)
的自然变换 θ = (θT )T , 而且是唯一的取法.

B.4 范畴等价
等价的概念旨在说明两个范畴如何能通过函子来等同. 等价的范畴应当具有同样

的范畴论性质.

定义 B.4.1 (等价) 考虑一对函子 C1 C2
F

G

, 如果存在函子之间的同构 (定义

B.3.2)
θ : FG

∼→ idC2
, ψ : GF

∼→ idC1
,

则称 G 是 F 的拟逆函子, 并且称 F 是从 C1 到 C2 的等价.

恒等函子显然是等价, 这是最平凡的例子.

练习 B.4.2 验证以下简单性质:

(i) 等价 F1 和 F2 的复合 F1F2 仍是等价, 而且若 Gi 是 Fi 的逆拟, 则 F1F2 的拟逆
可取为 G2G1;

(ii) 设 F 是等价而 F ′ 同构于 F , 则 F ′ 也是等价.

读者可能想将范畴的等价与代数结构的同构作比较. 两种概念有所差异, 因为范畴
等价仅要求一对函子精确到同构互逆, 而不是严格的互逆; 由于范畴论真正关心的是精
确到同构的性质, 根据后见之明, 这点并不让人意外.

注记 B.4.3 若进一步在定义 B.4.1 中要求严格等式 FG = idC2 和 GF = idC1 , 则称 F

是范畴间的同构, 而 G 是 F 的逆. 实践表明范畴的同构不如等价实用; 将严格等式放
宽为对象之间的同构是范畴论的基本思路之一.

实践中经常以下述结论来识别范畴的等价.

定理 B.4.4 对于函子 F : C1 → C2, 以下陈述等价:
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(i) F 是范畴等价, 换言之它有某个拟逆函子 G : C2 → C1;

(ii) F 是全忠实本质满函子 (定义 B.2.2).

证明 先解释 (i) =⇒ (ii). 设有定义 B.4.1 中的 F , G, θ 和 ψ. 给定 X,Y ∈ Ob(C1),
兹断言映射列

Hom(X,Y ) Hom(FX,FY ) Hom(GF (X), GF (Y )) Hom(X,Y )

h ψY hψ
−1
X

F G 1:1

∈ ∈

的合成是恒等. 这相当于 ψYGF (f) = fψX 对所有 f ∈ Hom(X,Y ) 恒成立, 也相当于
说图表

GF (X) X

GF (Y ) Y

GF (f)

ψX

f

ψY

恒交换, 因此断言归结为自然变换 ψ 的自然性.
由此推得 F (或 G) 在态射集上给出的映射有左 (或右) 逆. 交换 F 和 G 的角色可

知另一个方向也有逆, 故为双射. 综上, F 是全忠实函子.
其次, 对所有 Z ∈ Ob(C2) 皆有同构 θZ : F (G(Z))

∼→ Z, 由此知 F 本质满.
对于 (ii) =⇒ (i), 要点是先以本质满条件对 C2 的每个对象 Z 选取4)对象

G(Z) ∈ Ob(C1) 连同同构 θZ : F (G(Z))
∼→ Z. 以下步骤足以将 Z 7→ G(Z) 升级为拟逆

函子.

1. 对所有态射 f : Z → Z ′, 下图中存在唯一的虚线箭头使图表交换:

F (G(Z)) Z

F (G(Z ′)) Z ′.

θZ
∼

f

θZ′

∼

2. 因为 F 全忠实, 上图的虚线箭头来自唯一的态射 G(f) : G(Z) → G(Z ′). 进一步
证明形如 G(ff ′) = G(f)G(f ′) 和 G(idZ) = idG(Z) 的恒等式 (提示: 比较两边对
F 的像), 便将 G 升级为函子, 并且使 (θZ)Z 给出同构 θ : FG

∼→ idC2
.

3. 为了得到反向的 ψ : GF
∼→ idC1

, 对所有 X ∈ Ob(C1) 考虑 θFX : FGF (X)
∼→

F (X); 由 F 全忠实可推得
4)定义 Z 7→ G(Z) 需要一种适用于真类的选择公理. 严格的方案是或者在 (ii) 的陈述中施加更多条件, 或
者如 [10] 一般采用 Grothendieck 宇宙或类似的操作, 抑或改用其他集合论 (如 NBG + 整体选择公理). 这
个问题的严重程度见仁见智.

未定稿: 2024-10-20
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? 存在唯一的 ψX : GF (X)→ X 使得 θFX = FψX ,

? 此外, ψX 还是同构.

为了验证 (ψX)X 给出自然变换 ψ, 考虑态射 h : X → X ′. 由于 F 忠实, 说明下
图交换即可

FGF (X) F (X)

FGF (X ′) F (X ′).

FGFh

FψX

Fh

FψX′

然而这不过是 θ : FG→ id 的自然性的应用.

详细推导留给读者, 此外也可以参考 [10, 定理 2.2.13] 的进路.

练习 B.4.5 设 F : C1 → C2 是范畴等价, 说明 F 将两个范畴的对象的同构类一一对应.

推论 B.4.6 若函子 F : C1 → C2 是全忠实的, 则存在 C2 的全子范畴 C′2 连同范畴的等
价 F ′ : C1 → C′2, 使得 F 同构于 ιF ′, 其中 ι : C′2 → C2 是包含函子.

证明 定义 C′2 为以所有 FX 为对象的全子范畴 (X ∈ Ob(C1)), 则 F 分解为 C1 F ′

C′2
ι C2. 按照 C′2 的定义, F ′ 自动是本质满而且全忠实的, 对其运用定理 B.4.4.

有鉴于此, 全忠实函子可视为范畴的 “嵌入”.

例 B.4.7 接续例 B.3.5 的讨论. 有限维 F -向量空间的对偶仍是有限维, 故对偶空间函
子限制为 D : Vectf(F )op → Vectf(F ); 相应地也有 Dop : Vectf(F ) → Vectf(F )op. 例
B.3.5 的自然变换 ev 因而限制为

ev : idVectf(F ) → DDop.

在关于向量空间的理论中, 我们已证明当 V 有限维时 evV : V → (V ∨)∨ 是同构5),
因此自然变换 ev 是同构. 同理, ev : idVectf(F )op → DopD 也是同构.
有鉴于此, 范畴 Vectf(F ) 和 Vectf(F )op 相互等价, 以 D 和 Dop 为一对拟逆函子.

例 B.4.8 继续选定域 F . 定义范畴 Mat(F ) 如下:

▷ 对象 非负整数 0, 1, 2 . . .;

▷ 态射 从 n 到 m 的态射集取为 Mm×n(F ), 当 n = 0 或 m = 0 时将此理解为 {0}.

态射的合成取为矩阵乘法, 取恒等态射 idn 为 1n×n. 矩阵乘法的结合律与单位矩阵的
性质说明这确实是范畴; 这些定义在 n = 0 或 m = 0 的极端情形依然适用.

5)回忆证明要领: evV 总是单射, 而取对偶基可见 dimV = dimV ∨.
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现在定义函子 Φ : Mat(F ) → Vectf(F ), 使得 Φ 映对象 n 为 Fn, 映态射 A ∈
Mm×n(F ) 为它在标准基之下对应的线性映射 Fn → Fm.
向量空间的常识说明 Mm×n(F )→ Hom(Fn, Fm) 是双射, 使矩阵乘法对应到线性

映射的合成, 恒等矩阵对应到恒等映射, 因此 Φ 是全忠实函子. 有限维向量空间都有基,
因而同构于某个 Fn, 因此 Φ 本质满. 代入定理 B.4.4 遂知 Φ 是等价.

这便从范畴论视角解释了为何在处理关于有限维 F -向量空间的许多问题时, 可以
不失一般性地假定空间为 Fn, 然后以矩阵来操作.
注意到 Φ 的拟逆没有标准的取法.

例 B.4.9 对于任何环 R, 取其相反环 Rop, 则有 R-Mod 和 Mod-Rop 之间的等价; 事实
上, 两者还是同构的 (注记 B.4.3). 这是练习 12.1.2 的内容.
交换群范畴 Ab 等价于 Z-Mod, 它实际也是同构. 所需构造已包含于例 12.1.7 的讨

论中.

B.5 泛性质
代数学中的许多构造是由泛性质刻画的, 给出的产物是精确到唯一同构的对象, 这

一技术能在范畴论中予以合理的说明. 我们先介绍何谓范畴中的始对象和终对象, 然后
以此诠释泛性质, 再解释实例.

定义 B.5.1 考虑范畴 C 及其对象 S. 若对于所有对象 X, 存在唯一的态射 S → X (或
X → S), 则称 S 是 C 的始对象 (或终对象); 兼为始终对象的 S 称为零对象.

始对象或终对象未必存在, 但它们若存在则具有如下的唯一性.

命题 B.5.2 设 S, S′ 同为 C 的始对象 (或终对象), 则存在唯一的同构 S
∼→ S′.

证明 考虑始对象的版本. 根据定义, 存在唯一的态射 f : S → S′ 和 g : S′ → S; 特别
地, 所求同构若存在则必为 f . 取合成得到 gf : S → S 和 fg : S′ → S′; 再次用始对象
定义中的唯一性部分, 可得 gf = idS 和 fg = idS′ , 因此它们是互逆的同构.
对于终对象, 可重复相同论证, 或留意到 C 的终对象无非是 Cop 的始对象.

练习 B.5.3 验证以下事实. 空集是 Set 的始对象, 独点集是 Set 的终对象; 环 Z 是
Ring 的始对象, 零环是 Ring 的终对象; 平凡群是 Grp 的零对象, 零空间是 Vect(F ) 的
零对象, 零模是 R-Mod (或 Mod-R) 的零对象.

练习 B.5.4 假定读者了解范畴等价的概念. 设 F : C1 → C2 是范畴的等价, 证明 S 是
C1 的始对象 (或终对象) 当且仅当 FS 是 C2 的始对象 (或终对象). 这是等价保持范畴
论性质的一则简单体现.

如果一种数学构造能在适当的范畴中刻画为始对象或终对象, 则称此刻画为该构
造的泛性质. 以下是一些例子.
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例 B.5.5 (积) 给定范畴 C 的一族对象 (Xi)i∈I , 其中 I 是任意集合, 定义范畴 D 如下:

▷ 对象 资料 (S, (fi)i∈I), 其中 S ∈ Ob(C) 而 fi ∈ HomC(S,Xi);

▷ 态射 从 (S, (fi)i∈I) 到 (S′, (f ′i)i∈I) 的态射取为 ϕ ∈ HomC(S, S
′), 要求 f ′iϕ = fi

对所有 i 成立. 态射的合成和恒等态射与 C 中相同.

如果范畴 D有终对象,则称之为 (Xi)i∈I 的积,相应的资料记为
(∏

i∈I Xi, (pi)i∈I
)
.

终对象的性质在 C 中表述为: 对所有对象 S 连同一族态射 fi : S → Xi, 存在唯一的
ϕ : S →

∏
i∈I Xi 使下图对所有 i ∈ I 交换

S
∏
j∈I Xj

Xi.

φ

fi
pi

命题 B.5.2 说明积 (
∏
iXi, (pi)i) 若存在则唯一, 精确到 D 中的唯一同构.

积在 I = ∅ 时也有意义, 此时泛性质中的 fi : S → Xi 和对应的条件不复存在, 故
空积等于 C 的终对象.

在范畴 Set 中, 积
∏
iXi 存在并由集合的 Cartesius 积给出, 投影映射给出 pi, 空

积是独点集. 在范畴 Ring, Vect(F ), Grp, R-Mod 或 Mod-R 中 (但不限于此), 积由
代数结构的直积给出, 而 pi 仍是相应的投影同态; 这些代数结构的直积仍是实现在
Cartesius 积上的. 相关验证没有本质的困难.
注意到 Ring 中的空积对应到零环. 若在定义中排除零环, Ring 便只有非空积; 举

例明之, Z/2Z 和 Z/3Z 无法用同态映向同一个非零环.

例 B.5.6 (余积) 仍给定 C 的一族对象 (Xi)i∈I , 定义范畴 E 如下:

▷ 对象 资料 (T, (gi)i∈I), 其中 T ∈ Ob(C) 而 gi ∈ HomC(Xi, T );

▷ 态射 从 (T, (gi)i∈I) 到 (T ′, (g′i)i∈I) 的态射取为 ψ ∈ HomC(T, T
′), 要求 ψgi = g′i

对所有 i 成立. 态射的合成和恒等态射与 C 中相同.

如果范畴 E 有始对象, 则称之为 (Xi)i∈I 的余积, 记为
(∐

i∈I Xi, (ιi)i∈I
)
. 这相当

于要求对所有对象 T 连同一族态射 gi : Xi → T , 存在唯一的 ψ :
∐
i∈I Xi → T 使下图

对所有 i 交换

T
∐
j∈I Xj

Xi.

ψ

gi ιi

读者由此当意识到余积是积的对偶版本6), 相当于反转定义中的箭头; 特别地, C 中的余
积相当于 Cop 的积. 空余积相当于 C 的始对象.

6)在数学中, 前缀 “余” 字指涉这种对偶性.
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在范畴 Set 中, 余积由集合的无交并给出, 包含映射给出 ιi, 空余积是空集. 在
Vect(F ), R-Mod 或 Mod-R 中, 余积由向量空间或模的直和给出, 直和项的包含映射给
出 ιi. 对于 Ring (容许零环) 和 Grp, 余积存在但相对复杂, 此处不多谈.

对于 Vect(F ) 或更广的 R-Mod 或 Mod-R, 我们知道当 I 有限时直和与直积是一
回事, 此时 (Xi)i∈I 的余积和积建立在同一个对象

⊕
iXi 上. 这一现象并非偶然, 请参

阅 [10, 定理 3.4.9].
当 I 有限,范畴中的积 (或余积)若存在则经常写作 X1×· · ·×Xn (或 X1t· · ·tXn)

之形. 严格来说, 它们只有和态射族 (pi)i (或 (ιi)i) 一道考虑才有意义.

练习 B.5.7 设两族对象 (Xi)i∈I 和 (Yi)i∈I 的积皆存在. 给定态射族 fi : Xi → Yi, 说
明存在唯一的态射

∏
i fi :

∏
iXi →

∏
i Yi 使得下图对所有 i ∈ I 皆交换:

∏
j∈I Xj Xi

∏
j∈I Yj Yi;

pXi

∏
i fi fi

pYi

由此进一步说明有形如 (
∏
i gi)(

∏
i fi) =

∏
i(gifi) 和

∏
i id = id 的性质. 这是积的函子

性, 余积的情形可类推.

练习 B.5.8 选定范畴 C. 试从泛性质说明:

(i) 积具有称为结合约束 (或交换约束) 的典范同构 X × (Y × Z) ' X × Y × Z '
(X × Y )× Z (或 X × Y ' Y ×X), 前提是这些积在 C 中存在.

提示 一般情形见诸 [10, 引理 2.7.11, 2.7.12].

(ii) 设 ? 为 C 的终对象, 则对所有对象 X 皆存在积 X × ? 和 ? ×X, 对应的对象是
X 自身, 使得

?×X ∼
p2

X ∼
p1

X × ?.

(iii) 设积 X × Y 存在, 则有典范同构 c(X,Y ) : X × Y ∼→ Y × X, 其刻画是使下图
交换:

X × Y

X Y.

Y ×X

c(X,Y )

p1 p2

p′2 p′1

对于以上两道练习, 考虑 Cop 便有余积的版本.

例 B.5.9 本书早在从整数构造有理数, 以及从多项式构造有理函数时就已经用到分式
域的构造. 按照范畴论的观点看, 对给定的整环 R 考虑范畴 F 如下:
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▷ 对象 资料 (A,ϕ),其中 A是交换环, ϕ : R→ A是环同态,使得 ϕ(R∖{0}) ⊂ A×;

▷ 态射 从 (A,ϕ) 到 (B,ψ) 的态射取为环同态 f : A→ B, 要求 ψ = fϕ. 态射的合
成与恒等态射都在 Ring 中取.

范畴 F 有始对象, 它正是 R 的分式域 Frac(R) 连同自然嵌入 R ↪→ Frac(R). 所需
的泛性质已在环论的章节介绍过. 此构造还有称为局部化的推广, 详见 [10, 命题 5.3.9].

读者也许更偏好从集合观点理解先前的一系列例子, 然而以下讨论的张量积却绕
不开泛性质.

例 B.5.10 (张量积) 选定域 F 和 F -向量空间 V , W . 定义范畴 BV,W 如下:

▷ 对象 资料 (L,B), 其中 L 是 F -向量空间而 B : V ×W → L 是双线性映射;

▷ 态射 从 (L,B) 到 (L′, B′) 的态射取为使下图交换的线性映射 ϕ : L→ L′

V ×W L

L′.

B

B′
φ

如果范畴 BV,W 有始对象 (Luniv, Buniv), 则称之为 V 和 W 的张量积. 此资料是唯
一的, 精确到 BV,W 中的唯一同构, 也写作 (V ⊗W, (v, w) 7→ v ⊗ w) 之形.
以上无非是以范畴语言改述张量积的定义 15.1.2, 而命题 15.1.1 证明了 BV,W 确实

有始对象. 多元张量积 (定义–命题 15.1.5) 的范畴论表述是完全类似的.

命题 15.1.1 对张量积的具体构造涉及两步, 一是构造以给定集合为基的向量空间,
二是对子空间取商, 两者都有基于泛性质的刻画. 我们将在 §B.6 讨论商空间, 以下先讨
论第一步构造.

例 B.5.11 给定域 F 和集合 X. 定义范畴 CX(F ) 如下:

▷ 对象 资料 (V, i), 其中 V 是 F -向量空间, i 是集合之间的映射 X → V .

▷ 态射 从 (V, i) 到 (V ′, i′) 的态射是满足 i′ = αi 的线性映射 α : V → V ′.

态射的合成与恒等态射和 Vect(F ) 相同. 以下说明范畴 CX(F ) 有始对象, 它由 X 份 F

的直和 F⊕X (视同以 X 为基的 F -向量空间), 连同自然嵌入 ι : X ↪→ F⊕X 给出. 验证
始对象的条件相当于对所有 F -向量空间 V 验证双射

Hom
(
F⊕X , V

) 1:1 {集合的映射 i : X → V }
α 7−→ αι;

这当然是成立的: 指定 α 相当于指定它在基 X 上的值, 也相当于指定集合的映射
i : X → V . 此泛性质刻画 F⊕X , 精确到 CX(F ) 中的唯一同构.
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请读者快速说明 X 7→ F⊕X 升级为函子 Set → Vect(F ), 暂记为 L. 记忘却函子
Vect(F )→ Set 为 U . 先前的双射遂改写为

HomVect(F ) (L(X), V )
1:1 HomSet(X,U(V )),

而且当 (X,V ) 变动, 两边分别给出函子 Setop × Vect(F )→ Set. 从构造不难检验这族
双射是定义 B.3.2 所谓的自然同构.

若将 F -向量空间换成一般的 R-模, 仍有类似结论.

推而广之, 若有一对函子 F : C D : G 连同自然双射

HomD(F (·), ·)
∼→ HomC(·, G(·)),

则称此资料为伴随对, 称 F 为 G 的左伴随, G 为 F 的右伴随. 伴随性是范畴论的基本
概念之一, 有心深入的读者应当参阅相关教材或 [10, §2.6].

为了说明词源, 留意到若将伴随对定义中的范畴代换为有限维向量空间, 将函子 F

和 G 代换为线性映射, 将 Hom 函子代换为非退化双线性形式 (譬如内积), 将自然双射
代换为等号, 则函子的左/右伴随可与线性映射的左/右伴随映射相比较, 两者的刻画具
有相似的样貌.

例 B.5.12 回顾例 B.2.8 的群化函子 (·)grp : CMon→ Ab. 对于所有交换幺半群 M 与
交换群 A, 二元运算皆表作加法, 请读者验证以下的互逆映射

HomAb (M
grp, A) HomCMon(M,A)

f fηM

[Ja, bK 7→ f(a)− f(b)] f

1:1

其中 Ja, bK ∈Mgrp. 记 ι : Ab→ CMon 为包含函子, 上述双射及其函子性表明

(·)grp : CMon Ab : ι

是伴随对. 另一方面, 双射也可以理解为刻画 Mgrp 连同 ηM : M → Mgrp 的泛性质:
在全体从 M 映向某个交换群的幺半群同态所成范畴中, ηM 是始对象.

练习 B.5.13 设 E 为域 F 的扩域. 验证 §15.4 介绍的域的变换给出函子 E ⊗
F
(·) :

Vect(F )→ Vect(E), 而且它是纯量限制函子 Vect(E)→ Vect(F ) 的左伴随. 具体写下
所需双射.

提示 参考命题 15.4.5.
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B.6 等化子及余等化子
本节是 §B.5 的延续. 我们将从向量空间理论中熟知的核及余核入手, 然后触及更

广泛的范畴论构造, 它们都由泛性质刻画.

例 B.6.1 (核,余核及相关概念) 选定域 F . 向量空间之间的线性映射 T : V → W 的核
ker(T ) 连同包含映射 ι : ker(T )→ V 由以下泛性质刻画: 对所有向量空间 U 连同满足
Tf = 0 的线性映射 f : U → V , 存在唯一的虚线所示线性映射7)使得下图交换:

U V W.

ker(T )

f T

ι

不难看出 (ker(T ), ι) 是所有 (U, f) 所成范畴 (态射定义自明) 的终对象.
类似地, 余核 coker(T ) = W/ im(T ) 连同商映射 q : W → coker(T ) 由以下泛性质

刻画: 对所有向量空间 U 连同满足 gT = 0 的线性映射 g :W → U , 存在唯一的虚线所
示线性映射8)使得下图交换:

V W U

coker(T ).

T g

q

换言之, (coker(T ), q) 是所有 (U, g) 所成范畴的始对象.

线性映射 T 的像可以间接地用 ker[W
q

coker(T )] 或 coker[ker(T ) ι
V ] 来刻画,

两者同构. 因此 im(T ) 也具有范畴论的解释.
现在考虑子空间 V0 的包含映射 ι : V0 ↪→ V . 商空间 V /V0 等于 coker(ι). 根据上

述讨论, V /V0 连同商映射 q : V → V /V0 遂由以下的泛性质刻画: 对于所有向量空间
U 连同满足 g|V0 = 0 的线性映射 g : V → U , 存在唯一的 g : V /V0 → U 使得下图交换:

V U

V /V0.

g

q g

以上仅对 F -向量空间讨论, 然而对于任何环 R, 关于 R-模的商与 R-模同态的核,
余核及像的泛性质诠释是完全相同的.

练习 B.6.2 按照类似的模式, 以泛性质刻画
7)原因是 f 的像包含于 ker(T ).
8)虚线箭头能且仅能是 w + im(T ) 7→ g(w).
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(i) 群同态的核, 群对正规子群的商群;

(ii) 环对理想的商环.

核及余核进一步由以下概念统摄.

定义 B.6.3 (等化子及余等化子) 设 f, g : X ⇒ Y 为范畴 C 中的一对态射.

? 设态射 ι : K → X 满足 fι = gι. 如果对所有满足 fι′ = gι′ 的态射 ι′ : K ′ → X,
存在唯一的虚线所示态射使下图交换

K ′ X Y

K

ι′
f

g

ι

则称 K
ι
X 为 f 和 g 的等化子, 也记为 ker(f, g)→ X.

? 设态射 p : Y → C 满足 pf = pg. 如果对所有满足 p′f = p′g 的态射 p′ : Y → C ′,
存在唯一的虚线所示态射使下图交换

X Y C ′

C

f

g

p′

p

则称 Y
p
C 为 f 和 g 的余等化子, 也记为 Y → coker(f, g).

容易将 ker(f, g) (或 coker(f, g)) 解释为全体 (K ′, ι′) (或 (C ′, p′)) 所成范畴的终对
象 (或始对象), 因此它若存在则唯一, 精确到该范畴中的唯一同构.

读者应已察觉到等化子和余等化子仅差一个箭头反转, 因此 C 中的余等化子无非
是同一对态射在 Cop 中的等化子 (如果存在). 不致混淆时, 资料中的 ι 和 p 经常省略.

例 B.6.4 在范畴 Vect(F ) 中考虑一对态射 T1, T2 : V →W , 比较泛性质可见

ker(T1 − T2) = ker(T1, T2), coker(T1 − T2) = coker(T1, T2);

取 T2 = 0 便可将核 (或余核) 视为等化子 (或余等化子) 的特例. 相应的结论在模范畴
R-Mod 中同样成立. 关键在于这些范畴的 Hom 集具有加法群结构, 使得态射合成是双
加性的.

等化子, 余等化子连同 §B.5 介绍的积, 余积都能以范畴论中的极限概念来解释, 见
[10, §2.7].

练习 B.6.5 扼要地说明范畴间的等价保持等化子和余等化子.
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练习 B.6.6 在范畴 Set 中考虑一对态射 f, g : A ⇒ B. 验证 ker(f, g) 是 A 的子集
{a ∈ A : f(a) = g(a)}. 至于 coker(f, g), 定义 ∼ 为 B 上满足 ∀a f(a) ∼ g(a) 的最细等
价关系 (请说明其意涵), 然后验证商集 B/ ∼ 给出 coker(f, g).

练习 B.6.7 设 R ⊂ A× A 给出集合 A 上的等价关系. 命 pR1 , p
R
2 : R⇒ A 为向两个分

量的投影映射. 证明在范畴 Set 中的 coker
(
pR1 , p

R
2

)
由商集 A/R 给出.

B.7 幺半范畴一瞥
幺半群是具有乘法二元运算的集合, 使得乘法具有结合律和幺元. 幺半范畴是这一

思路在范畴层次的实现, 乘法在这种范畴 V 上体现为函子 V × V → V (积范畴 V × V
见诸定义 B.2.10), 幺元则体现为一个指定的对象. 带有这种乘法运算的范畴在应用中
频繁出现. 本节仅简单勾勒基本定义, 更详细的讨论请见 [10, 第三章].

在代数学中, 幺半范畴的典型例子是 F -向量空间的张量积, F 是选定的域; 张量积
给出函子 ⊗ : Vect(F )× Vect(F ) → Vect(F ). 然而 ⊗ 没有严格的结合律, 取而代之的
是结合约束 (命题 15.2.2), 体现为一族同构

a(X,Y, Z) : (X ⊗ Y )⊗ Z ∼→ X ⊗ (Y ⊗ Z);

同理, F 本身作为 F -向量空间对 ⊗ 扮演了类似幺元的角色, 相应的幺约束 (命题
15.2.3) 体现为两族同构

F ⊗X ∼
λX

X ∼
ρX

X ⊗ F.

以下定义受此启发, 我们借用张量积的符号, 将所论的函子写作 ⊗.

定义 B.7.1 (幺半范畴) 一个幺半范畴意谓一组资料 (V,⊗, a, 1, λ, ρ), 其中

(i) V 是一个范畴;

(ii) ⊗ : V × V → V 是函子, 在对象和态射上的映法分别记为 (X,Y ) 7→ X ⊗ Y 和
(f, g) 7→ f ⊗ g;

(iii) a = (a(X,Y, Z))X,Y,Z∈Ob(V) 是函子的同构

a : ((· ⊗ ·)⊗ ·) ∼→ (· ⊗ (· ⊗ ·)),

使得对所有对象 X,Y, Z,W , 下图交换:
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((X ⊗ Y )⊗ Z)⊗W

(X ⊗ (Y ⊗ Z))⊗W

X ⊗ ((Y ⊗ Z)⊗W ) X ⊗ (Y ⊗ (Z ⊗W ))

(X ⊗ Y )⊗ (Z ⊗W )

a(X,Y,Z)⊗idW

a(X,Y⊗Z,W )

idX⊗a(Y,Z,W )

a(X,Y,Z⊗W )

a(X⊗Y,Z,W )

(iv) 对象 1 ∈ Ob(V) 称为幺元, λ (或 ρ) 是自然同构 1⊗ (·) ∼→ idV (或 (·)⊗ 1 ∼→ idV),
具体写作

λX : 1⊗X ∼→ X, ρX : X ⊗ 1 ∼→ X,

其中 X 遍历 V 的对象, 要求

? 下图对所有 X 和 Z 交换

X ⊗ (1⊗ Z) (X ⊗ 1)⊗ Z,

X ⊗ Z

a(X,1,Z)

idX⊗λZ ρX⊗idZ

? 态射之间的等式 λ1 = ρ1 : 1⊗ 1 ∼→ 1.

若无混淆之虞, 我们经常将一个幺半范畴用 V 表示, 略去其他构件.
留意到 1 ⊗ (·) 和 (·) ⊗ 1 都是幺半范畴 V 到自身的等价, 因为它们皆同构于恒等

函子.

注记 B.7.2 对照于 [10, §3.1] 关于幺半范畴的定义, 该书未将 ρ 和 λ 纳入定义, 只是
? 要求 1⊗ (·) 和 (·)⊗ 1 都是等价,
? 指定了相当于此处的 λ1 = ρ1 的同构 ι : 1⊗ 1 ∼→ 1.

因此该处的定义乍看较宽松; 然而 [10, 引理 3.1.5] 说明两种定义其实等价.

例 B.7.3 一如本节开头所述, 当域 F 选定, Vect(F ) 连同张量积运算 ⊗ 给出幺半范畴.
在此逐一验证定义 B.7.1 的条件:

? 条件 (ii): 定义–命题 15.1.6 及后续讨论足以说明 ⊗ 是函子.

? 条件 (iii): 结合约束 a 来自命题 15.2.2, 五边形交换图表按照 a(X,Y, Z) 的具体
映法直接检验.
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? 条件 (iv): 取幺元为 F , 则幺约束 λ 和 ρ 来自命题 15.2.3, 对应的交换图表和
λF = ρF 仍然按具体映法检验.

严格来说, 第十五章并未明确解释 a, λ, ρ 是自然变换, 然而从具体映法来看则是明
了的.

如果读者了解如何对交换环 R 上的模定义张量积 ⊗, 上述论断依然适用.

幺半范畴的另一类例子来自范畴中的积和余积. 细节留作以下练习.

练习 B.7.4 设范畴 C 中任意有限多个对象皆有积, 包括空积亦即终对象 (记为 ?). 证
明 C 具有幺半范畴的结构, 使得乘法函子映 (X,Y ) ∈ Ob(C × C) 为积 X × Y , 而幺元
为 ?.

将积换成余积, 终对象换成始对象, 同样论断依然适用.
提示 练习 B.5.7 说明取积确实给出函子 C × C → C. 以练习 B.5.8 的结论验证幺

半范畴的公理. 过渡到 Cop 便是余积版本.

如果 V 是幺半范畴, 而且定义 B.7.1 中的 a 和 λ, ρ 都是严格等式而不仅是同构,
则称 V 为严格幺半范畴; 此时定义中的 (iii) 和 (iv) 处处是等号, 故平凡地成立. 尽管
严格幺半范畴的操作更加简单且直观, 张量积的例子已表明日常生活中的幺半范畴通
常并非严格. 读者兴许会问: 如果一则范畴论性质适用于严格幺半范畴, 它是否也自动
适用于一般的幺半范畴? 答案是肯定的. MacLane 的融贯定理 [10, 定理 3.2.2] 说明所
有幺半范畴都等价于一个严格幺半范畴, 使得两者的幺半结构在等价之下相匹配. 这表
明定义 B.7.1 的公理尽管精简, 却足以蕴涵我们对乘法运算的所有期望.
另一个问题是交换性. 满足乘法交换律 ab = ba 的幺半群称为交换幺半群. 在幺半

范畴 V 的层次, 交换律应当放宽为自然同构 c(X,Y ) : X ⊗ Y ∼→ Y ⊗X, 使得它与 a, λ,
ρ 满足一系列的兼容性条件; 这般的 c = (c(X,Y ))X,Y ∈Ob(C) 被称为 V 上的辫结构, 相
应地称 (V, c) 为辫幺半范畴, 详见 [10, §3.3].
实践中出现的辫结构有时满足 c(Y,X)c(X,Y ) = idX⊗Y , 有时则不然; 满足上述等

式的辫幺半范畴称为对称幺半范畴. 例 B.7.3 和练习 B.7.4 的幺半范畴都有对称辫结构
(前者请见命题 15.2.4), 而在数学物理与拓扑学等领域中则自然地面临非对称辫结构.

凡此种种, 都是从集合 (幺半群) 上升到范畴 (幺半范畴) 所伴生的现象. 不难设想,
随着范畴论朝更高阶推进, 幺半结构的结合律和交换律将呈现出更为缤纷的谱系, 它们
都能应用于实际的数学问题.
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[E : F ], 268
[x0, x1], 538

Ab, 653
|A|, 69
Ad, 102, 425
†A, 350, 625
Aff, 525
aff, 523
AI , 51
A
(I
J

)
, 216

ℵ0, 71
An, 420
tA, 136
Aut, 425, 656
A∨, 204

Bil(V,W ;X), 301

c(f), 261
char, 100
CharA,CharT , 209
coker(f, g), 673
coker, 164, 473

a ≡ b (mod N), 66
conv(S), 538
Cop, 658
C∗, 539

D2n, 448
deg, 88, 97
δi,j , 209
det, 193, 194, 218
det q, 604
diag, 158
dim, dimF , 123, 124
disc(f), 255, 259
d±q, 636
Dr, 149
DV,m,DV , 188

eA, eT , 411
ei, 120
Eij , 120
ek, 253
End, 128, 471, 656
evV , 325

f−1(·), 13, 47, 48
Fp, 82
Fq , 271
Frac(R), 95
Frq , 270
F×2, 604

G/N , 442
Gab, 461
Γf , 45
gcd, 64, 239
GL(n,R), 460

GL(V ),GL(n, F ), 420
Gop, 420
G/H, H\G, 427
GO(V, q), 606
Grp, 653
GSO(V, q), 636
GSp(V ), 589
GU(V, h), 627

Hα, H
≥0
α , H≤0

α , 540
Hom, 128, 471
HomC(X,Y ), 652
H, 608, 628
H, 405
H0, 407

id, 12, 652
im, 12, 141
Invσ , 181

J2n, 324
Jd(λ), J下d (λ), 508

ker(f, g), 673
ker, 141, 233, 442, 472

lcm, 64, 239
◁, 440
ℓ(σ), 181
‖·‖, 337

Mm×n, 114, 116
Mgrp, 660
Mij , 195
M [I],M [h], 481
MinT ,MinA, 285
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Mod-R,R-Mod, 653
M [p∞], 482
M∗, 632
Mtor,Mtf, 482
Mul(V1, . . . , Vn;M), 566
µ, 69

NG(·), 441
NE|F , 626

O(a, b), SO(a, b), 639
O(V ), SO(V ), 420
Ob(C), 652
⊕, 113, 476
ord, 428
⊗, 566, 596
O(V, q), SO(V, q), 604

P (A), 2A, 42
‖, 65
∂K, 540
⊥, 337, 603
Pf(A), 587
PGL(V ),PGL(n, F ), 533
φ, 68
P v

v′ , 147
P△, 559
P σ , 199
PSL(V ),PSL(n, F ), 463,

556

qani, 609

R/I, 234
rad, 248, 275
rk, 142, 480
rec(P ), 552
Res(f, g), 256
ρ(A), 363
ρE0

, 529
Ring, 653
r.int(K), 540
Rop, 468
R(θ), 398
R×, 81
⋊, 446
R(V ), R(B), R(V,B), 313
R[X], 87
rx, 605, 627
R[X,Y, . . .], 89

SesqC|R, 377
SesqE|F , 624
Set, 653
sgn, 183
∼→,', 85, 126, 425, 656
SL(n,R), 460
SL(V ), SL(n, F ), 420
Sp(V ), 421
t, 51
StabG(·), 430
Sn,SX ,SX,Y , 179
symm(P ), symm+(P ), 452
Sym(V ), 582

T ∗, ∗T , 308, 345

Tr, 214√
T , 355, 394

T (V ), 579
T∨, 213

U(V ), SU(V ), 421
U(V,B), 626
U(V, h), SU(V, h), 626

V /U , 162
V ⊥
0 ,⊥V0, 304
V , 377, 625
V ∨, 138
Vect,Vectf, 653
Vλ, 280
V[λ], V[λ],N , 290
V ⊗n, 575
(V, q), 603

∧
(V ), 582

Wϵ(E | F ), 629
Ŵϵ(E | F ), 629
W(F ), 610
Ŵ(F ), 611
o, 463

XG, 433
X/G, G\X, 430

Z/NZ, 66, 82
ZG, 419
ZG(·), 441
Z(R), 81
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名词索引暨英译

中文术语按汉语拼音排序.

A
Abel 群 (Abelian group), 418
Amitsur–Levitzki 定理 (Amitsur–Levitzki

Theorem), 590

B
半平面 (half-space), 540
半群 (semigroup), 419
半双线性映射/形式 (sesquilinear map/form),

377, 624, 632
Hermite/反 Hermite (Hermitian/

anti-Hermitian), 379
根基 (radical), 379

半线性映射 (semi-linear map), 377
半直积 (semi-direct product), 446
保距 (isometry), 339
Bessel 不等式 (Bessel’s inequality), 410
编码 (coding), 175

Hamming, 176
Reed–Solomon, 276

Bruhat 分解 (Bruhat decomposition), 224
不变因子 (invariant factors), 484, 502, 504
不定方程 (Diophantine equation), 22
不动点 (fixed point), 433
部分分式 (partial fraction), 241
不可约元 (irreducible element), 239
Burnside 引理 (Burnside’s Lemma), 431

C
Carathéodory 定理 (Carathéodory’s

Theorem), 557
Cardano 公式 (Cardano’s formula), 17
Cartan–Dieudonné 定理 (Cartan–Dieudonné

Theorem), 617

Cauchy 定理 (Cauchy’s Theorem), 433
Cauchy–Binet 公式 (Cauchy–Binet formula),

217
Cauchy–Bunyakovsky–Schwarz 不等式

(Cauchy–Bunyakovsky–Schwarz
inequality), 338

Cayley–Hamilton 定理 (Cayley–Hamilton
Theorem), 211, 222, 290, 298, 503

超平面 (hyperplane), 522
Chebyshev 多项式 (Chebyshev polynomial),

369
Cholesky 分解 (Cholesky decomposition), 371
抽屉原理 (pigeonhole principle), 70
传递集 (transitive set), 645
初等行变换 (elementary row operation), 30
初等列变换 (elementary column operation),

137
初等因子 (elementary divisors), 488, 504
除环 (division ring), 81
纯量 (scalar), 111
纯量限制 (restriction of scalars), 170
Collatz–Wielandt 公式 (Collatz–Wielandt

formula), 364

D
代表元 (representative), 56
代数 (algebra), 579

商 (quotient), 580
代数基本定理 (Fundamental Theorem of

Algebra), 16
代数无关性 (algebraic independence), 255
带余除法 (Euclidean division), 63, 92
单纯形 (simplex), 553
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682 名词索引暨英译

单纯形法 (simplex method), 546
单位根 (root of unity), 429
单位正交基 (orthonormal basis), 340
单位正交向量族 (orthonormal set), 339
等化子 (equalizer), 673
等价关系 (equivalence relation), 56
等价类 (equivalence class), 56
等势 (equipollent), 69
Descartes 符号律 (Descartes’ rule of signs),

273
典范 (canonical), 327, 662
定向 (orientation), 198, 400
端点 (extremal point), 538
端射线 (extremal ray), 539
独点集 (singleton), 41
对称代数 (symmetric algebra), 582, 594
对称多项式 (symmetric polynomial), 253

幂和 (power sum), 253
初等 (elementary), 253

对称群 (symmetric group/permutation
group), 420

对合 (involution), 631
对换 (transposition), 180
对角化 (diagonalization), 279

同步 (simultaneous), 294
正交 (orthogonal), 349
酉 (unitary), 390

对径点 (antipodal point), 465
对偶空间 (dual space), 138
对偶锥 (dual cone), 539
对数求导 (logarithmic differentiation), 247
对象 (object), 652

始/终/零 (initial/terminal/zero), 667
多胞体 (polytope), 541

对偶 (dual/polar), 559
多重线性映射/形式 (multilinear map/form),

566
对称/交错 (symmetric/alternating), 581

多面体 (polyhedron), 541
无赘表法 (irredundant expression), 542
面, 台面, 棱, 顶点 (face, facet, edge,

vertex), 541
多面锥 (polyhedral cone), 546

严格凸 (strictly convex), 550
多项式 (polynomial), 87

不可约 (irreducible), 241
分裂 (split), 250

对称 (symmetric), 253
本原 (primitive), 261
根基 (radical), 248
齐次 (homogeneous), 89

E
二次型 (quadratic form), 315, 316, 603

对角化 (diagonalization), 317, 606
正定/负定/不定 (positive definite/

negative definite/indefinite), 319
直和 (direct sum), 603
秩 (rank), 318

二面体群 (dihedral group), 448
二项式系数 (binomial coefficient), 13
二元关系 (binary relation), 53, 73
二元运算 (binary operation), 78
Euler 定理 (Euler’s Theorem), 459
Euler 角 (Euler angles), 402
Euler 示性数 (Euler characteristic), 559
Euler 函数 (Euler’s totient function), 68
Euler 恒等式 (Euler’s identity), 247
Euler–Poincaré 原理 (Euler–Poincaré

Principle), 175

F
范畴 (category), 652

反 (opposite), 658
小 (small), 655
积 (product), 661

范畴等价 (equivalence), 664
仿射包 (affine hull), 523
仿射变换群 (affine group), 525
仿射基 (affine basis), 522
仿射空间 (affine space), 519
仿射线性映射 (affine linear map), 523
仿射组合 (affine combination), 521
方阵 (square matrix), 114
泛性质 (universal property), 565, 667
Farkas 引理 (Farkas’ Lemma), 548
非迷向核 (anisotropic kernel), 609, 628
分式域 (field of fractions), 95
分圆多项式 (cyclotomic polynomial), 274
Fermat 小定理 (Fermat’s Little Theorem), 68
Ferrari 公式 (Ferrari’s formula), 20
Fourier–Motzkin 消元法 (Fourier–Motzkin

elimination), 548
Frobenius 自同态 (Frobenius endomorphism),

270
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名词索引暨英译 683

符号差 (signature), 321, 385

G
刚体运动 (rigid motion), 527
Gauss 引理 (Gauss’s Lemma), 261
Gauss–Jordan 消元法 (Gauss–Jordan

elimination), 32
Gauss 整数 (Gaussian integers), 22, 272
根 (root), 93

重数 (multiplicity), 250
共轭 (conjugate), 148, 436
Grothendieck–Witt 环 (Grothendieck–Witt

ring), 620
Grothendieck–Witt 群 (Grothendieck–Witt

group), 611, 629
Gram–Schmidt 正交化 (Gram–Schmidt

orthogonalization), 340, 388
广义逆 (generalized inverse), 358
惯性定理 (Sylvester’s Law of Inertia), 320, 385
惯性指数 (index of inertia), 321, 385
轨道 (orbit), 430
归纳集 (inductive set), 646

H
Hamming 距离 (Hamming distance), 175
行列式 (determinant), 193, 194, 218

Vandermonde, 200
函子 (functor), 658

伴随 (adjoint), 671
反变 (contravariant), 659
忠实/全/本质满 (faithful/full/essentially

surjective), 658
拟逆 (quasi-inverse), 664

函子性 (functoriality), 662
Hasse 图 (Hasse diagram), 54
Heisenberg 群 (Heisenberg group), 464
ϵ-Hermite 模 (ϵ-Hermitian module), 633
ϵ-Hermite 型 (ϵ-Hermitian form), 382

对角化 (diagonalization), 384
正定/负定/不定 (positive definite/

negative definite/indefinite), 384
秩 (rank), 384

Hilbert–Schmidt 内积 (Hilbert–Schmidt inner
product), 410

Hom 函子 (Hom functor), 661
环 (ring), 79

交换 (commutative), 81
直积 (direct product), 83

相反 (opposite), 468
回收锥 (recession cone), 552
互素 (coprime), 64, 239

J
基 (basis), 118, 479

单项式 (monomial), 120
对偶 (dual), 139
有序 (ordered), 119
标准 (standard), 120

交比 (cross-ratio), 535
交错群 (alternating group), 420
交错形式 (alternating form), 188, 581
交换图表 (commutative diagram), 52, 653
交换约束 (commutativity constraint), 570,

676
积 (product), 668
极大/极小元 (maximal/minimal element), 54
结合约束 (associativity constraint), 569, 674
解集 (solution set), 25
结式 (resultant), 256
阶数 (order), 419, 428
节线 (nodal line), 402
极分解 (polar decomposition), 356, 394
积集 (product set / Cartesian product), 43, 50
镜射 (reflection), 343, 529, 605, 627
基数 (cardinality), 69
迹 (trace), 214
极小多项式 (minimal polynomial), 285
极小化极大原理 (minimax principle), 362
迹形式 (trace form), 306
既约表法 (reduced expression), 182
Jordan 标准形 (Jordan canonical form), 510
Jordan 块 (Jordan block), 508
Jordan–Chevalley 分解 (Jordan–Chevalley

decomposition), 292
矩阵 (matrix), 29, 114, 116

(简化) 列梯 (in (reduced) column
echelon form), 138

(简化) 行梯 (in (reduced) row echelon
form), 31

Gram, 338
Hermite/反 Hermite (Hermitian/

anti-Hermitian), 380
经典伴随 (classical adjoint/adjugate),

204
上/下三角 (upper/lower triangular), 161
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幂零 (nilpotent), 292
共轭/相似 (conjugate/similar), 148
分块 (block), 156
初等 (elementary), 135, 490
单位 (identity), 115
友 (companion), 210
可对角化 (diagonalizable), 280
合同 (congruent), 314
增广 (augmented), 29
对称/反对称 (symmetric/

anti-symmetric), 304
对角 (diagonal), 161
旋转 (rotation), 398
正交 (orthogonal), 346
正定 (positive definite), 353
满秩 (full rank), 150
置换 (permutation), 199
转置 (transpose), 136
酉 (unitary), 390

矩阵-树定理 (Matrix-Tree Theorem), 229
矩阵指数 (the exponential of a matrix), 411

K
可逆 (invertible), 47, 81, 125, 131, 222, 656
可数集 (countable set), 71
Klein 4-群 (Klein’s 4-group), 423
Kronecker 积 (Kronecker product), 572
Kronecker 法 (Kronecker’s method), 265
Kronecker 的 δ 符号 (Kronecker’s δ), 209
扩域/扩张 (field extension), 265

次数 (degree), 268

L
Lagrange 定理 (Lagrange’s Theorem), 428
Lagrange 四平方和定理 (Lagrange’s

Four-Square Theorem), 414
Lagrange 恒等式 (Lagrange’s identity), 228
Lagrange 预解式 (Lagrange resolvent), 437
Lagrange 子空间 (Lagrangian subspace), 322,

636
Legendre 多项式 (Legendre polynomial), 344
类 (class), 42
链 (chain), 53
链复形 (chain complex), 174
良序 (well-ordering), 55
良序原理 (Well-ordering Principle), 58
零环 (zero ring), 80
理想 (ideal), 232

主 (principal), 233
左/右 (left/right), 271

Lorentz 群 (Lorentz group), 640
LU 分解 (LU decomposition), 371
轮换 (cyclic permutation), 180, 435
滤过 (filtration), 168

M
Mason–Stothers 定理 (Mason–Stothers

Theorem), 248
幂集 (power set), 42
幂零 (nilpotent), 508
幂零指数 (nilpotency index), 508
Minkowski 和 (Minkowski sum), 554
米田引理 (Yoneda’s Lemma), 664
迷向/非迷向 (isotropic/anisotropic), 604, 608,

627
模 (module), 468

p-准素部分 (p-primary part), 482
循环 (cyclic), 470
无挠商 (torsion-free quotient), 482
有限生成/有限型 (finitely generated/of

finite type), 470
有限生成投射 (finitely generated

projective), 633
直和 (direct sum), 476
自由 (free), 478

Möbius 函数 (Möbius function), 69, 74

N
挠元 (torsion element), 480
内积空间 (inner product spacce), 337

Hermite/复 (Hermitian/complex), 386
同构 (isomorphism), 339

Newton 公式 (Newton’s identity), 274, 590
逆像 (inverse image), 13
逆序 (inversion), 181
Noether 性质 (Noetherian property), 243

P
判别式 (discriminant), 255, 259
Peano 算术 (Peano arithmetic), 641
配对 (pairing), 301

典范 (canonical), 301
配方 (completion of squares), 318
陪集 (coset), 162, 234, 427

左/右 (left/right), 427
配极化 (polarization), 337
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Perron–Frobenius 定理 (Perron–Frobenius
Theorem), 364, 366, 372

Pfaff 型 (Pfaffian), 587
偏序 (partial order), 53
平衡积 (balanced product), 596
p-群 (p-group), 433
谱半径 (spectral radius), 363
谱分解 (spectral decomposition), 390

Q
旗 (flag), 159, 288
齐次坐标 (homogeneous coordinate), 531
奇异值分解 (singular value decomposition),

356
QR 分解 (QR decomposition), 347
圈积 (wreath product), 463
全迷向 (totally isotropic), 322, 613
全序 (total order), 53
群 (group), 418

交换化 (abelianization), 461
循环 (cyclic), 426
平凡 (trivial), 418
加法 (additive), 421
单 (simple), 441
有限生成 (finitely generated), 422
直积 (direct product), 422
相反 (opposite), 420

群化 (group completion), 660
群作用 (group action), 429

n-传递 (n-transitive), 462
忠实/自由/传递 (faithful/free/

transitive), 430

R
扰动法 (method of perturbation), 99
Rayleigh 商 (Rayleigh quotient), 361
Rodrigues 公式 (Rodrigues’ formula), 345,

368
Rodrigues 旋转公式 (Rodrigues’ rotation

formula), 413
Russell 悖论 (Russell’s paradox), 42

S
三角不等式 (triangle inequality), 338
商环 (quotient ring), 234
商集, 商映射 (quotient set, quotient map), 57
商空间 (quotient space), 162
商模 (quotient module), 472

商群 (quotient group), 442
上三角化 (upper-triangularization), 288

同步 (simultaneous), 298
酉 (unitary), 410

生成树 (spanning tree), 229
生成元 (generators), 118, 233, 422
Sherman–Morrison–Woodbury 公式, 170
射线 (ray), 539
射影变换 (projective transformation), 533
射影簇 (projective variety), 532
射影空间 (projective space), 530
射影线性群 (projective linear group), 533
双加性 (bi-additivity), 631
双模 (bimodule), 493
双陪集 (double coset), 461
双线性映射/形式 (bilinear map/form), 301

同构 (isomorphism), 312
对称/反对称 (symmetric/

anti-symmetric), 304
左根/右根 (left radical/right radical),

305
根基 (radical), 313
直和 (direct sum), 304, 313
非退化 (non-degenerate), 305

顺序主子式 (leading principal minor), 353
四元数 (quaternion), 405
Smith 标准形 (Smith canonical form), 490
算术基本定理 (Fundamental Theorem of

Arithmetic), 65
算子 (operator), 125
算子范数 (operator norm), 410
缩并 (contraction), 574
素域 (prime field), 101
素元 (prime element), 239
Sylow p-子群 (Sylow p-subgroup), 434

T
态射 (morphism), 652

单/满 (monomorphism/epimorphism),
656

特殊线性群 (special linear group), 420
特征 (characteristic), 100
特征多项式 (characteristic polynomial), 209
特征向量 (eigenvector), 280
特征值 (eigenvalue), 280

代数重数/几何重数 (algebraic
multiplicity/geometric
multiplicity), 292
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特征子空间 (eigenspace), 280
广义 (generalized), 290

同构 (isomorphism), 55, 85, 125, 424, 471,
525, 656

同态 (homomorphism), 84, 125, 423, 471
余核 (cokernel), 473
核 (kernel), 233, 442, 472

同余/同余类 (congruent/congruence class), 66
投入-产出模型 (input-output model), 37
图 (graph), 228

有向 (directed), 366
凸包 (convex hull), 538
图形 (graph), 45
凸锥 (convex cone), 539

生成元 (generators), 547
凸子集 (convex subset), 538

相对内部 (relative interior), 540
边界 (boundary), 540

凸组合 (convex combination), 538

W
外代数 (exterior algebra), 582, 594
忘却函子 (forgetful functor), 659
万向节锁 (gimball lock), 404
维数 (dimension), 123, 124
唯一分解环 (factorial ring/unique

factorization domain), 239
稳定化子 (stabilizer), 430
Witt 等价 (Witt equivalence), 609, 629
Witt 等价链定理 (Witt’s Chain Equivalence

Theorem), 610
Witt 分解定理 (Witt’s Decomposition

Theorem), 608, 628
Witt 环 (Witt ring), 620
Witt 群 (Witt group), 610, 629
Witt 消去定理 (Witt’s Cancellation

Theorem), 607, 628
Witt 指数 (Witt index), 609, 628
无交并 (disjoint union), 51

X
线段 (segment), 538
向量 (vector), 111

单位 (unit), 337
行/列 (row/column), 115

向量部分 (vectorial part), 522, 524
向量空间 (vector space), 111

不变子空间 (invariant subspace), 215

复共轭 (complex conjugate), 377
子空间 (subspace), 112
有限生成 (finitely generated), 123
有限维 (finite-dimensional), 124
正交直和 (orthogonal direct sum), 313,

342
直和 (direct sum), 113, 152
直积 (direct product), 113

相似比 (similitude), 589, 627
纤维 (fiber), 48
线性递归数列 (linear recurrence sequence),

279
线性方程组 (system of linear equations), 25,

117
齐次 (homogeneous), 108

线性分式变换 (linear fractional
transformation), 556

线性规划 (linear programming), 545
线性相关/无关 (linearly dependent/

independent), 118
线性映射/线性变换 (linear map/linear

transformation), 125
伴随 (adjoint), 308, 310, 345, 380
余核 (cokernel), 164
上/下三角 (upper/lower triangular), 158
幂零 (nilpotent), 292
像 (image), 141
可对角化 (diagonalizable), 280
对角 (diagonal), 158
核 (kernel), 141
正定 (positive definite), 355
正规 (normal), 382, 397
转置 (transpose), 138
自伴/反自伴 (self-adjoint/skew-adjoint),

310, 381
线性组合 (linear combination), 118
形式导数 (formal derivative), 245
形式偏导数 (formal partial derivative), 247
辛基 (symplectic basis), 322
辛群 (symplectic group), 421
辛形式, 辛空间 (symplectic form, symplectic

space), 321
系数矩阵 (matrix of coefficients), 29
选择公理 (Axiom of Choice), 44
旋转 (rotation), 398, 399
循环分解 (cycle decomposition), 435
m-循环 (m-cycle), 435
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Y
岩泽健吉判准 (Iwasawa’s criterion), 462
幺半范畴 (monoidal category), 674

辫/对称 (braided/symmetric), 676
幺半群 (monoid), 419
幺约束 (unit constraint), 570, 674
一般线性群 (general linear group), 420
酉变换 (unitary transformation), 389
诱导 (induce), 165
有理标准形 (rational canonical form), 502
有理函数域 (field of rational functions), 96
右逆 (right inverse), 46, 125, 131, 656
酉群 (unitary group), 421
有向体积 (oriented volume), 186
域 (field), 81

代数闭 (algebraically closed), 250
有限 (finite), 82

原根 (primitive root), 460
原像 (preimage), 13
余等化子 (coequalizer), 673
余积 (coproduct), 668
余像 (coimage), 165
预序 (pre-order), 53
余子式 (cofactor), 195

Z
Zermelo–Fraenkel 公理集合论

(Zermelo-Fraenkel Set Theory), 40
ZFC, 44
张量 (tensor), 576
张量代数 (tensor algebra), 579
张量积 (tensor product), 566, 596
正多面体 (regular polyhedron/Platonic solid),

449
对称性 (symmetry), 452

正规化子 (normalizer), 441
正合列 (exact sequence), 174
整环 (entire ring/integral domain), 82
正交 (orthogonal), 337
正交变换 (orthogonal transformation), 346,

399

正交标架 (orthonormal frame), 400
正向 (positively oriented), 401

正交补 (orthogonal complement), 342
正交群 (orthogonal group), 420, 604
正交投影 (orthogonal projection), 342
正交向量族 (orthogonal set), 339
真类 (proper class), 42
秩 (rank), 142, 480
支持超平面 (supporting hyperplane), 540
直和项 (direct summand), 152, 477
置换 (permutation), 179

奇/偶 (odd/even), 184
中国剩余定理 (Chinese Remainder Theorem),

86, 245
中心 (center), 81, 419
中心化子 (centralizer), 441
重心坐标 (barycentric coordinate), 522
转换矩阵 (transition matrix), 147
锥 (cone), 539
主理想环 (principal entire ring/principal ideal

domain), 242
主幂零元 (principal nilpotent element), 511
主元 (pivot), 31
主轴定理 (Principal Axis Theorem), 351
子范畴, 全子范畴 (subcategory, full

subcategory), 657
子环 (subring), 80
子模 (submodule), 470
子群 (subgroup), 419

导出 (derived), 461
正规 (normal), 440
特征 (characteristic), 461
的指数 (index of), 428

自然变换 (natural transformation), 662
子式, 主子式 (minor, principal minor), 216
自同构 (automorphism), 102, 424, 656

内 (inner), 425
自同态 (endomorphism), 84, 128, 656
Zorn 引理 (Zorn’s Lemma), 649
最小二乘解 (least squares solutions), 352
左逆 (left inverse), 46, 125, 131, 656
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