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第一章 交换环基础

1.1 环与模的基本概念
除非另外说明, 本书所论的环默认为交换环. 此时环的理想不分左右, 环上的模也

同样不分左右; 模的纯量乘法统一写作左乘. 零模 {0} 和零理想常简写为 0. 由环中元
素 a, b, . . . 生成的理想记为 (a, b, . . .); 能由单个元素生成的理想称为主理想.

同理, 所论的 R-代数也默认交换. 指定 R-代数 S 相当于指定环同态 R → S, 见
[7, 命题 7.1.3]. 若 S 是 R-代数, 有时也借用域论术语, 称 S 为 R 的扩张, 尽管此处不
要求同态 R→ S 为单.

本书惯例是以 Fraktur 字体标注环 R 的素理想, 如 p, q 等; 回忆到理想 p 是素理
想意谓 ab ∈ p ⇐⇒ a ∈ p或 b ∈ p. 极大理想总是素理想.

对于任两个理想 I, J ⊂ R, 定义

IJ := {ab : a ∈ I, b ∈ J}在 R 中生成的理想.

理想的积满足结合律 I(JK) = (IJ)K. 依此定义 I2, I3, . . . 等, 另规定 I0 := R.

引理 1.1.1 设 p 为素理想, I 和 J 为任意理想, 则 p ⊃ IJ ⇐⇒ p ⊃ I 或 p ⊃ J .

证明 方向 ⇐= 平凡. 反之若存在 a ∈ I r p 和 b ∈ J r p, 则素理想的定义蕴涵
ab ∈ IJ r p.
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2 第一章 交换环基础

对于 R 的理想 I, 商环 R := R/I 的理想有如下描述:{
J ⊂ R :理想} {

J ⊂ R :理想, J ⊃ I}
J J := J 的原像

J := J/I J.

1:1

(1.1.1)

此双射对 ⊂ 严格保序; 此外, J 是素理想 (或极大理想) 当且仅当 J 是素理想 (或极大
理想). 这些常识见诸 [7, 命题 5.1.11 和 5.3.4]. 以下推论也同样广为人知.

I 是素理想 ⇐⇒ R是整环,
I 是极大理想 ⇐⇒ R是域.

因此极大理想总是素理想.
给定一族环 (Ri)i∈I , 其中 I 6= ∅, 集合 ∏

i∈I Ri 上具有使每个投影映射 pj :∏
i∈I Ri → Rj 皆为同态的唯一环结构, 方式是逐坐标地定义环的运算, 我们称环∏
i∈I Ri 为 (Ri)i∈I 的直积.
环 R 中任何一族理想的交与和仍是理想, 空交定义为 R, 空和定义为 0.

定理 1.1.2 (中国剩余定理) 设 I1, . . . , In 为 R 的理想, 满足 i 6= j =⇒ Ii+ Ij = R, 则
有环同构

R
/ n⋂
i=1

Ii
∼→

n∏
i=1

R/Ii

r +

n⋂
i=1

Ii 7→ (r + Ii)
n
i=1.

证明 见 [7, 定理 5.5.2].

下面称为素避性质的结论在一些场合颇为有用, 相关条件的必要性将在本章习题
说明.

命题 1.1.3 (素避性质) 设 I 和 p1, . . . , pr 为环 R 的理想, 其中 r ∈ Z≥1, 满足 I ⊂⋃r
i=1 pi. 设

(a) 或者 R 包含一个无穷域 F ,

(b) 或者 p1, . . . , pr 中至多仅有两个非素理想.

则存在 1 ≤ i ≤ r 使得 I ⊂ pi.

证明 先设 (a) 成立. 此时 R 是 F -向量空间, 而其理想都是子空间. 由于无穷域上的
向量空间无法表作有限多个真子空间之并 (这一事实留作本章带提示的习题), 存在 i

使得 I ⊂ pi.
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§1.1 环与模的基本概念 3

以下设 (b) 成立. 我们对 r 递归地论证若 I 和满足条件 (b) 的 p1, . . . , pr 给定, 且
I 6⊂ pi 对所有 i 成立, 则 I 6⊂

⋃
i pi. 平凡的情形是 r = 1. 设 r ≥ 2, 则对每个 i 可以取

到 xi ∈ I r
⋃
j 6=i pj . 假若 I ⊂

⋃r
j=1 pj , 则 xi ∈ pi 将对每个 i 皆成立.

在上述假设下, 若 r = 2 则推得 x1 + x2 /∈ p1 ∪ p2, 但 x1 + x2 ∈ I, 矛盾. 若 r > 2,
不妨假设 p1 为素理想, 此时

x1 +

r∏
j=2

xj /∈
n⋃
i=1

pi,

仍然矛盾.

全体 R-模构成一个 Abel范畴 R-Mod;关于 Abel范畴的完整讨论可见 [8,第二章].
对于 R-模同态 ϕ :M → N ,因而有核 ker(ϕ),像 im(ϕ)及余核 coker(ϕ)的概念,它们都
有基于范畴论的描述; 进一步, 还能谈论由 R-模构成的复形 · · · →Mn →Mn+1 → · · ·
与正合列的概念.

对于任意集合 I 和 R-模 M , 以 M⊕I 表示 I 份 M 的直和; 特别地, R⊕I 是以 I

为标准基的自由 R-模. 关于自由模及其秩的概念可参阅 [7, §6.3].
对于 R-模 M 和 N , 其间的同态集 Hom(M,N) := HomR(M,N) 有自然的 R-模

结构, 其加法和纯量乘法分别是
(f + g)(x) = f(x) + g(x), (rf)(x) = r · f(x),

f, g ∈ Hom(M,N), x ∈M, r ∈ R.

注意到有 R-模的典范同构 Hom(R,M)
∼→M , 映 f 为 f(1).

注记 1.1.4 全体 R-模并不构成集合, 而只是一个真类. 为了理解 R-Mod, 第一种进路
是容许范畴的对象仅构成一个类, 如 [9, 附录 B]; 第二种进路是沿用 [7, 8] 的范畴论框
架, 选定 Grothendieck 宇宙 U 并要求 R-模建立在 U -集上 [7, 定义 2.1.3]; 第三种进路
是在具体场景中限定 R-模的基数, 此处不论. 直和涉及的下标集也应当相应地取遍一
个给定的集合 (进路一) 或 U -集 (进路二).
给定范畴 I, 如果其对象构成集合 Ob(I) 而非真类 (进路一), 或者 Ob(I) 是 U -小

集, 亦即和某个 U -集等势 (进路二), 则称 I 是小范畴. 由于范畴在本章仅是一种修辞,
不涉及进阶操作, 在真类的基础上理解范畴毫无窒碍, 故今后不多纠结于集合论问题.

给定小范畴 I 和函子 α : I → R-Mod, 可以构造相应的 lim−→α 和 lim←−α. 对于 lim←−,
习惯上也常以 Iop 代 I, 将所论的函子写作 β : Iop → R-Mod 的形式. 根据 [7, §6.2], 它
们有以下的明确构造.

� 对于 lim−→α, 先取直和⊕
i∈Ob(I) α(i), 将每个 α(j) 视同⊕

i α(i) 的子模, 然后记它
对形如

xi − α(f)(xi), f ∈ HomI(i, j), xi ∈ α(i)

的元素生成的子模之商为 lim−→α, 则对每个 i ∈ Ob(I) 都有自明的同态 ιi : α(i)→
lim−→α, 这些资料满足 lim−→ 所需的泛性质.
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4 第一章 交换环基础

� 对于 lim←−β, 先取直积 ∏
i∈Ob(I) β(i), 然后记满足

β(f)(xj) = xi, f ∈ HomI(i, j)

的元素 (xi)i∈Ob(I) 所成之子模为 lim←−β, 则对每个 i ∈ Ob(I) 都有自明的投影同
态 pi : lim←−β → β(i), 这些资料满足 lim←− 所需的泛性质.

若将 α(i) (或 β(i)) 写作 Mi, 则上述构造又记为 lim−→i
Mi (或 lim←−iMi).

通过环本身的加法和乘法, R 本身也自然地成为 R-模, 其子模无非是理想.

约定 1.1.5 对所有理想 I ⊂ R 和 R-模 M , 记 IM 为形如 ax 的元素生成的子模, 其中
a ∈ I 而 x ∈M . 若 a ∈ R 而 I = (a), 则简记 (a)M 为 aM .

两个理想的乘积 IJ 不过是约定 1.1.5 的特例. 对一般的 M , 商模 M/IM 不仅是
R-模, 还自然地成为 R/I-模, 这是因为 I 在 M/IM 上的纯量乘法恒为零.
给定 R-模 M 和 x ∈M , 定义 R 的理想

ann(x) = annR(x) := {a ∈ R : ax = 0} , (1.1.2)

则 x = 0 ⇐⇒ ann(x) = R. 类似地, 对 M 本身定义理想

ann(M) = annR(M) := {a ∈ R : aM = 0}

=
⋂
x∈Σ

ann(x), (1.1.3)

其中 Σ 意谓任何一个生成 M 的子集, 则同样有 M = 0 ⇐⇒ ann(M) = R.
若对所有 x ∈M r {0} 皆有 ann(x) = 0, 则称 M 无挠. 在必须强调 R 的场合, 也

记 ann(· · · ) 为 annR(· · · ).

定义 1.1.6 (忠实模) 如果 R-模 M 满足 ann(M) = 0, 则称 M 为忠实 R-模.

定义 1.1.7 (零因子) 对任意 R-模 M 和 r ∈ R, 如果存在 x ∈M r {0} 使得 rx = 0, 则
称 r 为 M 的零因子.

因此 M 的零因子集是 ⋃
x∈M∖{0} ann(x). 如取 M = R, 便回归环中零因子的原始

定义, 见 [7, §5.2].

1.2 从幂等元到直和分解
本节探讨的环容许非交换.

定义 1.2.1 任意环 A 的元素 e 若满足 e2 = e, 则称之为 A 的幂等元; 如果进一步要求
e 属于 A 的中心, 则称为中心幂等元.
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若 e ∈ A 是幂等元 (或中心幂等元), 则 1 − e 亦然, 而且 e(1 − e) = 0. 推而广之,
设有 n ∈ Z≥1 和一列元素 e1, . . . , en, 我们将考虑以下性质:

E.1 每个 ei 皆是幂等元: e2i = ei,

E.2 正交性: i 6= j =⇒ eiej = 0,

E.3 e1 + · · ·+ en = 1.

接着考虑左 A-模 M , 模论常识 [7, 命题 6.12.4] 表明有双射{直和分解M =M1 ⊕ · · · ⊕Mn

}
{
e1, . . . , en ∈ EndA(M), 满足 E.1—E.3

}
;

1:1

更精确地说, ei 对应到直和分解的投影同态 pi : M → Mi 与包含同态 ιi : Mi → M 之
合成. 对右 A-模也有类似结论.

以下在环的层次讨论分解. 设 e 为环 A 的中心幂等元, 则 eA 相对于 A 的加法和
乘法运算成为环, 以 e 为幺元 (注意: eA 并非含幺环 A 的子环).
若有环同构 A1 × A2

∼→ A, 则 (1, 0) ∈ A1 × A2 (或 (0, 1) ∈ A1 × A2) 对其之像
e1 (或 e2) 是 A 的中心幂等元, 它们满足 E.1—E.3, 而 e1A (或 e2A) 通过同构等同于
A1 × {0} (或 {0} ×A2); 更多项的直积 A1 × · · · × An 也是类似的.

以下是反向的结论.

命题 1.2.2 设 e ∈ A 为中心幂等元, 按以上方式定义环 eA 和 (1− e)A, 则有环同构

A eA× (1− e)A

a (ea, (1− e)a),

∼

它映 e 为 (1eA, 0), 映 1− e 为 (0, 1(1−e)A).
推而广之, 给定一列满足 E.1—E.3 的中心幂等元 e1, . . . , en ∈ A, 则有映 ei 为

(0, . . . , ei, . . . , 0) 的环同构

A
∏n
i=1 eiA

a (e1a, . . . , ena).

∼

证明 由于 e 和 1 − e 皆是中心幂等元, 所示映射保持加法和乘法; 此外 1A 的像
(e, 1− e) 是右侧的幺元, 由此得到环同态; e 与 1− e 的像容易描述.

若 ea = 0 = (1 − e)a, 则 a = ea + (1 − e)a = 0, 故同态为单. 给定 x, y ∈ A, 取
a = ex+ (1− e)y, 则 ea = ex 而 (1− e)a = (1− e)y, 故同态为满.

对于一般情形, 设 n ≥ 2; 注意到条件蕴涵 1− e1 = e2 + · · ·+ en 是 A 的中心幂等
元, 而且当 2 ≤ i ≤ n 时 ei = (e2 + · · ·+ en)ei 是环 (e2 + · · ·+ en)A 的中心幂等元, 故
可用 n = 2 的情形递归地推导.
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6 第一章 交换环基础

命题 1.2.3 设 A = A1 × · · · × An, 相应地有中心幂等元 e1, . . . , en ∈ A; 此时有保
序双射

{I ⊂ A :左理想} {(I1, . . . , In) : ∀i, Ii ⊂ Ai 左理想}

I (e1I, . . . , enI)

I1 × · · · × In (I1, . . . , In).

1:1

将左理想换成右理想或双边理想, 结论亦同.

证明 基于中心幂等元 e1, . . . , en 的性质 E.1—E.3, 直接验证双向映射皆有定义, 并且
互为逆.

作为应用, 在 A1, . . . , An 皆交换的情形, A 的素理想 (或极大理想) 皆形如

p = · · · × pi × · · · , 1 ≤ i ≤ n,

其中而 pi 是 Ai 的素理想 (或极大理想), 直积的其它位置摆 Ai.

1.3 张量积
选定环 R. 给定 R-模M 和N ,考虑 R-模 L和映射 B :M×N → L;如果 B对每个

变元都是 R-模同态, 则称 B 为 R-双线性的. 全体 R-双线性映射 B :M ×N → L 所成
集合 Bil(M,N ;L)具有自然的 R-模结构,其加法是 (B+B′)(x, y) = B(x, y)+B′(x, y),
纯量乘法是 (rB)(x, y) = r ·B(x, y).

张量积的理论在 [7, §6.5] 有完整说明. 由于此处考虑的是交换环, 表述和证明都有
如下简化.

定义–命题 1.3.1 (张量积) 设 M 和 N 为 R-模. 存在 R-模 M ⊗
R
N 连同 R-双线性映

射 M ×N →M ⊗
R
N , 记为 (x, y) 7→ x⊗ y, 使得下述泛性质成立: 对于所有 R-模 L, 我

们有 R-模的同构

Hom(M ⊗
R
N,L) Bil(M,N ;L)

ϕ [(x, y) 7→ ϕ(x⊗ y)].

∼

这便刻画了 M ⊗
R
N 连同 (x, y) 7→ x ⊗ y, 精确到唯一同构. 不致混淆时, 也记

M ⊗N :=M ⊗
R
N , 称为 M 和 N 的张量积.

证明 考虑自由 R-模 R⊕(M×N) 及其中由以下元素生成的子模 R:

(rx, y)− r(x, y), (x, ry)− r(x, y), r ∈ R,
(x+ x′, y)− (x, y)− (x′, y), (x, y + y′)− (x, y)− (x, y′).
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定义 M ⊗
R
N := R⊕(M×N)

/
R. 从 R 的定义可见 (x, y) 7→ x ⊗ y := (x, y) + R 给出

R-双线性映射 M ×N →M ⊗
R
N .

基于自由模的泛性质, 指定映射 B : M × N → L 相当于指定 R-模同态
R⊕(M×N) → L; 双线性性质等价于说该映射通过商模分解为 M ⊗

R
N → L. 此即

所求泛性质.
此泛性质相当于说在所有 R-模 L 连同 R-双线性映射 M ×N → L 所成的范畴中,

M ×N →M ⊗
R
N 是始对象. 这就刻画了张量积, 精确到唯一的同构.

任何 R-模 M 都能通过 rxr′ := rr′x 成为 (R,R)-双模, 其中 r, r′ ∈ R 而 x ∈ M .
借此, 上述泛性质也能理解为双模张量积的一则特例, 见 [7, 注记 6.5.10].

读者对张量积的操作应有基本认知, 至少须知悉以下性质:

▷ 结合约束 M ⊗ (N ⊗ P ) ∼→ (M ⊗N)⊗ P , 同构由 x⊗ (y⊗ z) 7→ (x⊗ y)⊗ z 确定;

▷ 幺约束 R⊗M ∼→M
∼←M ⊗R, 同构由 r ⊗ x 7→ rx← [ x⊗ r 确定;

▷ 交换约束 M ⊗N ∼→ N ⊗M , 同构由 x⊗ y 7→ y ⊗ x 确定;

▷ 保持直和 (
⊕

i∈IMi)⊗N
∼→
⊕

i∈IMi⊗N 而M⊗(
⊕

j∈J Nj)
∼→
⊕

j∈JM⊗Nj ,其
中的下标集 I 和 J 任意,同构的映法是 (

∑
i xi)⊗y 7→

∑
i xi⊗y 和 x⊗(

∑
j yj) 7→∑

j x⊗ yj .

▷ 保持余核 若 N ′ → N → N ′′ → 0 是 R-模的正合列, 则 M ⊗ N ′ → M ⊗ N →
M ⊗N ′′ → 0 亦然.

▷ 保持 lim−→ 前两条性质的结合给出 M ⊗ lim−→i
Ni ' lim−→i

M ⊗Ni, 这是因为从直和及
余核能构造一般的 lim−→.

基于结合约束, 可以不加括号地写下多元张量积 M1 ⊗ · · · ⊗Mn, 或者直接用 n 重
R-线性映射和泛性质予以刻画. 这些性质都是 [7, §6.5] 关于双模的一般理论在交换环
情形的特例, 也可以按照同构的描述直接检验. 按此定义 M 的张量幂

M⊗n :=M ⊗ · · · ⊗M
n 项

, n ∈ Z≥0,

M⊗0 := R.

(1.3.1)

同态模和张量积的构造都具有函子性, 两者由以下的伴随同构相联系.

命题 1.3.2 设 M , N , A 为 R-模, 则有 R-模的典范同构

Hom(M ⊗N,A) Hom(M,Hom(N,A))

ϕ [x 7→ [y 7→ ϕ(x⊗ y)]];

∼
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8 第一章 交换环基础

证明 所求同构不过是 [7,定理 6.6.5]在交换环情形的应用,但直接验证更为简单: 根据
定义–命题 1.3.1,指定同态 ϕ :M⊗N → A相当于指定 R-双线性映射 B :M×N → A,
两者的联系是 B(x, y) = ϕ(x⊗ y), 然而基于双线性映射和 Hom-模结构的定义, 指定 B

又相当于由指定 x 7→ [y 7→ B(x, y)] 确定的同态 M → Hom(N,A). 由此得到双射

Hom(M ⊗N,A) 1:1 Bil(M,N ;A)
1:1 Hom(M,Hom(N,A)),

易见每一段都保持加法和 R 的纯量乘法.

张量积函子 R-Mod× R-Mod → R-Mod 连同之前回顾的性质使得 (R-Mod,⊗) 成
为以 R 为幺对象的对称幺半范畴, 详见 [7, 推论 6.5.15]. 命题 1.3.2 的伴随关系蕴涵
(R-Mod,⊗) 还是闭幺半范畴 [8, 定义 7.3.1], 但本书不需要这一结论.
给定环同态 ϕ : R → S, 借此将每个 S-模上的纯量乘法拉回到 R, 便有相应的忘

却函子
FR→S : S-Mod→ R-Mod.

另一方面, S 也通过纯量乘法 rs := ϕ(r)s 成为 R-模. 于是对所有 R-模 M , 张量
积 S ⊗

R
M 有意义; 它不仅是 R-模, 还按照

s(s′ ⊗ x) = ss′ ⊗ x, s, s′ ∈ S, x ∈M

升级为 S-模; 更严格地说, s 的纯量乘法是对 (s′, x) 7→ ss′ ⊗ x 给出的 R-双线性映射
Bs : S ×M → S ⊗M 应用泛性质 (定义–定理 1.3.1) 的产物.

若 f : M1 → M2 是 R-模同态, 则纯量乘法的以上描述导致 id ⊗ f : S ⊗
R
M1 →

S ⊗
R
M2 是 S-模同态. 综上, M 7→ S ⊗

R
M 给出函子

S ⊗
R
(·) : R-Mod→ S-Mod,

称为环的变换, 它显然是加性函子. 此外 S ⊗
R
(·) 保持张量积, 体现为典范同构

(S ⊗
R
M1)⊗

S
(S ⊗

R
M2)

∼→ S ⊗
R
(M1 ⊗

R
M2), S ⊗

R
R
∼→ S

(s1 ⊗ x1)⊗ (s2 ⊗ x2) 7→ s1s2 ⊗ (x1 ⊗ x2), s⊗ r 7→ sϕ(r).
(1.3.2)

上述同构和 R-模与 S-模对张量积的结合约束与幺约束兼容. 扼要的说法是 S ⊗
R
(·) 给

出 [7, 定义 3.1.7] 所谓的幺半函子; 详见 [7, 命题 6.6.10]. 此外它还兼容于交换约束:(
S ⊗
R
M1

)
⊗
S

(
S ⊗
R
M2

)
S ⊗
R

(
M1 ⊗

R
M2

)

(
S ⊗
R
M2

)
⊗
S

(
S ⊗
R
M1

)
S ⊗
R
(M2 ⊗M1)

∼

∼ ∼

∼

(1.3.3)
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是交换图表; 按 [8, 定义 7.1.14] 的术语, S ⊗
R
(·) 是对称幺半范畴之间的辫幺半函子. 这

一切证明不过是例行公事.
关于张量积的以下性质都包含于 [7, §6.6], 但直接论证毫不费力.

命题 1.3.3 给定同态 R→ S, 设 M 为 R-模, N 为 S-模, 则有典范双射

HomS

(
S ⊗
R
M,N

)
HomR (M,FR→SN)

Ψ [x 7→ Ψ(1⊗ x)]

[s⊗ x 7→ sψ(x)] ψ,

∼

其中 x ∈ M 而 s ∈ S. 这使得 S ⊗
R
(·) : R-Mod S-Mod : FR→S 按此成为伴

随对.
若以 FR→S 将 HomS

(
S ⊗
R
M,N

)
视为 R-模, 则上述双射还是 R-模的同构.

证明 直接验证双向的映射良定义, 互逆, 并且是 R-线性的.

留意到伴随对的单位态射 M → FR→S(S ⊗
R
M) 是 x 7→ 1 ⊗ x, 余单位态射

S ⊗
R
FR→S(N)→ N 是 s⊗ y 7→ sy.

注记 1.3.4 对任意 R-模 M1 和 M2, 函子性给出典范 R-模同态

HomR(M1,M2)→ HomS

(
S ⊗
R
M1, S ⊗

R
M2

)
, f 7→ id⊗ f.

诚然, 它显然保持加法; 对所有 r ∈ R 和 f ∈ HomR(M1,M2), 考虑 rf 在右式中的像,
它映 s⊗ x 为 s⊗ rf(x) = ϕ(r)s⊗ x, 这正是 s⊗ x 在 r(id⊗ f) 之下的像. 因此映射是
R-线性的.

对同态两边的 Hom-模应用命题 1.3.3, 便得到典范 S-模同态

ΞM1,M2
: S ⊗

R
HomR(M1,M2)→ HomS

(
S ⊗
R
M1, S ⊗

R
M2

)
s⊗ f 7→ s(id⊗ f).

一般而言 ΞM1,M2
未必是同构, 命题 5.2.3 将探讨这一问题.

命题 1.3.5 给定环同态 R
φ
S 和 S

θ
T , 我们有 FR→SFS→T = FR→T ; 另一方面,

也有典范同构
T ⊗

S
(S ⊗

R
M) T ⊗

R
M

t⊗ (s⊗ x) tθ(s)⊗ x

x⊗ (1⊗ x) t⊗ x

∼
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10 第一章 交换环基础

证明 由定义立见 FR→SFS→T = FR→T . 至于 T ⊗
S
(S ⊗

R
M) ' T ⊗

R
M , 既可以从写下

的映法直接验证, 也能从命题 1.3.3 的伴随关系加以解释, 这是因为合成函子的左或右
伴随可以分段取.

命题 1.3.6 给定环同态 R→ S, 对所有 R-模 M 和 S-模 N 都有 R-模的典范同构

FR→S(N)⊗
R
M
∼→ FR→S

(
N ⊗

S
(S ⊗

R
M)

)
y ⊗ x 7→ y ⊗ (1⊗ x).

证明 右式等同于 FR→S
(
(N ⊗

S
S)⊗

R
M

)
; 此处视中间的 S 为 (S,R)-双模来取张

量积, 同时用到双模张量积的结合约束 [7, 命题 6.5.12]. 然而幺约束给出 S-模同构
N
∼→ N ⊗

S
S, 映 y 为 y ⊗ 1.

由于 FR→S 是一种比较简单的操作, 本书将经常省略这一符号, 仅在必须突出
R-模和 S-模的差异时方予标记.
以下说明当理想 I 给定, 约定 1.1.5 的函子 M 7→M/IM 同构于商同态 R→ R/I

给出的 (R/I)⊗
R
(·).

命题 1.3.7 取定理想 I 和 R-模 M , 则有 R/I-模的典范同构

(R/I)⊗
R
M
∼→M/IM

(r + I)⊗ x 7→ rx+ IM.

证明 一种方法是应用张量积保持余核的性质, 以下介绍基于伴随函子的方法. 给定
R/I-模 N , 任何 R-模同态 M → N 限制在 IM 上总是零, 故商模的泛性质给出典范同
构 HomR/I(M/IM,N)

∼→ HomR(M,N). 这表明 M 7→ M/IM 是 FR→R/I 的左伴随,
其单位态射是 idM/IM 所对应的 q :M →M/IM , 亦即商同态.

对照命题 1.3.3 的伴随关系, 立得典范同构 Ψ : (R/I) ⊗
R
M

∼→ M/IM ; 为了明
确 Ψ, 只须在该处的伴随关系中用 q 代入 ψ, 相应的 Ψ 具体写作 Ψ((r + I) ⊗ x) =

(r + I)q(x) = rx+ IM .

1.4 投射模和内射模
投射模和内射模属于模论的基本概念, [7, §6.9] 定义了任意环 (容许非交换) 上的

投射模和内射模, [8, §2.8] 则推及任意 Abel 范畴. 本节将对交换环的特例摘录若干定
义和初步性质.

定义 1.4.1 (投射模和内射模) 今后设 R 为交换环.
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§1.4 投射模和内射模 11

� 设 P 为 R-模. 若 HomR(P, ·) : R-Mod → R-Mod 保持所有正合列, 则称 P 为投
射的.

� 设 I 为 R-模. 若 HomR(·, I) : R-Modop → R-Mod 保持所有正合列, 则称 I 为投
射的.

保持所有正合列的函子在 [8, 定义 2.8.3] 中被称为正合函子, 等价的刻画是它们保
持有限 lim−→ 和有限 lim←−.
举例明之, R 本身是投射模, 这是因为 HomR(R, ·) 同构于 R-Mod 到自身的恒等函

子, 当然正合.

引理 1.4.2 给定一族 R-模 (Mi)i∈I , 则
⊕

i∈IMi (或
∏
i∈IMi) 投射 (或内射) 当且仅

当每个 Mi 皆然.

证明 见 [7, 引理 6.9.5].

命题 1.4.3 对于 R-模 P , 以下陈述等价;

(i) P 是投射模;

(ii) 函子 HomR(P, ·) 保余核;

(iii) 对每个正合列 M → M ′′ → 0 和同态 P → M ′′, 下图可以补入虚线箭头使得全
图交换

P

M M ′′ 0;

∃

进一步, 上述条件蕴涵

(iv) 形如 0→M ′ →M → P → 0 的正合列皆可裂.

对于 R-模 I, 以下陈述等价:

(i)’ I 是内射模;

(ii)’ 函子 HomR(·, I) 保核;

(iii)’ 对每个正合列 0 → M ′ → M 和同态 M ′ → I, 下图可以补入虚线箭头使得全
图交换

I

M M ′ 0;

∃

进一步, 上述条件蕴涵
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12 第一章 交换环基础

(iv)’ 形如 0→ I →M →M ′′ → 0 的正合列皆可裂.

证明 见于 [7, §6.9], 重述如下.
(i) =⇒ (ii). 平凡.
(ii) =⇒ (iii). 命 M ′ := ker[M → M ′′]. 从 M ′′ ' coker[M ′ → M ] 可将

HomR(P,M
′′) 等同于 coker [HomR(P,M

′)→ HomR(P,M)], 特别地, HomR(P,M) →
HomR(P,M

′′) 为满射. 取 P →M ′′ 的任意原像即所求箭头.
(iii) =⇒ (i). 对所有短正合列 0 → M ′ → M → M ′′ → 0, 相应的 0 →

HomR(P,M
′)→ HomR(P,M)→ HomR(P,M

′′) 正合, 而 (iii) 蕴涵其最后一段是满射,
因此 HomR(P, ·) 保短正合列. 因为正合列能拆解成短正合列, 故 P 是投射模.

(iii) =⇒ (iv). 存在同态 P →M 使得 P →M → P 合成为 idP , 这表明 M → P

有右逆, 使 0→M ′ →M → P → 0 分裂.
对于 (i)’ — (iv)’ 的处理方式是对偶的.

推论 1.4.4 设 P 为 R-模, 则 P 为投射模当且仅当它同构于某个自由模 F 的一个直和
项; 若要求 P 为由给定的子集 S 生成的投射 R-模, 则可取到 F := R⊕S .

证明 设 P 同构于某个自由 R-模 F 的直和项, 则因为 R 已知是投射模, 引理 1.4.2 说
明 F 是投射模, 其直和项也是投射模.

设 P 为投射 R-模, 取子集 S 使之生成 P , 相应地有正合列 0 → M ′ → R⊕S →
P → 0. 命题 1.4.3 蕴涵其可裂, 因而 P 同构于 R⊕S 的直和项.

推论 1.4.5 设有 R-模的正合列 0 → M ′ → M → M ′′ → 0. 若 M ′ 和 M ′′ 皆投射 (或
自由), 则 M 亦然.

证明 由于 M ′′ 是投射模, 命题 1.4.3 (iv) 给出 M 'M ′ ⊕M ′′. 应用引理 1.4.2.

命题 1.4.6 设 ϕ : R→ S 为环同态, 则 ϕ 诱导的函子 S ⊗
R
(·) : R-Mod→ S-Mod 映投

射模为投射模.

证明 此函子保直和, 映 R 为 S, 故映自由模为自由模, 因而映自由模的直和项为自由
模的直和项. 代入推论 1.4.4.
另一种看法则基于命题 1.3.3: 函子 S ⊗

R
(·) 是 FR→S : S-Mod→ R-Mod 的左伴随,

而 FR→S 显然正合, 故 S ⊗
R
(·) 映投射对象为投射对象 [8, 命题 2.8.17].

约定 1.4.7 本书将链复形记如 X• = [· · · → Xn

dn
Xn−1 → · · · ] 之形, 将上链复形

记如 X• = [· · · → Xn dn

Xn+1 → · · · ] 之形; 两者只是记法不同, 按 Xn = X−n 和
dn = d−n 相互切换. 同态 dn 和 dn 经常省略, 但在必要时也以 dXn 和 dnX 的记法强调
X• 或 X• 的角色.

定义–命题 1.4.8 (投射解消,自由解消和内射解消) 考虑 R-模 M .
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§1.4 投射模和内射模 13

(i) 形如
· · · → P2 → P1 → P0 →M → 0,

而且每个 Pi 皆为投射模的正合列称为 M 的投射解消, 简记为 P• → M → 0;
若进一步要求每个 Pi 皆为自由模, 则称之为自由解消. 对于 n ∈ Z≥0, 若
Pn+1 = Pn+2 = · · · = 0, 则称此解消的长度 ≤ n.

(ii) 形如
0→M → I0 → I1 → I2 → · · · ,

而且每个 Ii 皆为内射模的正合列称为 M 的投射解消, 简记为 0 → M → I•. 对
于 n ∈ Z≥0, 若 In+1 = In+2 = · · · = 0, 则称此解消的长度 ≤ n.

任意 R-模 M 总有自由解消, 也有内射解消.

证明 任意 R-模 M 总有自由解消: 先取自由模 P0 连同满同态 P0 ↠ M , 再取自由模
P1 连同满同态 P1 ↠ ker[P0 →M ], 依此类推.
任意 R-模 M 总有内射解消: 根据 [7, 定理 6.9.14] 可取到内射模 I0 连同单同态

M ↪→ I0, 同理可取内射模 I1 连同单同态 coker[M → I0] ↪→ I1, 依此类推.

注记 1.4.9 投射解消有以下的唯一性: 设 P• → M → 0 和 Q• → M → 0 为 M 的投
射解消, 则存在交换图表

· · · P2 P1 P0 M 0

· · · Q2 Q1 Q0 M 0,

β2 β1 β0

而且链复形之间的态射 β = (βi)i≥0 : P• → Q• 精确到同伦是唯一的.
对偶地, 设 0→M → I• 和 0→M → J• 为 M 的内射解消, 则存在交换图表

0 M I0 I1 I2 · · ·

0 M J0 J1 J2 · · ·

β0 β1 β2

而上链复形之间的态射 β = (βi)i≥0 : I• → J• 精确到同伦是唯一的. 详见 [8, 定理
3.11.5].
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14 第一章 交换环基础

1.5 有限生成模与有限展示模
设 M 为 R-模. 根据自由模的泛性质, 指定 M 的一组元素 (xi)i∈I 相当于指定模

同态 R⊕I →M , 后者映 (ri)i∈I 为有限和
∑
i∈I rixi. 元素族 (xi)i∈I 生成 M 相当于说

此同态为满.
对给定的满同态 R⊕I →M , 其核 K 记录了生成元之间的所有线性关系; 进一步指

定 K 的一族生成元, 以 J 为下标集, 便有正合列

R⊕J → R⊕I →M → 0.

这般正合列称为 M 的展示, 它描述了 M 的生成元以及生成元之间的关系.

定义 1.5.1 设 M 为 R-模.

� 若存在 n ∈ Z≥0 和正合列 R⊕n →M → 0, 则称 M 为有限生成或有限型的.

� 若存在 m,n ∈ Z≥0 和正合列 R⊕m → R⊕n →M → 0, 则称 M 是有限展示的.

有限展示强于有限生成. 模的有限生成或有限展示性质能否被子模和商模继承?
在一般的环上, 相关结论略显复杂, 证明也相对迂回.

引理 1.5.2 考虑 R-模的短正合列 0→M ′ →M →M ′′ → 0.

(i) 若 M 有限生成, 则 M ′′ 亦然.

(ii) 若 M ′ 和 M ′′ 皆为有限生成的, 则 M 亦然.

(iii) 若 M ′′ 有限展示, M 有限生成, 则 M ′ 是有限生成的.

(iv) 若 M ′ 有限生成, M 有限展示, 则 M ′′ 是有限展示的.

(v) 若 M ′ 和 M ′′ 皆为有限展示的, 则 M 亦然.

特别地, 若 M1,M2 都是有限生成 (或有限展示) R-模, 则 M1 ⊕M2 亦然. 若 M1

和 M2 是某 R-模 M 的有限生成子模, 则 M1 +M2 亦然.

证明 以下论证将反复应用命题 1.4.3 (iii) 关于投射模的性质.
对于 (i), 给定满同态 R⊕n →M , 和 M →M ′′ 合成给出满同态 R⊕n →M ′′.
对于 (ii), 取定满同态 α : R⊕m → M ′ 和 γ : R⊕n → M ′′. 由于 R⊕n 是投射模, γ

有分解 R⊕n
γ̃
M →M ′′. 将 M ′ 视同 M 的子模, 构造

β := (α, γ̃) : R⊕(m+n) = R⊕m ⊕R⊕n →M.
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留意到 im(β) 包含 im(α) =M ′, 而 β̃ 满确保 im(β)/M ′ =M ′′, 故 β 也是满同态, 从而
M 是有限生成的.

对于 (iii), 先选定 M ′′ 的展示 R⊕m → R⊕n
f
M ′′ → 0. 由于 R⊕n 是投射模, f

可分解为 M →M ′′ 和某个同态 g : R⊕n →M 的合成. 下图的实线部分

R⊕m R⊕n M ′′ 0

0 M ′ M M ′′ 0,

h g

f

id

因之是行正合交换图表. 追图可见 R⊕m → R⊕n
g
M →M ′′ 合成为 0, 故存在虚线所

示之 h 使全图交换.
对上图应用蛇形引理 [7, 命题 6.8.6], 可得 coker(h) ∼→ coker(g). 根据 (i), M 有

限生成蕴涵 coker(g) 有限生成, 故 coker(h) 亦然; 同理 im(h) 也是有限生成的. 对短
正合列

0→ im(h)→M ′ → coker(h)→ 0

应用 (ii), 可知 M ′ 有限生成.

考虑 (iv). 取正合列 R⊕m
g
R⊕n

f
M → 0 和 R⊕p

h
M ′ → 0. 合成同态

R⊕n
f
M → M ′′ 是满的, 其核是 M ′ 在 R⊕n 中的原像, 证此原像有限生成即可. 由

于 R⊕p 是投射 R-模, 存在同态 j 使得
R⊕p M ′ 0

R⊕m R⊕n M 0

h

j

g f

是行正合交换图表. 考虑 (j, g) : R⊕(p+m) = R⊕p ⊕R⊕m → R⊕n. 沿用类似于 (ii) 的方
法, 易见 im(j, g) 正是 M ′ 在 R⊕n 中的原像. 综上, M ′′ 是有限展示的.
下面考虑 (v). 其条件强于 (ii), 故可延续该处构造, 得到行正合交换图表

0 R⊕m R⊕(m+n) R⊕n 0

0 M ′ M M ′′ 0,

α β γ

其中 α, β, γ 皆满. 代入蛇形引理得到短正合列
0→ ker(α)→ ker(β)→ ker(γ)→ 0.

基于 (iii) 可见 ker(α) 和 ker(γ) 皆为有限生成, 代入 (ii) 遂知 ker(β) 有限生成. 对
短正合列 0 → ker(β) → R⊕(m+n) → M → 0 应用 (iv), 即知 M 是有限展示的, 故 (v)
得证.

最后一部分断言是 (i), (ii) 和 (v) 的应用, 按定义直接验证也毫无困难.
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16 第一章 交换环基础

推论 1.5.3 设 M 为有限展示 R-模, 则对于所有 n ∈ Z≥0 及满同态 f : R⊕n → M , 其
核 ker(f) 都是有限生成的1).

证明 将短正合列 0→ ker(f)→ R⊕n
f
M → 0 代入引理 1.5.2 (iii).

注记 1.5.4 有限生成投射模总是有限展示的, 这是因为对于投射 R-模 P , 命题 1.4.3
(iv) 表明任何满同态 R⊕k ↠ P 的核都是 R⊕k 的直和项, 因此核也是有限生成的.

以下将对小范畴 I (注记 1.1.4) 和函子 α : I → R-Mod 讨论相应的 lim−→. 回忆 [7,
定义 2.7.6]: 若小范畴 I 非空且满足

� 对任意 i, j ∈ Ob(I) 存在 k ∈ Ob(I) 和态射 i→ k ← j,

� 对 I 中的任意态射 f, g : i→ j 存在 k ∈ Ob(I) 和态射 h : j → k 使得 hf = hg,

则称 I 为滤过的. 若偏序集 (I,�) 对应的范畴是滤过小范畴, 则称 (I,�) 是滤过偏序
集, 此时上述第二项条件是多余的.

对于滤过小范畴 I, 相应的 lim−→α 称为滤过 lim−→.

命题 1.5.5 任何 R-模 M 都能写成有限展示 R-模的滤过 lim−→, 而且以下陈述等价.

(i) M 是有限展示的.

(ii) M 是 R-Mod 中的紧对象 [8, 定义 A.2.2]; 换言之, 考虑小范畴 I 连同函子
α : I → R-Mod, 由同态族 α(i)→ lim−→α (其中 i ∈ Ob(I)) 诱导的典范同态

lim−→HomR(M,α)→ HomR(M, lim−→α)

在 I 滤过时为同构.

证明 先对一般的 R-模 M 证第一个断言. 考虑资料 (Z,G), 其中

Z ⊂M, G ⊂ ker
[
R⊕Z →M

]
都是有限子集; 换言之, G 是 Z 上的一族有限线性关系. 包含映射 G→ R⊕Z 诱导同态
R⊕G → R⊕Z , 命

MZ,G := coker
[
R⊕G → R⊕Z

]
,

则 MZ,G 是有限展示的, 且有自明同态 fZ,G : MZ,G → M . 在所有这些 (Z,G) 构成的
集合 I 上定义偏序 � 如下: (Z,G) � (Z ′, G′) 意谓 Z ⊂ Z ′ 而诱导同态 R⊕Z → R⊕Z

′

限制为 G→ G′, 从而诱导 MZ,G →MZ′,G′ . 不难验证:

� (I,�) 是滤过偏序集, 这是因为 (Z1, G1) � (Z1 ∪ Z2, G1 ∪G2) � (Z2, G2),
1)因此有限展示 R-模 M 的等价刻画是: M 有限生成, 而且对任意 n 和任意满同态 f : R⊕n → M , 其核

ker(f) 仍是有限生成的. 这种性质在几何学中称为凝聚性.

未定稿: 2026-03-18



§1.5 有限生成模与有限展示模 17

� 将 (I,�) 等同于相应的小范畴, 简记为 I, 则 (Z,G) 7→ MZ,G 给出函子 ω : I →
R-Mod,

� 同态族 f : (fZ,G)(Z,G)∈I 诱导的同构 lim−→ω
∼→M 是双射, 因而是同构.

第二部分的 (i) =⇒ (ii) 是 [8, 例 A.2.5] 的内容. 以下处理 (ii) =⇒ (i). 不妨就设
M = lim−→α, 其中 I 是滤过小范畴, α : I → R-Mod 是函子, 而 α(i) 对所有 i ∈ Ob(I)
都是有限展示 R-模; 记典范同态 α(i)→M 为 ιi.

条件 (ii) 蕴涵 idM 来自 lim−→HomR(M,α), 故由集合的滤过 lim−→ 的构造知存在
i ∈ Ob(I) 和 fi ∈ Hom(M,α(i)) 使得 ιifi = idM . 于是有直和分解

α(i) 'M ⊕N.

既然 N 同构于 α(i) 的商模, 引理 1.5.2 (i) 确保它有限生成, 从而引理 1.5.2 (iv) 确保
M ' α(i)/N 是有限展示的.

命题 1.5.5 给出了有限展示模的范畴论刻画. 有限生成模也能以范畴论的性质刻
画, 例如 [8, 引理 7.7.15].

注记 1.5.6 定义 1.5.1, 引理 1.5.2 和命题 1.5.5 也适用于一般的环 A 上的左模 (或右
模), 不必要求 A 交换, 论证无异.

下面讨论有限生成和有限展示性质和张量积的关系.

命题 1.5.7 设 M 和 N 为 R-模.

(i) 若 M 和 N 都是有限生成的, 则 M ⊗N 亦然.

(ii) 若 M 和 N 都是有限展示的, 则 M ⊗N 亦然.

证明 既然张量积保持余核, 它也保持同态的满性.
对于 (i), 取满同态 f : R⊕n →M 和 g : R⊕m → N , 则 f ⊗ id : R⊕n⊗N →M ⊗N

和 id ⊗ g : R⊕n ⊗ R⊕m → R⊕n ⊗ N 皆满. 然而张量积保持直和与 R ⊗ R ' R 蕴涵
R⊕n ⊗R⊕m ' R⊕mn, 合成后遂有满同态 R⊕mn →M ⊗N .

对于 (ii), 取正合列 R⊕p
h
R⊕n

f
M → 0, 则

R⊕p ⊗N
h⊗id

R⊕n ⊗N
f⊗id

M ⊗N → 0

依然正合. 注意到 R⊕n ⊗N ' N⊕n 是有限展示的, 而 R⊕p ⊗N ' N⊕p 在其中的像是
有限生成的 (引理 1.5.2 (i)), 故相应的商模 M ⊗N 是有限展示的 (引理 1.5.2 (iv)).

命题 1.5.8 设 R→ S 为环同态, 则相应的函子 S ⊗
R
(·) : R-Mod→ S-Mod 保持有限生

成和有限展示性质.
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18 第一章 交换环基础

证明 设 R-模 M 有限生成, 取满同态 f : R⊕n →M , 则同态
id⊗ f : S⊕n ' S ⊗

R
(R⊕n)→ S ⊗

R
M

依然满, 故 S-模 S ⊗
R
M 有限生成.

类似地, 设 M 有限展示, 取正合列 R⊕p → R⊕n → M → 0, 相应地有 S-模的
正合列

S⊕p → S⊕n → S ⊗
R
M → 0,

这表明 S ⊗
R
M 是有限展示 S-模.

1.6 局部化的定义
环 R 的子集 U 如果包含 1, 而且对乘法封闭, 则称 U 为 R 的乘性子集. 环 R 对

乘性子集 U 的局部化是一个环 R[U−1] 连同环同态 R→ R[U−1]; 精确到唯一同构, 它
们由以下泛性质刻画.

� 首先, R→ R[U−1] 映 U 为 R[U−1]× 的子集.

� 给定环 A及同态 ϕ : R→ A,若 ϕ(U) ⊂ A×,则存在唯一的同态 ϕ0 : R[U−1]→ A

使下图交换:
R A.

R[U−1]

φ

φ0

这是 [7, 命题 5.3.9] 的内容; 回忆到 R[U−1] 具体被构造为 U ×R 对等价关系
(u, r) ∼ (u′, r′) ⇐⇒ ∃u1 ∈ U, u1(ur′ − r′u) = 0

的商集. 我们将 R[U−1] 中的等价类 [u, r] 写作分式 r
u . 注意到 R→ R[U−1] 未必单.

例 1.6.1 (整环的分式域) 取 R 为整环, 则 R r {0} 是乘性子集, 对应的局部化正是 R

的分式域 Frac(R), 而 R→ Frac(R) 是单射. 我们将在 §2.9 推广此一构造.

现在着手定义并刻画模对乘性子集的局部化, 思路和 R[U−1] 的构造相通. 注意到
任何 R[U−1]-模 N 都能通过同态 R→ R[U−1] 视作 R-模, 严格记法是 FR→R[U−1]N .

定义–命题 1.6.2 (模的局部化) 设 U 为 R 的乘性子集, M 为 R-模. 存在 R[U−1]-
模 M [U−1] 连同 R-模同态 ` : M → M [U−1], 使得对于任意 R[U−1]-模 N , 我们有
R-模同构

HomR[U−1](M [U−1], N) HomR(M,N)

ϕ ϕ`.

∼
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这给出伴随对

(·)[U−1] : R-Mod R[U−1]-Mod : FR→R[U−1]

它刻画了 (M [U−1], `), 精确到唯一同构. 我们称 M [U−1] 为 M 对 U 的局部化.

证明 在 U ×M 上定义关系

(u, x) ∼ (u′, x′) ⇐⇒ ∃u1 ∈ U, u1(ux′ − u′x) = 0.

请读者自证 ∼ 是等价关系; 记 [u, x] 为 (u, x) 的等价类, 则同样易证运算

[u1, x1] + [u2, x2] := [u1u2, u2x1 + u1x2],
r

u
· [s, x] := [us, rx],

r

u
∈ R[U−1]

良定义, 使 M [U−1] 成为以 [1, 0] 为零元的 R[U−1]-模. 具体验证方式和 R[U−1] 的构
造无异.

定义 ` : M → M [U−1] 为 x 7→ [1, x], 则 ` 保持加法, 也保持 R 的纯量乘法:
r
1 · [1, x] = [1, rx].
断言中的映射 ϕ 7→ ϕ` 显然良定义, 并且是 R-模同态, 以下证其为双射. 设

ϕ ∈ HomR[U−1](M [U−1], N), 则 ϕ([u, x]) = ϕ
(
1
u [1, x]

)
= 1

uϕ`(x), 由此可见 ϕ 7→ ϕ`

单. 反之给定 ψ ∈ HomR(M,N), 定义 ϕ :M [U−1]→ N 为

ϕ([u, x]) =
1

u
ψ(x),

这是良定义的: 若 (u, x) ∼ (u′, x′), 则存在 u1 ∈ U 使得 u1(ux
′ − u′x) = 0, 从而

u1uψ(x
′) = u1u

′ψ(x) 在 N 中成立; 然而 u1, u, u
′ 对 N 的纯量乘法皆可逆, 整理后得

到 1
uψ(x) =

1
uψ(x

′).
在此基础上, 进一步验证 ϕ 是 R[U−1]-模同态. 显见 ϕ`(x) = ϕ([1, x]) = ψ(x), 由

此证得 ϕ 7→ ϕ` 满.

方便起见, 今后将上述证明中构造的 [u, x] 另记为 1
ux = x

u .
定义–命题 1.6.2 的泛性质使得 M 7→ M [U−1] 成为函子 R-Mod → R[U−1]-Mod.

任意同态 f ∈ HomR(M1,M2) 在函子 (·)[U−1] 之下的像为

f [U−1] ∈ HomR[U−1](M1[U
−1],M2[U

−1]),

更精确地说, f [U−1] 映 x
u ∈M1[U

−1] 为 f(x)
u .

引理 1.6.3 局部化函子满足下述性质:

(i) 对所有 R-模 M , 有 ker
[
M →M [U−1]

]
= {x ∈M : ∃u ∈ U, ux = 0};
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20 第一章 交换环基础

(ii) M [U−1] = 0 当且仅当对所有 x ∈M 皆存在 u ∈ U 使得 ux = 0, 如果 M 有限生
成, 则这也等价于存在 u ∈ U 使得 uM = 0;

(iii) 函子 M 7→M [U−1] 保持所有正合列;

(iv) 设 f :M1 →M2 为单 (或满) 同态, 则 f [U−1] 亦然.

证明 沿用此前的符号. 对于 (i), 根据定义 x
1 = 0 在 M [U−1] 中成立当且仅当存在

u ∈ U 使得 ux = 0 在 M 中成立.
对于 (ii), 观察到 x

u = 1
u ·

x
1 , 而 1

u ∈ R[U
−1]×, 因此 M [U−1] = 0 当且仅当 M 在其

中的像为 0; 根据 (i), 这等价于 (ii) 的第一部分性质成立. 若 M 有生成元 x1, . . . , xn,
且对每个 xi 存在 ui 使得 uixi = 0, 则 u := u1 · · ·un ∈ U 满足 uM = 0, 故 (ii) 的第二
部分成立.

对于 (iii), 考虑三项正合列 M ′
f
M

g
M ′′ 即可. 它取局部化之后仍是复形, 亦

即 im f [U−1] ⊂ ker g[U−1]. 为证 ⊃, 设 x
u ∈ ker g[U−1], 亦即 g(x)

u = 0 ∈ M ′′[U−1], 则
存在 u1 ∈ U 使得 g(u1x) = u1g(x) = 0 ∈M ′′. 于是存在 x′ ∈M ′ 使得 u1x = f(x′), 从
而

x

u
=
u1x

u1u
=
f(x′)

u1u
∈ im f [U−1].

对于 (iv), 将正合列 0→M1

f
M2 (或 M1

f
M2 → 0) 代入 (iii) 即可.

引理 1.6.4 设 M1 为 R[U−1]-模, M 为 M1 的 R-子模, 则 M [U−1] 典范地同构于 M1

的 R[U−1]-子模 R[U−1] ·M .

证明 注意到 R[U−1] ·M =
{

1
ux : x ∈M, u ∈ U

}
, 而 1

u ·x = 1
u′x
′ 当且仅当 ux′ = u′x

在 M 中成立.
兹验证包含同态 M → R[U−1] ·M 满足泛性质. 设 N 为 R[U−1]-模, 任何 R-模同

态 ψ :M → N 能且仅能通过 1
u ·x 7→

1
uψ(x)延拓为 R[U−1]-模同态 R[U−1] ·M → N .

命题 1.6.5 (局部化的传递性) 设 U 和 V 为环 R 的乘性子集, U ⊂ V . 记 V 在 R[U−1]

中的像为 V , 这仍是乘性子集. 此时有典范的环同构

R[U−1][V −1]
∼→ R[V −1]

r/u

v
7→ r

uv
,

其中 r ∈ R, u ∈ U , v ∈ V 而 v 代表 v 在 V 中的像.
相应地, 对所有 R-模 M 皆有典范的 R[V −1]-模同构

M [U−1][V −1]
∼→M [V −1]

1

v

(x
u

)
7→ x

uv
,

其中 x ∈M , 其余照旧.
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证明 对于环的版本, 首先注意到 R→ R[U−1]→ R[U−1][V −1] 的合成映 V 的所有元
素为可逆元, 下面验证它具有 R[V −1] 所需的泛性质. 对于所有环 A 连同满足 ϕ(V ) ⊂
A× 的同态 ϕ : R → A, 首先由 ϕ(U) ⊂ A× 得到唯一分解 ϕ0 : R[U−1] → A; 其次, 对
所有 v ∈ V 皆有 ϕ0(v) = ϕ(v) ∈ A×, 故 ϕ0 也唯一地分解为 ϕ1 : R[U−1][V −1]→ A.

反过来说, 设 ϕ 如上, 若有 ϕ1 使得图表

R

R[U−1] A

R[U−1][V −1]

φ

φ0

φ1

的实线部分交换, 取虚线所示的 ϕ0 使下半三角交换, 则上半三角也自动交换; 这就说明
ϕ1 总是按上一段的方式得出, 因而唯一. 泛性质得证.
特别地, 代入 A = R[V −1] 和典范同态 R→ R[V −1], 相应的 ϕ1 即所求同构, 映法

确如断言所述.
至于模的版本, 鉴于

FR→R[V −1] ' FR→R[U−1][V −1] = FR[U−1]→R[U−1][V −1]FR→R[U−1]

和定义–命题 1.6.2 的伴随关系, 将相应的左伴随亦即局部化函子拆作两段即可.

实践中经常将 M [U−1] 等同于张量积 R[U−1]⊗
R
M , 这是以下结论所保证的.

命题 1.6.6 设 U 为 R 的乘性子集, 则对所有 R-模 M , 我们有 R[U−1]-模的典范同构
R[U−1]⊗

R
M
∼→M [U−1], 它映 r

u ⊗ x 为
rx
u .

特别地, 模的局部化对张量积成为幺半函子, 亦即有典范同构

M1[U
−1] ⊗

R[U−1]
M2[U

−1]
∼→ (M1 ⊗

R
M2)[U

−1]

x1
u1
⊗ x2
u2
7→ x1 ⊗ x2

u1u2
,

它们和 R-模与 R[U−1]-模对张量积的结合约束, 幺约束等兼容.

证明 比较命题 1.3.3 与定义–命题 1.6.2 的伴随对: R[U−1] ⊗
R
(·) 和 (·)[U−1] 都是

FR→R[U−1] 的左伴随, 故同构. 为了明确此一同构, 留意到后一伴随对的单位态射
M →M [U−1] 是 x 7→ x

1 ; 对此应用 R[U−1]⊗
R
(·) 和 FR→R[U−1] 的伴随关系, 便得知相

应的 R[U−1]⊗
R
M →M [U−1] 由 r

u ⊗ x 7→
r
u ·

x
1 = rx

u 给出. 基于此, 关于幺半函子的断
言归结为 (1.3.2).

作为应用, 模的局部化和任意直和交换:
⊕

i∈IMi[U
−1] '

(⊕
i∈IMi

)
[U−1].
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22 第一章 交换环基础

推论 1.6.7 设 U 是 R 的乘性子集, M 是 R-模. 若 M 是有限生成 (或有限展示) R-模,
则 M [U−1] 是有限生成 (或有限展示) R[U−1]-模.

证明 命题 1.6.6 表明 R[U−1]⊗
R
M 'M [U−1], 一切化为命题 1.5.8 的应用.

将 R 视为 R-模, 比较定义–命题 1.6.2 证明和 [7, §5.3] 的构造, 可见以下两种工序
给出相同的 R-模:

� 将 R 作为环对 U 作局部化, 再将纯量乘法限制到 R 上;

� 将 R 作为 R-模对 U 作局部化.

因此写法 R[U−1] 无歧义.
由于 R = R · 1 , 引理 1.6.3 (ii) 蕴涵

R[U−1]是零环 ⇐⇒ 1 ∈ ker
[
R→ R[U−1]

]
⇐⇒ 0 ∈ U. (1.6.1)

因此考虑局部化时经常要求 0 /∈ U .

1.7 局部化的进阶性质
继续讨论关于环 R 的局部化. 对不同乘性子集的局部化有时典范地同构, 以下是

一类典型状况.

引理 1.7.1 设 U 和 V 都是 R 的乘性子集, 满足以下性质

� 对所有 u ∈ U , 存在 r ∈ R 使得 ur ∈ V ,

� 对所有 v ∈ V , 存在 r ∈ R 使得 vr ∈ U ;

换言之, 两者的元素相互整除. 此时存在唯一的 R-代数同构 R[U−1]
∼→ R[V −1].

证明 考虑环同态 ϕ : R→ A.

� 若 ϕ(U) ⊂ A×, 则对所有 v ∈ V , 可取 r 使得 vr ∈ U , 从而 ϕ(vr) ∈ A× 蕴涵
ϕ(v) ∈ A×, 故 ϕ(V ) ⊂ A×.

� 同理, 若 ϕ(V ) ⊂ A× 则 ϕ(U) ⊂ A×.

综上可见 R → R[U−1] 和 R → R[V −1] 的泛性质相互等价, 这给出 R-代数的同构
R[U−1]

∼→ R[V −1].

对于形如 fZ≥0 的乘性子集, 我们对相应的局部化引入方便的符号.

约定 1.7.2 设 f ∈ R, 我们将 R 对乘性子集 fZ≥0 的局部化简记为 R[f−1] 或 R[ 1f ], 视
为 R-代数.
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以下是关于 R[f−1] 的一些初步性质.

� 如果 f = ugn, 其中 n ≥ 1 而 u ∈ R×, 则引理 1.7.1 等同 R[f−1] 与 R[g−1].

� 考虑形式如下的乘性子集

U =

{
m∏
i=1

uaii : a1, . . . , am ∈ Z≥0

}
,

其中 u1, . . . , um ∈ R 给定. 取 f := u1 · · ·um, 则引理 1.7.1 等同 R[U−1] 与
R[f−1].

� 满足 ∃n ∈ Z≥1, fn = 0 的 f ∈ R 称为幂零元. 因此 f ∈ R 非幂零元等价于说
{fn : n ∈ Z≥0} 是不含零元的乘性子集, 等价于 R[f−1] 非零环.

一般的局部化可以用形如 R[f−1] 的局部化来表达. 先回忆任何预序集 (P,≤) (见
[7, 定义 1.2.1]) 都给出相应的范畴 P (见 [7, 例 2.1.5]), 满足

Ob(P) = P, HomP(p, p′) =
{
独点集, 若 p ≤ p′

∅, 若 p 6= p′.

现在对 R 的任意子集 U 赋予预序

f ≤ g ⇐⇒ ∃n ≥ 1, f | gn. (1.7.1)

容易验证预序的公理. 当 U 是乘性子集时, 由于 f ≤ fg ≥ g, 相应的 U 是滤过范畴; 此
外由局部化的泛性质易见 f ≤ g 时存在唯一的 R-代数同构 αg,f : R[f−1]→ R[g−1].

命题 1.7.3 设 U 为 R 的乘性子集, 赋予上述预序. 在 lim−→f
R[f−1] 上存在典范的 R-代

数结构, 而且存在唯一的 R-代数同构 R[U−1] ' lim−→f
R[f−1]; 此处在环范畴中取 lim−→f

,
下标取在预序集 (U,≤) 对应的范畴 U 上.

证明 基于环的滤过 lim−→ 的具体构造, 这些断言可以直接验证. 以下提供另一种基于泛
性质的论证, 详见 §1.6 开头的回顾.

选定环 A. 指定满足 ϕ(U) ⊂ A× 的环同态 ϕ : R → A 相当于对所有 f ∈ U 指定
一个满足 ϕf (f) ∈ A× 的环同态 ϕf : R→ A, 使得 f ≤ g 时 ϕf = ϕg. 这点当然是平凡
的, 但指定 ϕf 也相当于指定环同态 ϕf : R[f−1]→ A; 考虑下图

R R[f−1]

R[g−1] A,

φf

αg,f

φg

其上三角已知交换, 而 ϕf = ϕg 等价于外框交换, 也等价于下三角交换.
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于是指定 ϕ 相当于指定一族当 f ≤ g 时满足 ϕgαg,f = ϕf 的环同态 ϕf :

R[f−1] → A. 根据 lim−→f
的泛性质, 这也相当于指定环同态 lim−→f

R[f−1] → A, 它和
R→ lim−→f

R[f−1] 合成为 ϕ. 与 R→ R[U−1] 的泛性质比较, 立见有唯一的 R-代数同构
R[U−1]

∼→ lim−→f
R[f−1].

不妨设想 R[f−1] 为向 R 形式地添入 f 的逆元的产物, 它也可以描述为多项式环
的商.

命题 1.7.4 设 f ∈ R, 则有 R-代数的同态

R[X]/(fX − 1)
∼→ R[f−1],

它映 X 的陪集为 1
f .

证明 以下对同态 R ↪→ R[X] → R[X]/(fX − 1) 的合成验证 R[f−1] 的泛性质. 首先
f 在 R[X]/(fX − 1) 中的像有逆, 由 X 的陪集给出.

指定满足 ϕ(f) ∈ A× 的环同态 ϕ : R→ A等价于指定资料 (ϕ, a), 其中 ϕ : R→ A

是环同态而 a ∈ A 满足 ϕ(f)a = 1; 然而指定 ϕ 连同任意 a ∈ A 等价于指定环同态
Φ : R[X] → A, 对应关系是 (ϕ, a) = (Φ|R,Φ(X)), 因此 ϕ(f)a = 1 等价于 Φ(fX) = 1,
等价于 Φ 通过 R[X]/(fX − 1) 分解.

于是有 R-代数的同态 R[X]/(fX − 1)
∼→ R[f−1], 它映 f 的陪集为 f

1 , 因而映 X

的陪集为 1
f .

接着探讨局部化和理想的关系.

约定 1.7.5 回忆到 R 的子模无非是 R 的理想, 对 R[U−1] 亦然.

� 若 I ⊂ R 是理想, 则基于引理 1.6.3 (iv), I[U−1] 也嵌入为 R[U−1] 的理想, 具
体表作

I[U−1] =
{x
u
∈ R[U−1] : x ∈ I, u ∈ U

}
= I ·R[U−1].

� 对 R 的任意一族理想 {Iα ∈ A}α∈A, 易见 (
∑
α Iα)[U

−1] =
∑
α Iα[U

−1].

� 对 R 的任意理想 I1, I2, 易见 (I1I2)[U
−1] = I1[U

−1]I2[U
−1].

此外 (I1 ∩ I2)[U−1] = I1[U
−1] ∩ I2[U−1], 这点既可以直接验证, 也是之后的引理

5.2.5 的特例.

� 若 J 是 R[U−1] 的理想, 则它对环同态 R→ R[U−1] 的原像是 R 的以下理想

J ∩R :=
{
r ∈ R :

r

1
∈ J

}
;

注意到 R→ R[U−1] 未必单, 取交不过是简写.
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§1.7 局部化的进阶性质 25

所有理想 J ⊂ R[U−1] 都能写作 J = I[U−1] 的形式; 事实上, 映射对

{
I : R 的理想} {J : R[U−1] 的理想}

I 7→I[U−1]

R∩J← [J (1.7.2)

按 的合成是恒等, 详见 [7, §5.3] 或自证. 若不对所论的理想设限, 则这对映射并非互
逆, 然而我们有以下结论.

命题 1.7.6 设 U 是 R 的乘性子集, 0 /∈ U .

(i) 对于 R 的所有理想 I 皆有 I[U−1] = R[U−1] ⇐⇒ I ∩ U 6= ∅.

(ii) 沿用约定 1.7.5 的符号, 则 (1.7.2) 限制为互逆双射

{p : R的素理想, p ∩ U = ∅}
{
q : R[U−1]的素理想

}
p pR[U−1] = p[U−1]

q ∩R q,

而且此双射相对于 ⊂ 是保序的.

(iii) 设素理想 p 满足 p ∩ U = ∅, 则

R[U−1]r p[U−1] =
{ r
u
: r ∈ Rr p, u ∈ U

}
.

证明 断言 (i) 和 (ii) 是 [7, 命题 5.3.13] 的内容. 至于 (iii), 对所有 r ∈ R 和 u ∈ U , 因
为 1

u 可逆,

r

u
∈ p[U−1] ⇐⇒ r

1
∈ p[U−1] ⇐⇒ r ∈ p[U−1] ∩R

(ii)
p,

故 R[U−1]r p[U−1] 确实有断言中的描述.

若 p 是 R 的素理想, 则 R r p 是不含 0 的乘性子集. 对这类乘性子集的局部化特
别常用, 为此我们引入专用的符号.

定义 1.7.7 设 p 为 R 的素理想, 对乘性子集 Rr p 的局部化记为

Rp := R[(Rr p)−1], Mp :=M [(Rr p)−1],

其中 M 是任意 R-模; 这种局部化也称为在 p 处的局部化.2)

2)局部化一词因此有两种解读, 一是对乘性子集作局部化, 二是在某个素理想处作局部化, 两者容易从语境
辨别.
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26 第一章 交换环基础

引理 1.7.8 设 U 为 R 的乘性子集, R 的素理想 p 满足 p ∩ U = ∅, 则有典范同构

R[U−1]p[U−1] ' Rp, M [U−1]p[U−1] 'Mp,

其中 M 是任意 R-模.

证明 命 V := Rr p, 则 U ⊂ V . 记 V 在 R[U−1] 中的像为 V . 命题 1.7.6 (iii) 表明 V

和 R[U−1]r p[U−1] 至多相差 R[U−1] 的可逆元. 结合引理 1.7.1 可得 R[U−1][V −1] '
R[U−1]p[U−1], 再代入命题 1.6.5 的传递性便完成证明.

选定 R 的素理想 p. 命题 1.7.6 (ii) 给出保序双射{
q : R的素理想, q ⊂ p

} {
q : Rp 的素理想

}
q qRp

q ∩R q.

(1.7.3)

对于 (1.7.3) 中的素理想 q ⊂ p, 由于 Rr q ⊃ Rr p, 引理 1.7.8 的结论化为

(Rp)qRp
' Rq, (Mp)qRp

'Mq. (1.7.4)

同理, 对所有 f ∈ Rr p 都有(
R[f−1]

)
p[f−1]

' Rp,
(
M [f−1]

)
p[f−1]

'Mp. (1.7.5)

以下考虑约定 1.1.5 所定义的子模 IM ⊂M .

引理 1.7.9 设 U 为 R 的乘性子集, I 为 R 的理想, M 为 R-模, 则 (IM)[U−1] 在
M [U−1] 中的像是 I[U−1]M [U−1].

证明 直接检验. 另一种观点是将 IM 表作纯量乘法同态 µ : I⊗
R
M →M 的像;回忆到

模的局部化是幺半函子 (命题 1.6.6), 又保持正合列, 于是 µ[U−1] : I[U−1]⊗M [U−1]→
M [U−1] 的像即 (IM)[U−1], 然而易见 µ[U−1] 是 M [U−1] 上的纯量乘法同态.

命题 1.7.10 设 m 为 R 的极大理想, M 为 R-模, 则对所有 p ∈ Z≥0 皆有 R-模的典范
同构 mpM/mp+1M

∼→ mpMm/m
p+1Mm.

证明 根据引理 1.7.9 与局部化的正合性,(
mpM/mp+1M

)
m

∼→ mpMm/m
p+1Mm.

然而 mpM/mp+1M 实则是 R/m-向量空间, Rrm 的元素在其上的作用皆可逆, 故泛性
质表明其局部化等于自身.
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1.8 环上的代数: 一般性质
回忆到本书考虑的环和代数默认交换. 选定环 R, 对 R-代数有至少三种等价的

观点:

1. 带有 R-模结构的环 S, 使得乘法是 R-双线性的;

2. 带有乘法同态 µ : S ⊗
R
R→ S 和幺元同态 η : R→ S 的 R-模 S, 满足体现幺元性

质与结合律的交换图表

R⊗ S S ⊗ S S ⊗R

S

η⊗id

∼ µ

id⊗η

∼

(S ⊗ S)⊗ S S ⊗ (S ⊗ S)

S ⊗ S S S ⊗ S

a(S,S,S)

∼

µ⊗id id⊗µ

µ µ

连同体现乘法交换律的交换图表

S ⊗ S

S.

S ⊗ S

µ

交换约束 ∼

µ

3. 环 S 连同环同态 ϕ : R→ S.

在第三种观点下, R-代数之间的同态 f : S1 → S2 相当于使图表

S1 S2

R

f

交换的环同态 f .
记全体 R-代数构成的范畴为 R-CAlg, 它带有忘却函子 R-CAlg→ R-Mod; 相关的

集合论问题请参考注记 1.1.4.
接着回顾代数的张量积 [7, §7.3]. 对于 R-代数 S1 和 S2, 张量积的泛性质从四重

R-线性映射

S1 × S2 × S1 × S2 → S1 ⊗ S2

(s1, s2, s
′
1, s
′
2) 7→ s1s

′
1 ⊗ s2s′2

诱导 R-模同态

µS1⊗S2 : (S1 ⊗ S2)⊗ (S1 ⊗ S2) ' S1 ⊗ S2 ⊗ S1 ⊗ S2 → S1 ⊗ S2;
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28 第一章 交换环基础

以此为乘法, S1 ⊗ S2 便成为 R-代数, 其幺元是

1S1⊗S2
= 1S1

⊗ 1S2

(对应到同态 ηS1⊗S2
= ηS1

⊗ ηS2
), 而乘法的具体刻画是:

(s1 ⊗ s2) · (s′1 ⊗ s′2) = s1s
′
1 ⊗ s2s′2, si ∈ Si.

它带有 R-代数的同态
S1 S1 ⊗ S2 S2

s1 s1 ⊗ 1

1⊗ s2 s2.

ιS1
ιS2

以下调整符号, 将 R-模的张量积写作 ⊗
R

. 考虑环同态 α : R → R′. 对任意 R-代数
S, 上述同态 ιR′ : R′ → R′ ⊗

R
S 将 R′-模 R′ ⊗

R
S 升级为 R′-代数. 这给出范畴与函子的

严格交换图表
R-CAlg R′-CAlg

R-Mod R′-Mod;
忘却

R′⊗
R
(·)

忘却

R′⊗
R
(·)

取 S = R 为例, 由 r′ ⊗ r 7→ r′α(r) 给出的 R′ ⊗
R
R ' R′ 不仅是 R′-模的同构, 还是

R′-代数的同构, 这是因为两边的乘法和幺元显然相互对应.
进一步, R′ ⊗

R
(·) : R-CAlg → R′-CAlg 还保持两边关于代数的张量积运算, 精确到

典范同构. 这些事实既不难手工验证, 也可以从 R′ ⊗
R
(·) : R-Mod → R′-Mod 是辫幺半

函子这点来抽象地理解, 见 (1.3.3) 和 [8, 命题 7.1.15].
另一方面, α 给出的函子 FR→R′ : R′-Mod→ R-Mod 也提升到代数层次, 这给出范

畴与函子的严格交换图表
R′-CAlg R-CAlg

R′-Mod R-Mod.
忘却

FR→R′

忘却

FR→R′

命题 1.8.1 给定环同态 α : R→ R′, 命题 1.3.3 的伴随对

R′ ⊗
R
(·) : R-Mod R′-Mod : FR→R′

提升为伴随对
R′ ⊗

R
(·) : R-CAlg R′-CAlg : FR→R′ .
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证明 这是 [7, 命题 7.3.10] 的内容, 重点在于对所有 R-代数 A 和 R′-代数 B 证明命
题 1.3.3 的双射

HomR′-Mod

(
R′ ⊗

R
A,B

)
1:1 HomR-Mod (A,FR→R′B)

限制为
HomR′-CAlg

(
R′ ⊗

R
A,B

)
1:1 HomR-CAlg (A,FR→R′B) .

设 R′-代数同态 Ψ : R′ ⊗
R
A→ B 属于左式, 则其像 a 7→ Ψ(1⊗ a) 保持乘法及其幺元:

Ψ(1⊗ a1a2) = Ψ((1⊗ a1)(1⊗ a2)) = Ψ(1⊗ a1)Ψ(1⊗ a2), Ψ(1⊗ 1) = 1;

反之设 R-代数同态 ψ : A→ FR→R′B 属于右式, 则其像 r′ ⊗ a 7→ r′ψ(a) 保持乘法:

(r′1 ⊗ a1)(r′2 ⊗ a2) = r′1r
′
2 ⊗ a1a2 7→ r′1r

′
2ψ(a1a2) = r′1ψ(a1) · r′2ψ(a2),

它显然也保持乘法幺元. 明所欲证.

命题 1.3.5 的性质

FR→R′FR′→R′′ = FR→R′′ , R′′ ⊗
R′

(
R′ ⊗

R
(·)
)
' R′′ ⊗

R
(·)

在 R-代数的层次同样成立. 一如模的情形, 惯常省略符号 FR→R′ .
现在来探讨 R′ ⊗

R
(·) : R-CAlg → R′-CAlg 的两类特例: 取商和局部化. 以下的 S

均取为 R-代数, 相应的环同态 R→ S 记为 ϕ.

命题 1.8.2 设 I 为 R 的理想, 则 ϕ(I) 在 S 中生成的理想是 ϕ(I)S. 将 S/ϕ(I)S 通过
ϕ 视为 R/I-代数, 则有 R/I-代数的同构

(R/I)⊗
R
S
∼→ S/ϕ(I)S

(r + I)⊗ s 7→ ϕ(r)s+ ϕ(I)S,

其中 r ∈ R 而 s ∈ S.

证明 将 S 通过 ϕ 视为 R-模, 则按照约定 1.1.5 的符号有 IS = ϕ(I)S; 命题 1.3.7 遂
给出 R-模同构 (R/I) ⊗

R
S
∼→ S/ϕ(S)S, 映法如断言. 再证此同构保持乘法即可, 毫无

困难.

定义–命题 1.8.3 设 U 为 R 的乘性子集, 则 ϕ(U) 是 S 的乘性子集. 将 S[ϕ(U)−1] 通
过 ϕ 视为 R[U−1]-代数, 则有 R[U−1]-代数的同构

R[U−1]⊗
R
S
∼→ S[ϕ(U)−1]

r

u
⊗ s 7→ ϕ(r)s

ϕ(u)
,

其中 r ∈ R, u ∈ U 而 s ∈ S. 因此两边的 R[U−1]-代数可以无歧义地记为 S[U−1].
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30 第一章 交换环基础

证明 无妨直接验证, 但也可以归结为函子 S 7→ S[ϕ(U)−1] 的以下伴随关系:

HomR[U−1]-CAlg
(
S[ϕ(U)−1], T

) 1:1 HomR-CAlg (S, T ) .

为了说明这点, 考虑 R[U−1]-代数 T , 记相应的环同态 R[U−1]→ T 为 ψ.

� 设有 R-代数的同态 f : S → T , 则 f(ϕ(U)) ⊂ T×, 故局部化的泛性质给出环同态
g : S[ϕ(U−1)]→ T ; 这是 R[U−1]-代数同态, 因为

g

(
ϕ(r)

ϕ(u)

)
= f(ϕ(u))−1f(ϕ(r)) = ψ

(u
1

)−1
ψ
(r
1

)
= ψ

( r
u

)
,

r

u
∈ R[U−1].

� 反之设有 R[U−1]-代数的同态 g : S[ϕ(U)−1] → T , 取环同态 f 为 S →

S[ϕ(U)−1]
g
T 的合成; 这是 R-代数同态, 因为

f(ϕ(r)) = g

(
ϕ(r)

1

)
= g

(
ϕ(r)

ϕ(1)

)
= ψ

(r
1

)
, r ∈ R.

� 基于环的局部化的泛性质, 以上的 f ↔ g 互为逆.

综上, S 7→ S[ϕ(U)−1] 是 FR→R[U−1] 的左伴随, 单位态射 S 7→ S[ϕ(U)−1] 是在伴
随关系中代入 T = S[ϕ(U)−1] 和 g = idT 的产物, 亦即 s 7→ s

1 .
与命题 1.8.1 比较, 左伴随的唯一性表明 R[U−1] ⊗

R
S ' S[ϕ(U)−1]; 此同构是对单

位态射 s 7→ s
1 应用 R[U−1]⊗

R
(·) 的左伴随性质所给出的, 易见这正是断言中的映射.

推论 1.8.4 设 R1 和 R2 为环, U 为 R1 × R2 的乘性子集. 记 Ui 为 U 在 Ri 中的像
(i = 1, 2), 则有环同构

(R1 ×R2)[U
−1]

∼→ R1[U
−1
1 ]×R2[U

−1
2 ]

(r1, r2)

(u1, u2)
7→
(
r1
u1
,
r2
u2

)
.

证明 易见 (r1, r2) 7→
(
r1
1 ,

r2
1

) 给出环同态 R1 ×R2 → R1[U
−1
1 ]×R2[U

−1
2 ], 它映 U 的

元素为可逆元, 故诱导 (R1 ×R2)[U
−1]→ R1[U

−1
1 ]×R2[U

−1
2 ].

为了说明这是同构,对 i ∈ {1, 2}将 Ri 视为 R1×R2-代数,则 Ri[U
−1
i ] ' R[U−1]⊗

R

Ri (定义–命题 1.8.3), 而上述同态在模的层次化为标准同构 R[U−1] ⊗
R
(R1 ⊕ R2)

∼→

(R[U−1]⊗
R
R1)⊕ (R[U−1]⊗

R
R2).
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1.9 环上的代数: 有限性质
接续上一节的讨论. 对于 R-代数 S 及其子集 S0, 由 S0 生成的子代数是所有含 S0

的子代数之交, 其元素是关于 S0 的所有 R-系数多项式.
指定 R-代数同态 α : R[X1, . . . , Xn] → S 相当于指定元素 x1, . . . , xn ∈ S, 对应由

α(Xi) = xi 刻画; α 满相当于说 x1, . . . , xn 生成 R-代数 R[X1, . . . , Xn].

定义 1.9.1 设 S 为 R-代数.

� 如果存在 n ∈ Z≥0 和 R-代数的满同态 α : R[X1, . . . , Xn]→ S, 则称 S 或相应的
环同态 R→ S 是有限生成的或有限型的.

� 如果在 (i) 中进一步要求可取到 α 使得 ker(α) 是有限生成理想, 则称 S 或相应
的环同态 R→ S 是有限展示的.

� 如果 S 作为 R-模是有限生成的, 则称 S 或相应的环同态 R→ S 是有限的.

注记 1.9.2 首先, 观察到有限条件强于有限生成: 若 S 作为 R-模有生成元 x1, . . . , xm,
则可定义 R-代数的满同态 α : R[X1, . . . , Xm]→ S 使得 α(Xi) = xi 恒成立.
其次, 若 S 作为 R-模是有限展示的, 则作为 R-代数亦然: 为了得到上述生成元

x1, . . . , xn 相对于 R-代数运算的所有关系, 以表 S 为 R[X1, . . . , Xn] 的商代数, 仅需在
已有的有限多个 R-线性关系之外添入 n2 + 1 个关系

xixj −
n∑
k=1

aijkxk = 0, 1S −
n∑
k=1

bkxk = 0, aijk, bk ∈ R.

引理 1.9.3 考虑环同态 R→ S 和 S-模 M .

(i) 若 M 作为 R-模有限生成, 则它作为 S-模亦然.

(ii) 设 R→ S 有限; 若 M 作为 S-模是有限生成的, 则它作为 R-模亦然.

(iii) 设 R→ S 有限生成; 若 M 作为 R-模是有限展示的, 则它作为 S-模亦然.

证明 对于 (i), 在 R 上的一族生成元当然也是 S 上的一族生成元.
对于 (ii), 取 M 的一族生成元 x1, . . . , xn 和 S 作为 R-模的一族生成元 y1, . . . , ym,

则 {yixj}i,j 生成 R-模 M .
关于 (iii) 的论证相对曲折. 不妨设 S = R[Y1, . . . , Ym]/I, 其中 I 是任意理想. 取

M 作为 R-模的生成元 x1, . . . , xn, 其间的关系由形如
n∑
k=1

rhkxk = 0, rhk ∈ R, 1 ≤ h ≤ p
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的 p 个等式生成; 换言之, R-模同态 R⊕n ↠ M 的核由相应的元素 ∑n
k=1 rhkek 生成,

其中 1 ≤ h ≤ p 而 e1, . . . , en 代表 R⊕n 的标准基.
记 yi := Yi + I ∈ S. 取一族元素 aijk ∈ R 使得 yixj =

∑
k aijkxk 恒成立. 兹断言

S⊕p ⊕ S⊕mn S⊕n M 0

ek xk

(eh, 0)
∑n
k=1 rhkek

(0, eij) yiej −
∑n
k=1 aijkek

γ β

是 S-模的正合列, 其中 eh 和 eij 仍代表标准基的元素. 首先, 因为 x1, . . . , xn 也
生成 S-模 M , 同态 β 满. 其次, 先前的讨论确保 im(γ) ⊂ ker(β); 问题在于说明
ker(β) ⊂ im(γ).
设有 ∑n

k=1 bkxk = 0, 其中 bk ∈ S. 今将往证 ∑n
k=1 bkek ∈ im(γ). 根据条件, 存在

gk ∈ R[Y1, . . . , Ym] 使得 bk = gk(y1, . . . , ym); 利用形如 γ(0, eij) 的元素不断降次, 问题
化约到 gk ∈ R 对所有 k 皆成立的情形. 此时得到关于 x1, . . . , xn 的 R-线性关系, 故∑n
k=1 bkek 必来自 R⊕mn 的像, 因而来自 S⊕mn 部分的像.
综上, M 是有限展示 S-模.

引理 1.9.4 (塔性质) 考虑环同态 R→ R′ → R′′.

(i) 若 R → R′ 和 R′ → R′′ 均为有限生成 (或有限展示, 或有限) 的, 则其合成
R→ R′′ 亦然.

(ii) 若 R→ R′′ 是有限生成 (或有限) 的, 则 R′ → R′′ 亦然.

(iii) 若 R→ R′′ 是有限展示的, R→ R′ 是有限生成的, 则 R′ → R′′ 是有限展示的.

证明 (i). 先处理有限生成情形. 设 x1, . . . , xn 生成 R-代数 R′, 而 y1, . . . , ym 生成
R′-代数 R′′, 则显然 x1, . . . , xn 的像连同 y1, . . . , ym 生成 R-代数 R′′.

接着处理有限展示情形. 存在同构

R′′
R′-代数' R′[X1, . . . , Xn]/(f1, . . . , fm), fi ∈ R′[X1, . . . , Xn],

R′
R-代数' R[Y1, . . . , Yr]/(g1, . . . , gs), gj ∈ R[Y1, . . . , Yr].

为每个 fi 选取 R[X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yr] 中的代表元 f̃i, 立得 R-代数的同构

R′′ ' R[X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yr]/(f̃1, . . . , f̃m, g1, . . . , gs).

因此 R′′ 是有限展示的 R-代数.
对于有限情形, 为了说明 R′′ 是有限生成 R-模, 在引理 1.9.3 (ii) 中代入 S = R′ 和

M = R′′ (视为 R′-模) 即可.

未定稿: 2026-03-18



§1.9 环上的代数: 有限性质 33

(ii). 对于有限生成情形, 设 y1, . . . , ym 生成 R-代数 R′′, 亦即任意 y ∈ R′′ 总能表
作它们的 R-系数多项式, 则 y 当然也能表作它们的 R′-系数多项式, 故 y1, . . . , ym 生成
R′-代数 R′′. 有限情形的论证类似.

(iii). 不妨设 R′′ = R[X1, . . . , Xn]/(f1, . . . , fk) 而 R′ = R[Y1, . . . , Ym]/I, 其中
f1, . . . , fk ∈ R[X1, . . . , Xn] 而 I ⊂ R[Y1, . . . , Ym] 是任意理想. 对所有 1 ≤ i ≤ m, 记
yi := Yi + I ∈ R′ 在 R′′ 中的像为 hi + (f1, . . . , fk). 分段取商可得

R′′ = R[X1, . . . , Xn]/(f1, . . . , fk)

' R[Y1, . . . , Ym, X1, . . . , Xn]

(IR[X1, . . . , Xn] + (f1, . . . , fk, Y1 − h1, . . . , Ym − hm))

' R′[X1, . . . , Xn]/(f1, . . . , fk, y1 − h1, . . . , ym − hm),

而且这是 R′-代数的同构.

以下性质表明若 S 是有限展示 R-代数, 则定义 1.9.1 中第二项的条件对所有 α 皆
成立.

命题 1.9.5 设 R → S 是有限展示的, 则对所有 m ∈ Z≥0 及 R-代数的满同态 α :

R[Y1, . . . , Ym]→ S, 其核 ker(α) 都是有限生成理想.

证明 不妨设 S = R[X1, . . . , Xn]/(f1, . . . , fk). 对所有 1 ≤ i ≤ m 将 α(Yi) 表作
hi + (f1, . . . , fk), 则有代数的同构

R[X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Ym]

(f1, . . . , fk, Y1 − h1, . . . , Ym − hm)

∼→ S,

映法是以 hi + (f1, . . . , fk) 代人变元 Yi.
下一步是设法消去 X1, . . . , Xn. 对所有 1 ≤ j ≤ n, 选取 gj ∈ R[Y1, . . . , Ym] 使得

α(gj) = Xj + (f1, . . . , fk). 记 f ′i (或 h′i) 为在 fi (或 hi) 中用 gj 代入变元 Xj 的产物
(j = 1, . . . , n). 现在便可以将 α 等同于同态

R[Y1, . . . , Ym]→ R[X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Ym]

(f1, . . . , fk, h1 − Y1, . . . , hm − Ym)

代值 R[Y1, . . . , Ym]

(f ′1, . . . , f
′
k, h
′
1 − Y1, . . . , h′m − Ym)

,

这映每个 Yi 为 Yi 的陪集. 因此 ker(α) 有限生成.

最后来探讨环的变换与张量积对定义 1.9.1 的影响.

命题 1.9.6 设 R → R′ 为环同态, 则相应的函子 R′ ⊗
R
(·) : R-CAlg → R′-CAlg 保持有

限生成 (或有限展示, 或有限) 性质.
如果 S1 和 S2 都是有限生成 (或有限展示, 或有限) 的 R-代数, 则 S1 ⊗

R
S2 亦然.
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证明 先处理第一部分. 设 S 为有限生成 R-代数, 选定满同态 α : R[X1, . . . , Xn]→ S,
记 I := ker(α), S′ := R′⊗

R
S. 基于 R′-代数的同构 R′⊗

R
R[X1, . . . , Xn] ' R′[X1, . . . , Xn],

由 R′-模的正合列
R′ ⊗

R
I → R′[X1, . . . , Xn] 环同态

idR′⊗α
S′ → 0.

可见 S′ 是有限生成 R′-代数.
进一步要求 S 是有限展示的, 在上述构造中可设 I 是有限生成 R-模, 则 R′ ⊗

R
I 是

有限生成 R′-模 (命题 1.5.8), 正合性遂蕴涵 ker(idR′ ⊗α) 是有限生成理想. 综上, S′ 是
有限展示 R′-代数.
关于有限性质的版本直接来自命题 1.5.8.
对于第二部分, 设 S1 和 S2 皆为有限生成 R-代数, 则第一部分 (取 R′ = S1) 蕴涵

S1 ⊗
R
S2 是有限生成 S1-代数, 再由引理 1.9.4 (i) 即知 S1 ⊗

R
S2 是有限生成 R-代数. 同

理可证有限展示和有限 R-代数的版本.

1.10 素谱
以下定义涉及环的素理想与极大理想, 参看 [7, 定义 5.3.1].

定义 1.10.1 (素谱与极大理想谱) 设 R 为环, 记

Spec(R) := {p ⊂ R :素理想},
MaxSpec(R) := {m ⊂ R :极大理想}.

我们称 Spec(R) 为 R 的素谱, 称 MaxSpec(R) 为 R 的极大理想谱.

回忆到 MaxSpec(R) ⊂ Spec(R). 对理想 I ⊂ R 和元素 f ∈ R, 分别定义

V (I) := {p ∈ Spec(R) : p ⊃ I} ,
D(f) := {p ∈ Spec(R) : f /∈ p} .

(1.10.1)

另对所有 f1, . . . , fk ∈ R 记 V (f1, . . . , fk) := V ((f1, . . . , fk)), 其中 (f1, . . . , fk) 代
表 f1, . . . , fk 在 R 中生成的理想.

引理 1.10.2 以上定义的 V (I) 满足下述性质:

(i) V (0) = Spec(R) 而 V (R) = ∅;

(ii) 若 I ⊂ J 则 V (I) ⊃ V (J);

(iii) 设 (Iα)α∈A 为一族理想, 则 V (
∑
α Iα) =

⋂
α V (Iα);

(iv) 设 I, J 为理想, 则 V (I) ∪ V (J) = V (I ∩ J) = V (IJ).
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在 (iii) 中须将 R 中的理想空和规定为 0, 将 Spec(R) 中的子集空交规定为 Spec(R).

证明 断言 (i) 和 (ii) 是定义的直接操演.
对于 (iii), 显然有 p ⊃

∑
α Iα 当且仅当 ∀α ∈ A, p ⊃ Iα, 而后者也相当于说

p ∈
⋂
α V (Iα).
对于 (iv), 注意到 IJ ⊂ I ∩ J , 故 (ii) 蕴涵 V (I) ∪ V (J) ⊂ V (I ∩ J) ⊂ V (IJ), 再

证 V (I)∪ V (J) ⊃ V (IJ) 即可. 今将对补集证明反向包含: 设 p /∈ V (I)∪ V (J), 则存在
a ∈ I r p 和 b ∈ J r p, 素理想的定义蕴涵 ab ∈ IJ r p, 故 p /∈ V (IJ).

引理 1.10.3 以上定义的 D(f) 满足下述性质:

(i) D(0) = ∅;

(ii) D(fg) = D(f) ∩D(g);

(iii) 若 I 是 R 的理想, 由其子集 Σ 生成, 则 Spec(R)r V (I) =
⋃
f∈ΣD(f);

(iv) Spec(R)r V (f) = D(f);

证明 断言 (i) 显然.
对于 (ii), 素理想 p 的定义表明 fg /∈ p 当且仅当 f /∈ p 且 g /∈ p.
对于 (iii), 观察到对于所有素理想 p, 我们有 p 6⊃ I 当且仅当存在 f ∈ Σ 使得

f /∈ p.
对于 (iv), 在 (iii) 中代入 Σ = {f} 即可.

为了确保关于 Spec(R) 的理论有实质内容, 须知悉 Spec(R) 或上述子集何时非空.
相关结论表述如下.

引理 1.10.4 设 R 为环, 而 I 是 R 的真理想, 则存在极大理想 m ⊃ I, 换言之 V (I) ∩
MaxSpec(R) 6= ∅.

特别地, 取 I = 0 可见非零环总有极大理想.

证明 环论的基本内容, 见 [7, 命题 5.3.6].

推论 1.10.5 设 R 为环.

(i) 设 I 为 R 的理想, 则 V (I) = ∅ ⇐⇒ I = R.

(ii) 设 f ∈ R, 则 D(f) = Spec(R) ⇐⇒ f ∈ R×.

证明 对于 (i), 显然 V (R) = ∅; 反之若 I 是真理想, 则引理 1.10.4 说明 V (I) 6= ∅.
对于 (ii), 引理 1.10.3 (iv) 表明 D(f) = Spec(R) ⇐⇒ V (f) = ∅, 代入 (i).

推论 1.10.6 给定R的子集 Σ,我们有
⋃
f∈ΣD(f) = Spec(R)当且仅当存在 f1, . . . , fm ∈

Σ 和 r1, . . . , rm ∈ R, 其中 m ∈ Z≥0, 使得

r1f1 + · · ·+ rmfm = 1.
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证明 记 I 为 Σ 生成的理想. 引理 1.10.3 (iii) 表明 ⋃
f∈ΣD(f) = Spec(R) 等价于

V (I) = ∅, 推论 1.10.5 (i) 表明后者又等价于 I = R.

定义–命题 1.10.7 (Zariski拓扑) 在素谱 Spec(R)上可赋予唯一的拓扑结构, 使得子集
Z ⊂ Spec(R) 为闭当且仅当存在理想 I 使得 Z = V (I); 进一步, 形如 D(f) 的子集为
开, 且它们构成 Spec(R) 的一组基 (定义 A.1.1).

赋予 MaxSpec(R) 相应的子空间拓扑. 在 Spec(R) 和 MaxSpec(R) 上的这种拓扑
结构称为 Zariski 拓扑.

证明 为了得到所刻画的唯一拓扑, 所需的只是验证形如 V (I) 的子集对任意交和有限
并封闭; 这正是引理 1.10.2 的应用.

引理 1.10.3 说明形如 D(f) 的子集对 Zariski 拓扑为开, 并且构成拓扑基.

以下一系列结论是代数性质在拓扑空间上的反映.

引理 1.10.8 对于 Spec(R) 的任意子集 S, 其闭包 S 等于 V
(⋂

p∈S p
)

; 当 S = ∅ 时规
定素理想的空交为 R.

证明 设 J 为 R 的任意理想, 则 S ⊂ V (J) 当且仅当所有 p ∈ S 皆满足 p ⊃ J , 当且
仅当 ⋂

p∈S p ⊃ J , 所以 V
(⋂

p∈S p
)
是包含 S 的最小闭集.

命题 1.10.9 设 p 为 R 的素理想, 则 p 是 Spec(R) 的闭点 (定义 A.1.2) 当且仅当它是
极大理想.

证明 引理 1.10.8 表明 p 是闭点等价于 V (p) = {p}. 若 p 极大, 则显然有 V (p) = {p}.
反之设 V (p) = {p}, 以引理 1.10.4 取极大理想 m ⊃ p, 则 m = p 故 p 极大.

记环 (未必交换) 所成的范畴为 Ring, 交换环在其中构成全子范畴 CRing. 记拓扑
空间所成范畴为 Top. 此处同样有集合论的细节, 详见注记 1.1.4.

命题 1.10.10 设 ϕ : R→ R′ 为环同态, 则有良定义的映射

Spec(ϕ) : Spec(R′)→ Spec(R)
p′ 7→ ϕ−1(p′),

它对 Zariski 拓扑连续, 并且满足

Spec(ϕ)−1(V (I)) = V (ϕ(I)R′), Spec(ϕ)−1(D(f)) = D(ϕ(f)).

上述构造使 Spec 成为函子 CRingop → Top.

证明 为了说明 Spec(ϕ) 定义合理, 证 ϕ−1(p′) 总是素理想即可: 首先 ϕ−1(p′) 显然是
理想, 而 ϕ(1R) = 1R′ /∈ p′ 蕴涵它是真理想, 其次

xy ∈ ϕ−1(p′) ⇐⇒ ϕ(x)ϕ(y) ∈ p′ ⇐⇒ ϕ(x) ∈ p′ 或 ϕ(y) ∈ p′

⇐⇒ x ∈ ϕ−1(p′)或 y ∈ ϕ−1(p′).
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对于 R 的任意理想 I,

Spec(ϕ)−1(V (I)) =
{
p′ ∈ Spec(R′) : ϕ−1(p′) ⊃ I

}
= {p′ ∈ Spec(R)′ : ϕ(I) ⊂ p′} = V (ϕ(I)R′),

由此知 Spec(ϕ) 连续. 对此代入 I = (f) 并且运用引理 1.10.3 (iv), 可得
Spec(ϕ)−1(D(f)) = Spec(R′)r Spec(ϕ)−1(V (f))

= Spec(R)′ r V (ϕ(f)) = D(ϕ(f)).

最后, 显然有 Spec(idR) = idSpec(R) 和 Spec(ψϕ) = Spec(ϕ) Spec(ψ), 其中 R
φ

R′
ψ
R′′ 为环同态, 故 Spec 给出函子.

关于诱导拓扑, 开嵌入和闭嵌入的回顾可见 §A.1.

推论 1.10.11 考虑环 R 的理想 I 和乘性子集 U .

(i) 商同态 R→ R/I 诱导的映射

iI : Spec(R/I) ∼→ V (I) ⊂ Spec(R)

是以 V (I) 为像的闭嵌入; 它映子集 V (J) 为 V (J), 其中 J 是 R/I 的任意理想,
而 J ⊂ R 为其原像.

(ii) 典范同态 R→ R[U−1] 诱导同胚

jU : Spec(R[U−1]) ∼→ {p ∈ Spec(R) : p ∩ U = ∅} ⊂ Spec(R),

其像带来自 Spec(R) 的诱导拓扑.

(iii) 设 f ∈ R, 则 R → R[f−1] 诱导以 D(f) 为像的开嵌入 jf : Spec(R[f−1]) →
Spec(R); 它映子集 D( gu ) 为 D(g) ∩D(f) = D(fg).

证明 对于 (i), 不妨设 I ( R. 由 (1.1.1) 的保序双射 J ↔ J 及其后讨论可见 iI 是以
闭子集 V (I) 为像的单射. 已知 iI 连续. 先前的保序双射蕴涵 iI(V (J)) = V (J), 故 iI

还是闭映射. 同胚性质得证.
对于 (ii), 命题 1.7.6 (ii) 表明所示映射是连续双射, 再证其为开映射即可. 考虑

Spec(R[U−1])的开子集 D( gu ),对于不交 U 的 p ∈ Spec(R),回忆到 p的原像是 p[U−1],
命题 1.7.6 (ii) 蕴涵

g

u
∈ p[U−1] ⇐⇒ g

1
∈ p[U−1] ⇐⇒ g ∈ p[U−1] ∩R = p.

因此 D( gu ) 的像等于 D(g) ∩ im(jU ), 开性得证.
在 (ii) 的结论和证明中取 U = fZ≥0 即得 (iii).
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最后补充一则方便的结论.

引理 1.10.12 设 R 为整环, 则在分式域 Frac(R) 中有子环的等式

R =
⋂

m:极大理想

Rm.

证明 说明包含关系 ⊃ 即可. 设 x ∈ Frac(R) 属于所有 Rm 之交. 定义 R 的理想
I := {r ∈ R : rx ∈ R}. 若 I = R 则从 1 ∈ I 可得 x ∈ R. 若 I 6= R, 以引理 1.10.4 可
见存在极大理想 m ⊃ I, 而从 x ∈ Rm 可见存在 u ∈ I rm, 矛盾.

1.11 局部环
局部环的研究是本书的重头戏.

定义 1.11.1 如果环 R有唯一的极大理想 m,则称之为局部环,相关资料也记为 (R,m),
并称 R/m 为 R 的剩余类域.

鉴于命题 1.10.9, 局部环的定义也相当于说 Spec(R) 有唯一闭点.

定义 1.11.2 如果非零环 R 仅有有限多个极大理想, 则称之为半局部环.

引理 1.11.3 对于非零环 R, 以下性质等价:

(i) R 是局部环;

(ii) 存在极大理想 m 使得 Rrm = R×;

(iii) RrR× 是 R 的理想;

(iv) 对所有 a ∈ R, 必有 a ∈ R× 或 1− a ∈ R×.

证明 (i) =⇒ (ii): 说明 R r m ⊂ R× 即可. 取 m 为 R 的唯一极大理想. 若
a ∈ RrR×, 则 (a) 6= R 而引理 1.10.4 说明有极大理想 m′ ⊃ (a), 从而 a ∈ m′ = m.

(ii) =⇒ (iii): 显然.
(iii) =⇒ (iv): 记 m := R r R×. 若 a /∈ R× 则 a ∈ m, 然而因为 m 是真理想, 这

又导致 1− a /∈ m, 从而 1− a ∈ R×.
(iv) =⇒ (i): 若 R 有相异极大理想 m,m′, 则 m+m′ = R, 由中国剩余定理 1.1.2

可得 a ∈ R 使得 a ∈ m 而 a− 1 ∈ m′; 然而这导致 a 和 1− a 俱不可逆.

在 [7, 定义 6.12.3] 对未必交换的环也定义了局部环的概念, 其定义基于 (iv) 的变
体, 因而与定义 1.11.1 兼容.

例 1.11.4 设 R 为环而 p ∈ Spec(R), 则 (1.7.3) 表明局部化 Rp (定义 1.7.7) 是以 pRp

为唯一极大理想的局部环.
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注记 1.11.5 对局部环 R 及其极大理想 m 作局部化不会产生新的环. 何以故? 考
虑乘性子集 U := R r m = R×, 在相应的局部化的泛性质中可代入恒等同态 R →
R[U−1] := R, 这就说明局部化带有的同态 R→ Rm 实为同构.

以下考虑一般的 R, 以及对素理想 p 作局部化得到的局部环 Rp.

定义–命题 1.11.6 设 R 为环, p 为 R 的素理想, 记 κ(p) := Rp/pRp. 环同态 R → Rp

诱导单同态 R/p→ κ(p), 并将 κ(p) 等同于 R/p 的分式域, 称为 R 在 p 处的剩余类域.

证明 考虑自然同态 R → Rp. 由 (1.7.3) 知 pRp 的原像是 pRp ∩ R = p, 由此立见
R→ Rp 诱导环的单同态 R/p→ κ(p).

其次, 将 κ(p) 的元素写作 r
u + pRp 的形式, r ∈ R 而 u /∈ p, 则它也等于 r

1 + pRp

除以 u
1 + pRp. 因此 κ(p) 的元素都能写作 Rp 的像之商, 这足以将 κ(p) 等同于 Rp 的

分式域.

分式域是局部化的特例. 剩余类域可置入交换图表

Rp κ(p)

R R/p.

商

局部化

商

局部化 (1.11.1)

两路合成都映 r ∈ R 为 r
1 + pRp.

设 (R,m) 和 (S, n) 为局部环. 所有环同态 ϕ : R→ S 皆满足 ϕ−1(n) ⊂ m, 鉴于引
理 1.11.3 (iii), 这是因为满足 ϕ(r) ∈ n = S r S× 的 r ∈ R 必然属于 R r R× = m; 然
而一般而言 ϕ−1(n) 未必等于 m.

定义 1.11.7 设 (R,m) 和 (S, n) 为局部环. 如果环同态 ϕ : R → S 满足 m = ϕ−1(n)

(或等价的 ϕ(m) ⊂ n), 则称 ϕ 为局部同态, 写作 ϕ : (R,m)→ (S, n).

恒等同态是局部的, 局部同态的合成仍是局部的, 因此局部环连同局部同态构成
一个范畴 LocRing. 进一步, 局部同态 ϕ : (R,m) → (S, n) 诱导剩余类域之间的同态
R/m→ S/n, 故取剩余类域给出从 LocRing 到域范畴 Field 的函子.

剩余类域的功能之一是描述素谱之间的映射纤维. 以下陈述中的 R 和 S 不再要求
为局部环.

命题 1.11.8 (纤维的描述) 设 ϕ : R → S 为环同态, 相应地有连续映射 Spec(ϕ) :

Spec(S)→ Spec(R), 映 q 为 ϕ−1(q). 设 p ∈ Spec(R). 对 R-代数同态 S → S ⊗
R
κ(p) 取

Spec(·) 给出同胚

Spec
(
S ⊗
R
κ(p)

)
∼→ Spec(ϕ)−1(p) ⊂ Spec(S).
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证明 将 S → S⊗
R
κ(p) 分解为两步: 先取商 S → S/ϕ(p)S, 再对乘性子集 ϕ(Rr p) 的

像取局部化. 将两段同态代入推论 1.10.11, 可见它们诱导同胚

Spec
(
S ⊗
R
κ(p)

)
∼→

 q ∈ Spec(S) q ⊃ ϕ(p)而且
q ∩ ϕ(Rr p) = ∅

 ,

右侧带来自 Spec(S) 的诱导拓扑. 易见 q 的条件等价于 ϕ−1(p) = q.

命题 1.11.9 设 ϕ : R→ S 为环同态. 当 ϕ−1(q) = p 时有局部同态

ϕp,q : Rp → Sq

r

u
7→ ϕ(r)

ϕ(u)

使图表
Rp Sq

R S

φp,q

φ

交换,

其中 r ∈ R 而 u ∈ Rr p, 因此 ϕ 诱导剩余类域的嵌入 κ(ϕ) : κ(p)→ κ(q).

证明 由条件知 ϕ(R r p) ⊂ S r q, 故 R → S → Sq 的合成映 R r p 的元素为可逆
元, 局部化的泛性质遂给出所求之 ϕp,q. 为了证明 ϕp,q 是局部的, 考虑 r

u ∈ pRp, 其中
r ∈ p 而 u ∈ Rr p. 从 ϕ(r) ∈ ϕ(p) ⊂ q 可得 ϕp,q(

r
u ) =

φ(r)
φ(u) ∈ qSq. 图表的交换性是显

然的.

命题 1.11.9 中的 ϕp,q 和 κ(ϕ) 能够兼容地拆成两段. 首先, 对 (R, p) 和 (S, q) 都能
构造交换图表 (1.11.1). 将 S 通过 ϕ 视作 R-模, 则 Sq, S/q 和 κ(q) 也成为 R-模.

其次, ϕ, ϕp,q, 由 ϕ 诱导的 R/p → S/q 和 κ(ϕ) 都成为 R-模同态. 四者使得关于
(R, p) 的交换图表 (1.11.1) 整体地映向其 (S, q) 版本, 呈现为 R-Mod 中的立方体交换
图表. 根据命题 1.3.3 的伴随性质, 交换图表之间的这一态射通过

S ⊗
R
Rp S ⊗

R
κ(p)

S ⊗
R
R S ⊗

R
(R/p)

'

Sp S ⊗
R
κ(p)

S S/pS

(1.11.2)

典范地分解; 此处 S/pS 既是作为 R-模的商, 也可以理解为环 S 对理想 ϕ(p)S 的商,
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详见命题 1.8.2 的解释. 相关讨论总结为交换图表:

Rp κ(p)

R R/p

Sp S ⊗
R
κ(p)

S S/pS

Sq κ(q)

S S/q

φp

t 7→1⊗t

φ

s⊗w 7→sκ(φ)(w)

φ mod p

其顶层和底层均来自 (1.11.1), 中层则是 (1.11.2). 此外,

� Rp → Sp → Sq 合成为命题 1.11.9 的 ϕp,q,

� κ(p)→ S ⊗
R
κ(p)→ κ(q) 合成为 κ(ϕ).

习题

1. 设 I 和 J 为环 R 的理想. 说明若 I + J = R, 则对所有 m,n ∈ Z≥0 都有 Im + Jn = R.

2. 设 I1, . . . Im 为环 R 的理想, p 为 R 的素理想. 说明若 p =
⋂m

i=1 Ii, 则存在 i 使得 p = Ii.

3. 设 F 为无穷域, V 为 F -向量空间, 而 V1, . . . , Vr 为 V 的子空间 (r ∈ Z≥1). 证明若
V =

⋃r
i=1 Vi, 则存在 1 ≤ i ≤ r 使得 V = Vi. 这是命题 1.1.3 证明中用到的性质.

提示 先考虑 V ' Fn 的情形 (n ∈ Z≥1). 若每个 Vi 皆为真子空间, 则存在 λi ∈
HomF (V, F ) r {0} 使得 Vi ⊂ ker(λi). 然而 F 无穷导致非零多项式所定义的函数 ∏r

i=1 λi

不恒为零, 见 [7, 命题 5.6.11], 故 V 6=
⋃r

i=1 Vi.
采取反证法处理一般情形. 设 V =

⋃r
i=1 Vi, 而且对每个 i 皆存在 vi ∈ V r Vi. 以 v1, . . . , vr

生成的子空间 V ′ 代 V , 以 V ′
i := V ′ ∩ Vi 代 Vi, 则 V ′ =

⋃r
i=1 V

′
i , 然而每个 V ′

i 皆为真子空
间, 矛盾.

4. 在引理 1.4.2 和定义–命题 1.4.8 的基础上, 说明命题 1.4.3 中实际有 (iv) =⇒ (i) 和 (iv)’
=⇒ (i)’.

5. 举例说明注记 1.3.4 中的 ΞM1,M2 一般未必是同构.
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6. 举例说明有限展示模的子模未必有限生成, 而且有限生成模未必是有限展示模. 提示 最
简单的取法是考虑具有非有限生成理想的环 R.

7. 设 M 是有限展示投射 R-模, 证明命题 1.5.5 的同态

lim−→HomR(M,α) → HomR(M, lim−→α)

对所有小范畴 I 和函子 α : I → R-Mod 皆为同构.
提示 用已知的滤过情形说明 HomR(M, ·) 保持任意小直和, 再用投射性质说明它保持所有
小 lim−→.

8. 考虑环 R = F2[X,Y ]/(X,Y )2, 它作为 F2-向量空间有基 1, X, Y mod (X,Y )2. 说明 (X,Y )

在 R 中的像 m 是 R 的唯一素理想, 并且 m 能表作三个严格包含于 m 的理想之并.

9. 举例说明局部环之间的同态未必是局部同态.

10. 对于环 R 的乘性子集 U , 给出以下典范环同构:

(i) (R[X1, . . . , Xn]) [U
−1] ' R[U−1][X1, . . . , Xn],

(ii) R[U−1]⊗
R
R[U−1] ' R[U−1].

11. 对于环 R 及其乘性子集 U , 将 R[U−1]-模 M 通过 R → R[U−1] 视同 R-模, 作局部化
M [U−1]. 说明有 R[U−1]-模的典范同构 M

∼→ M [U−1]. 提示 利用引理 1.6.4 或其论证.

12. 承上题, 定义 R-Mod 的全子范畴 R-ModU 如下: M ∈ Ob(R-ModU ) 当且仅当每个 u ∈ U

对 M 的乘法作用皆可逆; 此时可对 x ∈ M 定义 u−1x ∈ M 为满足 u · u−1x = x 的唯一
元素.

(i) 说明 r
u
x := u−1(rx) 使 M ∈ Ob(R-ModU ) 成为 R[U−1]-模, 而且它典范地同构于

M [U−1].

(ii) 说明上述构造给出的函子 R-ModU → R[U−1]-Mod 是范畴等价.

13. 举例说明对于环同态 φ : R → S, 素谱之间的映射 Spec(φ) : Spec(S) → Spec(R) 未必映极
大理想为极大理想.

14. 设 R 为非零环, 命
S :=

{
I ⊂ R :理想, 其元素全是零因子}

.

(i) 证明每个 I ∈ S 都包含于偏序集 (S,⊂) 的某个极大元, 而且这些极大元必为素理想.

(ii) 以此说明 R 的零因子集可表成一族素理想的并.

提示 对于 (i), Zorn 引理说明极大元存在. 设 p 为极大元而 x, x′ ∈ R r p. 假如 xx′ ∈ p,
则存在 a, a′ ∈ R 和 b, b′ ∈ p 使得 ax+ b 和 a′x′ + b′ 均非零因子, 但 yy′ ∈ p 导致矛盾.
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2.1 幂零根基
本节选定环 R.

定义 2.1.1 对 R 的所有理想 I, 记
√
I := {x ∈ R : ∃n ∈ Z≥1, xn ∈ I}.

它满足
√
I ⊃ I, 而且仍是 R 的理想: 对 R 的乘法封闭性显然, 至于加法封闭性, 对

x, y ∈ I 可取足够大的 n 使得 xn, yn ∈ I, 则

(x+ y)2n−1 =

2n−1∑
k=0

(
2n− 1

k

)
xky2n−1−k ∈ I.

特例
√
0 也称为 R 的幂零根基, 另记为

nil(R) :=
√
0 = {R中的所有幂零元} .

定义 2.1.2 若 nil(R) = 0, 则称环 R 为既约的, 这也等价于 R 不含非零幂零元. 另记
Rred := R/nil(R).

注记 2.1.3 既约环 R 作局部化 R[U−1] 仍是既约的, 直接论证如下. 设 (
r
u

)n
= 0, 则

存在 v ∈ U 使得 vrn = 0, 继而有 (vr)n = 0, 然而这蕴涵 r
u = vr

vu = 0
vu .

引理 2.1.4 前述构造满足以下性质:

(i) 设 ϕ : R→ S 为环同态, 则 ϕ−1(nil(S)) =
√

ker(ϕ), 特别地 ϕ(nil(R)) ⊂ nil(S);
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(ii) 若 I ⊂ J =⇒
√
I ⊂
√
J ;

(iii)
√√

I =
√
I;

(iv) 环 Rred 是既约的, 并且满足如下泛性质: 若 S 是既约环而 f : R→ S 是同态, 则

f 唯一地分解为 R
商

Rred
fred

S;

(v)
√
I 等于 nil(R/I) 在商同态 R→ R/I 之下的原像.

证明 (i) 和 (ii) 为显然.
对于 (iii), 从 I ⊂

√
I 可得 √I ⊂

√√
I. 反之设 x ∈

√√
I, 存在 n ≥ 1 使得

xn ∈
√
I, 继而存在 m ≥ 1 使得 xmn = (xn)m ∈ I, 故 x ∈

√
I.

对于 (iv), 先来说明 Rred 既约. 设 x̄ ∈ Rred 是 x ∈ R 的像. 若有 n ≥ 1 使得
x̄n = 0̄, 则 xn ∈ nil(R) =

√
0; 由 (ii) 知 x ∈

√√
0 =
√
0, 故 x̄ = 0̄.

考虑映向既约环 S 的同态 f . 从 nil(S) = 0 和 (i) 可知 f 唯一地通过 Rred 分解.
对于 (v), 记 x 在 R/I 中的像为 x, 则 xn ∈ I ⇐⇒ xn = 0 对所有 n 成立.

引理 2.1.4 (iv) 的泛性质使得 R 7→ Rred 成为函子, 称为 R 的既约化.

命题 2.1.5 若 I 是环 R 的理想, 则
√
I =

⋂
p∈V (I) p; 右式的交在 V (I) = ∅ 时规定为

R.

证明 不妨设 I 6= R, 否则断言是平凡的. 基于 R 和 R/I 的理想 (或素理想) 之间的对
应关系 (1.1.1) 和引理 2.1.4 (v), 容易以 R/I 代 I, 将问题化到 I = 0 ( R 的情形.
若 x ∈ nil(R), 则 xn = 0 导致对所有 p ∈ Spec(R) 皆有 xn ∈ p, 从而 x ∈ p, 因此

nil(R) ⊂
⋂

p∈Spec(R) p.
反之设 x 非幂零元, 相应的局部化 R[x−1] (约定 1.7.2) 非零环, 故引理 1.10.4 确

保 R[x−1] 有素理想, 而命题 1.7.6 (ii) 说明此素理想来自某个与 {1, x, x2, . . .} 无交之
p ∈ Spec(R); 无交性等价于 x /∈ p, 于是 x /∈

⋂
p∈Spec(R) p.

推论 2.1.6 设 I 为 R 的理想, 则 V (I) = Spec(R) ⇐⇒ I ⊂ nil(R). 此外若 f ∈ R, 则
D(f) = ∅ ⇐⇒ f 幂零.

证明 可设 R 非零. 命题 2.1.5 说明 nil(R) =
⋂

p∈Spec(R) p; 它包含 I 当且仅当所有素
理想 p 都包含 I, 亦即 V (I) = Spec(R).
此外, 引理 1.10.3 (iv) 表明 D(f) = ∅ ⇐⇒ V (f) = Spec(R), 而上一段表明后者

等价于 f ∈ nil(R).

定义 2.1.7 满足
√
I = I 的理想 I 称为根理想.
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推论 2.1.8 设 I 为环 R 的理想, 则 V (I) = V (
√
I). 进一步, 我们有互逆双射

{I ⊂ R :根理想} {Z ⊂ Spec(R) :闭子集}

I V (I)⋂
p∈Z p Z;

1:1

若以 ⊂ 赋予两边偏序, 则双射是反序的.

证明 对于第一部分, 设 p ∈ V (I), 则命题 2.1.5 蕴涵 p ⊃
⋂

p′∈V (I) p
′ =
√
I. 因此

V (I) ⊂ V (
√
I). 另一方面, I ⊂

√
I 蕴涵 V (I) ⊃ V (

√
I).

对于第二部分, V (I) 总是 Spec(R) 的闭子集, 故右向映射有定义. 其次, 左向映射
亦有定义: 给定 Z, 命 I :=

⋂
p∈Z p, 若 xn ∈ I 则 xn ∈ p 对所有 p ∈ Z 成立, 故 x ∈ p,

由此可见 I =
√
I.

接着讨论更广泛的双向映射{
I ⊂ R :理想} {S ⊂ Spec(R) :任意子集}

I V (I)⋂
p∈S p S.

先看 方向的合成: 它映 I 为 ⋂
p⊃I p =

√
I. 其次, 引理 1.10.8 说明 方向的合

成映 S 为 V
(⋂

p∈S p
)
= S.

现在可以将上述映射的左右两边分别限制到根理想 I 和闭子集 Z, 则双向合成皆
为恒等. 反序性质属显然.

推论 2.1.9 设 f, g ∈ R, 则 D(f) ⊂ D(g) 当且仅当存在 n ≥ 1 使得 g | fn; 注意到这正
是 (1.7.1) 的预序.

证明 引理 1.10.3 (iv) 说明 D(f) ⊂ D(g) 等价于 V (f) ⊃ V (g), 推论 2.1.8 说明这又等
价于 (f) ⊂

√
(g), 亦即 f ∈

√
(g).

推论 2.1.10 设 ϕ : R → S 为环同态, 记 I := ker(ϕ), 则闭包 im(Spec(ϕ)) ⊂ Spec(R)
等于 V (I).

证明 引理 1.10.8 表明 im(Spec(ϕ)) = V (J), 其中

J :=
⋂

p∈im(Spec(φ))

p =
⋂

q∈Spec(S)

ϕ−1(q) = ϕ−1

 ⋂
q∈Spec(S)

q


= ϕ−1(nil(S)) (命题 2.1.5)
=
√
I (引理 2.1.4 (i));

然而 V (
√
I) = V (I).
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2.2 局部幂零理想
设 R 为环, I 为其理想.

定义 2.2.1 (幂零理想) 若存在 n ≥ 1 使得 In = 0, 则称 I 为幂零理想.

定义 2.2.2 (局部幂零理想) 设 I 为 R 的理想, 若每个 r ∈ I 皆为幂零元, 换言之若
I ⊂ nil(R), 则称 I 为局部幂零理想.

例 2.2.3 考虑有无穷多个变元的多项式环 Z[X1, X2, . . .] 及其商环

R := Z[X1, X2, X3, . . .]
/ (
X1, X

2
2 , X

3
3 , . . .

)
,

则 (X1, X2, X3, . . .) 在 R 中的像是局部幂零理想; 事实上, 每个 Xi 的像都是幂零元.
然而这并非幂零理想, 因为 Xi−1

i 在 R 中的像非零.

因此幂零强于局部幂零,但之后的命题 3.2.7将说明两者对于 Noether环是等价的.

命题 2.2.4 设 I ⊂ R 为局部幂零理想, 则商同态 R → R/I 诱导同胚 Spec(R/I) ∼→
Spec(R).

证明 结合推论 1.10.11 和 2.1.6.

以下结论称为幂等元的提升性质.

命题 2.2.5 设 I ⊂ R 为局部幂零理想, 则商同态 R→ R/I 诱导双射

{e ∈ R :幂等元} 1:1 {ē ∈ R/I :幂等元} .

证明 商同态显然映幂等元为幂等元. 先说明映射为单. 设 e1, e2 ∈ R 为幂等元, 则

(e1 − e2)3 = e31 − 3e21e2 + 3e1e
2
2 − e32 = e1 − e2,

递归推得 (e1 − e2)3
k

= e1 − e2 对所有 k ≥ 1 成立. 若 e1 和 e2 在 R/I 中的像相同, 则
e1 − e2 ∈ I 是幂零元, 取 k � 0 即知 e1 − e2 = 0.
接着说明映射为满. 给定幂等元 ē 及其原像 r ∈ R, 条件相当于说 x := r2 − r ∈ I;

为了证明存在幂等元 e ∈ R 使得 e 7→ ē, 不妨以 (x) 代 I, 从而将关于 I 的条件强化为
存在 n ≥ 1 使得 In = 0.

对 n 递归地论证存在所求之 e. 可设 n ≥ 2. 将商同态分解为 R → R/I2 → R/I,
然后分段考虑幂等元的提升; 注意到当 n 为偶数时 (I2)

n
2 = 0, 奇数时 (I2)

n+1
2 = 0, 但

总有 n+1
2 < n. 综上, 问题进一步化到 I2 = 0 的情形.

取 e := r + f(r)(r2 − r), 其中 f ∈ Z[X] 待定, 则 e 映至 ē, 且

e2 − e = r2 − r + (2r − 1)(r2 − r)f(r) = (r2 − r)(1 + (2r − 1)f(r));
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取 f = 1− 2X 则 X2 −X | 1 + (2X − 1)f , 使右式为零.

注记 2.2.6 设 A 是 R-代数, 容许 A 非交换, 则 IA 是 A 的理想; 在 I ⊂ R 局部幂零
的前提下, 命题 2.2.5 的双射推广为

{
e ∈ A :中心幂等元} 1:1 {

ē ∈ A/IA :中心幂等元} ,
论证是类似的. 进一步, 满足 §1.2 的条件 E.1—E.3 的中心幂等元列也能唯一地从
A/IA 提升到 A. 细节谨留给读者.

2.3 Jacobson根基和中山引理
命题 2.1.5 将环 R 的幂零根基描述为所有素理想之交. 本节将以类似手法定义

另一种重要的理想, 称为 Jacobson 根基; 值得一提的是它在非交换环的理论中也扮演
要角.

定义 2.3.1 环 R 的 Jacobson 根基定义为所有极大理想之交, 记作

rad(R) :=
⋂

m∈MaxSpec(R)

m;

右式在 R 为零环时规定为 R. 因此总有 nil(R) ⊂ rad(R).

例如定义 1.11.1 的局部环 (R,m) 显然满足 rad(R) = m.

命题 2.3.2 对于 R 的所有理想 I, 记 1 + I := {1 + x : x ∈ I}, 则:

(i) 1 + rad(R) ⊂ R×;

(ii) I ⊂ rad(R) 当且仅当 1 + I ⊂ R×;

(iii) 对所有 x ∈ R, 记 x̄ 为它在 R/I 中的像, 当 I ⊂ rad(R) 时, x̄ ∈ (R/I)× ⇐⇒ x ∈
R×.

证明 先处理 (i). 设 x ∈ rad(R), 则 1 + x 不可能属于 R 的任何极大理想, 故引理
1.10.4 蕴涵此时 (1 + x) = R, 亦即 1 + x ∈ R×.

对于 (ii), “仅当” 方向由 (i) 确保. 对另一方向, 设 I 6⊂ rad(R), 则存在极大理想 m

满足 I 6⊂ m,因而 I+m = R,可取 x ∈ I 和 y ∈ m使得 x+y = 1;然而 1−x = y /∈ R×,
故 1 + I 6⊂ R×.

对于 (iii), 证 =⇒ 即可. 设 x̄ ∈ (R/I)×, 则存在 y ∈ R 使得 xy ∈ 1 + I; 于是 (ii)
蕴涵 xy ∈ R×, 进而 x ∈ R×.

对所有理想 I ⊂ R 和 R-模 M , 取子模 IM 如约定 1.1.5.

未定稿: 2026-03-18



48 第二章 根基理论

引理 2.3.3 设 I 为 R的理想, M 为 R-模. 若M 有生成元 x1, . . . , xn 而 ϕ ∈ EndR(M)

满足 ϕ(M) ⊂ IM , 则存在多项式

f = Xn + an−1X
n−1 + · · ·+ a0 ∈ R[X], a0, . . . , an−1 ∈ I,

使得 f(ϕ) = 0 ∈ EndR(M).

证明 取 aij ∈ I 使得 ϕ(xi) =
∑n
j=1 aijxj 对所有 1 ≤ i ≤ n成立, 并考虑相应的 n×n

矩阵 A = (aij)i,j . 通过 g · x = g(ϕ)(x) 使 M 成为 R[X]-模, 其中 g ∈ R[X], 则 A 的定
义相当于 M⊕n 中以矩阵表达的方程

(X · 1n×n −A)


x1
...

xn

 =


0
...

0

 .

取 f = Xn+an−1X
n−1+ · · ·+a0 ∈ R[X]为 A的特征多项式,则 a0, . . . , an−1 ∈ I.

将上式两边左乘以经典伴随矩阵 (X · 1n×n −A)∨ ∈ Mn×n(R[X]), 此操作是合理的, 给
出 

f

. . .

f



x1
...

xn

 =


0
...

0

 ,

矩阵留白部分为零. 于是 f(ϕ)(xi) = 0 对所有 1 ≤ i ≤ n 在 M 中成立, 故由 x1, . . . , xn

生成 M 可知 f(ϕ) = 0.

以下结论常被称为中山引理.

定理 2.3.4 (中山正) 设 M 为有限生成 R-模, 而理想 I ⊂ R 满足 IM = M , 则存在
a ∈ I 使得 (1 + a)M = 0; 若进一步要求 I ⊂ rad(R), 则 M = 0.

证明 在引理 2.3.3 中可取 ϕ = idM , 相应的多项式 f 满足 f(idM ) = (1 + a)idM , 其
中 a := a0 + · · · + an−1 ∈ I. 于是 f(idM ) = 0 便导致 (1 + a)M = 0. 若进一步要求
I ⊂ rad(R), 则命题 2.3.2 (ii) 蕴涵 1 + a 可逆, 故 M = 0.

本书将频繁应用以下推论.

推论 2.3.5 设 I 为 R 的理想, I ⊂ rad(R), 而 M 为 R-模.

(i) 若 N 和 N ′ 为 M 的子模, N ′ 有限生成而 M = N + IN ′, 则 M = N .

(ii) 若 M 有限生成, f : L → M 为模同态, 而 f 诱导的同态 f̄ : L/IL → M/IM 为
满, 则 f 为满.
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(iii) 设 M 有限生成, x1, . . . , xn ∈M 在 M/IM 中的像为生成元, 则 x1, . . . , xn 是 M

的生成元.

证明 对于 (i), 注意到 M̄ :=M/N 由 N ′ 的像生成, 因而 M̄ 是有限生成的; 此外显然
有 IM̄ = M̄ , 代入定理 2.3.4 即得 M̄ = 0, 亦即 M = N .

对于 (ii), 条件蕴涵 M = im(f) + IM . 将 (i) 中的 N (或 N ′) 取为 im(f) (或 M),
便得到 M = im(f).

对于 (iii), 考虑 x1, . . . , xn 所确定的模同态 f : R⊕n →M , 代入 (ii) 可知 f 满, 亦
即 x1, . . . , xn 生成 M .

当 I 为幂零理想时, 定理 2.3.4 和推论 2.3.5 的前提可以放宽, 论证也大大简化.

命题 2.3.6 设 I 为环 R 的幂零理想, M 为 R-模. 若 IM = M , 则 M = 0. 此外 I 还
有以下性质.

(i) 若 N 和 N ′ 为 M 的子模, M = N + IN ′, 则 M = N .

(ii) 若 f : L→M 为模同态, 而 f 诱导的同态 f̄ : L/IL→M/IM 为满, 则 f 为满.

(iii) 设 M 的一族元素 {xα}α∈A 在 M/IM 中的像为生成元, 则 {xα}α∈A 是 M 的生
成元.

证明 取 n� 0 使得 In = 0. 若 M = IM 则 M = InM = 0. 在此基础上, 断言 (i) —
(iii) 的论证和推论 2.3.5 无异.

以下是定理 2.3.4 的另一则有趣应用.

推论 2.3.7 (W. V. Vasconcelos) 设 M 为有限生成 R-模, ϕ ∈ EndR(M) 为满, 则 ϕ

是 M 的自同构.

证明 引进变元 X, 以 g · x = g(ϕ)(x) 赋 M 以 R[X]-模结构, 其中 g ∈ R[X]. 在定理
2.3.4 中以 R[X] 代 R, 再取 I = (X), 则因 ϕ 满导致 IM =M , 故存在 h ∈ R[X] 使得
(1 +Xh)M = 0, 亦即 idM + ϕh(ϕ) = 0. 因此 −h(ϕ) ∈ EndR(M) 是 ϕ 的逆.

最后, 我们对多项式环 R[X] 明确幂零根基和 Jacobson 根基的关系. 对所有理想
I ⊂ R, 记 I[X] := I ·R[X].

定理 2.3.8 (E. Snapper) 设 R 为环, 则 rad(R[X]) = nil(R)[X] = nil(R[X]).

证明 易见 rad(R[X]) ⊃ nil(R[X]) ⊃ nil(R)[X]. 以下证明 nil(R)[X] ⊃ rad(R[X]).
考虑 f =

∑
n≥0 anX

n ∈ rad(R[X]). 命题 2.3.2 (i) 蕴涵 1 + Xf ∈ R[X]×. 对 R

的所有素理想 p 考虑 1 +Xf = 1 + a0X + a1X
2 + · · · 在 (R/p)[X] 中的像. 整环 R/p

上的多项式若可逆则是零次的, 故 an ∈
⋂

p∈Spec(R) p = nil(R) 对所有 n ≥ 0 成立, 从而
f ∈ nil(R)[X]. 明所欲证.
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2.4 模的支集
本节将频繁应用 (1.1.2) 和 (1.1.3) 的符号.
给定 R-模 M . 对于 p ∈ Spec(R), 按定义 1.7.7 考虑 M 的局部化 Mp. 对元素 x ∈

M (或同态 f ∈ HomR(M,M ′)), 相应地有 xp := x
1 ∈Mp (或 fp ∈ HomRp

(Mp,M
′
p)).

引理 2.4.1 设 M 为 R-模.

1. 对于所有元素 x ∈M , 以下陈述等价:

(i) x = 0;

(ii) 对所有 p ∈ Spec(R) 皆有 xp = 0;

(iii) 对所有 m ∈ MaxSpec(R) 皆有 xm = 0.

2. 以下陈述等价:

(i) M = 0;

(ii) 对所有 p ∈ Spec(R) 皆有 Mp = 0;

(iii) 对所有 m ∈ MaxSpec(R) 皆有 Mm = 0.

3. 对于 R-模的复形 M• =

[
· · ·

fn−1

Mn
fn

Mn+1
fn+1

· · ·

]
, 以下陈述等价:

(i) M• 正合;

(ii) 对所有 p ∈ Spec(R), 复形 M• 对函子 (·)p 的像正合;

(iii) 对所有 m ∈ MaxSpec(R), 复形 M• 对函子 (·)m 的像正合.

4. 对于所有同态 f :M →M ′, 以下陈述等价:

(i) f 为零同态 (或为单, 或为满, 或为同构);

(ii) 对所有 p ∈ Spec(R) 皆有 fp 为零同态 (或为单, 或为满, 或为同构);

(iii) 对所有 m ∈ MaxSpec(R) 皆有 fm 为零同态 (或为单, 或为满, 或为同构).

证明 先考虑第一部分. 显然 (i) =⇒ (ii) =⇒ (iii). 以下将证明 (iii) =⇒ (i) 的逆
否命题. 设 x 6= 0 则 ann(x) ( R, 故存在 m ∈ MaxSpec(R) 使得 ann(x) ⊂ m (引理
1.10.4); 于是从引理 1.6.3 (i) 易得 x /∈ ker[M →Mm], 亦即 xm 6= 0.
对所有 x ∈M 应用上述结论, 即得第二部分.
对于第三部分, 回忆到局部化保持所有正合列 (引理 1.6.3 (iii)), 特别地它保持核,

商与像. 因此将第二部分的结论施于所有 Hn(M•) := ker(fn)/ im(fn−1) 即可.
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对于第四部分, 分别对复形

M
id
M →M ′, 0→M →M ′, M →M ′ → 0, 0→M →M ′ → 0

应用第三部分的等价即可.

引理 2.4.1 提示了子集 {p :Mp 6= 0} 值得悉心探究.

定义 2.4.2 (支集) 设 M 为 R-模, 其支集定义为

Supp(M) = SuppR(M) := {p ∈ Spec(R) :Mp 6= 0} .

例 2.4.3 取 I 为 R 的理想. 基于局部化的正合性, 对所有 p 皆有

(R/I)p = 0 ⇐⇒ Rp/Ip = 0 ⇐⇒ Ip = Rp ⇐⇒ I 6⊂ p;

最后一步是命题 1.7.6 (i). 由此立见 Supp(R/I) = V (I).

一般而言, 模的支集未必形如 V (I), 但依然向上封闭.

引理 2.4.4 若 p ∈ Supp(M) 而 p′ ⊃ p, 则 p′ ∈ Supp(M).

证明 设 Mp 6= 0, 则局部化的传递性 (1.7.4) 蕴涵 Mp′ 6= 0.

引理 2.4.5 我们有 Supp(M) ⊂ V (ann(M)). 若要求M 是有限生成R-模,则 Supp(M) =

V (ann(M)), 因而此时 Supp(M) 是 Spec(R) 的闭子集.

证明 设 p ∈ Spec(R) 满足 Mp 6= 0. 根据引理 1.6.3 (ii), 存在 x ∈ M 使得对所有
u ∈ Rr p 皆有 ux 6= 0, 换言之 ann(x) ⊂ p. 于是 ann(M) ⊂ p.
现在假设 M 有限生成. 设 p ∈ Spec(R) r Supp(M), 则 Mp = 0 而引理 1.6.3 (ii)

给出 u ∈ Rr p 使得 u ∈ ann(M), 故 ann(M) 6⊂ p. 证毕.

命题 2.4.6 设 M ′ →M →M ′′ 为 R-模的正合列, 则

Supp(M) ⊂ Supp(M ′) ∪ Supp(M ′′);

设 0→M ′ →M →M ′′ → 0 为 R-模的短正合列, 则

Supp(M) = Supp(M ′) ∪ Supp(M ′′).

证明 对所有 p ∈ Spec(R), 引理 1.6.3 (iii) 表明在两种前提下分别有正合列 M ′p →
Mp → M ′′p 和短正合列 0 → M ′p → Mp → M ′′p → 0. 问题化为以下观察: 对
于任意正合列 N ′ → N → N ′′ (或短正合列 0 → N ′ → N → N ′′ → 0) 都有
N ′ = 0 = N ′′ =⇒ N = 0 (或 N ′ = 0 = N ′′ ⇐⇒ N = 0).

引理 2.4.7 设 I 为 R 的理想, M 为 R-模, 则 M/IM 作为 R-模的支集包含于 V (I),
并且在推论 1.10.11 的同胚 Spec(R/I) ' V (I) 之下等同于它作为 R/I-模的支集.
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证明 以引理 1.7.9 将 (IM)p ⊂ Mp 等同于 IRp ·Mp. 命题 1.7.6 (i) 说明 p 6⊃ I 时
IRp = Rp. 因此 M/IM 作为 R-模的支集包含于 V (I).
设 p ∈ V (I), 它对应到 p/I ∈ Spec(R/I). 应用局部化的描述, 关于 R-模的等式

(M/IM)p = 0 等价于: 对所有 x ∈M 存在 u ∈ Rr p 使得 ux ∈ IM .
另一方面, R/I-模的等式 (M/IM)p/I = 0 等价于: 对所有 x̄ ∈ M/IM 存在

ū ∈ (R/I)r (p/I) 使得 ū x̄ = 0. 任取 ū (或 x̄) 的代表元 u ∈ R (或 x ∈M), 关于 ū 的
条件化为 u /∈ p, 而先前的陈述等价于 ux ∈ IM .

因此对所有 p ∈ V (I) 得到 (M/IM)p = 0 ⇐⇒ (M/IM)p/I = 0, 证毕.

引理 2.4.8 设 M 为有限生成 R-模.

(i) 沿用定义–命题 1.11.6 的符号, Supp(M) =

{
p ∈ Spec(R) :M ⊗

R
κ(p) 6= 0

}
.

(ii) 给定环同态 R → S, 考虑 S-模 MS := M ⊗
R
S, 则 Supp(MS) 是 Supp(M) 对

Spec(S)→ Spec(R) 的原像.

(iii) 设 I 为 R 的理想, 则 Supp(M/IM) = Supp(M) ∩ V (I).

(iv) 进一步设 M 是有限展示的, 则存在 k ∈ Z≥1 和 h1, . . . , hk ∈ R 使得 Supp(M) =

V (h1, . . . , hk).

证明 对于 (i), 先循 (1.11.1) 将 R → κ(p) 分解为 R → Rp → κ(p). 鉴于命题 1.3.5,
1.3.7 和 1.6.6,

M ⊗
R
κ(p) 'M ⊗

R
Rp ⊗

Rp

κ(p) 'Mp ⊗
Rp

κ(p) 'Mp/pMp.

因为 M 有限生成, 定理 2.3.4 蕴涵

Mp 6= 0 ⇐⇒ pMp 6=Mp.

对于 (ii), 取 q ∈ Spec(S) 及其像 p ∈ Spec(R), 则 R → S 依照命题 1.11.9 诱导域
嵌入 κ(p)→ κ(q). 在典范同构

MS ⊗
S
κ(q) 'M ⊗

R
κ(q) '

(
M ⊗

R
κ(p)

)
⊗
κ(p)

κ(q)

中, 最右的外层张量积是在域 κ(p) 上取的, 故

MS ⊗
S
κ(q) 6= 0 ⇐⇒ M ⊗

R
κ(p) 6= 0,

应用 (i) 遂有 p ∈ Supp(M) ⇐⇒ q ∈ Supp(MS).
对于 (iii), 引理 2.4.7 确保 Supp(M/IM) 可以作为 R/I-模的支集来处理; 另一

方面 M/IM ' (R/I) ⊗
R
M 是 R/I-模同构. 运用 (ii) 遂可将 Supp(M/IM) 等同于

Supp(M) 对 Spec(R/I)→ Spec(R) 的原像, 即 Supp(M) ∩ V (I).
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对于 (iv), 取定正合列 R⊕m
f
R⊕n → M → 0; 不失一般性可设 m ≥ n. 将 f

用 R 上的 n ×m 矩阵表达, 再记 I ⊂ R 为其所有 n 阶子行列式生成的理想. 对所有
p ∈ Spec(R), 沿 R→ κ(p) 作张量积得到 κ(p)-向量空间的正合列

κ(p)⊕m
f⊗κ(p)

κ(p)⊕n →M ⊗
R
κ(p)→ 0,

由此可知 M ⊗
R
κ(p) 6= 0 等价于 f ⊗ κ(p) 的秩 < n, 等价于相应矩阵的 n 阶子行列式

全为 0, 也等价于 p ⊃ I. 由 (i) 遂有 Supp(M) = V (I). 按构造, I 可表作 (h1, . . . , hk)

之形, 其中 k ∈ Z≥1.

引理 2.4.9 设 R 为环, M1 和 M2 为有限生成 R-模, 则

Supp
(
M1 ⊗

R
M2

)
= Supp(M1) ∩ Supp(M2).

证明 基于 (1.3.2), 证以下断言即可: 设 (R,m) 为局部环, 则 M1 ⊗
R
M2 = 0 当且仅当

M1 = 0 或 M2 = 0. 对 i = 1, 2 设 Mi 6= 0, 则定理 2.3.4 说明 κ(m) ⊗
R
Mi 6= 0. 然而

(1.3.2) 蕴涵

κ(m)⊗
R

(
M1 ⊗

R
M2

)
'
(
κ(m)⊗

R
M1

)
⊗
κ(m)

(
κ(m)⊗

R
M1

)
;

非零 κ(m)-向量空间的张量积非零, 故右式非零. 证毕.

2.5 素谱的其它拓扑性质
在幂零根基的理论基础上, 本节承 §1.10 的余绪, 进一步梳理素谱的基本拓扑性质;

这些性质也涉及附录 A 的内容.
本节的 R 均代表选定的环.

命题 2.5.1 拓扑空间 Spec(R) 对 Zariski 拓扑是拟紧 (定义 A.1.4) 而且拟分离 (定义
A.1.5) 的; 它有一组由拟紧开子集构成的基.

证明 先说明拟紧性质. 设有一族开子集 U 使得 Spec(R) =
⋃
U , 今将说明它有有限子

覆盖. 由于形如 D(f) 的开子集构成基, 将覆盖加细后不妨设 U = {D(f) : f ∈ Σ}, 其
中 Σ 是 R 的子集.

推论 1.10.6 说明存在 f1, . . . , fm ∈ Σ 和 r1, . . . , rm ∈ R 使得
∑m
i=1 rifi = 1, 但同

一推论又说明这给出有限子覆盖 Spec(R) = D(f1) ∪ · · · ∪D(fm).
其次, 推论 1.10.11 给出同胚 D(f) ' Spec(R[f−1]), 因此 {D(f)}f∈R 是一组由拟

紧开子集构成的基.
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最后说明拟分离性质. 考虑拟紧开子集 U 和 V . 存在 R 的元素 f1, . . . , fm 和
g1, . . . , gn 使得 U =

⋃m
i=1D(fi) 而 V =

⋃n
j=1D(gj). 引理 1.10.3 (ii) 蕴涵

U ∩ V =
⋃
i,j

D(fi) ∩D(gj) =
⋃
i,j

D(figj).

然而已知 D(figj) 拟紧, 而拟紧子集的有限并仍是拟紧的.

命题 2.5.2 设 ϕ : R → S 为环同态, 则 Spec(ϕ) : Spec(S) → Spec(R) 是拟紧映射 (定
义 A.1.4).

证明 设 U 为 Spec(R) 的拟紧开子集, 则存在 f1, . . . , fn ∈ R 使得 U =
⋃n
i=1D(fi),

故命题 1.10.10 给出 Spec(ϕ)−1(U) =
⋃n
i=1 Spec(ϕ)−1(D(fi)) =

⋃n
i=1D(ϕ(fi)). 推论

1.10.11 (iii) 给出同胚 D(ϕ(fi)) ' SpecS[ϕ(fi)−1], 而命题 2.5.1 确保后者拟紧, 故
Spec(ϕ)−1(U) 拟紧.

引理 2.5.3 如果 e ∈ R 是幂等元, 则 Spec(R)rD(e) = D(1− e). 我们有双射

{e ∈ R :幂等元} {U ⊂ Spec(R) :既开又闭}

e D(e).

1:1

证明 若 e 是幂等元, 记 e′ := 1− e, 则 ee′ = 0 导致 D(e) ∩D(e′) = ∅, 而 e+ e′ = 1

导致 D(e) ∪D(e′) = Spec(R). 因此 Spec(R)rD(e) = D(e′), 而 D(e) 既开又闭.
设 e1 6= e2 为幂等元. 易验证

0 6= e1 − e2 = e1(e2 + e′2)− (e1 + e′1)e2 = e1e
′
2 − e′1e2.

不失一般性, 设 e1e
′
2 6= 0. 由于 e1e

′
2 仍是幂等元, 它不是幂零元, 故推论 2.1.6 蕴涵存

在素理想 p 使得 e1e
′
2 /∈ p. 由此可见 p ∈ D(e1) 而 p /∈ D(e2) = Spec(R)rD(e′2).

综上, 所示映射是良定义的单射. 以下证其满.
设 U ⊂ Spec(R) 既开又闭. 命 V := Spec(R)r U , 则命题 2.5.1 和拓扑常识 (引理

A.1.6) 表明 U 与 V 皆拟紧. 它们可写成

U =

m⋃
i=1

D(fi), V =

n⋃
j=1

D(gj).

于是 ∅ = U ∩ V =
⋃
i,j D(figj) (引理 1.10.3 (ii)). 从 D(figj) = ∅ 和推论 2.1.6 推得

figj 对所有 (i, j) 皆幂零.
记 I := (f1, . . . , fm), J := (g1, . . . , gn). 上一步说明存在 N � 0 使得 (IJ)N = 0.

引理 1.10.3 (iii) 给出 Spec(R)r U = V (I) 和 Spec(R)r V = V (J), 故

Spec(R) = V (I) t V (J), ∅ = V (I + J);
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后者相当于说 I+J = R. 两边取 2N 次幂,可见存在 x ∈ IN 和 y ∈ JN 使得 x+y = 1.
注意到 xy = 0. 由此可得 x 是属于 I 的幂等元, y = 1− x 是属于 J 的幂等元.

现在有 Spec(R) = D(x) t D(y), 而 U = Spec(R) r V (I) 蕴涵 D(x) ⊂ U , 同理
D(y) ⊂ V . 综上可得 U = D(x) 和 V = D(y). 映射的满性得证.

注记 2.5.4 命题 1.2.2 表明幂等元 e ∈ R 给出环的直积分解 R
∼→ eR× (1− e)R, 映法

是 r 7→ (er, (1− e)r); 此外, 命题 1.2.3 之下的讨论说明 R 的素理想必形如 p× (1− e)R
或 eR× p′. 在引理 2.5.3 的情景中, 易见前者正是 D(e) 的元素, 后者正是 D(1− e) 的
元素.

命题 2.5.5 设 R 为非零环, 则 Spec(R) 连通当且仅当 R 没有 0 和 1 以外的幂等元, 当
且仅当 R 不同构于两个非零环的直积.

证明 运用 §1.2 和引理 2.5.3, 并注意到以下性质: 对所有幂等元 e ∈ R, 推论 1.10.5
(ii) 表明 D(e) = Spec(R) 等价于 e ∈ R×, 而因为 e(e− 1) = 0, 这也等价于 e = 1.

引理 2.5.6 设 p, q ∈ Spec(R), 则 p ⊂ q 当且仅当 p 是 q 在拓扑空间 Spec(R) 中的泛
化, 或等价地说 q 是 p 的特化 (定义 A.5.1).

证明 按定义, p 是 q 的泛化相当于说 q ∈ {p}, 而引理 1.10.8 表明 {p} = V (p).

命题 2.5.7 回忆不可约子集的定义 A.4.1. 我们有双射

Spec(R) {Spec(R)的不可约闭子集}

p V (p),

1:1

而且双射是严格反序的: p ⊂ q ⇐⇒ V (p) ⊃ V (q).

证明 可设 R 非零. 对所有素理想 p, 先前已见 V (p) = {p}, 这总是不可约闭子集
(引理 A.4.5 (ii)). 另一方面, 若 {p1} = {p2} 则 p1 和 p2 互为泛化, 引理 2.5.6 遂表明
p1 = p2. 综上, 所示映射是良定义的单射, 以下说明满性.

推论 2.1.8 表明 Spec(R) 的闭子集形如 V (I), 其中 I 是根理想. 以下论证若
I =
√
I 非素理想, 则 V (I) 非不可约. 取 x, y ∈ Rr I 使得 xy ∈ I. 考虑理想 (I, x) 和

(I, y), 我们有 I2 ⊂ (I, x)(I, y) ⊂ I, 特别地 √
(I, x)(I, y) = I, 故

V (I, x) ∪ V (I, y) = V ((I, x)(I, y)) = V (I).

必有 V (I, x) ( V (I), 否则 I =
√
(I, x) ⊃ (I, x) 将导致 x ∈ I, 矛盾. 同理 V (I, y) (

V (I).
最后, 反序性质是显然的.

推论 2.5.8 拓扑空间 Spec(R) 不可约的充要条件是 nil(R) 为素理想.
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证明 应用命题 2.5.7: 注意到 nil(R) 和任意素理想 p 都是根理想, 而根据闭子集和根
理想的对应 (推论 2.1.8), V (p) = Spec(R) 当且仅当 p = nil(R).

命题 2.5.9 空间 Spec(R) 是定义 A.6.1 所谓的朴素空间; 换言之, 其中每个不可约闭子
集都有唯一泛点.

证明 设 Z ⊂ Spec(R) 为不可约闭子集. 命题 2.5.7 表明 Z = V (p) = {p}, 其中素理想
p 由 Z 唯一确定, 因而 p 是 Z 的唯一泛点.

既知 Spec(R) 朴素, 命题 2.5.7 的双射遂对应到引理 A.6.2 中的双射 cl.
能翻译为环论语言的另一个重要拓扑概念是 Jacobson 空间 (定义 A.8.2), 这是

§2.6 的主题.

2.6 Jacobson环和零根定理
本节将涉及 §A.8 的一些拓扑概念.

定义 2.6.1 (Jacobson环) 若环 R 的所有素理想 p 都满足

p =
⋂

m∈MaxSpec(R)
m⊃p

m,

则称 R 为 Jacobson 环.

等价的定义是要求对所有素理想 p 皆有 rad(R/p) = 0, 其中 rad(· · · ) 是定义 2.3.1
的 Jacobson 根基.

举例明之, 域总是 Jacobson 环. 至于非 Jacobson 环的例子, 取任意整环 R 及非零
素理想 p, 则局部化 Rp 仍是整环, 并满足 rad(Rp) = pRp 6= 0.
零环显然是 Jacobson 环. 今后的讨论中省略这种平凡例子.

例 2.6.2 以下说明一个主理想环 R 是 Jacobson 环的充要条件是它有无穷多个极大
理想 (例如 Z). 首先注意到主理想环的素理想分两类: (a) 由素元生成的理想, 它们
本身已是极大理想; (b) 零理想. 因此 Jacobson 环的条件仅需对 (b) 的情形检验. 设
r ∈ R r {0}, 则极大理想 (π) 包含 r 等价于 π | r; 唯一分解性表明存在被所有素元整
除的 r 当且仅当 R 仅有有限个素元, 精确到 R×, 而这也等价于 R 仅有有限多个极大
理想.

引理 2.6.3 设 R 为 Jacobson 环, I ⊂ R 为理想, 则
√
I =

⋂
m: 极大理想

m⊃I

m.
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证明 命题 2.1.5 给出 √I =
⋂

p∈V (I) p. 以 Jacobson 性质将每个 p 表作包含它的极大
理想 m 之交, 便有

√
I =

⋂
p∈V (I)

⋂
m⊃p

m =
⋂
m⊃I

m.

明所欲证.

引理 2.6.4 环 R 是 Jacobson 环当且仅当 Spec(R) 是 Jacobson 空间 (定义 A.8.2).

证明 设 R是 Jacobson环. 考虑 Spec(R)的闭子集 V (I). 设开子集 U 满足 U∩V (I) 6=
∅, 目标是证 U 含 V (I) 的闭点, 亦即 R 的极大理想 (命题 1.10.9); 为此, 不妨设
U = D(f), 其中 f ∈ Rr I.

存在 p ∈ V (I) 使得 f /∈ p. 基于 Jacobson 环的性质, 存在极大理想 m ⊃ p 使得
f /∈ m, 于是闭点 m ∈ D(f) ∩ V (I).
反之设 Spec(R) 是 Jacobson 空间. 对所有素理想 p, 目标是证

p =
⋂

m∈MaxSpec(R)
m⊃p

m;

包含关系 ⊂ 显然. 今设 f ∈ R 属于右式, 则 D(f) 不含 V (p) 的任何闭点, 故由
Jacobson 空间的定义可知 D(f) ∩ V (p) = ∅; 特别地, p /∈ D(f), 亦即 f ∈ p.

命题 2.6.5 若 Jacobson 环 R 仅有有限个极大理想, 则 Spec(R) 是离散拓扑空间.

证明 已知极大理想对应到闭点. 引理 2.6.4 说明 Spec(R) 是 Jacobson 空间, 故可代
入命题 A.8.3.

命题 2.6.6 设 R 为 Jacobson 环.

(i) 若 I 是 R 的理想, 则 R/I 是 Jacobson 环.

(ii) 若 f ∈ R, 则 R[f−1] 是 Jacobson 环.

证明 将推论 1.10.11 与引理 A.8.5 搭配.

引理 2.6.7 设 A为整环, R为 A的子环,使得 A成为有限生成 R-代数. 若 rad(R) = 0

则 rad(A) = 0.

证明 处理 A 作为 R-代数由单个元素 a ∈ A 生成的情况即可; 这相当于要求有 R-代
数的满同态

R[X]↠ A, X 7→ a.

若上述同态为单, 则 A ' R[X], 而定理 2.3.8 给出 rad(R[X]) ' nil(R[X]) = 0; 最
后一段等号是因为 R 是整环.
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若上述同态非单, 则存在 f =
∑n
i=0 riX

i ∈ R[X] 使得 rn 6= 0 而 f(a) = 0. 以下使
用反证法, 设 b ∈ rad(A)r {0}. 将 A 视为 Frac(A) 的子环, 相应地将 K := Frac(R) 嵌
为 Frac(A) 的子域. 由于 a 是 K 上的代数元, 故 b ∈ R[a] ⊂ K[a] 亦然 [7, 推论 7.2.3].
通分后不妨取 g =

∑m
i=0 siX

i ∈ R[X] 使得 sm 6= 0 而 g(b) = 0; 取 g 使得 m 尽可能小,
则因为 A 是整环而 b 6= 0, 必有 s0 6= 0.

由于 rad(R) = 0, 存在 R 的极大理想 m 使得 s0rn /∈ m. 考虑 A 在 m 处的局部化

A′ := A⊗
R
Rm ' A[(Rrm)−1] ⊂ Frac(A);

严格来说, 以上的环同构基于定义–命题 1.8.3. 注意到 A′ 作为 Rm-代数由 a 的像 a′ 生
成, f(a′) = 0, 而 f 的最高次系数 rn 在 Rm 中可逆, 从而 A′ =

∑n−1
i=0 Rm(a

′)i 是有限
生成 Rm-模.

然而 A′ 非零环, 定理 2.3.4 确保 m(Rm)A
′ ( A′, 从而 mA ( A. 于是 A 有极大理

想 mA 使得 mA ⊃ m; 又因为 m 是 R 的极大理想, 必有 R ∩ mA = m, 故 s0 /∈ mA. 然
而 s0 = −

∑m
i=1 sib

i ∈ rad(R), 矛盾.

以下结论是著名的 Hilbert 零根定理的一种广义形式.

定理 2.6.8 设 R 为 Jacobson 环, A 是有限生成 R-代数.

(i) 此时 A 是 Jacobson 环.

(ii) 从 R→ A 诱导的映射 Spec(A)→ Spec(R) 限制为 MaxSpec(A)→ MaxSpec(R).

(iii) 设 n ∈ MaxSpec(A) 映至 m ∈ MaxSpec(R), 则诱导同态 R/m → A/n 使得 A/n

成为域 R/m 的有限扩域.

证明 对于 (i), 首先记 I = ker[R → A]; 命题 2.6.6 确保商环 R/I 仍是 Jacobson 环.
因此不妨以 R/I 代 R, 设 R 为 A 的子环. 我们的目标是对 A 的所有素理想 q 证
rad(A/q) = 0. 注意到:

� 基于前述理由, R/(q ∩R) 仍是 Jacobson 整环, 特别地 rad(R/(q ∩R)) = 0;

� A/q 是有限生成 R/(q ∩R)-代数, 也是整环.

代入引理 2.6.7 立得 rad(A/q) = 0.
对于 (ii) 和 (iii), 不失一般性可设 A 作为 R-代数由单个元素 a 生成. 给定

n ∈ MaxSpec(A), 记其像为 m ∈ Spec(R). 这给出单同态 R/m ↪→ A/n. 基于 (i), 这仍
是 Jacobson 环之间的同态, 仍给出由单个元素生成的代数. 因此不妨进一步要求 m 和
n 都是零理想, R 是域 A 的子环, 而存在 a 使得 A = R[a].

由 a 确定的 R-代数满同态 R[X]↠ A 不能是单的, 否则 R[X] ' A, 然而 R[X] 非
域. 因此必有 f =

∑n
i=0 ciX

i ∈ R[X] 使得 cn 6= 0 而 f(a) = 0.
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现在起可以沿用引理 2.6.7 的证法. 因为 rad(R) = 0, 存在 R 的极大理想 k 使得
cn /∈ k; 对 A 在 k 处作局部化, 可得有限生成 Rk-模 A′, 继而推得 kA ( A. 差异在于此
处 A 是域, 故 k = 0 而 R 是域. 既然 A = R[a] 而 f(a) = 0, 故 A 是 R 的有限扩域. 综
上证得 (ii) 和 (iii).

2.7 代数集与理想的对应
本节旨在从定理 2.6.8 推导 Hilbert 零根定理的经典形式. 选定域 F 和 n ∈ Z≥1,

我们将 Fn 的元素记作 x = (x1, . . . , xn) 的形式.

定理 2.7.1 (D. Hilbert) 设 F 为域. 对所有 n ∈ Z≥1 皆有单射

Fn MaxSpec (F [X1, . . . , Xn])

x mx := (X1 − x1, . . . , Xn − xn).

若要求 F 代数闭, 则上述映射还是双射.

证明 对所有 x ∈ Fn, 考虑求值同态

evx : F [X1, . . . , Xn]↠ F

f 7→ f(x1, . . . , xn),

则 mx = ker(evx), 因而 mx 是极大理想.
设 x, y ∈ Fn 满足 mx = my, 则 yi − xi = evy(Xi − xi) = 0 对所有 1 ≤ i ≤ n 成

立, 故 x = y. 所示映射为单射.
以下设 F 代数闭来论证满性. 设 n 是 F [X1, . . . , Xn] 的极大理想. 在定理 2.6.8 中

代入 A = F [X1, . . . , Xn] 和 R = F 可得 F [X1, . . . , Xn]/n 是 F 的有限扩域, 代数闭条
件遂说明有 F -代数的同构 F [X1, . . . , Xn]/n

∼→ F . 记 xi 为 Xi + n 对此同构的像, 则
Xi − xi ∈ n, 从而 x := (x1, . . . , xn) 满足 mx ⊂ n. 已知 mx 极大, 故 n = mx.

后续讨论涉及一些定义.

� 对所有理想 I ⊂ F [X1, . . . , Xn], 定义 Fn 的子集

Z(I) := {x ∈ Fn : ∀f ∈ I, f(x) = 0} .

� 对 Fn 的所有子集 Z, 定义

I(Z) := {f ∈ F [X1, . . . , Xn] : ∀x ∈ Z, f(x) = 0} ;

易见 I(Z) 是 F [X1, . . . , Xn] 的理想.
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显然地, I ⊂ J =⇒ Z(I) ⊃ Z(J) 而 Z ⊂W =⇒ I(Z) ⊃ I(W ).

定义 2.7.2 (代数子集) 对于 Fn 的子集 Z, 若存在理想 I 使得 Z = Z(I), 则称 Z 为
Fn 中的代数子集.

对于 F [X1, . . . , Xn] 的任意理想 I, 按定义有

x ∈ Z(I) ⇐⇒ mx ⊃ I ⇐⇒ mx ∈ V (I) ∩MaxSpec(F [X1, . . . , Xn]). (2.7.1)

素谱 Spec(F [X1, . . . , Xn]) 上的 Zariski 拓扑可以限制到其子集, 再搬运到 Fn 上.
由 (2.7.1) 立见 Fn 的代数子集等同于其中的 Zariski 闭子集. 此外, 引理 1.10.2 即
刻给出

I ⊂ J =⇒ Z(I) ⊃ Z(J),

Z(
∑
α

Iα) =
⋂
α

Z(Iα),

Z(I) ∪ Z(J) = Z(I ∩ J) = Z(IJ).

(2.7.2)

引理 2.7.3 设 I 为 F [X1, . . . , Xn] 的理想, 则 Z(
√
I) = Z(I).

证明 由 √I 的定义 2.1.1 立见 x ∈ Z(I) 等价于 x ∈ Z(
√
I). 另一种观点则是运用

V (I) = V (
√
I) 和 (2.7.1).

引理 2.7.4 设 F 为代数闭域, I 为 F [X1, . . . , Xn] 的理想, 则 I(Z(I)) =
√
I.

作为推论, 若 Z ⊂ Fn 是代数子集, 则 I(Z) 为根理想 (定义 2.1.7).

证明 对于 ⊃, 注意到若 f ∈ F [X1, . . . , Xn] 满足 fN ∈ I, 其中 N ≥ 1, 则 f(x)N =

fN (x) = 0 对所有 x ∈ Z(I) 成立, 因而 f ∈ I(Z(I)).
对于 ⊂, 设 f 在 Z(I) 上的取值恒为零. 既然 x ∈ Z(I) ⇐⇒ mx ⊃ I, 条件相当于

∀x ∈ Fn, mx ⊃ I =⇒ f ∈ mx.

定理 2.7.1 确保 F [X1, . . . , Xn] 的极大理想都形如 mx, 于是引理 2.6.3 导致

f ∈
⋂

m:极大理想
m⊃I

m =
√
I.

引理 2.1.4 (iii) 给出最后的推论部分.

命题 2.7.5 设 F 为代数闭域, 则有双射

{I ⊂ R :根理想} {Z ⊂ Fn :代数子集}

I Z(I)

I(Z) Z

1:1
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证明 对任意理想 J , 引理 2.7.3 给出 Z(J) = Z(
√
J); 然而 √J 总是根理想, 故右向映

射 Z(·) 为满.
引理 2.7.4 进一步说明右向映射有左逆 I(·), 因而为单. 结合上一步可知断言中的

映射为互逆双射.

2.8 极小素理想
定理 2.6.8 对于 Jacobson 环 R 上的有限生成代数 A 证明了 Spec(A) → Spec(R)

限制为 MaxSpec(A) → MaxSpec(R), 而 §2.7 则初步解释了极大理想在几何中的意义:
它们对应到 “点”. 本节旨在探讨问题的另一端: 极小素理想, 它们同样在几何中起作用.

设 R 为环, 偏序集 (Spec(R),⊂) 的极小元称为 R 的极小素理想.
举例明之, 整环的极小素理想无非是 0.

引理 2.8.1 设 R 为环, I 为 R 的真理想, 则:

(i) Spec(R) 的子集 V (I) 对偏序 ⊂ 有极小元 p, 这些极小元通过 p 7→ V (p) 一一对应
于 V (I) 的不可约分支 (定义 A.4.4);

(ii) 若 p′ 是 V (I) 的任意元素, 则可进一步取到 (V (I),⊂) 的极小元 p 使得 p ⊂ p′.

特别地, 取 I = 0 可见非零环总有极小素理想.

证明 以 R/I 代 R, 问题立刻化约到特例 I = 0. 取定 R 的素理想 p′. 基于命题 2.5.7
的反序双射, 我们有

{
p ⊂ R :极小素理想, 满足 p ⊂ p′

}
{
C ⊂ Spec(R) :极大不可约闭子集, 满足 C ⊃ V (p′)

}
.

1:1

已知 V (p′) 不可约, 故引理 A.4.5 (iii) 和 (iv) 确保该第二行的集合非空, 而且极大不可
约闭子集正是不可约分支. 该处的拓扑论证在此可用代数语言改述, 此处不赘.

下面探讨极小素理想在环同态之下的原像.

引理 2.8.2 设有环的单同态 ϕ : R ↪→ S, 则 Spec(ϕ) : Spec(S)→ Spec(R) 的像集包含
R 的所有极小素理想.

证明 通过 ϕ 将 R 视同 S 的子环. 考虑 R 的极小素理想 p. 视 S 为 R-模作局部化,
其产物 Sp 等同于环的局部化 S[(R r p)−1]; 见定义–命题 1.8.3. 分别有环与拓扑空间
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的交换图表
R S

Rp Sp

Spec(R) Spec(S)

Spec(Rp) Spec(Sp).

局部化的正合性导致 Rp → Sp 为单. 观察到 Rp 非零环, 故 Sp 亦然; 因此有
Spec(Sp) 6= ∅.

由 (1.7.3) 可见 Rp 恰有一个素理想 pRp, 沿 方向追右图遂知 Spec(Sp) 的任意
元素都被映为 p ∈ Spec(R). 沿 方向追右图可得 p ∈ im(Spec(ϕ)).

引理 2.8.3 考虑环同态 ϕ : R → S. 若 p 是 R 的极小素理想, 且 p 属于 Spec(ϕ) :

Spec(S)→ Spec(R) 的像, 则存在 S 的极小素理想 q 使得 p = Spec(ϕ)(q).

证明 设 p = ϕ−1(q′), 其中 q′ ∈ Spec(S). 以引理 2.8.1 取 S 的极小素理想 q 使得
q ⊂ q′, 则有 ϕ−1(q) ⊂ ϕ−1(q′) = p. 然而 p 极小, 故 ϕ−1(q) = p.

对于一般的同态 ϕ, 未必所有极小素理想都属于 Spec(ϕ) 的像; 我们有以下充要
条件.

命题 2.8.4 对于环同态 ϕ : R→ S, 以下陈述等价:

(i) ker(ϕ) 是局部幂零理想 (定义 2.2.2);

(ii) Spec(ϕ) : Spec(S)→ Spec(R) 的像对 Zariski 拓扑稠密;

(iii) R 的所有极小素理想皆属于 Spec(ϕ) 的像.

证明 (i) ⇐⇒ (ii): 结合推论 2.1.6 与 2.1.10.
(iii) =⇒ (ii): 对任意 p ∈ Spec(R), 以引理 2.8.1 取 R 的极小素理想 p0 使得

p0 ⊂ p, 则 p ∈ V (p0) = {p0} (引理 1.10.8). 配合 (iii) 可知 p ∈ im(Spec(ϕ)).
(i) =⇒ (iii): 记 I := ker(ϕ). 注意到 ϕ 诱导单同态 R/I → S, 而 (i) 确保以 R/I

代 R 既不影响作为拓扑空间的素谱 (命题 2.2.4), 也不影响关于极小素理想的讨论, 故
问题化约到 ϕ 单的情形. 应用引理 2.8.2.

2.9 全分式环
例 1.6.1 回顾了整环的分式域. 本节将对任意非零环 R 探究相应的构造, 称为 R

的全分式环. 以下定义见诸 [7, 引理 5.3.11].

定义 2.9.1 (全分式环) 若 R 是非零环, 则 R 中的所有非零因子 (见 [7, §5.2])构成乘性
子集, 对应的局部化称为 R 的全分式环, 记作 Frac(R); 相应的 R→ Frac(R) 是单射.
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当 R 是整环时, 所有非零元均非零因子, 此时 R 的全分式环即其分式域, 因此符号
Frac(R) 无歧义. 今后将 R 视同 Frac(R) 的子环.

引理 2.9.2 设 R 为既约环, 则局部化给出的典范环同态 R →
∏

p:极小Rp 为单, 其中每
个 Rp 都是域, 而且 R 的所有极小素理想之并等于 R 的零因子集.

证明 对所有极小素理想 p, 回忆 (1.7.3) 知 pRp 既是 Rp 的唯一极大理想, 又是其极
小素理想, 故 pRp = nil(Rp). 由于 Rp 既约 (注记 2.1.3), 此时 pRp = 0 而 Rp 为域.
基于上一段, 典范环同态 R→

∏
p:极小Rp 的核是

⋂
p:极小 p = nil(R) = 0; 此处用到

命题 2.1.5 和引理 2.8.1.
环嵌入诱导零因子集的嵌入, 故上一段立即说明 R 的零因子集包含于所有极小素

理想之并. 反之设 r 属于某个极小素理想 p, 则 r 在 Rp = Rp/pRp 中的像为 0, 故存在
u ∈ Rr p 使得 ru = 0.

回忆 (1.11.1) 可知 Rp 是域蕴涵 Rp ' Frac(R/p) 和 ker[R→ Rp] = p.
这些结论足以对一大类既约环 R 确定全分式环 Frac(R) 的结构.

定理 2.9.3 设 R 为既约环, 而且仅有有限多个相异极小素理想 p1, . . . , pm, 则全分式环
Frac(R) 典范地同构于

∏m
i=1Rpi .

证明 由于 R 的零因子集是 ⋃m
i=1 pi (引理 2.9.2), 局部化给出 Φ : Frac(R) →∏m

i=1Rpi . 如果 R 的素理想 p 非极小, 则素避性质 (命题 1.1.3) 蕴涵 p 6⊂
⋃m
i=1 pi =

{零因子}, 由此知 Frac(R) 的素理想恰是 p1, . . . , pm 的局部化, 它们在 Frac(R) 中也是
极大理想.

于是 Spec(Frac(R)) 有限, 而且由注记 2.1.3 看出 Frac(R) 既约, 故为 Jacobson
环. 命题 2.6.5 遂蕴涵 Spec(Frac(R)) 离散.

将 Spec(Frac(R)) 写作 m 个独点集的无交并, 引理 2.5.3 相应地给出直积分解
R '

∏m
i=1Rpi

, 所用同构正是由局部化定义的 Φ.

推论 2.9.4 设 R 为既约环, 而且仅有有限多个相异极小素理想, 则对于任意乘性子集
U 皆有典范同构 Frac(R)[U−1] ' Frac(R[U−1]).

证明 将 R 的极小素理想列为 p1, . . . , pm, 取 0 ≤ k ≤ m 使得 pi ∩ U = ∅ 当且仅当
1 ≤ i ≤ k, 则 R[U−1] 的极小素理想是 p1[U

−1], . . . , pk[U
−1], 而注记 2.1.3 表明 R[U−1]

既约.
记 U 在 Rpi

中的像为 Ui, 定理 2.9.3 给出

Frac(R)[U−1] '
m∏
i=1

Rpi
[U−1i ] (推论 1.8.4),

Frac(R[U−1]) '
k∏
i=1

R[U−1]pi[U−1] '
k∏
i=1

Rpi (引理 1.7.8).
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然而 Rpi
是域而 ker[R→ Rpi

] = pi, 这蕴涵当 i > k 时 0 ∈ Ui, 因而 Rpi
[U−1i ] = 0; 当

1 ≤ i ≤ k 时 Rpi
[U−1i ] = Rpi

. 证毕.

当 R 是 Noether 环时, 定理 2.9.3 和推论 2.9.4 中关于极小素理想的有限条件成
立, 见命题 3.4.6 和 3.4.8.

习题

1. 所有既约环构成 CRing 的全子范畴 CRingred. 证明定义 2.1.2 的构造 R 7→ Rred 给出包含函
子 CRingred → CRing 的左伴随.

2. 补全注记 2.2.6 的论证.

3. 对于理想 I, J ⊂ R, 证明 I ⊂ J 当且仅当对所有极大理想 m 都有 IRm ⊂ JRm.

4. 设 R 为非零环.

(i) 说明在 R 的所有局部化 R → R[U−1] 中, 定义 2.9.1 的全分式环 Frac(R) 是使得
R → R[U−1] 为单的最大选法; 试明确其意涵.

(ii) 给出典范同构 Frac(Frac(R)) ' Frac(R). 提示 先论证以下性质: 若 r
u
是 Frac(R)

的非零因子, 则 r 是 R 的非零因子.
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3.1 链条件
且先回顾关于环和模的 Noether (或 Artin) 条件 [7, 定义 6.10.1].

定义 3.1.1 (Noether和 Artin条件) 考虑 R-模 M . 如果对任意子模升链

M0 ⊂M1 ⊂M2 ⊂ · · ·

皆存在 k 使得 i ≥ k =⇒ Mi =Mk, 则称 M 为 Noether 模或 M 满足升链条件. 如果
对任意子模降链

M0 ⊃M1 ⊃M2 · · ·

皆存在 k 使得 i ≥ k =⇒ Mi =Mk, 则称 M 为 Artin 模或 M 满足降链条件.
若环 R本身作为 R-模是 Noether (或 Artin)模,则称 R是 Noether (或 Artin)环.

例 3.1.2 主理想环是 Noether 环的标准例子 [7, 引理 5.7.4]. 有限环既是 Noether 的也
是 Artin 的. 若 F 是域而 R 是有限维 F -代数, 则基于维数的理由, R 既是 Noether 的
也是 Artin 的. 稍后的定理 3.2.4 将提供构造 Noether 环的广泛手段.

关于 R-模M 的 Noether (或 Artin)条件相当于说M 是范畴 R-Mod中的 Noether
(或 Artin) 对象, 见 [8, 定义 2.4.12]. 我们有以下的标准事实.

� 设有模的短正合列 0→M ′ →M →M ′′ → 0, 则 M 是 Noether (或 Artin) 模当
且仅当 M ′ 和 M ′′ 皆然 [7, 引理 6.10.2].

� 若 R 是 Noether (或 Artin) 环, 则每个有限生成 R-模都是 Noether (或 Artin) 模
[7, 命题 6.10.3].
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� 模 M (或环 R) 是 Noether 的当且仅当它的所有子模 (或理想) 皆有限生成 [7, 引
理 6.10.4].

� 模 M 是 Noether (或 Artin) 的当且仅当 M 的任一子模族 S 6= ∅ 都有相对于偏
序 ⊂ 的极大 (或极小) 元 [7, 注记 6.10.5].

命题 3.1.3 Noether (或 Artin) 环 R 对任意乘性子集 U 的局部化仍是 Noether (或
Artin) 环.

证明 应用 (1.7.2), 将 R[U−1] 的理想升链 (或降链) 映至 R 中考察; R 中的链最终是
稳定的, 故在 R[U−1] 中亦然.

定义 3.1.4 (有限长度模) 如果 R-模 M 既是 Noether 模又是 Artin 模, 则称 M 为有
限长度的.

定义 3.1.5 (单模) 如果 R-模 M 非零, 而且除 0 和 M 无其它子模, 则称 M 为单模.

引理 3.1.6 单 R-模的同构类与 R 的极大理想一一对应: 极大理想 m 对应到单 R-模
R/m.

证明 单模 M 总能由一个元素生成, 故存在理想 I 使得 M ' R/I, 而且 I = ann(M)

仅依赖于 M 的同构类. 若 I 是任意理想, 则 R/I 是单 R-模当且仅当 I 是极大理想.

根据例行的论证 [7, 引理 6.10.9], 有限长度条件等价于说存在 ` ∈ Z≥0 及一列子模

M =M0 ) · · · )Mℓ = {0},

使得每个子商 Mi/Mi+1 都是单模 (0 ≤ i < `); 这种子模列称为 M 的合成列. 有限长
度模的合成列不唯一, 但有以下基本事实.

定义–定理 3.1.7 (Jordan–Hölder) 设 M 为有限长度 R-模, 则精确到同构和重排, 其
合成列中的单子商 Mi/Mi+1 (计重数) 不依赖合成列的选取. 这些单模的同构类称为
M 的 Jordan–Hölder 因子或合成因子, 构成带重数的集合 JH(M), 其元素个数 (计
重数) 亦即 ` 称为 M 的长度, 记为 `(M) = `R(M).

证明 见 [7, 定理 6.10.10]. 此外, 这一事实同样适用于一般 Abel 范畴, 见 [8, 定义–定
理 2.7.4].

显然 `(M) = 0 ⇐⇒ M = 0, 而 `(M) = 1 ⇐⇒ M 单.
前引书中还有以下性质: 设有短正合列 0→M ′ →M →M ′′ → 0, 则 M 是有限长

度的当且仅当 M ′ 和 M ′′ 亦然, 这点直接来自 Noether 模和 Artin 模的相应性质. 进
一步, 在有限长度的前提下对 M ′′ 的合成列取 M 中的原像, 然后和 M ′ 的合成列衔接,
立见

JH(M) = JH(M ′) ∪ JH(M ′′) (计重数取并),
`(M) = `(M ′) + `(M ′′).

(3.1.1)
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命题 3.1.8 设 M 为有限长度 R-模, m 为 R 的极大理想, 则 R/m 在 JH(M) 中的重数
等于 `Rm

(Mm).

证明 引理 3.1.6 说明 JH(M) 的元素形如 R/m′, 其中 m′ 是 R 的极大理想; 同理
JH(Mm) 的元素都是 Rm/mRm. 对于任意理想 m′, 由于 m′ ∩ (R rm) = ∅ ⇐⇒ m′ ⊂
m ⇐⇒ m′ = m, 应用引理 1.6.3 (ii) 即得

(R/m′)m =

{
Rm/mRm, m = m′,

0, m 6= m′.

因为局部化保持正合列, 将 M 的合成列对 m 作局部化即得所求断言.

以下观察将用于 §6.9.

引理 3.1.9 设 R-模 M 是一族子模 (Mi)i∈I 的滤过并; 换言之 (I,≤) 是滤过偏序集,
i ≤ j =⇒ Mi ⊂ Mj , 而且 M =

⋃
i∈IMi. 若每个 Mi 都是有限长度模, 而且它们的长

度有一致上界 ` ∈ Z≥0, 则 M 也是有限长度模, 而且 `(M) ≤ `.

证明 使用反证法说明 M 不含严格降链 N0 ) · · · ) Nℓ+1: 设若不然, 对每个
0 ≤ k ≤ ` 存在 xk ∈ Nk rNk+1, 以滤过性质取 i ∈ I 使得 xk ∈ Nk ∩Mi 对所有 k 成
立, 则 N0 ∩Mi ) · · · ) Nℓ+1 ∩Mi, 与 `(Mi) ≤ ` 矛盾.

3.2 Noether环和 Noether模
经典代数几何学中面临的环经常是 Noether 环, 其上的模也往往是有限生成的. 对

之宜作更细致的考察.

命题 3.2.1 若 R 是 Noether 环, 则 SpecR 是 Noether 空间 (定义 A.3.1).

证明 根据推论 2.1.8, 闭子集降链对应于根理想升链.

推论 3.2.2 若 R 是非零 Noether 环, 则 Spec(R) 仅有有限多个连通分支 C1, . . . , Cm,
每个 Ci 皆开; 它们来自环的直积分解 R '

∏m
i=1Ri, 对所有 1 ≤ i ≤ m 满足

Spec(Ri) ' Ci, 而且 Ri 没有非平凡的直积分解.

证明 应用命题 A.3.5 可得连通分支的有限性和开性. 直积分解部分涉及引理 2.5.3, 注
记 2.5.4 和命题 2.5.5.

引理 3.2.3 设 R 为 Noether 环. 对所有 R-模 M , 以下条件等价:

(i) M 是 Noether 模,

(ii) M 有限展示,
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(iii) M 有限生成.

证明 (i) =⇒ (ii): 已知 Noether 模的所有子模皆有限生成, 特别地, 存在 n ∈ Z≥0
和满同态 f : R⊕n → M . 此外 R⊕n 作为有限生成 R-模也是 Noether 的, 故其子模
ker(f) 亦然, 从而存在 m ∈ Z≥0 和满同态 g : R⊕m → ker(f) → 0. 由此得到正合列
R⊕m

g
R⊕

f
M → 0.

(ii) =⇒ (iii): 平凡.
(iii) =⇒ (i): 已包含于之前回顾的事实.

如果一个 R-代数 S 作为环是 Noether 的, 则称 S 为 Noether R-代数. 以下是
Hilbert 基定理 [7, 定理 6.10.6] 的结论.

定理 3.2.4 设 R 为 Noether 环, S 为有限生成 R-代数 (定义 1.9.1), 则 S 是有限展示
的 Noether R-代数.

证明 首先考虑多项式 R-代数 S = R[X1, . . . , Xn], 此时 S 的 Noether 性质正是前引
的 Hilbert 基定理.

接着考虑 S = R/I, 其中 I 是 R 的理想; 这般的 S 当然是有限生成 R-代数. 基于
商环理想的对应关系 (1.1.1), 显然 S 从 R 继承理想的升链性质.
对于一般的有限生成 R-代数 S, 我们有 S ' R[X1, . . . , Xn]/I, 其中 I 是某个理想.

结合前两个情形可知 S 是 Noether 环. 此外, 既然 I 是 Noether 环 R[X1, . . . , Xn] 的
理想, 它总是有限生成的, 故 S 是有限展示的 R-代数.

作为特例, 域或主理想环上的有限生成代数总是有限展示 Noether 代数.

注记 3.2.5 Hilbert 基定理也有形式幂级数版本 [7, 定理 6.10.7]: 若 R 是 Noether 环,
则 RJX1, . . . , XnK 亦然. 这也是推论 8.4.6 的特例.

接着讨论环的变换.

命题 3.2.6 设 S 是 Noether R-代数, R′ 是有限生成 R-代数, 则 R′-代数 S′ := R′ ⊗
R
S

是 Noether 的.

证明 将 S′ 通过 S
s 7→1⊗s

S′ 视为 S-代数. 对环同态 R→ S 应用命题 1.9.6 可知 S′

是有限生成 S-代数. 代入定理 3.2.4.

命题 3.2.7 设 I 是 Noether 环 R 的局部幂零理想 (定义 2.2.2), 则 I 是幂零的.

证明 Noether 环的理想皆有限生成, 故存在 a1, . . . , ak ∈ I 使得 I = (a1, . . . , ak). 对
每个 1 ≤ i ≤ k 取 Ni ≥ 1 使得 aNi

i = 0, 易见 IN1+···+Nk = 0.
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3.3 Artin环的刻画
相较于常见的 Noether 条件, Artin 条件对环结构的限制更强. 首先回忆有限长度

模的定义 3.1.4.

定理 3.3.1 非零环 R 是 Artin 环当且仅当 R 作为 R-模是有限长度的. 此外, Artin 环
R 总有以下性质:

� R 是半局部环 (定义 1.11.2),

� 存在 k 使得 rad(R)k = 0 (定义 2.3.1),

� R 的所有素理想皆为极大理想.

证明 有限长度性质蕴涵理想的降链条件, 故证明另一方向, 亦即证 Artin 环 R 必有列
出的性质, 并且是有限长度 R-模即可.

首先证明 R 是半局部环. 设有一列相异极大理想 m1,m2, . . ., 考虑理想降链

m1 ⊃ m1m2 ⊃ m1m2m3 ⊃ · · · ,

这必然是严格降链, 因为若 m1 · · ·mk = m1 · · ·mkmk+1, 则 mk+1 ⊃ m1 · · ·mk, 从而素理
想的性质蕴涵存在 1 ≤ i ≤ k 使得 mk ⊃ mi, 与 mi 极大矛盾. 于是 Artin 性质确保 R

的极大理想个数有限.
其次证明对于任意理想 I ⊂ rad(R), 存在 k 使得 Ik = 0. 考虑理想降链 I ⊃ I2 ⊃

· · · 可知存在 k ≥ 1 使得 Ik = Ik+1. 兹断言 Ik = 0.
取理想 J := {r ∈ R : rIk = 0}; 证 J = R 即可. 设若不然, Artin 性质确保在所有

严格包含 J 的理想中有极小元 J ′. 任取 x ∈ J ′ r J , 则 J ′ = J + Rx; 在推论 2.3.5 (ii)
中代入 M = J ′, N = J 和 N ′ = Rx, 可得 Ix+ J ( J ′.

于是 J ′ 的极小性蕴涵 J = Ix + J , 故 Ix ⊂ J , 亦即 Ik+1x = 0. 然而 Ik+1 = Ik

进一步导致 x ∈ J , 矛盾. 断言 Ik = 0 得证.
现在列出 R 的所有极大理想 m1, . . . ,mn, 命

I := m1 · · ·mn.

留意到 I ⊂ rad(R), 故存在 k 使得 Ik = 0. 由此推得所有素理想 p 皆满足 p ⊃
(m1 · · ·mn)k; 素理想的性质进一步蕴涵存在 1 ≤ i ≤ n 使得 p ⊃ mi, 故 p = mi. 综上,
R 的所有素理想都是极大理想.

最后, 考虑理想或 R-模的有限降链
R ⊃ m1 ⊃ m1m2 ⊃ · · · ⊃ m1 · · ·mn = I

⊃ Im1 ⊃ Im1m2 ⊃ · · · ⊃ Im1 · · ·mn = I2

⊃ · · · ⊃ Ik = 0.
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设 L 为此降链的某一段子商, 则存在 1 ≤ i ≤ n 使得 miL = 0; 又因为 L 从 R 继承
Artin 性质, L 是对子空间满足降链条件的 R/mi-向量空间, 这般向量空间是有限维的.
综上可见每一段子商 L 都是有限长度 R-模, 故 R 作为 R-模是有限长度的.

特别地, Artin 环自动是 Noether 环.

推论 3.3.2 设 R 为 Artin 环, 依照定理 3.3.1 记其极大理想为 m1, . . . ,mn, 则局部化带
有的典范同态 `i : R→ Rmi

给出环同构

(`1, . . . , `n) : R
∼→

n∏
i=1

Rmi .

证明 我们有 rad(R) =
⋂n
i=1 mi, 中国剩余定理 1.1.2 遂给出 R/rad(R) ∼→

∏n
i=1R/mi.

此分解对应到 R/rad(R) 的一族幂等元 ē1, . . . , ēn (命题 1.2.2).
定理 3.3.1 表明 R 的素理想皆极大, 故 rad(R) = nil(R) 而命题 2.2.5 给出幂等元

族 ē1, . . . , ēn 的唯一提升 e1, . . . , en ∈ R, 使得它们对应到 R 的直积分解

(d1, . . . , dn) : R
∼→

n∏
i=1

eiR, di(r) = eir;

每个 eiR 皆非零. 由于 R 恰有 n 个极大理想, 理想的对应关系 (命题 1.2.3) 导致每
个 eiR 都是局部环; R 中相应的极大理想记为 m′i. 它们是 m1, . . . ,mn 的重排, 且有
ei /∈ m′i, 而 i 6= j 时 ej ∈ m′i.

因为 ei 是 ēi 的提升, 当 i = j 时它在 R/mj 中的像是 1, 否则为 0; 对照上一步结
论, 立得 mi = m′i.

今对选定的 i 考虑局部化 Rmi
. 基于上一步, 如就 ∏n

j=1 ejR 来观照, 对应的乘性
子集是由满足 xi /∈ rad(eiR) (亦即 xi ∈ (eiR)

×) 的元素 (xj)
n
j=1 构成的, 故局部化给出

eiR. 于是有交换图表
R Rmi

eiR,

ℓi

di

∼

由此得到 (`1, . . . , `n) : R
∼→
∏n
i=1Rmi

.

Artin 环的以下刻画也颇有用.

定理 3.3.3 (秋月康夫) 环 R 是 Artin 环当且仅当下述条件皆成立:

(i) R 是 Noether 环,

(ii) R 的素理想都是极大理想.
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证明 不妨设 R 非零环. 鉴于定理 3.3.1, “仅当” 方向已知, 以下证 “当” 的方向. 设 R

满足 (i) 和 (ii). 使用反证法, 设 R 作为 R-模并非有限长度, 则集合

S :=
{理想 I ⊂ R : R/I 非有限长度}

包含 0 故非空, 从而条件 (i) 导致 S 对 ⊂ 有极大元, 记为 p. 以下论证 p 为素理想.
设 xy ∈ p. 假若 x, y /∈ p, 则一方面 R/(p + Rx) 必须是有限长度的, 另一方面

I := {r ∈ R : xr ∈ p} 是严格包含 p 的理想 (因为 y ∈ I), 故 R/I 也是有限长度的; 考
虑短正合列

R/I
乘以 x

R/p
商

R/(p+Rx)→ 0,

左右两项都是有限长度模, 故中项亦然. 这与 p ∈ S 矛盾.
根据上一步和条件 (ii), p 是极大理想, 然而这导致 R/p 是域, 从而是单 R-模, 这

也与 p ∈ S 矛盾. 综上可知 R 为有限长度 R-模, 亦即为 Artin 环.

推论 3.3.4 设 (R,m) 为局部环, 则 R 是 Artin 环当且仅当 m 有限生成且存在 k 使得
mk = 0.

证明 设 (R,m) 是 Artin 局部环, 则定理 3.3.1 给出 k 使得 mk = rad(R)k = 0; 定理
3.3.3 (i) 表明 R 是 Noether 环, 故 m 有限生成.
反之设 (R,m) 是满足 mk = 0 的局部环, 而且 m 有限生成. 考虑 R-子模列

R ⊃ m ⊃ · · · ⊃ mk = 0.

每一段子商 mi/mi+1 都是有限生成的, 也是 R/m-向量空间. 由此立见 mi/mi+1 是有
限长度 R-模, 故 R 亦然; 定理 3.3.1 遂蕴涵 R 是 Artin 环.

3.4 相伴素理想
本节前半部内容适用于一般的环 R, 但后半部将要求 Noether 条件. 以下涉及

(1.1.2) 的记号.

定义 3.4.1 (相伴素理想) 设 p 为环 R 的素理想, M 为 R-模. 如果存在 x ∈ M 使
得 ann(x) = p, 则称 p 为 M 的相伴素理想. 由 M 的相伴素理想构成的集合记为
Ass(M) = AssR(M).

要求 p 是 M 的相伴素理想相当于要求存在单同态 f : R/p ↪→ M , 因为指定这般
同态 f 相当于指定 x := f(1 + p) ∈M , 使得 ann(x) = p 成立.

例 3.4.2 取 R = Z 而 M = Z/nZ, 其中 n ∈ Z≥1, 则 Ass(M) =
{
pZ
∣∣ p素数, p | n}.

例 3.4.3 设 p 是 R 的素理想, 则 R/p 的所有非零元 x 皆满足 ann(x) = p. 因此定义
给出 Ass(R/p) = {p}.
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引理 3.4.4 设 R 为任意环.

(i) 对 R 的所有乘性子集 U 和 R-模 M 皆有

AssR[U−1](M [U−1]) ⊃
{
p[U−1] : p ∈ AssR(M), p ∩ U = ∅

}
.

(ii) 对所有 R-模 M 皆有 Ass(M) ⊂ Supp(M).

(iii) 设有 R-模的正合列 0→M ′ →M →M ′′, 则

Ass(M ′) ⊂ Ass(M) ⊂ Ass(M ′) ∪Ass(M ′′).

(iv) 若 M =M ′ ⊕M ′′, 则 Ass(M) = Ass(M ′) ∪Ass(M ′′).

(v) 设有环同态 ϕ : R → S, 而 M 是 S-模, 通过 ϕ 也成为 R-模, 则 Spec(ϕ) :

Spec(S)→ Spec(R) 满足

Spec(ϕ) (AssS(M)) ⊂ AssR(M).

证明 对于 (i), 设素理想 p 满足 p ∩ U = ∅ 且存在单同态 R/p ↪→ M , 则局部化的正
合性与命题 1.7.6 (i) 给出

0 6= R[U−1]/p[U−1] ' (R/p)[U−1] ↪→M [U−1],

故 p[U−1] ∈ AssR[U−1](M [U−1]).
对于 (ii), 设 p ∈ Ass(M), 在 (i)中取 U = Rr p可见 p[U−1] = pRp ∈ AssRp

(Mp);
特别地, Mp 6= 0, 亦即 p ∈ Supp(M).
对于 (iii), 先将 M ′ 等同于 ker[M → M ′′]. 第一个 ⊂ 是缘于对所有 x ∈ M ′, 在

M ′ 和 M 中考虑 ann(x) 并无差别.
至于第二个 ⊂, 设有素理想 p 和子模 N ⊂ M 使得 N ' R/p. 若 N ∩M ′ = 0 则

也有 N ↪→ M ′′, 故 p ∈ Ass(M ′′). 若 N ∩M ′ 含非零元 x, 则因为 R-模 R/p 的所有非
零元 y 皆满足 ann(y) = p, 故也有 ann(x) = p. 综上, p ∈ Ass(N ∩M ′) ⊂ Ass(M ′).

对于 (iv), 只需注意到 M ′′ 同构于 M ′ ⊕M ′′ 的子模, 故 (iii) 导致 Ass(M ′′) ⊂
Ass(M ′ ⊕M ′′).

对于 (v), 设 q ∈ AssS(M), 取 x ∈ M 使得 annS(x) = q, 则显然有 annR(x) =

ϕ−1(q) =: Spec(ϕ)(q).

引理 3.4.5 设 M 为 R-模, 命 S := {ann(x) : x ∈M, x 6= 0}, 则偏序集 (S,⊂) 的极大
元都属于 Ass(M).

证明 留意到 S 的元素都是真理想. 设 p = ann(x) 为 (S,⊂) 的极大元, 而 ab ∈ p. 若
b /∈ p, 则极大条件和

bx 6= 0, abx = 0, ann(bx) ⊃ ann(x) = p

表明 a ∈ ann(bx) = p. 因此 p 是素理想.
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命题 3.4.6 设 R 为 Noether 环, M 为 R-模.

(i) 我们有 M = 0 ⇐⇒ Ass(M) = ∅.

(ii) 所有 p ∈ Ass(M) 之并等于 M 的零因子集 (定义 1.1.7).

(iii) 对 R 的所有乘性子集 U 皆有

Ass(M [U−1]) =
{
p[U−1] : p ∈ Ass(M), p ∩ U = ∅

}
.

(iv) 我们有 Supp(M) =
⋃

p∈Ass(M) V (p), 右式在 Ass(M) = ∅ 时规定为 ∅.

(v) 若 p 是偏序集 (Supp(M),⊂) 的极小元, 则 p ∈ Ass(M).

(vi) 设有环同态 ϕ : R→ S, 而 M 是 S-模, 则 Spec(ϕ) (AssS(M)) = AssR(M).

证明 对于 (i), 要点是证 M 6= 0 =⇒ Ass(M) 6= ∅. 考虑引理 3.4.5 中的理想集 S,
从 M 6= 0 可得 S 非空, 又由 R 的 Noether 条件知其有极大元 p, 故引理 3.4.5 蕴涵
p ∈ Ass(M).

对于 (ii), 当 p ∈ Ass(M) 给定, 由相伴素理想的定义可知 p 的元素都是 M 的零因
子. 反之设 r 是 M 的零因子, 取 x ∈ M r {0} 使得 r ∈ ann(x), 则 ann(x) 属于上一
段的 S. 由于 R 是 Noether 环, 在 S 中存在包含 ann(x) 的极大元 p; 引理 3.4.5 蕴涵
p ∈ Ass(M), 而 r ∈ p.

以下处理 (iii). 包含关系 ⊃ 来自引理 3.4.4 (i). 对于 ⊂, 将 Ass(M [U−1]) 的元素按
命题 1.7.6 (ii) 表作 p[U−1], 其中 p ∈ Spec(R) 满足 p ∩ U = ∅. 根据 M [U−1] 的具体
构造, 存在 x ∈M 和 u ∈ U 使得

p[U−1] = annR[U−1]

(x
u

)
= annR[U−1]

(x
1

)
.

由于 p = R ∩ p[U−1], 上式蕴涵 a ∈ p 当且仅当存在 u ∈ U 使得 uax = 0. 又
因为 R 是 Noether 环, 故 p 有限生成, 从而存在 t ∈ U 使得 p ⊂ annR(tx). 以下
证 p ⊃ annR(tx). 诚然: 若 a ∈ R 满足 atx = 0, 则 a

1 ∈ annR[U−1](
x
1 ) = p[U−1], 故

a ∈ R ∩ p[U−1] = p.
综上, p = annR(tx) ∈ AssR(M).
至于 (iv), 对所有 q ∈ Spec(R), 已知

q ∈ Supp(M)
定义⇐⇒ Mq 6= 0

(i)⇐⇒ AssRq
(Mq) 6= ∅

(iii)⇐⇒ ∃p ∈ Spec(R), p ∈ AssR(M)且 p ∩ (Rr q) = ∅;

最后的条件相当于说 p ∈ AssR(M) 且 q ∈ V (p).
断言 (v) 是 (iv) 的直接结论.

未定稿: 2026-03-18



74 第三章 Noether 环基础

断言 (vi) 的 ⊂ 部分已包含于引理 3.4.4 (v). 对于 ⊃, 设 p = annR(x) ∈ AssR(M).
命 I := annS(x). 对 ϕ 诱导的单同态 ϕ̄ : R/p ↪→ S/I 应用引理 2.8.2 和 2.8.3, 可得
(V (I),⊂)的极小元 q (对应到 S/I 的极小理想),使得 Spec(ϕ)(q) = p (对应到整环 R/p

的零理想). 从 V (I) = Supp(S/I) (例 2.4.3) 和 (v) 立得 q ∈ AssS(S/I) ⊂ AssS(M).
明所欲证.

注记 3.4.7 如果 p ∈ Ass(M) 而 p 非 (Ass(M),⊂) 的极小元, 则称 p 为 M 的嵌入素
理想. 这种素理想对许多 M 确实存在, 因而命题 3.4.6 (v) 的逆未必成立; 后续探讨见
§3.5.

命题 3.4.8 设 R 为 Noether 环, M 为有限生成 R-模, 则存在子模升链 0 = M0 ⊂
· · · ⊂Mn =M 使得

(i) 每个 1 ≤ i ≤ n 都存在 pi ∈ Spec(R) 使得 Mi/Mi−1 ' R/pi;

(ii) Ass(M) ⊂ {p1, . . . , pn}.

作为推论, Ass(M) 是有限集.

证明 注意到 M 总是 Noether 模 (引理 3.2.3). 不妨设 M ) M0 := 0. 命题 3.4.6
(i) 给出 p1 ∈ Ass(M) 连同 M1 ⊂ M 使得 M1/M0 = M1 ' R/p1. 此外 Ass(M1) =

Ass(R/p1) = {p1} (例 3.4.3), 因此引理 3.4.4 (iii) 给出 Ass(M) ⊂ {p1} ∪Ass(M/M1).
若 M1 = M 则论证结束, 否则对 M/M1 递归地操作, 可得素理想 p1, p2, . . . 以及

子模升链 0 = M0 ⊂ M1 ⊂ · · · , 使得 Ass(Mi/Mi−1) = {pi}. Noether 条件蕴涵升链必
止于某个 Mn =M , 从而也有

Ass(M) ⊂ {p1} ∪Ass(M/M1) ⊂ {p1, p2} ∪Ass(M/M2) ⊂ · · · ⊂ {p1, . . . , pn}.

明所欲证.

推论 3.4.9 设 R 为 Noether 环, 则 Ass(R) 有限, 而 R 的极小素理想 (见 §2.8) 个数亦
有限.

证明 在命题 3.4.8 中代入 M = R 可见 Ass(R) 有限. 命题 3.4.6 (v) 蕴涵极小素理想
皆属于 Ass(R), 故其个数有限.

命题 3.4.10 设 R 为 Noether 环, M 为 R-模, 则由局部化同态 M → Mp 诱导的
M →

∏
p∈Ass(M)Mp 是单同态.

证明 设 x ∈Mr{0}. 鉴于命题 3.4.6 (i),存在 p ∈ Ass(Rx) ⊂ Ass(M). 从 Ass(Rx) ⊂
Supp(Rx) (引理 3.4.4 (iii)) 和局部化的正合性可得 0 6= (Rx)p ↪→ Mp, 由此可见 x 在
Mp 中的像非零.

作为本节理论的一则应用, 我们来刻画 Noether 环上的有限长度模.

未定稿: 2026-03-18



§3.5 准素分解 75

推论 3.4.11 设 R 为 Noether 环, M 为有限生成 R-模. 以下陈述等价:

(i) M 是有限长度模;

(ii) Ass(M) 的元素都是极大理想;

(iii) Supp(M) 的元素都是极大理想.

当以上任一条件成立时, Supp(M) = Ass(M).

证明 对于 (i) =⇒ (ii), 若 p ∈ Ass(M) 则有嵌入 R/p ↪→ M , 故 R/p 仍是有限长度
模; 等价地说, R/p 是 Artin 环 (定理 3.3.1). 然而定理 3.3.1 还说明 Artin 环的素理想
都是极大的, 因此 p 必为 R 的极大理想.

(ii) =⇒ (iii) 是命题 3.4.6 (iv) 的直接结论; 该命题还蕴涵此时 Supp(M) =

Ass(M).
(iii) =⇒ (i): 取 M 的生成元 x1, . . . , xn, 则 M 是 Rx1 ⊕ · · · ⊕ Rxn 的商模, 而

Supp(Rxi) ⊂ Supp(M), 问题按此化约到 M = R/I 的情形, 其中 I ( R 是理想. 既然
Supp(R/I) = ann(R/I) = V (I) (引理 2.4.5), 条件相当于说 Spec(R/I) 的元素都是极
大的, 故定理 3.3.3 蕴涵 R/I 是 Artin 环, 从而 R/I 是有限长度 R-模.

最后考虑定义 2.9.1 的全分式环 Frac(R).

命题 3.4.12 设 R 为 Noether 环, 嵌入于 Frac(R). 设 α ∈ Frac(R), 则 α ∈ R 当且仅
当对于所有非零因子 t ∈ R 和 p ∈ AssR(R/(t)), 若将 R-代数的局部化 Frac(R)p 等同
于 Frac(Rp) (推论 2.9.4), 则 α 在 Frac(Rp) 中的像属于 Rp.

证明 说明 “当” 的方向即可. 将 α 表为 x
t , 其中 x ∈ R 而 t ∈ R 非零因子. 假如

α /∈ R,则 x /∈ (t),亦即 x在 R/(t)中的像非零. 根据命题 3.4.10,存在 p ∈ AssR(R/(t))
使得 x 在 (R/(t))p ' Rp/(t) 中的像非零, 但这也相当于说 α 在 Frac(Rp) 中的像不属
于 Rp.

3.5 准素分解
准素分解属于代数几何学的经典工具, 它可以在模的层次表述.

定义 3.5.1 (余准素模和准素模) 考虑 R-模 M 和 R 的素理想 p.

� 如果 Ass(M) = {p}, 则称 M 为 p-余准素模, 或简称余准素模;

� 如果 N 是 M 的真子模, M/N 是 p-余准素模, 则称 N 为 M 的 p-准素子模, 或
简称准素模.

引理 3.5.2 设 R 为 Noether 环. 对于非零 R-模 M , 以下陈述等价.
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(i) M 是余准素模,

(ii) 若 r ∈ R 是 M 的零因子, x ∈M , 则存在 n ≥ 1 使得 rnx = 0.

陈述 (ii) 中关于 r 的条件也称为 r 在 M 上作用的局部幂零条件.

证明 (i) =⇒ (ii). 设 Ass(M) = {p} 而 x ∈M r {0}. 引理 3.4.4 (iii) 和命题 3.4.6 (i)
给出 ∅ 6= Ass(Rx) ⊂ Ass(M), 因此 Ass(Rx) = {p}. 命题 3.4.6 (iv) 遂导致

V (ann(Rx)) = Supp(Rx) = V (p).

代入推论 2.1.8 得 p =
√

ann(Rx); 因为 p 恰是 M 的零因子集, 见命题 3.4.6 (ii), 这又
给出 (ii).

(ii) =⇒ (i). 先定义

p := {r ∈ R : ∀x ∈M, ∃n ≥ 1, rnx = 0} .

基于二项式展开易见 p 是 R 的理想. 对所有 q ∈ Ass(M), 取 x ∈ M 使得
q = ann(x); 每个 r ∈ p 的充分高次幂都落在 q 中, 故 r ∈ q, 由此知 p ⊂ q. 另一方面, q
的元素总是 M 的零因子, 故 p 的定义和 (ii) 导致 q ⊂ p.

综上, q = p. 既然 q ∈ Ass(M) 6= ∅ 是任意的, 故 Ass(M) = {p}.

将准素子模的定义应用于 M = R, 便得到准素理想的概念. 下面是准素理想的经
典刻画, 它是素理想定义的变奏.

定义–命题 3.5.3 设 I 是 Noether 环 R 的真理想, 则 I 是 R 的准素子模的充要条件是

∀a, b ∈ R, (ab ∈ I) ∧ (a /∈ I) =⇒ b ∈
√
I;

此时必有 Ass(R/I) = {
√
I}. 当上述等价条件成立时, 也称 I 为 R 的准素理想.

证明 元素 b ∈ R 是模 R/I 的零因子当且仅当存在 a ∈ Rr I 使得 ab ∈ I. 引理 3.5.2
表明 R/I 是余准素模当且仅当对于每个 b ∈ R, 若以上关于零因子的条件成立, 则对所
有 x ∈ R/I 都存在 n ≥ 1 使得 bnx = 0; 然而最后的条件仅需对 x = 1 + I 检验, 因而
等价于存在 n ≥ 1 使得 bn ∈ I. 这便给出使得 I 为准素子模的充要条件.

设 I 是 R 的准素子模, Ass(R/I) = {p}. 引理 3.5.2 的证明业已给出
p = {r ∈ R : ∀x ∈ R/I, ∃n ≥ 1, rnx = 0}

= {r ∈ R : ∃n ≥ 1, rn ∈ I} =:
√
I,

第二个等式是因为条件 ∃n ≥ 1, rnx = 0 仅需对 x = 1 + I 检验.

因此素理想是准素理想的特例.

引理 3.5.4 设 R 为 Noether 环, N1, N2 是 M 的 p-准素子模, 则 N1 ∩N2 亦然.
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证明 对单同态M/(N1∩N2) ↪→M/N1⊕M/N2 应用引理 3.4.4 (iii)可得 Ass(M/N1∩
N2) ⊂ {p}. 又由 N1, N2 (M 可得 N1∩N2 (M ,故命题 3.4.6给出 Ass(M/N1∩N2) =

{p}.

定义 3.5.5 (准素分解) 设 M 为 R-模. 子模 N (M 的准素分解意谓形如

N =M1 ∩ · · · ∩Mn, n ∈ Z≥1

的表达式, 其中每个 Mi 都是 M 的准素子模, 相应地记 Ass(M/Mi) = {pi}; 项数 n 称
为此分解的长度.

� 若在分解中不能省略任何一项 Mi, 则称此分解无赘;

� 若 N 没有长度严格小于 n 的准素分解, 则称此分解极小.

极小准素分解自动是无赘的.

命题 3.5.6 设 R 为 Noether 环, 而子模 N (M 有准素分解 N =M1 ∩ · · · ∩Mn.

(i) 我们有 Ass(M/N) ⊃ {p1, . . . , pn}, 若分解无赘则等号成立.

(ii) 若分解极小, 则对每个 p ∈ Ass(M/N) 皆存在唯一的 1 ≤ i ≤ n 使得 p = pi; 特别
地, |Ass(M/N)| 等于 N 的极小准素分解的长度.

(iii) 对于 R 的乘性子集 U , 不失一般性可设有 0 ≤ m ≤ n 使得

pi ∩ U = ∅ ⇐⇒ i ≤ m

对所有 1 ≤ i ≤ n 成立, 则 N [U−1] (M [U−1] 当且仅当 m ≥ 1, 此时

N [U−1] =M1[U
−1] ∩ · · · ∩Mm[U−1]

是准素分解; 若 N = M1 ∩ · · · ∩Mn 是极小准素分解且 m ≥ 1, 则上述准素分解
亦然.

证明 对于断言 (i), 先从显然的单同态 M/N ↪→
⊕n

i=1M/Mi 和引理 3.4.4 (iii), (iv)
推得

Ass(M/N) ⊂
n⋃
i=1

Ass(M/Mi) = {p1, . . . , pn} .

若准素分解无赘, 则不能省略 M1 项, 故有

0 6= M2 ∩ · · · ∩Mn

N
=

M2 ∩ · · · ∩Mn

M1 ∩ (M2 ∩ · · · ∩Mn)

' M1 + (M2 ∩ · · · ∩Mn)

M1
↪→M/M1.
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由此知 Ass(M/N) ⊃ Ass ((M2 ∩ · · · ∩Mn)/N) = {p1}. 同理可知对所有 i 皆有
pi ∈ Ass(M/N).
考虑断言 (ii). 设 N =

⋂n
i=1Mi 极小, 因而无赘, 则 (i) 说明 Ass(M/N) =

{p1, . . . , pn}. 若存在 i 6= j 使得 pi = pj , 引理 3.5.4 将导致 Mi ∩Mj 是 M 的准素子
模, 并项对 N 得到长度更短的准素分解, 矛盾.

考虑断言 (iii). 对所有 i, 局部化的正合性与命题 3.4.6 (iii) 表明

AssR[U−1]

(
M [U−1]/Mi[U

−1]
)
=

{
{pi[U−1]}, i ≤ m
∅, i > m;

而搭配命题 3.4.6 (i) 可见当 i > m 时 M [U−1] = Mi[U
−1]. 注意到局部化保持子模之

交: 在 Abel 范畴中将子对象的交理解为纤维积, 则这点归结为正合性的形式结论, 可
参见 [8, §2.6]. 综上, 对 N =

⋂n
i=1Mi 取局部化即得 N [U−1] =

⋂m
i=1Mi[U

−1]; 左式是
M [U−1] 的真子模当且仅当 m ≥ 1, 此时得到 N [U−1] 的准素分解.
现在设 N =

⋂n
i=1Mi 极小而m ≥ 1,故 (i)和 (ii)说明 AssR(M/N) = {p1, . . . , pn}

恰有 n 个元素. 命题 3.4.6 (iii) 和上一段的讨论表明
AssR[U−1](M [U−1]/N [U−1]) = AssR[U−1]

(
(M/N)[U−1]

)
=
{
p1[U

−1], . . . , pm[U−1]
}
,

而此集合恰有 m 个元素; 鉴于 (ii), N [U−1] =
⋂m
i=1Mi[U

−1] 是极小准素分解.

推论 3.5.7 设 R 为既约 Noether 环, 则 Ass(R) 的元素恰是 R 的极小素理想.

证明 根据命题 2.1.5 和引理 2.8.1, 所有极小素理想之交是 nil(R) = 0; 因为极小
素理想个数有限 (推论 3.4.9), 这给出 0 ⊂ R 的准素分解. 代入命题 3.5.6 (i) 遂有
Ass(R) = {极小素理想}.

推论 3.5.8 选定 Noether 环 R 和 R-模 M . 设有 N ( M 的极小准素分解 N =

M1 ∩ · · · ∩Mn. 设 1 ≤ i ≤ n 满足 pi 是偏序集 (Ass(M/N),⊂) 的极小元, 则 Mi 等于
Npi
在 M →Mpi

之下的原像, 称之为 N 的 pi-准素成分.

证明 不失一般性可设 i = 1, 记 p = pi. 在命题 3.5.6 (iii) 中代入 U = R r p, 则由于
p = p1, p2, . . . , pn 相异而 p 极小, 在该结论中 m = 1, 且有 Np =M1,p ⊂Mp.

以下论证M1,p在M →Mp之下的原像等于M1;等价地说, M/M1 → (M/M1)p '
Mp/M1,p 是单射. 诚然, x̄ ∈M/M1 被映为 0 当且仅当存在 u ∈ Rr p 使得 ux̄ = 0, 但
命题 3.4.6 (ii) 表明 M/M1 的零因子集是 p, 故必有 x̄ = 0.

请注意: 此处的准素成分和 [7, 引理 6.7.6] 对主理想环上的模定义的准素部分是两
回事.

推论 3.5.8 表明极小准素分解的唯一性仅对注记 3.4.7 所谓的嵌入素理想方成问
题. 现在来探讨准素分解的存在性.
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定理 3.5.9 (E. Lasker, E. Noether) 设 R为 Noether环, M 为有限生成 R-模, N (M

为子模, 则存在准素分解 N =M1 ∩ · · · ∩Mn.

证明 以 M/N 代 M , 容易将问题化约到 N 为零子模的情形. 兹断言

∀p ∈ Ass(M), ∃Q(p) ⊂M 使得
{
Q(p)是 p-准素子模,
Ass(Q(p)) = Ass(M)r {p}.

(3.5.1)

承认 (3.5.1), 取 L :=
⋂

p∈Ass(M)Q(p), 则因为 Ass(M) 有限 (命题 3.4.8) 而 Ass(L) ⊂⋂
p∈Ass(M) Ass(Q(p)) = ∅, 这便给出 L = 0 的准素分解.
为了确立 (3.5.1), 命 Ψ = {p}, 考虑包含关系 ⊂ 给出的偏序集{子模 Q ⊂M : Ass(Q) ⊂ Ass(M)rΨ

}
;

它包含 Q = 0 故非空. 对之应用 M 的 Noether 性质, 可知此偏序集有极大元 Q(p), 此
外 Q(p) 6=M . 应用短正合列得到

Ass(Q(p)) ⊂ Ass(M) ⊂ Ass(M/Q(p)) ∪Ass(Q(p));

已有 Ass(Q(p)) ∩Ψ = ∅, 如能说明 Ass(M/Q(p)) ⊂ Ψ 即有 (3.5.1).
设 q ∈ Ass(M/Q(p)), 则存在 M ⊃ Q′ ⊃ Q(p) 使得 Q′/Q(p) ' R/q. 既然

Ass(Q′) ⊂ Ass(Q(p)) ∪ Ass(R/q) = Ass(Q(p)) ∪ {q}, 极大元的条件蕴涵 q ∈ Ψ. 明所
欲证.

上述论证仅说明存在性. 当 R 是特征零的域上的有限元多项式环时, 已知有具体
算法.

3.6 准素分解的例子
先介绍关于准素理想的一种简单判准.

引理 3.6.1 设 m 为 Noether 环 R 的极大理想, 则理想 I ⊂ R 是 m-准素理想当且仅当
存在 n ≥ 1 使得 mn ⊂ I ⊂ m.

证明 设 mn ⊂ I ⊂ m, 则 √I = m. 我们有 Supp(R/I) = V (I) = V (m) = {m}, 继而从
命题 3.4.6 (iv) 推得 Ass(R/I) = {m}.

反之设 Ass(R/I) = {m}. 命题 3.4.6 (iv) 蕴涵 Supp(R/I) = V (m), 配合推论 2.1.8
与 Supp(R/I) = V (I) 可得 √I = m. 由于 m 有限生成, 存在 n ≥ 1 使 mn ⊂ I.

例 3.6.2 取 F 为域, 考虑 R := F [X,Y ] 及其理想 I = (X2, XY ). 请读者对所有 n ≥ 2

验证
I = (X) ∩ (X2, XY, Y n) = (X) ∩ (X2, Y ).
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注意到 (X) 是素理想, 而应用引理 3.6.1 可见 (X2, XY, Y n) 和 (X2, Y ) 都是 (X,Y )-准
素理想; 由此得到 I 的两种准素分解, 易见它们皆无赘.
代入命题 3.5.6 (i) 和 (ii), 进一步得到 Ass(R/I) = {(X), (X,Y )}, 且两种分准素

解皆极小. 这点与推论 3.5.8 兼容, 因为 (X,Y ) ⊃ (X) 表明 (X,Y ) 是 Ass(R/I) 中的
嵌入素理想, 故分解中相应的准素理想未必唯一.

从几何的观点看, 考虑 I 给出的代数子集 Z(I) ⊂ F 2 (定义 2.7.2), 则上述准素分
解和 (2.7.2) 给出

Z(I) = Z(X) ∪ Z(X2, XY, Y n) = Z(X) ∪ Z(X2, Y );

对所有理想 J , 商代数 F [X,Y ]/J 等描述了多项式函数在代数子集 Z(J) 上的限制, 但
它们携带的信息不止于此. 设 F 代数闭. 受 Taylor 展开式的启发, 可以设想:

理想 J Z(J) 商代数的基 (代表元) 商代数的信息

(X) Y -轴 1, Y, Y 2, . . . f(0, Y )

X 方向 ≤ 1 阶无穷小

Y 方向 < n 阶无穷小

(X2, Y ) 原点 1, X X 方向 ≤ 1 阶无穷小

f(0, Y )

原点沿 X 方向 ≤ 1 阶无穷小

(X2, XY, Y n) 原点 1, X, Y, . . . , Y n−1

I = (X2, XY ) Y -轴 1, X, Y, Y 2, . . .

其中 f ∈ F [X,Y ]. 有鉴于此, 不妨将 I 描述的几何对象理解为 Y -轴并上原点沿 X 方
向的 “一阶无穷小加厚”, 而准素分解的直观内涵如下图所示.

= ∪ = ∪

定义 3.6.3 (符号幂) 设 p 为环 R 的素理想. 对所有 s ∈ Z≥1, 定义 p 的 s 次符号幂为

p(s) := ker [R→ Rp/p
sRp] .

由定义 3.6.3 立见

p(s) ⊃ ps, p(s+1) ⊂ p(s), q ⊃ p =⇒ q(s) ⊃ p(s).
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为了说明符号幂与准素分解的联系, 以下设 R 是 Noether 环. 从 Supp(R/ps) =
V (ps) = V (p) 可见 p 是 (Ass(R/ps),⊂) 的极小元; 鉴于推论 3.5.8, 在 ps 的准素分解中
取 p-准素成分, 产物正是 p(s).

以下结论有助于了解符号幂的应用.

引理 3.6.4 选定 Noether 环 R 的素理想 p. 设 I 为 R 的 p-准素理想, 则存在 s ≥ 1 使
得 I ⊃ p(s).

证明 由命题 3.4.6 (iii) 与局部化的正合性可知 Ip = IRp 是 Rp 的 pRp-准素理想. 引
理 3.6.1 给出 s ≥ 1 使得 Ip ⊃ psRp. 现在取包含关系两边对 R → Rp 的原像: 右式即
p(s), 而左式按约定 1.7.5 则是

R ∩ Ip = {a ∈ R : ∃u ∈ Rr p, ua ∈ I} ,

然而定义–命题 3.5.3 对准素理想的刻画连同 √I = p 即刻蕴涵 R ∩ Ip = I. 证毕.

命题 3.6.5 设 R 为 Noether 环, 0 =
⋂n
i=1 Ii 是零理想在 R 中的极小准素分解, 其中

Ass(R/Ii) = {pi}, 则取 s� 0 可得极小准素分解 0 =
⋂n
i=1 p

(s)
i .

证明 选定 1 ≤ i ≤ n. 先设 pi 为 (Ass(R),⊂) 的极小元. 对所有 s ≥ 1, 推论 3.5.8 蕴
涵

Ii = ker [R→ Rpi ] ⊂ ker[R→ Rpi/p
s
iRpi ] = p

(s)
i ;

然而引理 3.6.4 蕴涵当 s� 0 时 Ii ⊃ p
(s)
i . 综上, s� 0 时 Ii = p

(s)
i .

若 pi 非 (Ass(R),⊂) 的极小元, 则存在 j 6= i 使得 pi ⊃ pj , 而且 pj 是 (Ass(R),⊂)
的极小元. 引理 3.6.4 和上一步蕴涵当 s� 0 时

Ii ⊃ p
(s)
i ⊃ p

(s)
j = Ij .

因此对所有 i 将 Ii 替换为 p
(s)
i , 取交仍是 0 的准素分解, 长度仍为 n, 故极小.

3.7 应用: Krull交定理
本节介绍经典的 Krull 交定理及其推论, 此处给出的证明基于准素分解; 稍后在

§4.6 将提供另一则基于 Artin–Rees 引理的论证.

定理 3.7.1 (W. Krull) 设 I 为 Noether 环 R 的理想, M 为有限生成 R-模; 命 N :=⋂
n≥0 I

nM , 则 N = IN , 且存在 a ∈ I 使得 (1 + a)N = 0.
特别地, 若 I ⊂ rad(R), 则 N = 0.

证明 关键在于证 N = IN : 承认此性质, 则定理 2.3.4 给出所需的 a ∈ I 以及
I ⊂ rad(R) =⇒ N = 0.
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说明 N ⊂ IN 即可. 以定理 3.5.9 取 IN 在 M 中的准素分解 IN = Q1 ∩ · · · ∩Qk,
其中 Qi 是 M 的 pi-准素子模. 以下考虑给定之 1 ≤ i ≤ k.
设存在 r ∈ I r pi, 则 rN ⊂ IN ⊂ Qi; 另一方面 Ass(M/Qi) = {pi} 和关于零因子

的命题 3.4.6 (ii) 蕴涵 N 在 M/Qi 中的像为零模, 于是此时 N ⊂ Qi.
设 I ⊂ pi, 则 Ass(M/Qi) = {pi} 蕴涵 pi 的元素都是 M/Qi 的零因子, 故引理

3.5.2 (ii) 表明对所有 x ∈ M 皆有 n � 0 =⇒ pni x ⊂ Qi; 又因为 M 有限生成, 故
n� 0 =⇒ pniM ⊂ Qi. 于是此时

N =
⋂
n≥0

InM ⊂
⋂
n≥0

pniM ⊂ Qi.

综上, N ⊂
⋂k
i=1Qi = IN . 明所欲证.

以下结论称为 Krull 交定理.

推论 3.7.2 (W. Krull) 设 R 为 Noether 整环, I 为 R 的真理想, 则
⋂
n≥0 I

n = 0.

证明 在定理 3.7.1 中取 M = R, 则对于 N :=
⋂
n≥0 I

n 存在 a ∈ I 使得 1 + a ∈
ann(N). 由于 I 6= R, 必有 1 + a 6= 0, 故整环的性质蕴涵 N = 0.

3.8 Chevalley可构造性定理
本节探讨素谱的可构造子集相对于有限展示环同态的像; 关于可构造子集的概念,

请见定义 A.7.1. 根据引理 A.7.2, 可构造子集的有限交, 有限并和补集仍是可构造子集.
以下处理环的素谱时, 考虑的拓扑默认为 Zariski 拓扑. 先来描述素谱中的可构造

子集.

引理 3.8.1 设 R 为环, U 为 Spec(R) 的开子集. 以下陈述等价:

(i) U ⊂ Spec(R) 是回紧开子集 (定义 A.1.7);

(ii) U 拟紧;

(iii) 存在 n ∈ Z≥0 和 f1, . . . , fn ∈ R 使得 U =
⋃n
i=1D(fi);

(iv) 存在 R 的有限生成理想 I 使得 U = Spec(R)r V (I).

证明 (i) =⇒ (ii): 已知 Spec(R) 拟紧, 由回紧子集的定义知 U ↪→ Spec(R) 是定义
A.1.4 所谓拟紧映射, 这导致 U 拟紧.

(ii) =⇒ (iii): 这是因为形如 D(f) 的子集构成 Spec(R) 的一组基.
(iii) ⇐⇒ (iv): 应用引理 1.10.3 (iii).
(iii) =⇒ (i): 鉴于引理 A.1.9, 证形如 D(f) 的开子集回紧即可, 但包含映

射 D(f) ↪→ Spec(R) 是对 R → R[f−1] 取函子 Spec(·) 的产物, 故命题 2.5.2 说明
D(f) ↪→ Spec(R) 为拟紧映射.
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今后的论证用到一则常识: 对于任意映射 f : X → Y 和 X 的任一族子集 (Xi)i,
总有 f(

⋃
iXi) =

⋃
i f(Xi).

引理 3.8.2 设 R 为环, 则 Spec(R) 的可构造子集恰是形如 D(f) ∩ V ((g1, . . . , gm)) 的
子集的有限并, 其中 m ∈ Z≥0 而 f, g1, . . . , gm ∈ R.

证明 按定义, 可构造子集恰是形如 A ∩ (Spec(R)rB) 的子集之有限并, 其中 A 和 B

都是回紧开子集. 以引理 3.8.1 将 A (或 B) 写成 ⋃n
i=1D(fi) (或 ⋃m

j=1D(gj)), 再将关
于 A 的并对交分配, 即得所求结论.

对于 Noether 环的情形, 以下性质特别常用.

命题 3.8.3 设 R 为 Noether 环, 则:

(i) Spec(R) 的可构造子集恰是局部闭子集 (定义 A.1.3) 的有限并,

(ii) 任何可构造子集 E ⊂ Spec(R) 皆包含其闭包 E 中的一个稠密开子集.

证明 命题 3.2.1 表明 Spec(R) 是 Noether 空间. 断言 (i) 既容易从引理 3.8.2 推导, 也
可以归于更广泛的命题 A.7.3. 断言 (ii) 是推论 A.7.6 的应用.

例 3.8.4 取任意域 F 上的多项式代数 R = F [X,Y ]. 取极大理想 m := (X,Y )

和 E := D(X) ∪ {m}, 则 E 是 Spec(R) 的可构造子集. 但它不是局部闭子集: 假
如 E = U ∩ Z, 其中 U 开 Z 闭, 则 m ∈ U ; 取 f ∈ R 使得 m ∈ D(f) ⊂ U , 则
D(f) ∩ E = D(f) ∩ Z 是 D(f) 的闭子集; 但命题 1.10.10 将 D(f) ∩ E ⊂ D(f) 等同于

D

(
X

1

)
∪ {m[f−1]} ⊂ SpecF [X,Y ][f−1],

它不包含素理想 (X1 ), 然而 D
(
X
1

) 稠密, 故这不是 SpecF [X,Y ][f−1] 的闭子集.

命题 3.8.5 考虑环同态 ϕ : R→ S 和相应的映射 Spec(ϕ) : Spec(S)→ Spec(R). 若 E

是 Spec(R) 的可构造子集, 则 Spec(ϕ)−1(E) 是 Spec(S) 的可构造子集.

证明 鉴于引理 A.7.4, 说明 E 回紧蕴涵 Spec(ϕ)−1(E) 回紧即可; 依照引理 3.8.1, 这
又归结为 Spec(ϕ)−1(D(f)) = D(ϕ(f)) (命题 1.10.10).

相对复杂的是可构造子集对 Spec(ϕ) 的像. 先处理三类特例.

引理 3.8.6 对于以下两类环同态 ϕ : R → S, 映射 Spec(ϕ) : Spec(S) → Spec(R) 皆映
可构造子集为可构造子集:

(i) S = R/I 而 ϕ 是商同态, 其中 I 是有限生成理想;

(ii) S = R[f−1] 而 ϕ 是局部化带有的典范同态, 其中 f ∈ R.

注意到两种情况下 Spec(ϕ) 都是单射.
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证明 对于 (i), 引理 3.8.2 蕴涵 V (I) 是可构造子集. 设 A 和 B 为 Spec(R/I) 的回紧
开子集, 按引理 3.8.1 写作有限并

A =
⋃
i

D(fi), B =
⋃
j

D(gj).

对每个 fi (或 gj) 任取 R 中的原像 fi (或 gj), 命 A :=
⋃
iD(fi) (或 B :=

⋃
j D(gj));

两者都是 Spec(R) 的回紧开子集.
易见 A (或 B) 对 Spec(R/I)→ Spec(R) 的像是 A ∩ V (I) (或 B ∩ V (I)). 由此可

见 A ∪ (Spec(R/I) r B) 的像是 (A ∪ (Spec(R)rB)) ∩ V (I), 而两个可构造子集之交
仍可构造.

对于 (ii), 设 A′ 和 B′ 为 Spec(R[f−1]) 的回紧开子集, 按引理 3.8.1 分别表作有
限并 ⋃

iD(f ′i) 和
⋃
j D(g′j); 此处不妨设 f ′i =

fi
1 而 g′j =

gj
1 , 其中 fi, gj ∈ R, 则推论

1.10.11 (iii)说明 A′ 和 B′ 在 Spec(R)中的像分别是 A =
⋃
iD(ffi)和 B =

⋃
j D(fgj).

易见 A′ ∩ (Spec(R[f−1])rB′) 在 Spec(R) 中的像是 A∩ (Spec(R)rB), 这是 Spec(R)
的可构造子集.

引理 3.8.7 设 f =
∑d
i=0 aiX

i ∈ SpecR[X]r {0}, 则 D(f) 对 SpecR[X]→ SpecR 的
像是 D(a0) ∪ · · · ∪D(ad).

证明 考虑 p ∈ Spec(R), 记 f 在 κ(p)[X] 中的像为 f , 则命题 1.11.8 蕴涵 p 属于
D(f) ' SpecR[X][f−1] 的像当且仅当 R[X][f−1] ⊗

R
κ(p) ' κ(p)[X][f

−1
] 非零, 当且仅

当 f 非零, 当且仅当存在 0 ≤ i ≤ d 使得 ai /∈ p.

引理 3.8.8 设 R为环而 f, g ∈ R[X],且 g 6= 0的最高次项系数可逆. 此时 D(f)∩V (g)

对 SpecR[X]→ SpecR 的像是可构造开子集.

证明 不妨设 d := deg g ≥ 1, 否则结论平凡. 表 g 为 aXd +低次项, 其中 a ∈ R×.
环 S := R[X]/(g) 作为 R-模是以 1, . . . , Xd−1 的像为基的自由模. 考虑乘以 f 给出的
R-模自同态

m : S → S, m(h+ (g)) = fh+ (g),

记其特征多项式为 Charm = Xd+ cd−1X
d−1 + · · ·+ c0 ∈ R[X]. 以下证明 D(f)∩ V (g)

在 Spec(R) 中的像是 D(c0) ∪ · · · ∪D(cd−1).
对于 R的任意素理想 p,记 m⊗ idκ(p) ∈ Endκ(p)(S⊗

R
κ(p))为 m(p),则 Charm(p) ∈

κ(p)[X] 是 Charm 对 R[X]→ κ(p)[X] 的像, 而

p ∈ V (c0, . . . , cd−1) ⇐⇒ Charm(p) = Xd ⇐⇒ m(p)是幂零线性自同态. (3.8.1)

记 f 在 S 中的像为 f . 对于 q ∈ D(f) ∩ V (g) (对应到 q ∈ D(f)), 命 p := q ∩R =

q ∩ R, 则有域嵌入 κ(p) → κ(q) 和 R-模同态 S → κ(q) (命题 1.11.9), 相应地得到
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κ(q)-线性映射 Φ : S ⊗
R
κ(p)→ κ(q). 考虑交换图表

S ⊗
R
κ(p) κ(q)

S ⊗
R
κ(p) κ(q).

m(p)

Φ

乘以 f

Φ

因为 f /∈ q, 右边的垂直箭头可逆. 故 (3.8.1) 蕴涵 p /∈ V (c0, . . . , cd−1), 亦即 p ∈
D(c0) ∪ · · · ∪D(cd−1).

另一方面, 设 p ∈ Spec(R), 且存在 0 ≤ i < d 使得 p ∈ D(ci), 则 (3.8.1) 蕴涵 m(p)

非幂零, 换言之 f ⊗ 1κ(p) /∈ nil(S ⊗
R
κ(p)), 故存在 q0 ∈ D(f ⊗ 1κ(p)) (推论 2.1.6). 按照

命题 1.11.8 取 Spec(S) 中对应到 q0 的元素 q, 则 q ∈ D(f); 再取 SpecR[X] 中对应到
q 的 q ∈ D(f) ∩ V (g).
域 κ(p) 是 S ⊗

R
κ(p) 的子环, 因此 q0 ∩ κ(p) = 0, 而

q ∩R = q ∩R =
{
t ∈ R : t⊗ 1κ(p) ∈ q0 ∩ κ(p)

}
= ker [R→ κ(p)] = p.

综上, D(f) ∩ V (g) 在 Spec(R) 中的像正是 D(c0) ∪ · · · ∪D(cd−1). 明所欲证.

定理 3.8.9 (C. Chevalley) 设环同态 ϕ : R → S 使 S 成为有限展示 R-代数, 则
Spec(ϕ) : Spec(S)→ Spec(R) 映 Spec(S) 的可构造子集为 Spec(R) 的可构造子集.

证明 对 S 作为 R-代数的最小生成元个数 n 递归论证. 若 n = 0, 则问题由引理 3.8.6
(i) 解决. 以下设 n ≥ 1, 分解 R→ S 为 R ↪→ R[X1] ↪→ R[X1, . . . , Xn]↠ S. 引理 1.9.4
(iii)蕴涵 R[X1] ↪→ R[X1, . . . , Xn]↠ S 的合成是有限展示的, 最小生成元个数 ≤ n−1.
于是问题化到 S = R[X] 的特例.
鉴于引理 3.8.2 和可构造子集对有限并的封闭性, 对 SpecR[X] 中形如 C :=

D(f) ∩ V (g1, . . . , gm) 的子集证明 C 在 Spec(R) 中的像 C♭ 可构造即可.
当 m = 0时可应用引理 3.8.7. 以下设 m ≥ 1,且无妨设 0 ≤ deg g1 ≤ · · · ≤ deg gm.

兹对 deg g1 +m 递归论证. 记 g1 的最高次项系数为 a ∈ R r {0}, 由集合与映射的无
交并分解

Spec(R[X]) Spec(R[X]/(a)) Spec(R[a−1][X])

Spec(R) Spec(R/(a)) Spec(R[a−1])

= t

= t

可见 C♭ 等于以下子集之并:

� C ∩ Spec((R/(a))[X]) 在 Spec(R/(a)) 中的像, 亦即 C♭ ∩ Spec(R/(a));

� C ∩ Spec(R[a−1][X]) 在 Spec(R[a−1]) 中的像, 亦即 C♭ ∩ Spec(R[a−1]).
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鉴于引理 3.8.6, 证明以上两种交的像分别是 Spec(R/(a)) 和 Spec(R[a−1]) 的可构造子
集即可.

第一种交降低 deg d1 而 m 不增, 递归解决; 第二种交将问题化到 a 可逆的情形.
当 a ∈ R× 而 m > 1 时, 命 g′2 ∈ R[X] 为用 g1 除 g2 的余式, 则

(g1, g2, . . . , gm) = (g′2, g1, . . . , gm), deg g′2 < deg g1,

问题仍可递归解决. 综上, 处理 a ∈ R× 而 m = 1 的特例即可, 代入引理 3.8.8.

事实上, Spec(R) 的每个可构造子集都能实现为某个 Spec(S) → Spec(R) 的像集,
其中 S 是有限展示 R-代数, 细节留作本章习题.

推论 3.8.10 若 R 是 Noether 环, ϕ : R→ S 使 S 成为有限生成 R-代数, 则 Spec(ϕ) :
Spec(S)→ Spec(R) 映 Spec(S) 的局部闭子集为 Spec(R) 的可构造子集.

证明 回忆到 S 也是 Noether 环, 而且是有限展示 R-代数; Noether 条件确保 Spec(S)
的局部闭子集皆可构造, 故可代入定理 3.8.9.

注记 3.8.11 对于 R 是 Jacobson 环, 而 S 是有限展示 R-代数的情形, 从定理 3.8.9 可
推得 MaxSpec(S) → MaxSpec(R) (定理 2.6.8) 也映可构造子集为可构造子集, 这是命
题 A.8.8 的应用.
当 F 是代数闭域而 R 和 S 都是有限生成 F -代数时, 按照 §2.7 的方式将

MaxSpec(R) 和 MaxSpec(S) 诠释为仿射空间中的代数子集, 则 MaxSpec(S) →
MaxSpec(R) 保持可构造性这一事实可以从模型论的视角观照, 关乎代数闭域的量
词消去, 详见 [6, §7.1].

习题

1. 设 f 为 Noether 环 R 的自同态. 证明若 f 满, 则它自动是同构. 提示 若 f 非单, 则有
ker(f) ( ker(f2) ( · · · .

2. 设 F 为域, R 为 F -代数, 而且 [κ(m) : F ] 对 R 的每个极大理想 m 皆有限. 说明 R 是 Artin
环当且仅当 R 是有限维 F -向量空间.
提示 对于 “仅当” 方向, 应用定理 3.3.1 证明最后一段的理想有限降链, 其中每个子商都是
有限维 F -向量空间.

3. 说明若 E 是 Spec(R) 的可构造子集, 则存在有限展示 R-代数 S 使得 E 是 Spec(S) →
Spec(R) 的像集.
提示 通过取环的直积, 问题简化到 E = D(f) ∩ V (g1, . . . , gm) 的情形. 取 S =

(R/(g1, . . . , gm))[f−1].
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4.1 分次环与分次模
本节简单回顾分次环与分次模的概念; 更多细节可见 [7, §7.4] 或 [8, §7.1].
在约定 4.1.6 之前, 本节考虑的环容许非交换. 为了简化论述, 我们考虑的模默认为

左模, 而理想默认为双边理想. 之后的应用将聚焦于交换环的情形.
以下定义涉及幺半群的术语, 详见 §B.1; 对于多数场景, 考虑幺半群 Z≥0 或 Z 的

特例已然足够.

定义 4.1.1 选定加法幺半群 Γ. 所谓 Γ-分次环, 是指一个环 A (在此容许非交换), 配备
作为交换群的直和分解 A =

⊕
γ∈ΓAγ , 使得乘法满足

Aγ ·Aη ⊂ Aγ+η, 1 ∈ A0;

因此 A0 是 A 的子环. 如果 r ∈ Rγ , 则称 r 为齐次元, 并在 r 6= 0 的情形定义其次数为
deg r := γ.

� 若 A 和 B 为 Γ-分次环, 环同态 ϕ : A → B 对所有 γ ∈ Γ 皆满足 ϕ(Aγ) ⊂ Bγ ,
则称 ϕ 为分次环之间的同态.

� 定义 Γ-分次环 A 的分次理想为 A 中满足 I =
⊕

γ∈Γ(I ∩ Aγ) 的双边理想 I; 相
应的商 A/I =

⊕
γ∈ΓAγ/(I ∩ Aγ) 仍是分次环. 对于左理想和右理想也有类似的

分次概念.

� 类似地, 可以定义 A 的分次子环.

定义 4.1.2 取定 Γ-分次环 A 如上.
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(i) 若 M 为 A-模, 作为交换群配备直和分解 M =
⊕

γ∈ΓMγ , 满足

Aγ ·Mη ⊂Mγ+η, γ, η ∈ Γ,

则称 M 为 Γ-分次 A-模, 简称分次 A-模. 如果 x ∈ Mγ , 则称 x 为齐次元, 并在
x 6= 0 的情形定义其次数为 degx := γ.

� 如果 M 和 M ′ 是 Γ-分次 A-模, 而 A-模同态 ϕ : M → M ′ 对所有 γ ∈ Γ 满
足 ϕ(Mγ) ⊂M ′γ , 则称 ϕ 为 Γ-分次 A-模同态.

� 若 N 是 M 的 A-子模, 满足

N =
⊕
γ∈Γ

Nγ , Nγ := N ∩Mγ ,

则称 N 为 M 的分次 A-子模; 此时 M/N 也是 Γ-分次 A-模.

(ii) 设 R 是交换的 Γ-分次环, 而 A 是 Γ-分次环, 同时也具有 R-代数的结构, 使得 A

作为 R-模是 Γ-分次模, 则称 A 为 Γ-分次 R-代数, 简称分次 R-代数. 一如无分
次的场景, 这也等价于指定 Γ-分次环同态 R→ A.

� 如果 A 和 B 是 Γ-分次 R-代数 (容许非交换), 而 R-代数同态 ϕ : A→ B 同
时是 Γ-分次环的同态, 则称 ϕ 为 Γ-分次 R-代数同态.

� 如果 I 是 A 的分次理想, 则 A/I 也自然地成为 Γ-分次 R-代数.

任何环 A 都可以视为 Γ-分次环, 方法是置之于直和分解中 γ = 0 的项; 相应地, 任
意 A-模 M 也能按相同方法视为 Γ-分次 A-模. 这种分次结构称为平凡分次结构.
一个 Γ-分次环 A 本身也是 Γ-分次左 (或右) A-模, 其分次左 (或右) 理想无非是分

次 R-子模. 另外, 对于 A 的任意分次理想 I, 易见有双射{
J ⊂ A :分次理想, J ⊃ I} {

J̄ ⊂ A/I :分次理想}
J J/I

其原像 J̄ .

1:1

引理 4.1.3 设 J 为 Γ-分次环 A 的理想 (或左理想, 右理想), 则 J 是分次的当且仅当
它能由齐次元生成. 设 M 为 Γ-分次 A-模, 则子模 N 是分次的当且仅当它能由齐次元
生成.

证明 见 [7, 引理 7.4.2].

由引理 4.1.3 立见若 I 和 J 是 Γ-分次环 A 的分次理想, 则 IJ 亦然.
记所有 Γ-分次环 (默认交换) 所成范畴为 RingΓ; 交换环在其中构成的全子范畴

记为 CRingΓ. 当 Γ-分次环 A 选定, 全体 Γ-分次 A-模相对于分次模的同态构成范畴
A-ModΓ.
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设 Γ-分次环 R 交换, 则全体 Γ-分次 R-代数构成范畴 R-AlgΓ, 交换 R-代数在其中
构成的全子范畴记为 R-CAlgΓ.

一族 Γ-分次 A-模 (Mi)i∈I (应要求 I 是 “小” 集, 见注记 1.1.4) 在 A-ModΓ 中有直
和 (亦即余积), 方法是在 A-模的直和 ⊕

i∈IMi 上赋予分次 (
⊕

i∈IMi)γ =
⊕

i∈IMi,γ .
此外, 一族分次子模的交与和仍是分次的.

命题 4.1.4 符号如上, A-ModΓ是Abel范畴. 忘却分次结构给出的忘却函子A-ModΓ →
A-Mod 保所有小 lim−→ 和有限 lim←−; 特别地, 忘却函子是正合的.
另一方面, A-ModΓ 具备所有小积, 记为 ∗∏ 以资区别, 其构造是对所有 γ ∈ Γ 取

∗

(∏
i∈I

Mi

)
γ

:=
∏
i∈I

Mi,γ ;

因此 A-ModΓ 也具备所有小 lim←−.

证明 对于 A-ModΓ 中的同态 ϕ :M →M ′, 易见

� 在 A-Mod 中取的 ker(ϕ), im(ϕ) 和 coker(ϕ) =M ′/ im(ϕ) 都是 Γ-分次的;

� ker(ϕ) 及 coker(ϕ) 在 A-ModΓ 中仍分别具有核及余核所需的泛性质;

� 同构 M/ ker(ϕ) ∼→ im(ϕ) 是分次 A-模的同构.

代入 [8, 定义 2.1.1] 可见 A-ModΓ 是 Abel 范畴, 且忘却函子保 ker 及 coker.
另一方面, 忘却函子显然保小直和. 由于从 ker, coker 和小直和足以构造所有小

lim−→ 和有限 lim←−, 断言第一部分得证.
关于积的第二部分是直接了当的验证.

根据以上描述, 忘却函子显然不保持无穷积.

注记 4.1.5 如采取 [8, 定义 1.5.2] 的术语, 可以说 A-ModΓ → A-Mod 生所有小 lim−→ 和
有限 lim←−, 这是因为此函子是保守函子, 见 [8, 定义 1.5.4 和注记 1.5.5].

约定 4.1.6 后续考虑的分次环默认交换.

关于分次环的分次素理想和局部化, 可参考 §§B.3–B.4; 其初步同调性质可参考
§B.5.
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4.2 滤过结构
本节考虑的环 A 不要求交换; 在非交换情形, A-模应区分左右, 而 A 的理想也有

左右或双边之分. 一如 §4.1, 我们考虑的模默认为左模, 理想默认为双边理想.
首先考虑一般的偏序加法幺半群 (Γ,≤) (定义 B.1.3); 关于序结构的术语可参考 [7,

§1.2].

定义 4.2.1 (滤过环及其上的模) 所谓 Γ-滤过环,是一个环A连同加法子群族 {FγA}γ∈Γ,
满足

� (降性质) γ ≤ η =⇒ FγA ⊃ FηA,

� 对所有 γ, γ′ ∈ Γ 皆有 FγA · Fγ′
A ⊂ Fγ+γ′

A.

� 1A ∈ F0A.

给定 Γ-滤过环 A, 所谓 Γ-滤过 A-模, 是一个 A-模 M 连同加法子群族 {FγM}γ∈Γ, 满
足

� (降性质) γ ≤ η =⇒ FγM ⊃ FηM ,

� 对所有 γ, γ′ ∈ Γ 皆有 FγA · Fγ′
M ⊂ Fγ+γ′

M .

若 A =
⋃
γ∈Γ FγA (或 M =

⋃
γ∈Γ FγM), 则称 A (或 M) 的 Γ-滤过结构为穷竭的;

若
⋂
γ FγA = {0A} (或

⋂
γ FγM = {0}), 则称 A (或 M) 的 Γ-滤过结构为分离的.

以上概念精确而言应称为降滤过. 稍后的约定 4.2.10 将介绍升滤过.

定义 4.2.2 (滤过结构之间的同态和严格同态) 设 A 和 A′ 为 Γ-滤过环, 而 ϕ : A→ A′

为环同态:

� 若 ϕ(FγA) ⊂ FγA′ 恒成立, 则称 ϕ 为 Γ-滤过环之间的同态;

� 若进一步要求 ϕ(FγA) = im(ϕ) ∩ FγA′ 恒成立, 则称 ϕ 为严格同态.

类似地, 给定 Γ-滤过环 A, 设 M 和 M ′ 为 Γ-滤过 A-模, 而 ψ :M →M ′ 为 A-模同态:

� 若 ψ(FγM) ⊂ FγM ′ 恒成立, 则称 ψ 为 Γ-滤过 A-模之间的同态;

� 若进一步要求 ψ(FγM) = im(ψ) ∩ FγM ′ 恒成立, 则称 ψ 为严格同态.

将态射取为定义 4.2.2 中的同态 (或严格同态), 便得到 Γ-滤过环构成的范畴
FRingΓ (或 FRings

Γ), 而 Γ-滤过环 A 上的模亦构成范畴 A-FModΓ (或 A-FMods
Γ).

按照惯例, Γ-滤过交换环在 FRingΓ (或 FRings
Γ) 中构成的全子范畴另记为

FCRingΓ (或 FCRings
Γ).
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尽管 FRings
Γ (或 A-FMods

Γ) 只是 FRingΓ (或 A-FModΓ) 的子范畴, 但同构的概念
相同: ϕ : A→ A′ (或 ψ : M →M ′) 是同构当且仅当它是环 (或 A-模) 同构, 而且对所
有 γ 皆诱导 FγA ∼→ FγA (或 FγM ∼→ FγM ′).

例 4.2.3 (平凡滤过) 设 (Γ,≤) 为全序加法幺半群, 则任何环 A 都有以下的平凡 Γ-滤
过结构:

FγA =

{
A, γ ≤ 0

{0A}, γ > 0.

赋予 A 平凡 Γ-滤过. 对所有 A-模 M , 易见 M 上的 Γ-滤过相当于一族 A-子模
{FγM}γ∈Γ, 满足降性质 γ ≤ η =⇒ FγM ⊃ FηM .
特别地, 对所有 A-模 M 皆能赋予平凡 Γ-滤过

FγM =

{
M, γ ≤ 0

{0}, γ > 0.

取环和模的平凡滤过分别给出函子 Ring→ FRings
Γ 和 A-Mod→ A-FMods

Γ.

定义 4.2.4 (诱导滤过) 设 M 为 Γ-滤过 A-模, N 为其 A-子模.

� 定义 FγN := N ∩ FγM , 使 N 成为 Γ-滤过 A-模, 称为子模 N 上的诱导滤过.

� 定义 Fγ(M/N) := im [FγM →M/N ], 称为商模 M/N 上的诱导滤过.

以下结论阐明严格同态的意义.

命题 4.2.5 设 ψ : M → M ′ 为 Γ-滤过 A-模同态, 分别赋予商模 M/ ker(ψ) 和子模
im(ψ) 来自 M 和 M ′ 的诱导滤过, 则由 ψ 诱导的 A-模同态 ψ̄ : M/ ker(ψ) → im(ψ)

是 Γ-滤过 A-模同态; 它是同构当且仅当 ψ 是严格同态.

证明 对任意 γ ∈ Γ 和 x ∈ Fγ(M/ ker(ψ)), 存在 x 的代表元 x̃ ∈ FγM , 而 ψ̄(x) =

ψ(x̃) ∈ FγM ′. 因此 ψ̄ 是 Γ-滤过 A-模同态.
已知 ψ̄ 是 A-模同构. 它是 Γ-滤过 A-模同构当且仅当 ψ̄ (Fγ(M/ ker(ψ))) =

Fγ(im(ψ)) 恒成立; 根据诱导滤过的定义, 这也等价于严格同态的条件 ψ (FγM) =

im(ψ) ∩ FγM ′.

例 4.2.6 给定一族 Γ-滤过 A-模 (Mi)i∈I , 它们作为 A-模的直和 M :=
⊕

i∈IMi 带
有 Γ-滤过 FγM :=

⊕
i∈I FγMi (其中 γ ∈ Γ). 对所有 i ∈ I, 由定义可见包含同态

ιi :Mi →M 和投影同态 pi :M →Mi 都是严格的.

例 4.2.7 (来自分次结构的滤过结构) 设 A 为 Γ-分次环. 定义

FγA :=
⊕
η≥γ

Aη,
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则 A 连同 F•A 成为 Γ-滤过环. 对于所有 Γ-分次 A-模 M , 类似地定义

FγM :=
⊕
η≥γ

Mη,

则 M 连同 F•M 成为 Γ-滤过 A-模. 任何 Γ-分次环同态 ϕ : A → A′ (或 Γ-分次 A-模
同态 ψ : M → M ′) 都是 Γ-滤过环 (或 Γ-滤过 A-模) 的严格同态. 由此得到函子
RingΓ → FRings

Γ (或 A-ModΓ → A-FMods
Γ).

下面介绍另一方向的构造.

定义 4.2.8 设 A 为 Γ-滤过环, M 为 Γ-滤过 A-模, 定义 Γ-分次环 grA =
⊕

γ grγ A 和
Γ-分次 A-模 grM =

⊕
γ grγM 如下:

grγ A := FγA
/∑

η>γ

FηA,

grγM := FγM
/∑

η>γ

FηM.

此构造给出函子

gr : FRingΓ → RingΓ, gr : A-FModΓ → A-ModΓ.

在必须突出滤过结构的场合, 也记 grF A = grA 和 grF M = grM .

此处对 γ ∈ Γ 对应的直和项采取上标而非 §4.1 的下标记法, 只为和降滤过的上标
符号保持一致.

具体地说, 为了定义 grA 的乘法, 对所有 x ∈ grγ A 和 y ∈ grη A 任选其代表元
x̃ ∈ FγA 和 ỹ ∈ FηA, 然后定义

xy := x̃ỹ 在 grγ+η A 中的像.

在定义 B.1.3 的基础上, 关于 xy 良定义以及 grA 成为 Γ-分次环的验证纯属例行公事,
留给读者. 同理, 通过取 a ∈ grγ A和 x ∈ grηM 的代表元 ã和 x̃来定义 ax ∈ grγ+ηM
为 ãx̃ 的像, 可验证 grM 确实成为 Γ-分次 grA-模.
如果 A 交换, 则 grA 显然也交换, 故 gr 限制为函子 FCRingΓ → CRingΓ.
如果 Γ-滤过环 A 来自例 4.2.7 的构造, 则对所有 γ 皆有

grγ A =
⊕
η≤γ

Aη

/⊕
η>γ

Aη = Aγ ,

而 grA 正是 A 连同原有的 Γ-分次结构. 这表明:

� 合成函子 RingΓ → FRingΓ

gr
RingΓ 同构于 id;
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� 同理, 给定 RingΓ 的对象 A, 合成函子 A-ModΓ → A-FModΓ

gr
A-ModΓ 同构于

id.

参考例 4.2.6 易见 A-FModΓ 是加性范畴, 然而它通常不是 Abel 范畴. 另一方面,
命题 4.1.4 表明 (grA)-ModΓ 是 Abel 范畴, 因而有正合列的概念.

命题 4.2.9 设有 Γ-滤过环 A 连同 Γ-滤过 A-模 M ′, M , M ′′. 给定 A-模的短正合列

0 → M ′
f
M

g
M ′′ → 0, 并且要求 f 和 g 都是 A-FModΓ 的态射. 若 F•M ′ 和

F•M ′′ 是 F•M 的诱导滤过 (定义 4.2.4), 则

0→ grM ′
gr f

grM
gr g

grM ′′ → 0

是 (grA)-ModΓ 中的正合列.

证明 正合性在 (grA)-ModΓ 中可逐项验证, 问题归结为对所有 γ ∈ Γ 检验

0→ grγM ′ → grγM → grγM ′′ → 0

是加法群的正合列. 鉴于 grγ 和诱导滤过的定义, 一切化约为标准的同构定理.

约定 4.2.10 (升滤过) 在前述定义中, 若以 Γ 的相反序 ≤op 代替 ≤, 得到的滤过结构改
用下标记为 FγA (或 FγM), 其中 γ ∈ Γ. 相较于此前的理论, 唯一差别在于降性质须改
为升性质

γ ≤ η =⇒ FγA ⊂ FηA (或 FγM ⊂ FηM ).

相应地, grA 和 grM 的定义分别以下标改写为

grγ A := FγA
/∑

η<γ

FηA,

grγM := FγM
/∑

η<γ

FηM.

在必须区分的场合, 我们将这种滤过结构称为升滤过.

最常见的是 Γ 为 Z≥0, Z≤0 或 Z 的情形. 此时环 A (或 A-模 M) 上的降滤过表作

· · · ⊃ FpA ⊃ Fp+1A ⊃ · · · (或 · · · ⊃ FpM ⊃ Fp+1M ⊃ · · · ),

而升滤过表作

· · · ⊂ FpA ⊂ Fp+1A ⊂ · · · (或 · · · ⊂ FpM ⊂ Fp+1M ⊂ · · · ).

以下仍考虑降滤过, 尽管所有陈述都有相应的升版本.
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例 4.2.11 赋予环 A 例 4.2.3 的平凡 Z-滤过 (或 Z≥0-滤过). 易见使一个 A-模 M 成为
Z-滤过 (或 Z≥0-滤过) A-模相当于指定一列 A-子模

· · · ⊃ FpM ⊃ Fp+1M ⊃ · · · , p ∈ Z (或 p ∈ Z≥0).

推而广之, 若 A 带有满足 F0A = A 的 Z-滤过 (或 Z≥0-滤过), 而 M 是 Z-滤过 (或
Z≥0-滤过) A-模, 则每个 FpM 都是 M 的子模, 这是因为 F0A · FpM ⊂ FpM ; 同理, 每
个 FpA 都是 A 的理想. 以下是一类重要实例.

例 4.2.12 (I-进滤过) 设 A 为环, I 为 A 的理想. 以下设 p ∈ Z≥0:

� A 对 FpA := Ip 成为 Z≥0-滤过环;

� 对于任意 A-模 M , 它对 FpM := IpM 成为 Z≥0-滤过 A-模.

滤过所需的性质是自明的, 这种滤过统称为 I-进滤过, 主要用于 A 交换的情形.
所有 A-模同态 ψ : M → M ′ 都是 I-进滤过 A-模的同态, 因此取 I-进滤过给出函

子 A-Mod→ A-FModZ≥0
. 注意到严格同态所要求的等式 ψ(IpM) = im(ψ) ∩ IpM ′ 对

一般的 ψ 和 p 不成立.

引理 4.2.13 以下设 Γ ∈ {Z≥0,Z}. 设 ϕ : A→ A′ 为 Γ-滤过的环同态, A 分离且穷竭.
若 grϕ 单, 则 ϕ 亦然.
类似地, 设 ψ : M → M ′ 为 Γ-滤过 A-模同态, M 分离且穷竭. 若 grψ 单, 则 ψ

亦然.

证明 和 [8, 命题 5.1.4 (i)] 完全相同, 自证亦不难.

4.3 多项式函数
本节内容是 §4.4 的基础. 回忆一则基本事实: 整环上的一个 n 次多项式由它在

n+ 1 个相异点上的取值完全确定 (n ≥ 0).

定义 4.3.1 对于函数 H : Z → C 和 $ ∈ Z≥1, 如果 H 限制在每个 mod $ 剩余类
上都来自于某个多项式函数 (必唯一), 则称 H 为以 $ 为周期的准多项式; 此时定义
degH 为对每个剩余类上对应的多项式次数取极大值. 如果对于每个剩余类, 对应的多
项式系数都属于 C 的某个子域 K, 则称 H 的系数在 K 上.

周期的选取并非唯一, 比如可用 $ 的倍数代 $, 但不难看出次数和系数域的定义
不依赖周期选取. 周期 1 的准多项式无非是多项式函数.

定义 4.3.2 如果多项式 f ∈ Q[X] 在所有整数点取值皆为整数, 则称 f 为整值多项式.

引理 4.3.3 设 f ∈ Q[X]. 以下陈述等价:
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(i) f =
∑
d≥0 bd

(
X+d
d

)
, 其中 bd ∈ Z, 至多有限项非零;

(ii) f 是整值多项式;

(iii) f(k) 对于充分大的整数 k 都是整数.

证明 按照 δf := f(X) − f(X − 1) 定义 δ ∈ EndQ(Q[X]). 二项式系数的性质蕴涵当
d ≥ 1 时

δ

(
X + d

d

)
=

(
X + d− 1

d− 1

)
.

由于多项式 (
X+d
d

) 在负整数上取零, 而在 d = 0 时是常数 1, 由上式可递归地推得(
X+d
d

) 是整值多项式. 于是 (i) =⇒ (ii).
(ii) =⇒ (iii) 是平凡的. 以下说明 (iii) =⇒ (i). 基于次数的理由, 所有 f ∈ Q[X]

都能展开为有限和 ∑
d≥0 bd

(
X+d
d

)
, 其中 bd ∈ Q. 设 f 6= 0. 注意到 f, δf, δ2f, . . . 中的

最后一个非零多项式是 bdeg f , 而且这些多项式对充分大的整数皆取整值, 故 bdeg f ∈ Z.
命 f1 := f − bdeg f

(
X+deg f

deg f
)
, 则 deg f1 < deg f , 而且 k � 0 =⇒ f1(k) ∈ Z. 递归

可得 bd ∈ Z 对所有 d 成立. 此即 (i).

4.4 Hilbert–Samuel函数和多项式
选定有限生成加法幺半群 Γ, 并考虑 Γ-分次环 R.

引理 4.4.1 设 Γ 具消去律 (定义 B.1.1), 而 M 为 Γ-分次 R-模. 若 x ∈ M 是齐次元,
则 (1.1.2) 定义的 ann(x) 是 R 的分次理想; 此外 (1.1.3) 定义的 ann(M) 也是 R 的分
次理想.

证明 设 x ∈ M 齐次, 则由 Γ 中的消去律可见 a ∈ R 满足 ax = 0 当且仅当每个
齐次部分 aγ 皆满足 aγx = 0, 故 ann(x) 是分次理想. 既然 M 由齐次元生成, 故
ann(M) =

⋂
x:齐次 ann(x) 也是分次理想.

因此 R/ann(M) 是 Γ-分次环, 而 M 是 Γ-分次 R/ann(M)-模.

定义 4.4.2 设 M 为 Γ-分次 R-模. 对于 η ∈ Γ, 定义 M(η) 为以下 Γ-分次 R-模: 它作
为 R-模即 M 本身, 分次结构则是

M(η)γ =Mγ+η, γ ∈ Γ.

易见 M(η1 + η2) =M(η1)(η2). 代入 M = R, 便得到 Γ-分次 R-模 R(η).
从交换群到交换幺半群的忘却函子有称为群化的左伴随函子 Γ 7→ Γgrp, 例如

Zgrp
≥0 = Z = Zgrp; 详见 §B.1. 以下设 Γ 具消去律 (定义 B.1.1), 则 Γ 自然地嵌入其群化

Γgrp (引理 B.1.2), 从而 R 也是 Γgrp-分次环. 设 M 为 Γgrp-分次 R-模, 则

ann(M(η)) = ann(M).
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如果 M 作为 R-模有限生成, 则萃取齐次部分后可设 M 由有限多个齐次元 y1, . . . , yn

生成, 其中 yi ∈ Mδi , δi ∈ Γgrp. 指定这样一族齐次生成元相当于指定 Γ-分次 R-模的
满同态

n⊕
i=1

R(−δi)↠M

(. . . , 0, 1R

i 位置
, 0, . . .) 7→ yi;

(4.4.1)

这是因为 1R ∈ R0 = R(−δi)δi .

引理 4.4.3 给定 Γgrp-分次 R-模 M , 设以下条件成立.

� Γ 无挠, 具消去律, 且为正;

� R0/ann(M) ∩R0 是 Artin 环;

� R 是有限生成 R0-代数;

� M 是有限生成 R-模.

则 Mγ 对于所有 γ ∈ Γgrp 都是有限长度 R0-模.

证明 以 R/ann(M) 代 R, 原条件不受影响, 问题遂化约到 ann(M) = 0 的情形. 基于
(4.4.1), 问题化到每个 M = R(−ηi); 平移下标, 可进一步将问题化到 M = R 的情形.
不妨设 R 作为 R0-代数由齐次元 x1, . . . , xm 生成, 其中 xi ∈ Rδi 而 δi 6= 0. 对所

有 γ ∈ Γ, 作为 R0-模的 Rγ 由所有 “单项式”

xa11 · · ·xamm , ai ∈ Z≥0,
m∑
i=1

aiδi = γ

生成. 满足上式的 (a1, . . . , am) 个数有限. 诚然, 依命题 B.2.2 可取到幺半群同态
λ : Γ→ Z≥0, 使得 λ(γ) = 0 ⇐⇒ γ = 0; 若 ∑m

i=1 aiδi = γ 则 ∑m
i=1 aiλ(δi) = λ(γ), 而

λ(δi) ∈ Z≥1 导致 0 ≤
∑m
i=1 ai ≤ λ(γ), 故 (a1, . . . , am) 的选择有限.

最后, 由于 R0 是 Artin环, 它也是有限长度 R0-模 (定理 3.3.1), 故有限生成 R0-模
必为有限长度.

对于有限长度 R0-模, 有相应的长度函数 `R0 , 见定义–定理 3.1.7.

定义 4.4.4 (Hilbert–Samuel函数) 设 Γ, R 和 M 满足引理 4.4.3 的条件. 相应的
Hilbert–Samuel 函数定义为

χ(M, ·) : Γgrp → Z≥0, χ(M,γ) := `R0
(Mγ).

观察到 χ(M(η), γ) = χ(M,η + γ). 设有 Γgrp-分次 R-模的正合列

0→M1 → · · · →Mk → 0, (4.4.2)
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而且 R 连同每个 Mi 都满足引理 4.4.3 的条件, 则有
k∑
i=1

(−1)iχ(Mi, ·) = 0,

这是因为对所有 γ ∈ Γgrp 都有 R0-模的正合列 0 → M1,γ → · · · → Mk,γ → 0, 而长度
函数 `R0 对短正合列有加性.

例 4.4.5 取 Γ = Z≥0 和带有标准分次结构的 R = M = k[X1, . . . , Xn], 其中 k 是域,
则之前的条件悉数成立. 简单的组合学知识表明

χ(M,γ) = dimk k[X1, . . . , Xn]deg=γ =

(
γ + n− 1

n− 1

)
对所有 γ ∈ Z 成立, 这是关于 γ 的 n− 1 次多项式函数.

也可以由生成函数来理解 Hilbert–Samuel 函数, 为此需要采用定义 B.2.3.

定义 4.4.6 (Poincaré级数) 设 Γ 无挠, 具消去律, 且为正. 设 Γ-分次环 R 和 Γgrp-分
次 R-模 M 满足

� R0/ann(M) ∩R0 是 Artin 环;

� R 是有限生成 R0-代数;

� M 是有限生成 R-模.

相应的 Poincaré 级数定义为形式和

PM :=
∑

γ∈Γgrp

χ(M,γ)Xγ ∈ Z((Γ)).

关于 Z((Γgrp)), 请见定义 B.2.3.

定义 4.4.6 是合理的: 设 M 有齐次非零生成元 y1, . . . , yn, 则仅当 γ ∈ Γ +∑n
i=1 deg(yi) ⊂ Γgrp 时才可能有 Mγ 6= 0. 此外, 定义也直接导致

XηPM(η) = PM . (4.4.3)

维持对 Γ 的假设. 对于所有环 k, 引理 B.2.7 蕴涵 1 − Xγ 对所有 γ ∈ Γ r {0} 都
是 kJΓK 的可逆元, 而引理 B.2.6 确保 k[Γgrp] ⊂ k((Γ)). 在以下结论中取 k = Z.

定理 4.4.7 (D. Hilbert, J.-P. Serre) 设 Γ, R 和 M 满足定义 4.4.6的条件. 取 n ∈ Z≥0
和齐次元 x1, . . . , xn ∈ R r {0} 使得 R = R0[x1, . . . , xn]. 记 ηi := degxi ∈ Γ, 则存在
唯一的 Q ∈ Z[Γgrp] 使得

PM =
Q∏n

i=1(1−Xηi)

在 Z((Γ)) 中成立.
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98 第四章 分次和滤过结构

证明 唯一性显然. 至于存在性, 对 n 递归地论证如下. 首先以 R/ann(M) 代 R, 不妨
设 R0 是 Artin 环, 于是 R 是 Noether 环. 若 n = 0 则 R = R0, 而 M 的有限生成条
件导致至多仅有有限多个 γ 满足 Mγ 6= 0, 此时 PM = Q ∈ Z[Γgrp].
以下设 n ≥ 1. 选定 1 ≤ i ≤ n. 命

Z := ker
[
M

xi·
M(ηi)

]
, Y := coker

[
M(−ηi)

xi·
M

]
;

它们仍是有限生成 Γgrp-分次 R-模, 且有 Γgrp-分次 R-模的正合列

0→ Z →M
xi·

M(ηi)→ Y (ηi)→ 0. (4.4.4)

基于 χ(M, ·) 对正合列的加性,

PM(ηi) − PM = PY (ηi) − PZ ∈ Z((Γgrp)).

两边同乘以 Xηi , 则根据 (4.4.3) 可得

(1−Xηi)PM = PY −XηiPZ .

将上式两边同乘以 ∏
j 6=i(1 − Xηj ). 由于 xi 零化 Y 和 Z, 以 R/(xi) 代 R 并应用

递归假设可知右式给出 Z[Γgrp] 的元素, 此即所求之 Q.

以下专注于 Γ = Z≥0 的情形, 此时 Γgrp = Z 而

k[Γ] = k[X], kJΓK = kJXK, k[Γgrp] = k[X,X−1], k((Γ)) = k((X)),

其中 X 代表变元.

定理 4.4.8 设 R 为 Z≥0-分次环, M 为 Z-分次 R-模, 要求:

� R0/ann(M) ∩R0 是 Artin 环;

� R = R0[x1, . . . , xn], 其中 x1, . . . , xn ∈ Rr {0} 为齐次元;

� M 为有限生成 R-模.

命 e := lcm(degx1, . . . , degxn). 此时存在唯一的周期 e 准多项式 HM (相关概念见定
义 4.3.1), 使得

γ � 0 =⇒ χ(M,γ) = HM (γ).

此外, HM 的系数在 Q 上而 degHM ≤ n− 1. 称 HM 为 M 的 Hilbert 准多项式.

证明 唯一性显然. 对于存在性, 重拾定理 4.4.7 的论证如下. 对 n 递归. 首先以
R/ann(M) 代 R, 不妨设 R0 是 Artin 环, 于是 R 是 Noether 环. 若 n = 0 则 R = R0,
而有限生成条件导致 γ � 0 =⇒ Mγ = 0, 此时取 HM 为零多项式, degHM = −∞.
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以下设 n ≥ 1. 对所有 1 ≤ i ≤ n 命 ηi := degxi. 从 (4.4.4) 得到
χ(M,γ + ηi)− χ(M,γ) = χ(Y, γ + ηi)− χ(Z, γ), γ ∈ Z.

由于 xi 零化 Y 和 Z, 以 R/(xi) 代 R 并应用递归假设可知右式在 γ � 0 时是周
期为 lcm(. . . , η̂i, . . .) (符号 ·̂ 代表省略该项), 次数 ≤ n − 2 的准多项式, 系数在 Q 上.
对所有 1 ≤ i ≤ n 考虑上述等式, 相应的差分方程和初等数论表明: 当 γ � 0 且限制在
一个 mod e 同余类中时, γ 7→ χ(M,γ) 是一个次数 ≤ n − 1 的多项式函数, 系数在 Q
上.

推论 4.4.9 在定理 4.4.8 的场景中, 进一步要求 degxi = 1 对所有 1 ≤ i ≤ n 成立; 换
言之, 我们要求 R 由有限多个 1 次齐次元生成.

(i) 存在唯一的 d ∈ Z≥0 和 Q0 ∈ Z[X,X−1] 使得 Q0(1) 6= 0 而 PM =
Q0

(1−X)d
.

(ii) 定理 4.4.8 中的 HM 是整值多项式 (定义 4.3.2).

(iii) 当 d = 0 时 HM = 0; 当 d ≥ 1 时命 e(M) := Q0(1), 则 e(M) ∈ Z≥1 而

HM =
e(M)Xd−1

(d− 1)!
+低次项.

证明 对于 (i), 定理 4.4.7 及条件给出 Q := (1−X)nPM ∈ Z[X,X−1]. 通分后得到唯
一的 0 ≤ d ≤ n 和 Q0 ∈ Z[X,X−1] 使得 Q0(1) 6= 0 而 PM = Q0

(1−X)d
.

对于 (ii), 定理 4.4.8 蕴涵 HM 是多项式. 由于 k � 0 时 HM (k) = χ(M,k) ∈ Z,
引理 4.3.3 蕴涵 HM 是整值多项式.

对于 (iii), 设有 d = 0, 则 PM ∈ Z[X,X−1] 导致 k � 0 时 HM (k) = χ(M,k) = 0,
故 HM = 0.

接着设 d ≥ 1. 首先用适当的 M(η) 代 M , 其中 η ∈ Z, 通过 (4.4.3) 可确保
Q0 ∈ Z[X]; 这不改变 d 和 Q0(1), 同时 HM 只差一个平移, 不影响其最高次项. 接着在
d ≥ 1 的前提下将 Q0 分解为有限和

∑
h≥0 ah(1−X)h, 则

PM =
a0

(1−X)d
+

a1
(1−X)d−1

+ · · · .

需要以下初等事实: 对所有 h ∈ Z≥1 都有形式幂级数的等式
1

(1−X)h
=
∑
k≥0

(
k + h− 1

h− 1

)
Xk;

这点容易以形式求导或由二项式系数的性质递归地证明.
综上, Xk 在形式幂级数 PM 与 a0

(1−X)d
中的系数都是关于 k 的多项式函数, 而

且两者对 k 的最高次项相同. 前一个多项式函数无非是 k 7→ χ(M,k), 后一多项式函
数则是

k 7→ a0

(
k + d− 1

d− 1

)
=

a0k
d−1

(d− 1)!
+关于 k 的低次项,
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100 第四章 分次和滤过结构

而 a0 = Q0(1) ∈ Z r {0}. 因为 χ(M,k) 恒非负, 故 e(M) := a0 ≥ 1. 明所欲证.

定义 4.4.10 在推论 4.4.9 的场景中, 称 HM 为 M 的 Hilbert–Samuel 多项式.

4.5 拉开环和 Rees环
回忆 §4.2 探讨的滤过结构. 本节的滤过默认为降滤过, 开头部分处理的环容许为

非交换环.

定义 4.5.1 (Rees环和模: 一般情形) 设 (Γ,≤) 为偏序加法幺半群, A 为 Γ-滤过环; 此
处不要求 A 交换, 记它带有的滤过为 {FγA}γ∈Γ. 相应的 Rees 环 RF(A) 定义为以下
的 Γ-分次环: 作为加法群,

RF(A) :=
⊕
γ∈Γ

FγA,

直和项之间的乘法来自 A 的乘法

A×A A

FγA× FηA Fγ+ηA,

⊂ ⊂

按双线性延拓到 RF(A), 而幺元是 1A ∈ F0A.
对于 Γ-滤过左 A-模 M , 也可以类似地定义 Γ-分次 A-模

RF(M) :=
⊕
γ∈Γ

FγM,

使得 RF(A) 的纯量乘法来自 A×M → M 限制而来的 FγA× FηM → Fγ+ηM . 右模
的情况完全类似.

上述构造对 A 和 M 显然具有函子性. 以下结论也是明白的.

定义–命题 4.5.2 对如上的 A 和 M , 定义

R>F (A) :=
⊕
γ∈Γ

(∑
η>γ

FηA
)
⊂ RF(A),

R>F (M) :=
⊕
γ∈Γ

(∑
η>γ

FηM
)
⊂ RF(M),

则 R>F (A) 是 RF(A) 的分次双边理想, R>F (M) 是 RF(M) 的分次子模, 它们满足

R>F (A) · RF(M) ⊂ R>F (M),

且有分次环的自然同构
RF(A)

/
R>F (A)

∼→ grF(A),
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以及相应的分次模同构
RF(M)

/
R>F (M)

∼→ grF(M).

约定 4.5.3 若无另外说明, 本节后续仅考虑 Γ := Z≥0 给出的降滤过, 统称为滤过; 后
续出现的环默认为交换环.

任何滤过环 R (或 R-模 M) 也是 Z-滤过的, 方法是在 p < 0 时规定 FpR := R (或
FpM =M). 这就为 Rees 环或 Rees 模的定义提供了两种选项, 术语因而有所差异.

定义 4.5.4 (拉开环和 Rees环) 设 R 为滤过环.

� 在定义 4.5.1 中代入 Γ = Z≥0, 得到的 Z≥0-分次环记为

BlF(R) :=
⊕
n≥0

FnR,

称为 R 的拉开环, 它有分次理想

Bl>F (R) :=
⊕
n≥0

Fn+1R.

� 将 R 按照 p < 0 =⇒ FpR = R 作成 Z-滤过环, 在定义 4.5.1 中代入 Γ = Z, 得
到的 Z-分次环记为

RF(R) :=
⊕
n∈Z

FnR

称为 R 的 Rees 环.

在许多常见场景中 R = F0R, 换言之 R 的滤过穷竭; 此时 R 嵌入为 BlF(R) (或
RF(R)) 的子环, 集中在零次部分, 故可以合理地称 BlF(R) (或 RF(R)) 为 R 的拉开
(或 Rees) 代数.

定义 4.5.5 设 R 为滤过环, M 为滤过模. 可以用类似方法定义:

� 分次 BlF(R)-模
BlF(M) :=

⊕
n≥0

FnM,

称为 M 的拉开模, 它有分次子模

Bl>F (M) :=
⊕
n≥0

Fn+1M.

� 分次 RF(R)-模
RF(M) :=

⊕
n∈Z

FnM,

称为 M 的 Rees 模, 其中规定 p < 0 =⇒ FpM := 0.
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102 第四章 分次和滤过结构

因此定义–命题 4.5.2 给出 Bl>F (R) · BlF(M) ⊂ Bl>F (M), 以及分次环和分次模
的同构

BlF(R)/Bl>F (R)
∼→ grF(R),

BlF(M)/Bl>F (M)
∼→ grF(M).

(4.5.1)

不致混淆时, 我们将省略关于滤过的下标 F, 采取如 R(· · · ), Bl(· · · ) 和 gr(· · · ) 的
记法.

一种方便的观点是引入变元 X, 作等同

BlF(R) =
∞⊕
n=0

(FnR)Xn ⊂ R[X],

RF(R) =
⊕
n∈Z

(FnR)Xn ⊂ R[X,X−1],
(4.5.2)

其中的 ⊂ 都是分次子环的包含; 在 F0R = R 的场合, 以上包含关系进一步给出分次
R-子代数.

构造对于滤过 R-模 M 也有相应版本. 照例对 p < 0 规定 FpM = M . 任给变元
X, 引入符号

M [X] :=M ⊗
R
R[X] =

∞⊕
n=0

M ⊗Xn,

M [X,X−1] :=M ⊗
R
R[X,X−1] =

⊕
n∈Z

M ⊗Xn.

拉开模和 Rees 模因而分别等同于

BlF(M) =

∞⊕
n=0

(FnM)⊗Xn ⊂M [X],

RF(M) =
⊕
n∈Z

(FnM)⊗Xn ⊂M [X,X−1].

在 F0R = R 的场合, 以上包含关系进一步给出分次 R-子模.
记 T := X−1. 这是 RF(R) 的 −1 次齐次元, 从而

RF(R) = R[T ]⊕
⊕
n≥0

(FnR)T−n ⊂ R[T, T−1],

RF(M) =M [T ]⊕
⊕
n≥0

(FnM)⊗ T−n ⊂M [T, T−1],
(4.5.3)

请读者检验当 F0R = R 时, RF(R) 和 RF(M) 分别是 R[T, T−1] 和 M [T, T−1] 的
R[T ]-子模.

命题 4.5.6 (Rees代数作为形变) 设 R 为滤过环, M 为滤过 R-模.

(i) 元素 T := X−1 不是 RF(R) 或 RF(M) 的零因子 (定义 1.1.7).
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(ii) 有分次环的典范同构
RF(R)/(T ) ' grF(R)

以及相匹配的分次模同构

RF(M)/TRF(M) ' grF(M),

两者在 F0R = R 时都是 R-线性的.

(iii) 考虑局部化 RF(R)[T
−1], 则有典范环同构

RF(R)[T
−1]

∼→ R[T, T−1],

它对所有 p ∈ Z 和 q ∈ Z≥0 限制为包含映射 FpR ↪→ R 诱导的 ((FpR)T p)T−q →
RT p−q; 相应地, 也有模同构

RF(M)[T−1] 'M [T, T−1].

证明 以下只讨论 RF(R) 的情形; 涉及 M 的论证无异.
对于 (i), T 的乘法作用无非是包含映射 FpR ↪→ Fp−1R, 其中 p ∈ Z.
对于 (ii), 暂且将 R 上的 Z-滤过记为 F′, 以严格区别于原有的 Z≥0-滤过 F. 由于

T 是次数为 −1 的齐次元, 结合上一点可得 Z-分次理想的等式

(T ) =
⊕
n∈Z

(F′)n+1R = R>0
F′ (R),

右式如定义–命题 4.5.2. 根据该处结论, 相应地有分次代数的等式

RF′(R)/(T ) = grF′(R).

但从定义立见 grF′(R) 不过是对 grF(R) 在负次数补零所得出的分次代数, 两者实质无
异. 关于 R-线性的断言自明.
考虑 (iii), 局部化正合, 故 RF(R)[T

−1] 可视同于 R[T, T−1][T−1] = R[T, T−1] 的
子环, 它是向 RF(R) 添入 T−1 的产物; 由 (4.5.3) 立见这无非 R[T, T−1]. 映射的给法
应当是自明的.

注记 4.5.7 给定环 R 及其理想 I. 若 F•R (或 F•M) 是例 4.2.12 的 I-进滤过, 特别地
F0R = R, 则在上述构造中另记

BlI(R) := BlF(R) (或 BlI(M) := BlF(M)),
RI(R) := RF(R) (或 RI(M) := RF(M)).

引入变元 X; 鉴于 (4.5.2) 的描述, 记法

BlI(R) = R[IX], RI(R) = R[X−1, IX]
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是合理且便利的. 此外,

Bl>I (R) = IBlI(R), Bl>I (M) = IBlI(M).

在 I-进滤过的情形, 拉开代数的构造与代数几何学中的 “拉开” 操作密切相关, 这
是拉开一词的缘由.

Rees 代数在 I-进滤过的情形同样有几何意义, 细说如下.

注记 4.5.8 (向法锥形变) 回忆命题 1.3.7, 可见在 F0R = R 的前提下, 命题 4.5.6 (ii)的
同构相当于说

RF(R) ⊗
R[T ]

R[T ]

(T )
' grF(R), RF(M) ⊗

R[T ]

R[T ]

(T )
' grF(M).

另一方面, 对于任意 u ∈ R×, 基于同构

R[T ]/(T − u) R R[T, T−1]/(T − u)

T u

u±1 T±1,

∼ ∼

命题 1.3.5 连同命题 4.5.6 (iii) 的同构表明

RF(R) ⊗
R[T ]

R[T ]

(T − u)
' RF(R) ⊗

R[T ]
R[T, T−1] ⊗

R[T,T−1]

R[T, T−1]

(T − u)

' R[T, T−1] ⊗
R[T,T−1]

R[T, T−1]

(T − u)
' R;

同理, RF(M) ⊗
R[T ]

R[T ]
(T−u) 'M . 用代数几何的术语来说, Rees 的构造表征 R (或 M) 的

一族形变, 以 t ∈ R 为参数; 形变在可逆的 t 处是原来的 R (或 M), 而在 t = 0R 处
是 grF R (或 grF M). 在 I-进滤过的情形, R/I-代数 grR 在几何上对应于 I ⊂ R (或
V (I) ⊂ Spec(R)) 的 “法锥”.

例 4.5.9 以下计算拉开环的一类重要例子. 考虑交换环 k 上的 n 元多项式代数
R := k[T1, . . . , Tn]; 对 R 的理想 I := (T1, . . . , Tm) 定义 R-代数的同态

u : R[X1, . . . , Xm]→ BlI(R) =
⊕
r≥0

Ir,

使得 u(Xi) 是 Ti 在 BlI(R)1 = I 中的像 (1 ≤ i ≤ n). 显然 u 满, 故诱导分次 R-代数
的同构

u : R[X1, . . . , Xn]/ ker(u) ∼→ BlI(R).

命 J 为所有 TiXj − TjXi 生成之理想 (1 ≤ i < j ≤ m). 以下说明 ker(u) = J , 这将为
BlI(R) 提供一则具体描述.
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§4.6 Artin–Rees 引理及其应用 105

要点在于证 ker(u) ⊂ J . 第一步是以 k[Tm+1, . . . , Tn] 代 k, 简化到 m = n 的情形.
接着考虑 R[X1, . . . , Xn] 中的如下元素:

P = T a1i1 · · ·T
ak
ik
X
ak+1

ik+1
· · ·XaK

iK
, 0 ≤ k ≤ K,

a1, . . . , aK ∈ Z≥1, 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ ik+1 < · · · < iK ≤ n;
(4.5.4)

另规定 K = 0 时 P = 1. 将数列 i1, . . . 和 a1, . . . 分别记为 i 和 a. 兹断言 P (或 i 和
a) 由 u(P ) 唯一确定.
诚然, 不论分次则 u(P ) =

∏K
j=1 T

aj
ij

; 当 ik = ik+1 时将它们在 i 中并项, 相应地将
a 中的 ak, ak+1 替换为 ak + ak+1, 得到新数列 i′ 和 a′, 则 u(P ) 唯一确定 i′ 和 a′. 为
了进一步确定 k 和 ak, 从而确定 i 和 a, 讨论 u(P ) 在 BlI(R) 中所处的分次即可 (留意
到 ak ≥ 1).

记 N 为 (4.5.4) 中的元素生成的 k-子模. 上一步表明 u|N 为单射. 若能说明
R[X1, . . . , Xn] ⊂ N + J , 便容易推得 ker(u) ⊂ J . 将 R[X1, . . . , Xn] 中的单项式以多重
指标符号记如 T aXb, 其中 a和 b都是长度 n的非负整数列. 以下说明存在满足 (4.5.4)
的 P 使得 T aXb ≡ P mod J .
记长度 n 的数列 d 中初次 (或末次) 出现非零元的位置为 i(d) (或 j(d)); 若全为 0

则规定该位置为 0 (或 n + 1). 取 (u, v) 使得 T aXb ≡ T uXv mod J , 而且 j(u) − i(v)
尽量小. 若 j := j(u) ≤ i(v) =: i, 则 T uXv 已是 (4.5.4) 的形式. 若 j > i, 则可依
TiXj − TjXi ∈ J 作替换, 在该陪集中得到使 j − i 更小的单项式, 矛盾.

4.6 Artin–Rees引理及其应用
接续约定 4.5.3 关于 Z≥0-降滤过的惯例. 以下设 R 为环, I 为 R 的理想. 赋 R 以

例 4.2.12 的 I-进滤过. 定义 4.2.8 给出相应的 Z≥0-分次环, 记为 grI(R).
本节的理论在 I = R 时平凡, 无妨设 I ( R.

定义 4.6.1 (好滤过) 赋 R 以 I-进滤过. 若滤过 R-模 M 满足:

� F0M =M , 亦即 M 的滤过穷竭,

� 每个 FpM 都是有限生成 R-模,

� 存在 p0 ∈ Z≥0 使得
p ≥ p0 =⇒ I · FpM = Fp+1M,

则称 M 上的滤过为 I-好滤过, 或简称好滤过.

滤过模的定义 4.2.1 蕴涵 I · FpM ⊂ Fp+1M 总是成立, 因此 F0M = M 蕴涵
IpM ⊂ FpM . 当 I 和 M 皆有限生成时, 例 4.2.12 的 I-进滤过总是好滤过.

好滤过可以由对应的拉开模 (定义 4.5.5) 来刻画.
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106 第四章 分次和滤过结构

引理 4.6.2 赋环 R 以 I-进滤过. 设 M 为滤过 R-模, 以下陈述等价:

(i) BlF(M) 是有限生成 BlI(R)-模;

(ii) M 的滤过是 I-好的.

当以上任一条件成立时, grF(M) 是有限生成 grI(R)-模.

证明 (i) =⇒ (ii): 依 §4.5 惯例, 视 BlI(R) 为 R[X] 的子环, 视 BlF(M) 为 M [X] 的
R-子模. 取 BlF(M) 的非零齐次生成元 x1, . . . , xn, 其次数分别记为 d1, . . . , dn. 对于所
有 p ∈ Z≥0, 易见 FpM 作为 R-模由有限子集 {xi : di ≤ p} 生成.

另一方面, 由于 BlF(M) 是分次 BlI(R)-模, 考虑次数易见

p ≥ max{degx1, . . . , degxn} =⇒ (Fp+1M)⊗Xp+1 = (I ⊗X) · (FpM ⊗X),

右式也相当于 M 中的等式 Fp+1M = I · FpM .
(ii) =⇒ (i): 设有符合定义 4.6.1 的 p0, 则分次 BlI(M)-模 BlF(M) 由次数 ≤ p0

的部分生成. 然而 FpM 作为 R = BlI(R)0 上的模也是有限生成的 (0 ≤ p ≤ p0).
最后, (4.5.1) 说明当条件 (i) 成立时, grF(M) 是有限生成 grF(R)-模, 其生成元可

以取为 BlF(M) 的任一族齐次生成元的像.

在 R 为 Noether 环而 M 有限生成的前提下, 我们希望对 R-模 M 研究 grF(M),
其中 F•M 是 M 上的 I-进滤过, 或至少是 I-好滤过. 为了从命题 4.2.9 获取关于
grF(M) 的短正合列, 须赋予 M 的任意子模 M ′ 和商模 M ′′ 诱导滤过 (定义 4.2.4). 若
F•M 是 I-进 (或 I-好) 滤过, 则 M ′′ 上的诱导滤过亦然; 问题对子模 M ′ 则稍加复杂,
它导向定理 4.6.4, 又称 Artin–Rees 引理. 首先是一些准备工作.

引理 4.6.3 若 R 是 Noether 环, 则 BlI(R) 和 grI(R) 分别是 R 和 gr0I(R) = R/I 上的
有限生成代数, 生成元皆可取为 1 次齐次元; 此时 BlI(R) 和 grI(R) 皆是 Noether 环.

证明 取理想 I 的生成元 a1, . . . , an. 引入变元 X, 则可作等同

BlI(R) = R[a1X, . . . , anX] ⊂ R[X],

因此 a1X, . . . , anX 对应的 1 次齐次元生成 R-代数 BlI(R), Hilbert 定理 3.2.4 蕴涵
BlI(R) 是 Noether 环.
理想 Bl>I (R)由 1次齐次元 a1X, . . . , anX 生成. 应用 (4.5.1)取商即得关于 grI(R)

的部分.

定理 4.6.4 (Artin–Rees引理) 设 R 为 Noether 环, 带有 I-进滤过. 设 M 为有限生成
R-模, N 为 M 的子模, 则 M 的 I-进滤过在 N 上所诱导的滤过 (定义 4.2.4)是 I-好的.

证明 诱导滤过的定义是 FpN = N ∩ IpM , 相应的 BlI(R)-模 BlF(N) 是 BlI(M) 的
子模.
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§4.7 滤过给出的 Hilbert–Samuel 多项式 107

由于M 的 I-进滤过当然是 I-好的,引理 4.6.2蕴涵 BlI(M)是有限生成 BlI(R)-模.
引理 4.6.3 表明 BlI(R) 是 Noether 环, 故 BlI(M) 的子模 BlF(N) 也有限生成. 再次应
用引理 4.6.2 遂知 F•N 是 I-好滤过.

Artin–Rees 引理的第一则应用是为 Krull 交定理 3.7.1 提供简短证明.

证明 (定理 3.7.1另证) 取 I 和 M 如定理 3.7.1. 赋 M 以 I-进滤过, 命 N :=⋂
p≥0 I

pM . 显然 N = N ∩ IpM 对所有 p ≥ 0 成立. 定理 4.6.4 确保 N 的诱导
滤过是 I-好的, 换言之当 p� 0 时

N = N ∩ Ip+1M = I(N ∩ IpM) = IN.

这就导致 N = IN . 其余断言的证明仍归于定理 2.3.4.

4.7 滤过给出的 Hilbert–Samuel多项式
书接上节. Artin–Rees 引理的第二则应用关乎 §4.4 介绍的 Hilbert–Samuel 函数

和多项式.

定义–命题 4.7.1 设 R 为带 I-进滤过的 Noether 环, M 是带 I-好滤过的有限生成
R-模. 若 M/IM 是有限长度 R/I-模, 则引理 4.4.3 (取 Γ = Z≥0) 和推论 4.4.9 中的条
件适用于 grI(R) 与 grF(M) (规定 p < 0 时 grpF(M) = 0); 此时每个 M/FpM 都是有
限长度 R-模. 因此可以定义

▷ Hilbert–Samuel 函数 χF(M, ·) : Z→ Z≥0, 映 p 为 `(grpF M);

▷ Poincaré 级数 PF,M =
∑
p χ(grF(M), p)Xp ∈ ZJXK;

▷ Hilbert–Samuel 多项式 HF,M := HgrF(M) ∈ Q[X], 在 HF,M 6= 0 时可表作

HF,M =
e(M)Xd−1

(d− 1)!
+低次项, e(M) ∈ Z≥1. (4.7.1)

当 F•M 是 I-进滤过时, 将上述符号中的下标 F 改记为 I.

证明 考虑分次环 S := grI(R) 和分次 S-模 N := grF(M); 另记 S̄ := S/ann(N). 首
先说明 S̄0 = S0/ann(N) ∩ S0 是 Artin 环. 观察到

S0/ann(N) ∩ S0 =
R/I

annR/I(M/F1M)
.

取 M 的生成元 x1, . . . , xn 及其像 x̄1, . . . , x̄n ∈M/IM , 则 annR/I(M/F1M) 是以下同
态的核:

R/I → (M/F1M)⊕n, r̄ 7→ (r̄x̄i)
n
i=1;

未定稿: 2026-03-18



108 第四章 分次和滤过结构

由于 IM ⊂ F1M , 上述同态的像仍是有限长度模, 故 S0/ann(N) ∩ S0 亦然. 定理 3.3.1
遂说明 S0/ann(N) ∩ S0 是 Artin 环.

引理 4.6.3蕴涵 S 作为 S0-代数由有限多个 1次齐次元生成. 由于 R是 Noether环
而 M 有限生成, 每个 FpM 也都是有限生成的, 故引理 4.6.2 蕴涵 N 是有限生成 S-模.
综上, 引理 4.4.3 和推论 4.4.9 的条件对次 S-模 N 成立; 前者还蕴涵每个 FpM/Fp+1M

都是有限长度模, 故取滤过可见每个 M/FpM 亦然.

在上述场景中, 初等数学给出 KF,M ∈ Q[X] 使得

KF,M (X + 1)−KF,M (X) = HF,M (X),

它精确到常数是唯一的. 因为 p� 0 时 χF(M,p) = HF,M (p), 为了确定相应的常数, 不
妨进一步要求

n� 0 =⇒ KF,M (n) = `(M/FnM) =

n−1∑
p=0

χF(M,p).

对 M 上的 I-进滤过类似地取 KI,M . 以下规定零多项式的次数为 −∞.

命题 4.7.2 在定义–命题 4.7.1 的场景中, HF,M 和 HI,M 有相同的次数, 而且

deg (HF,M −HI,M ) ≤ degHF,M − 1.

因此 HF,M 的最高次项不依赖于 M 上的 I-好滤过 F•M . 若分别以 KF,M 和 KI,M 代
替 HF,M 和 HI,M , 结论亦同.
特别地, 当 HF,M 6= 0 时 (4.7.1) 中的 e(M) 不依赖于 F•M .

证明 存在 m ≥ 0 使得

FnM ⊃ InM ⊃ InFmM = Fn+mM

对所有 n ≥ 0 成立; 最后的等号缘于 I-好滤过的条件. 于是

`(M/FnM) ≤ `(M/InM) ≤ `(M/Fn+mM).

配合稍早的定义, 存在 n0 ∈ Z≥0, 使得当 n ≥ n0 时

KF,M (n) ≤ KI,M (n) ≤ KF,M (n+m).

初等数学遂蕴涵 KF,M 和 KF,M 有相同的次数和最高次系数. 取差分可知 HF,M 和
HI,M 亦然.

推论 4.7.3 设 R 为带 I-进滤过的 Noether 环, M 为有限生成 R-模. 给定短正合列

0→M ′ →M →M ′′ → 0,
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则 M/IM 是有限长度模当且仅当 M ′/IM ′ 和 M ′′/IM ′′ 皆然, 此时

deg (HI,M ′ +HI,M ′′ −HI,M ) ≤ degHI,M ′ − 1,

degHI,M = max {degHI,M ′ , degHI,M ′′} .

证明 注意到M ′和M ′′皆有限生成. 引理 2.4.8 (iii)说明 Supp(M/IM) = Supp(M)∩
V (I), 以 M ′ 和 M ′′ 代 M 亦然. 命题 2.4.6 给出

Supp(M) = Supp(M ′) ∪ Supp(M ′′),

两边和 V (I) 取交, 便有

Supp(M/IM) = Supp(M ′/IM ′) ∪ Supp(M ′′/IM ′′).

鉴于推论 3.4.11 对有限长度模的刻画, M/IM 是有限长度的当且仅当 M ′/IM ′ 和
M ′′/IM ′′ 皆然.

以下设 M/IM 有限长度. 赋 M 以 I-进滤过, 赋子模 M ′ 以诱导滤过 F•M ′, 并且
回忆到商模 M ′′ 上的诱导滤过仍是 I-进的. 命题 4.2.9 和 Hilbert–Samuel 多项式的定
义导致

HF,M ′ +HI,M ′′ = HI,M . (4.7.2)

已知 M ′/IM ′ 有限长度, 故命题 4.7.2 说明 HF,M ′ 和 HI,M ′ 有相同的次数和最高
次系数, 因此

deg (HI,M ′ +HI,M ′′ −HI,M )
(4.7.2)

deg (HI,M ′ −HF,M ′) ≤ degHI,M ′ − 1.

若 HI,M ′ = 0, 则亦有 HF,M ′ = 0, 此时 (4.7.2) 即刻给出

degHI,M = max{degHI,M ′ , degHI,M ′′}.

同理, HI,M ′′ = 0 也蕴涵上述等式. 以下设 HF,M ′ 和 HI,M ′′ 皆非零, 则其最高项系数
皆正, 故命题 4.7.2 和 (4.7.2) 给出

degHI,M = max{degHF,M ′ , degHI,M ′′}
= max{degHI,M ′ , degHI,M ′′}.

明所欲证.

习题

1. 证明素避性质的以下分次版本: 设 R 是 Z≥0-分次环, I 和 p1, . . . , pr 为 R 的理想, 其中
r ∈ Z≥1. 设
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� I 是由次数 > 0 的元素生成的分次理想,

� p1, . . . , pr 皆为素理想.

若 I 的齐次元皆包含于 ⋃r
i=1 pi, 则存在 1 ≤ i ≤ r 使得 I ⊂ pi

提示 沿用命题 1.1.3 在条件 (b) 之下的论证. 对 r 递归. 设 r ≥ 2 而 I 不包含于任一个
pi, 则对每个 i 存在齐次元 xi ∈ I r

⋃
j 6=i pj 使得 degxi > 0; 将 x1 和 x2, . . . , xr 取合适的

幂次, 可确保 x1 和 ∏r
j=2 xj 同次数.

2.

3. 说明在例 4.2.7 的构造中, 如果 Γ 的任意有限子集都有上界, 则对应的滤过是穷竭的; 如果 Γ

本身在 Γ 中无下界, 则对应的滤过是分离的. 以引理 B.1.5 说明当 Γ 带全序且 Γ 6= {0} 时,
以上两则条件自动成立.

4.

5.
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第五章 平坦性

5.1 基本定义
本章所论的复形皆为链复形, 采取下标记法, 详见约定 1.4.7.

约定 5.1.1 选定环 R. 今后沿用定义–命题 1.3.1 的惯例, 在不致混淆时将 R-模的张量
积 ⊗

R
简记为 ⊗.

兹回顾平坦模的概念 [7, 定义 6.9.4].

定义 5.1.2 (平坦模) 设 M 为 R-模. 若函子 M ⊗ (·) : R-Mod→ R-Mod 保持所有正合
列, 则称 M 为平坦的.
如果 M 平坦而且对所有 R-模 N 皆有 M ⊗N = 0 ⇐⇒ N = 0, 则称 M 为忠实

平坦的.

零模按定义是平坦的.
更明确地说, M ⊗ (·) 保持所有正合列相当于说对所有 R-模构成的复形

N• =

[
· · · → Nn

dn
Nn−1 → · · ·

]
,

命M ⊗N• :=

[
· · · →M ⊗Nn

idM⊗dn
M ⊗Nn−1 → · · ·

]
,

皆有 N• 正合 =⇒ M ⊗N• 正合.
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定义 5.1.3 (平坦代数) 设 S 为 R-代数, 若 S 作为 R-模是平坦的 (或忠实平坦的), 则
称 S 为平坦 (或忠实平坦) R-代数, 或称相应的环同态或环扩张 R → S 平坦, 或称 S

在 R 上平坦.

举例明之, 当 n 6= 0 时 Z/nZ 并非平坦 Z-代数: n 倍同态 Z
n

Z 是单的, 然而和
Z/nZ 作张量积得到 Z/nZ

0
Z/nZ.

命题 5.1.4 对于 R-模 M , 以下陈述等价:

(i) M 平坦;

(ii) 若 0→ N ′ → N → N ′′ 正合, 则 0→ M ⊗N ′ → M ⊗N → M ⊗N ′′ 正合, 换言
之 M ⊗ (·) 保核;

(iii) M ⊗ (·) 保持 R-Mod 中的所有有限 lim←−.

证明 (i) =⇒ (ii): 平凡.
(ii) =⇒ (iii): 有限 lim←− 能以核与有限直和来构造, 张量积总是保直和, 故 M ⊗ (·)

保有限 lim←−.
(iii) =⇒ (i): 已知张量积保余核, 搭配 (iii) 可见 M ⊗ (·) 保持所有短正合列. 关

于正合列的一般操作 [7, 命题 6.8.9] 说明这蕴涵 M ⊗ (·) 保所有正合列.

命题 5.1.5 对于 R-模 M , 以下陈述等价:

(i) M 平坦而且 M ⊗ (·) : R-Mod→ R-Mod 是忠实函子;

(ii) M 忠实平坦;

(iii) 对所有 R-模构成的三项复形 N ′ → N → N ′′, 它是正合的当且仅当 M ⊗ N ′ →
M ⊗N →M ⊗N ′′ 正合.

证明 鉴于命题 5.1.4, 这不外是 [8, 命题 2.8.9] 关于忠实正合函子的一般性质.

命题 5.1.5 (iii) 对于一般的复形 N• 依然成立, 因为正合性能限制到三项复形来
考察.

例 5.1.6 设 U 为 R 的乘性子集, 则 R[U−1] 是平坦 R-代数. 一切化约为典范同构
R[U−1]⊗M 'M [U−1] (命题 1.6.6) 与局部化的正合性 (引理 1.6.3 (iii)) 的应用.
然而当 U 包含非零不可逆元时, 局部化并非忠实平坦的: 取真理想 I 使得

I ∩ U 6= ∅, 则 R/I 6= 0 而 R[U−1]⊗ (R/I) ' (R/I)[U−1] = 0.

引理 5.1.7 给定一族 R-模 (Mi)i∈I , 则
⊕

i∈IMi 平坦当且仅当每个 Mi 皆平坦.

证明 包含于 [7, 引理 6.9.5], 基本思路是应用张量积保直和及以下事实: 一族 R-模复
形的直和正合当且仅当其中每个复形皆正合.
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例 5.1.8 投射模总是平坦的. 为此, 观察到 R 本身当然地平坦, 故引理 5.1.7 一方面蕴
涵自由 R-模皆平坦, 另一方面又蕴涵自由模的直和项也平坦. 然而自由模的直和项无
非是投射模 [7, 命题 6.9.8].

以下列出关于平坦模的一些初步性质.

▷ 直和 设 (Mi)i∈I 为一族 R-模, 则 ⊕
i∈IMi 平坦当且仅当每个 Mi 皆平坦. 这是

因为有典范同构 (
⊕

i∈IMi)⊗N '
⊕

i∈I(Mi ⊗N), 而一族 R-模复形的直和正合
当且仅当每个直和项皆然, 见 [7, 引理 6.8.3].

若 S1 和 S2 是 R-代数, 则 R-代数 S1 × S2 平坦当且仅当 S1 和 S2 皆然, 因为此
直积视为 R-模无非是直和.

▷ 张量积 设 M1 和 M2 为平坦 (或忠实平坦) R-模, 则 M1 ⊗M2 亦然, 这是缘于张
量积的结合约束 M1 ⊗ (M2 ⊗ (·)) ' (M1 ⊗M2)⊗ (·).

▷ 基变换 设 M 为平坦 (或忠实平坦) R-模, 而 R′ 为 R-代数, 则 R′ ⊗
R
M 'M ⊗

R
R′

是平坦 (或忠实平坦) R′-模. 这是缘于任何 R′-模 N ′ 可视为 R-模, 相应地有典
范同构

(M ⊗
R
R′) ⊗

R′
N ′ 'M ⊗

R
N ′.

▷ 传递性 设 R′ 为平坦 (或忠实平坦) R-代数, 而 M ′ 为平坦 (或忠实平坦) R′-模,
则 M ′ 视为 R-模仍是平坦 (或忠实平坦) 的. 这是缘于对任意 R-模 N 皆有典
范同构

M ′ ⊗
R
N 'M ′ ⊗

R′
(R′ ⊗

R
N).

作为特例, 给定环同态 R→ R′ → R′′, 若 R′ 是平坦 (或忠实平坦) R-代数, 而 R′′

是平坦 (或忠实平坦) R′-代数, 则 R′′ 也是平坦 (或忠实平坦) R-代数.

对于忠实平坦 R-代数, 基变换性质有如下强化.

命题 5.1.9 设 R′ 为忠实平坦 R-代数, M 为 R-模, 则 M 是平坦 (或忠实平坦) R-模当
且仅当 R′ ⊗M 是平坦 (或忠实平坦) R′-模.

证明 基变换性质确保 “仅当” 方向. 对于 “当” 的方向, 设 M ′ := R′ ⊗M 平坦, 而 N•

是 R-模的复形. 从 (1.3.2) 给出之

R′ ⊗ (M ⊗N•) 'M ′ ⊗
R′

(R′ ⊗N•)

可知若 N• 正合则 R′ ⊗ (M ⊗N•) 正合, 继而 M ⊗N• 正合. 因此 M 平坦.
进一步设 M ′ 忠实平坦, 代入上式可见若 M ⊗ N• 正合则 M ′ ⊗

R′
(R′ ⊗ N•) 正合,

继而 R′ ⊗N• 正合, N• 正合. 因此 M 忠实平坦.
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兹记录另一则关于平坦模的基本事实.

命题 5.1.10 一族平坦 R-模的滤过 lim−→ 仍是平坦的.

证明 见 [7, 命题 6.9.7], 基本思路是应用张量积保 lim−→ (基于伴随性) 以及滤过 lim−→ 的
正合性.

5.2 进阶性质
继续选定环 R 并沿用约定 5.1.1. 我们也将采用定义 1.7.7 的符号.

命题 5.2.1 对于 R-模 M , 以下陈述等价:

(i) M 是平坦 (或忠实平坦) R-模;

(ii) Mp 对 R 的所有素理想 p 都是平坦 (或忠实平坦) Rp-模;

(iii) Mm 对 R 的所有极大理想 m 都是平坦 (或忠实平坦) Rm-模.

证明 (i) =⇒ (ii): 沿 R→ Rp 的基变换保持平坦 (或忠实平坦) 性质.
(ii) =⇒ (iii): 平凡.
(iii) =⇒ (i): 给定 R-模的复形 N•, 引理 2.4.1 表明 M ⊗N• 正合当且仅当(

Mm ⊗
Rm

(N•)m

)
(1.3.2)
' (M ⊗N•)m

对所有极大理想 m 皆正合; 此处 (N•)m 代表对复形逐次地取局部化. 因此若 Mm 对所
有 m 皆平坦, 则 M 平坦.

现在设Mm 对所有 m皆忠实平坦. 若 R-模 N 满足M⊗N = 0,则Mm ⊗
Rm

Nm = 0,

从而 Nm = 0 对所有 m 成立. 代入引理 2.4.1 得 N = 0, 故 M 忠实平坦.

接着转向 R-代数的平坦性.

命题 5.2.2 对于环同态 ϕ : R→ R′, 以下陈述等价:

(i) R′ 是平坦 R-代数,

(ii) 对 R′ 的所有素理想 p′, 取 R 的素理想 p := ϕ−1(p′), 则命题 1.11.9 给出的局部同
态 ϕp,p′ : Rp → R′p′ 使 R′p′ 成为平坦 Rp-代数;

(iii) 同上, 但仅考虑 p′ 是极大理想的情形.

证明 (i) =⇒ (ii): 命 U := Rr p 而 U ′ := R′ r p′, 于是 ϕ(U) ⊂ U ′. 将 ϕp,p′ 按其定
义分解为

Rp = R[U−1]→ R′[ϕ(U)−1]

'R′⊗Rp

→ R′[(U ′)−1] = R′p′ .
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第一段等同于 ϕ 对 R→ Rp 的基变换, 而第二段是环 R′[ϕ(U)−1] 的局部化. 两者皆平
坦, 其合成亦然.

(ii) =⇒ (iii): 平凡.
(iii) =⇒ (i): 对 R′-模应用命题 5.2.1, 可知为了证明 R′ 平坦, 对 R′ 的所有极大

理想 p′ 说明函子 R′p′ ⊗ (·) 正合即可. 为此, 将 R→ R′p′ 分解为 R→ Rp

φp,p′

R′p′ , 并
回忆到 R→ Rp 平坦即可.

对于下一则结果, 回忆到对于 R-代数 S 和 R-模 M1,M2, 注记 1.3.4 定义了典范
S-模同态

ΞM1,M2 : S ⊗HomR(M1,M2)→ HomS (S ⊗M1, S ⊗M2)

s⊗ f 7→ s(id⊗ f).

现在提供使之为同构的一则充分条件. 回忆有限展示模的定义 1.5.1.

命题 5.2.3 设 S 为平坦 R-代数, M1 为有限展示 R-模. 对于所有 R-模 M2, 上述典范
S-模同态 ΞM1,M2

是同构.

证明 以下将 HomR 简记为 Hom. 观察到 ΞM1,M2 在 M1 = R 时总是同构, 这点适用
于一般的 R-代数 S, 缘由是交换图表

s⊗ f S ⊗Hom(R,M2) HomS (S ⊗R,S ⊗M2) s(id⊗ f)

HomS (S, S ⊗M2)

s⊗ f(1) S ⊗M2 S ⊗M2 s⊗ f(1),

∈
ΞR,M2

∼

∼

3

∼

∈ id 3

其验证不难. 由于所有构造皆保持对 M1 的有限直和, 由此推得 ΞR⊕n,M2
对所有

n ∈ Z≥0 皆为同构.
取 M1 的有限展示 R⊕m → R⊕n → M1 → 0, 对之取 S ⊗ (·) 得到 S ⊗M1 的有限

展示. 考虑行正合交换图表

0 S ⊗Hom(M1,M2) S ⊗Hom(R⊕n,M2) S ⊗Hom(R⊕m,M2)

0 HomS(S ⊗M1, S ⊗M2) HomS(S
⊕n, S ⊗M2) HomS(S

⊕m, S ⊗M2)

ΞM1,M2
ΞR⊕n,M2

ΞR⊕m,M2

� 第一行是对 M1 的有限展示先取 Hom(·,M2) (用到 Hom 函子左正合, 见 [7, 命题
6.9.1] 或 [8, 命题 2.8.11]), 再取 S ⊗ (·) 的产物, S 平坦确保其正合;

� 第二行是对 S ⊗M1 的有限展示取 HomS(·, S ⊗M2) 的产物, 它总是正合;
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� 图表因 Ξ•,• 的自然性而交换.

根据前一步, 图表中间和右侧的竖直箭头为同构, 故核的唯一性导致 ΞM1,M2
确实

是同构.

推论 5.2.4 设 U 为 R 的乘性子集. 如果 M1 是有限展示 R-模, 则对于所有 R-模 M2,
有 R[U−1]-模同构

HomR(M1,M2)[U
−1]

∼→ HomR[U−1]

(
M1[U

−1],M2[U
−1]
)

f

u
7→ 1

u
f [U−1],

其中 f ∈ HomR(M1,M2) 而 u ∈ U .

证明 以命题 1.6.6 等同 R[U−1] ⊗ M 和 M [U−1], 其中 M 可以是 M1, M2 或
HomR(M1,M2). 既然 S := R[U−1] 是平坦 R-代数, 命题 5.2.3 可资应用; 不难检
验该处的同构 ΞM1,M2

正是断言中的 f
u 7→

1
uf [U

−1].

引理 5.2.5 设 I1, . . . , In为环 R的理想, M 为平坦 R-模,则
⋂n
i=1(IiM) = (

⋂n
i=1 Ii)M ;

符号如约定 1.1.5.

证明 考虑正合列 0→
⋂n
i=1 Ii → R→

⊕n
i=1R/Ii. 与 M 作张量积的产物是

0→

(
n⋂
i=1

Ii

)
⊗M α

M
β

n⊕
i=1

M/IiM,

α(t⊗ x) = tx, β(x) = (x+ IiM)ni=1.

然而 im(α) = (
⋂n
i=1 Ii)M 而 ker(β) =

⋂n
i=1(IiM).

命题 5.2.6 设 S 为平坦 R-代数, M 为 R-模, 则对所有 x ∈ M 皆有 annR(x)S =

annS(1S ⊗m); 若 M 是有限生成的, 则 annR(M)S = annS(S ⊗M); 符号如 (1.1.2) 和
(1.1.3).

作为特例, 若 U 是 R 的乘性子集, M 是有限生成 R-模, 则有 annR(M)[U−1] =

annR[U−1]

(
M [U−1]

)
.

证明 给定 x ∈ M , 将正合列 0 → annR(x) → R
乘 x

M 与 S 作张量积可得第
一部分. 若 M 有生成元 x1, . . . , xn, 记 Ii := annR(xi), 则 annR(M) =

⋂n
i=1 Ii 而

annS(S ⊗M) =
⋂n
i=1 annS(1S ⊗ xi) =

⋂n
i=1 IiS; 代入引理 5.2.5 得第二部分.

最后的特例缘于 R[U−1] 的平坦性.
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5.3 Tor函子的相关回顾
符号如前, 包括关于链复形的记法.

定义 5.3.1 (平坦解消) 对于 R-模 M , 形如

· · · → P2 → P1 → P0 →M → 0,

而且每个 Pi 皆为平坦模的正合列称为 M 的平坦解消, 简记为 P• →M → 0.
对于 n ∈ Z≥0, 若 Pn+1 = Pn+2 = · · · = 0, 则称此解消的长度 ≤ n.

由于投射模皆平坦 (例 5.1.8), 定义–命题 1.4.8 的投射解消自动是平坦解消; 特别
地, 任何 R-模 M 都有平坦解消.

本章后续内容要求读者对同调理论中的 Tor-函子

TorRi (·, ·) : R-Mod×R-Mod→ R-Mod, i ∈ Z≥0

有最基本的了解, 相关内容可见 [8, §3.14]. 所需知识包括:

� TorR0 (M,N) =M ⊗N ;

� 有典范同构 TorRi (M,N) ' TorRi (N,M), 见 [8, 命题 3.14.9];

� 当 R-模 M 选定, 函子列

TorRi (M, ·) : R-Mod→ R-Mod, i = 0, 1, 2, . . .

是右正合函子 M ⊗ (·) : R-Mod→ R-Mod 的左导出函子;

� 当 M 平坦时, 对所有 i > 0 皆有 TorRi (M, ·) = 0;

� 对 M 取平坦解消 P• →M → 0 给出

TorRi (M,N) ' Hi(P• ⊗N),

对 N 取平坦解消 Q• → N → 0 则给出

TorRi (M,N) ' Hi(M ⊗Q•),

详见 [8, 定义–命题 3.14.7] 之下的讨论;

� 如取 P• → M → 0 (或 Q• → N → 0) 为投射解消, 则以上给出 TorRi (M, ·) (或
TorRi (·, N)) 的典范描述, 这是基于投射解消精确到同伦的唯一性 (注记 1.4.9);
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� 对 N (或 M) 作解消计算 TorRi (M,N), 立见任何 r ∈ R 对 R-模 TorRi (M,N) 的
乘法作用都等于 r 对 M (或 N) 的乘法在 TorRi (M,N) 上诱导的自同态;

� 模的短正合列诱导 Tor-函子的长正合列:

· · · → TorRi+1(M
′′, N)

δi TorRi (M ′, N)→ TorRi (M,N)→ TorRi (M ′′, N)→ · · · ,

· · · → TorRi+1(M,N ′′)
δi TorRi (M,N ′)→ TorRi (M,N)→ TorRi (M,N ′′)→ · · · ,

其中 0 → M ′ → M → M ′′ → 0 和 0 → N ′ → N → N ′′ → 0 都是给定的短正
合列, 连接同态 δi 都是典范的, 并在 i < 0 时规定 TorRi = 0; 见 [8, 定义–命题
3.14.7] 之下的讨论.

倘若读者愿意接受导出范畴的语言, 则 TorRi (M,N) 无非是导出张量积 M
L
⊗
R
N 的

第 i 个同调, 详见 [8, §4.12].

命题 5.3.2 设 R 为 Noether 环, M 和 N 为有限生成 R-模, 则每个 TorRi (M,N) 都是
有限生成 R-模.

证明 基于定义–命题 1.4.8 对投射解消的取法和 Noether 环的性质, 可取到投射解消
P• → M → 0 使得每个 Pi 皆有限生成, 故 Pi ⊗ N 有限生成. 既然 TorRi (M,N) 是
Pi ⊗N 的子商, 它也是有限生成的.

以下性质是 [8, 第三章习题 24] 的内容, 在此提供证明.

引理 5.3.3 对所有 R-模 M 和 i ≥ 0, 函子 TorRi (M, ·) 保滤过小 lim−→.

证明 以平坦解消 P• →M → 0 计算 TorRi (M, ·), 得

TorRi

(
M, lim−→

i

Ni

)
= Hi

(
P• ⊗ lim−→

i

Ni

)
' Hi

(
lim−→
j

P• ⊗Ni

)
' lim−→

j

Hi (P• ⊗Nj) = lim−→
j

TorRi (M,Nj);

其中第一个同构缘于张量积保小 lim−→, 第二个同构缘于滤过 lim−→ 保持模的正合列.

引理 5.3.4 设 S 为平坦 R-代数, 则对所有 i ≥ 0 都有 S-模的典范同构

TorSi (S ⊗M,S ⊗N) ' S ⊗ TorRi (M,N).

证明 取 R-模的投射解消 P• → M → 0. 因为 S 在 R 上平坦, 配合命题 1.4.6 知
S ⊗ P• → S ⊗M → 0 仍是投射解消. 因此

TorSi (S ⊗M,S ⊗N) ' Hi

(
(S ⊗ P•)⊗

S
(S ⊗N)

)
' Hi (S ⊗ P• ⊗N) .

平坦性蕴涵最右项是 S ⊗Hi(P• ⊗N), 亦即 S ⊗ TorRi (M,N). 所有同构皆典范.
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推论 5.3.5 设 U 为 R 的乘性子集, 则对所有 i ≥ 0 都有 R[U−1]-模的典范同构

TorR[U−1]
i

(
M [U−1], N [U−1]

)
' TorRi (M,N)[U−1].

证明 结合例 5.1.6 和命题 5.3.4.

以下记录命题 1.3.6 的一种导出版本, 它也是 Tor 函子谱序列 [8, 例 5.6.7] 的一则
特例.

命题 5.3.6 给定环同态 R → S. 设 M 为 R-模, N 为 S-模, 而且对所有 j > 0 皆有
TorRj (S,M) = 0, 则有 R-模的一族同构

TorRi (N,M)
∼→ TorSi (N,S ⊗M) , i ∈ Z≥0,

其中左式的 N 和右式的 TorSi (· · · ) 通过 R → S 视为 R-模; 这些同构对 S-模 N 具有
函子性.

证明 取投射解消 P• → M , 则从 j > 0 =⇒ TorRj (S,M) = 0 和命题 1.4.6 推得
S ⊗ P• → S ⊗M 给出 S ⊗M 的投射解消. 其次, 命题 1.3.6 给出 R-模构成的链复形
之间的同构

N ⊗ P•
∼→ N ⊗

S
(S ⊗ P•) ,

它对 N 具有函子性. 取 Hi 对左式给出 TorRi (N,M), 对右式给出 TorSi (N,S ⊗M),
后者通过 R→ S 视为 R-模.

定义 5.3.7 (平坦维数) 对于 R-模 N , 定义其平坦维数 (或称 Tor-维数) 为

fl.dim(M) = fl.dimR(M) := inf
{
i ∈ Z≥0 : ∀j > i, TorRj (M, ·) = 0

}
,

此处规定 inf∅ = +∞, 因此这是 Z≥0 t {+∞} 的元素.

5.4 平坦性判准
符号如前. 对环 R的任意理想 I 和 R-模M ,有映 t⊗x为 tx的模同态 I⊗M →M ,

其像是 IM .

引理 5.4.1 设 I 是理想, M 是 R-模,则有典范同构 TorR1 (M,R/I) ' ker[I⊗M →M ].

证明 短正合列 0→ I → R→ R/I → 0 诱导 TorR• (M, ·) 的长正合列, 其中一段是

TorR1 (M,R)→ TorR1 (M,R/I)→M ⊗ I →M ;

然而 TorR1 (M,R) = 0, 证毕.
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定理 5.4.2 (平坦性的 Tor判准) 对所有 R-模 M , 以下陈述等价:

(i) M 平坦;

(ii) 对所有 i > 0 皆有 TorRi (M, ·) = 0;

(iii) TorR1 (M, ·) = 0,

(iv) 对 R 的所有有限生成理想 I 都有 TorR1 (M,R/I) = 0.

证明 由于 M 平坦等价于 M ⊗ (·) 是正合函子, 导出函子的一般理论 [7, 推论 3.12.7]
表明 (i) ⇐⇒ (ii) ⇐⇒ (iii), 而 (iii) =⇒ (iv) 为平凡.
以下说明 (iv) =⇒ (iii). 目标是证 TorR1 (M,N) = 0 对所有 R-模 N 成立. 将 N

表为其有限生成子模的滤过并, 则引理 5.3.3 将问题归结为 N 有限生成的情形. 以下对
N 的最小可能生成元个数 n 递归地论证.

设 N = Rx1 + · · ·+Rxn, 命 N ′ :=
∑
i<nRxi, 则有短正合列

0→M ′ →M →M ′′ → 0,

其中 M ′′ 由 xn 的像生成. 因为长正合列中的

TorR1 (M,N ′)→ TorR1 (M,N)→ TorR1 (M,N ′′)

正合, 问题递归地化到 n = 1 的情形, 因此可设 N = R/I, 其中 I 是 R 的理想. 引理
5.4.1 将问题进一步翻译为证乘法同态 I ⊗M →M 为单, 记此同态为 µ.
由于 I 是其有限生成子理想的滤过并, 张量积保 lim−→, 而 lim−→ 又保持正合性, µ 的单

性可以形式地化到 I 有限生成的情形, 亦即与 (iv) 等价的陈述. 以下另提供一种更具
体的论证.

给定 y ∈ ker(µ), 取 t1, . . . , tm ∈ I 和 x1, . . . , xm ∈ M 使得 y =
∑m
i=1 ti ⊗ xi.

记 t1, . . . , tm 生成的理想为 I0 ⊂ I, 则 y 来自于 I0 ⊗M 的某个元素 y0. 乘法同态
µ0 : I0 ⊗M →M 通过 µ 分解, 故 (iv) 的条件说明 y0 ∈ ker(µ0) = 0, 从而 y = 0.

推论 5.4.3 设有 R-模的正合列 0 → M ′ → M → M ′′ → 0. 若 M ′ 和 M ′′ 皆平坦, 则
M 亦然.

证明 考虑长正合列的 TorR1 (M ′, N)→ TorR1 (M,N)→ TorR1 (M ′′, N) 部分.

推论 5.4.4 (平坦性的理想判准) 设 M 为 R-模, 则 M 平坦等价于 I ⊗M →M 对所有
理想 I 皆单, 也等价于它对有限生成理想 I 皆单.

证明 结合引理 5.4.1 与定理 5.4.2 (iii), (iv).

推论 5.4.5 若 r ∈ Rr {0} 不是零因子, 则它也不是任何平坦 R-模 M 的零因子 (定义
1.1.7).
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证明 取理想 I := Rr, 它同构于 R. 易见 M ' I ⊗M ↪→M 映 x 为 rx.

推论 5.4.6 设 R 为主理想整环, 则 R-模 M 平坦当且仅当 M 没有 0 之外的零因子.

证明 不妨设 M 6= 0. 以下运用推论 5.4.4. 任何理想 I ⊂ R 都形如 I = (t), 因而当
I 6= 0 时有 R

∼→ I, 映 r 为 rt; 此时乘法同态 I ⊗M → M 等同于 M
x 7→tx

M , 单性
等价于 t 非 M 的零因子.

定理 5.4.7 (平坦性的等式判准) 设 M 为 R-模, 则 M 平坦当且仅当对所有 r ∈ Z≥1 和
满足

∑r
i=1 aixi = 0 的 a1, . . . , ar ∈ R 与 x1, . . . , xr ∈ M , 存在 s ∈ Z≥1, 一个 R 上的

r × s 矩阵 B = (bij)1≤i≤r
1≤j≤s

连同 y1, . . . , ys ∈M , 使得


x1
...

xr

 = B


y1
...

ys

 , (a1 · · · ar)B = 01×s.

证明 对于 “仅当” 方向, 设 M 平坦, 考虑正合列 0 → ker(f) → R⊕r
f
R, 其中

f(t1, . . . , tr) :=
∑
i aiti. 由此得到正合列

0 ker(f)⊗
A
M M⊕r M

(x1, . . . , xr)
∑
i aixi

因此若 (x1, . . . , xr) 7→ 0, 便能表达为∑s
j=1(b1j , . . . , brj)⊗ yj ∈ ker(f)⊗

A
M 的像. 容易

验证 B = (bij)i,j 和 y1, . . . , ys 满足所需的等式.
对于 “当” 的方向, 依照推论 5.4.4, 证 I ⊗ M → M 对所有理想 I 为单即可.

设有 a1, . . . , ar ∈ I 和 x1, . . . , xr ∈ M 使得 ∑r
i=1 ai ⊗ xi ∈ I ⊗M 被映为 0, 亦即∑r

i=1 aixi = 0, 则可取断言中的 B 和 y1, . . . , ys ∈M , 这导致 I ⊗M 中的等式
r∑
i=1

ai ⊗ xi =
r∑
i=1

s∑
j=1

aibij ⊗ yj =
s∑
j=1

(
r∑
i=1

aibij

)
⊗ yj ,

内部的和对每个 j 恒为 0. 故 ∑r
i=1 ai ⊗ xi = 0.

推论 5.4.8 设 M 为平坦 R-模. 对所有有限秩自由 R-模 F , 同态 ξ : F → M 和有限
生成子模 K ⊂ ker(ξ), 存在 s ∈ Z≥1 和同态 β : F → R⊕s, 使得 K ⊂ ker(β) 而且下图
交换:

F R⊕s

M.
ξ

β

η
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证明 不妨设 F = R⊕r, 其中 r ∈ Z≥1. 将 R⊕r 的元素视为行向量, 则 ξ 通过
ξ(t1, . . . , tr) =

∑
i tixi 对应到 (x1, . . . , xr) ∈M⊕r, 转置后视为取值在 M 的列向量.

首先证明 K 由单个元素 (a1, . . . , ar) 生成的情形. 基于 ∑r
i=1 aixi = 0, 代入定理

5.4.7 得到 R 上的 r × s 矩阵 B 和 (y1, . . . , ys) ∈M⊕s.

� 定义 η : R⊕s → M 为 η(u1, . . . , us) =
∑
j ujyj , 对应到 (y1, . . . , ys) ∈ M⊕s 或其

转置给出的列向量.

� 定义 β : R⊕r → R⊕s 为 r × s 矩阵 B 对行向量的右乘.

则定理 5.4.7 的陈述翻译为 ηβ = ξ 和 (a1, . . . , ar) ∈ ker(β).
对于一般的 K, 选定其生成元 k1, . . . , kt, 对 t 递归地论证. 当 t > 1 时存在交

换图表
R⊕r R⊕s

′
R⊕s

M
ξ

β′ β′′

η′
η

左侧是已知结果施于 ξ 和 K ′ :=
∑t−1
i=1 Rki 的产物, 右侧是施于 η′ 和 Rβ′(kt) 的产物.

取 β := β′′β′ 便是所需的 β 和 η.

5.5 忠实平坦模的进阶性质
我们在 §5.1 定义了忠实平坦模和忠实平坦代数; 除命题 5.1.9 外, 该处探讨的性质

大多是忠实平坦模和平坦模共有的. 本节将进一步探讨忠实平坦模, 证明它们独有的一
些性质和刻画.

符号如前; 特别地, ⊗ 代表 R-模的张量积, R 是选定的环.

命题 5.5.1 设 R 为环, 则 R-模 M 是忠实平坦模当且仅当: M 平坦, 而且对 R 的所有
极大理想 m 皆有 M/mM 6= 0.

证明 直接运用定义 5.1.2. 设 M 忠实平坦, 则对所有极大理想 m 皆有 M/mM '
M ⊗ (R/m) 6= 0.

反之设 M 平坦而且 M/mM 6= 0. 给定非零模 N , 存在 R 的真理想 I 和极大理想
m ⊃ I, 使得有正合列

0→ R/I → N, R/I → R/m→ 0.

因此有正合列

0→M ⊗ (R/I)→M ⊗N, M ⊗ (R/I)→M ⊗ (R/m)

6=0

→ 0.

由此知 M ⊗N 6= 0.
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推论 5.5.2 设 ϕ : R → R′ 为局部环之间的局部同态 (定义 1.11.7), 而 M 是有限生成
R′-模, M 6= 0; 若 M 视为 R-模是平坦的, 则它也是忠实平坦 R-模.

证明 分别记 R 和 R′ 的极大理想为 m 和 m′. 由于 ϕ(m) ⊂ m′ = rad(R′), 断言来自
命题 5.5.1 和定理 2.3.4 (代入 R′ 的理想 I = ϕ(mR′)).

上述推论常用于 R = R′ 或 M = R′ 的特例.

命题 5.5.3 设 ϕ : R→ S 为忠实平坦环同态, 以此视 S 为 R-代数.

(i) 对所有 R-模 M , 典范 R-模同态 M → S ⊗M 为单; 特别地, 取 M = R 可知 ϕ 为
单.

(ii) 对 R 的所有理想 I, 有 ϕ−1(ϕ(I)S) = I.

(iii) 由 ϕ 诱导的映射 Spec(ϕ) : Spec(S)→ Spec(R) 为满.

证明 对于 (i), 命 N := ker [M → S ⊗M ]. 根据平坦性, N ↪→ M 诱导 S-模单同态
S ⊗N → S ⊗M ; 后者限制在 1S ⊗N 上为零, 故恒为零, 配合忠实平坦性推得 N = 0.

对于 (ii), 对 M := R/I 应用 (i) 可得 R/I → S ⊗ (R/I) ' S/ϕ(I)S 为单, 因此
ϕ−1(ϕ(I)S) = I.

对于 (iii), 给定 R 的素理想 p, 基变换性质表明环同态

ϕp : Rp → S ⊗Rp = Sp

忠实平坦; 此处 Sp 代表环 S 对 ϕ(Rr p) 的局部化, 视为 S-代数. 由

ϕ−1p (ϕ(p)Sp) = ϕ−1p (ϕp(pRp)Sp)
(ii)

pRp,

知 ϕ(p)Sp 是 Sp 的真理想. 包含 ϕ(p)Sp 的任何极大理想 n 皆满足 ϕ−1p (n) = pRp. 取
m ∈ Spec(S) 对应到 n ∈ Spec(Sp). 从交换图表

S Sp

R Rp

φ φp 和相应的
Spec(S) Spec(Sp)

Spec(R) Spec(Rp)

Spec(φ) Spec(φp)

推得 m 在 Spec(R) 中的像是 p.

由此可以推导忠实平坦 R-代数的以下刻画.

定理 5.5.4 对于环同态 ϕ : R→ S, 以下陈述等价:

(i) ϕ 忠实平坦;

(ii) ϕ 平坦, 并且 Spec(ϕ) : Spec(S)→ Spec(R) 为满射;
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124 第五章 平坦性

(iii) ϕ 平坦, 而且对任何极大理想 m ⊂ R 都存在极大理想 n ⊂ S 使得 ϕ−1(n) = m.

证明 (i) =⇒ (ii): 包含于命题 5.5.3.
(ii) =⇒ (iii): 任取 q ∈ Spec(S) 使之被 Spec(ϕ) 映为 m ∈ Spec(R), 则包含 q 的

任何极大理想 n ⊂ S 也被映为 m.
(iii) =⇒ (i): 对 R 的所有极大理想 m, 由于有 S 的极大理想 n 满足 ϕ−1(n) = m,

故 n ⊃ ϕ(m)S, 故 ϕ(m)S 6= S. 代入命题 5.5.1 的判准知 S 是忠实平坦 R-模.

5.6 平坦下降
平坦下降是代数几何学中的基本工具. 首先回顾 [8, §7.9] 的部分内容. 以下将在张

量积中省略括号和结合约束, 直接按多元张量积处理.

约定 5.6.1 给定环同态 R→ S, 对所有 n ∈ Z≥1 定义环 S⊗n := S ⊗
R
· · · ⊗

R
S, 它带有将

S 嵌入第 i 个向量槽的典范同态

ιi = ιni : S → S⊗n, 1 ≤ i ≤ n;

对于 n = 3 的情形, 另对所有 1 ≤ i 6= j ≤ 3 定义

ι3ij : S
⊗2 → S⊗3

为向第 (i, j) 个张量槽的嵌入, 它们满足 ι3ijι1 = ι3i 和 ι3ijι2 = ι3j .

接着设 M 为任意 S-模. 对于 S⊗2-模同态

ã : S⊗2 ⊗
S,ι1

M → S⊗2 ⊗
S,ι2

M, (5.6.1)

可定义 S⊗3-模同态

ãji := S⊗3 ⊗
S,ι3ij

ã : S⊗3 ⊗
S,ι3i

M → S⊗3 ⊗
S,ι3j

M ; (5.6.2)

简言之, 它是在 i, j 之外的张量槽对 ã 补上 idS 的产物.

注记 5.6.2 若将 S-模 M 视为 R-模, 则有 S-模的典范同构

S ⊗
R
M
∼→ S⊗2 ⊗

S,ι2
M, t⊗ x 7→ t⊗ 1⊗ x,

右式的 S-模结构来自 ι1 : S → S⊗2; 结合命题 1.3.3 的伴随性质, 便有 S-模的典范同构

HomS

(
M,S ⊗

R
M

)
' HomS⊗2

(
S⊗2 ⊗

S,ι1
M,S⊗2 ⊗

S,ι2
M

)
.

因此指定 (5.6.1) 的 ã 相当于指定 S-模同态 a :M → S ⊗
R
M .
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兹考察 M = S ⊗
R
N , 其中 N 是 R-模的简单情形. 此时分别有 S⊗2-模和 S⊗3-模的

典范同构
S⊗2 ⊗

S,ιi
M ' S⊗2 ⊗

R
N, S⊗3 ⊗

S,ι3i

M ' S⊗3 ⊗
R
N.

若 ã 按此取为 S⊗2 ⊗
R
N 上的恒等, 则 ãji 化为 S⊗3 ⊗

R
N 上的恒等, 而 a 化为

S ⊗
R
N

a
S⊗2 ⊗

R
N, s⊗ y 7→ s⊗ 1⊗ y.

定义 5.6.3 (下降资料) 给定同态 R→ S, 命 DescR→S 为以下范畴.

▷ 对象 资料 (M, ã), 此处 M 是 S-模而 ã : S⊗2 ⊗
S,ι1

M
∼→ S⊗2 ⊗

S,ι2
M 是 S⊗2-模同

构, 并且 (5.6.2) 定义的同态满足余圈条件:

ã31 = ã32ã21.

▷ 态射 从 (M, ã) 到 (M ′, ã′) 的态射是 S-模同态 f :M →M ′, 要求满足以下等式

(id⊗2S ⊗ f)ã = ã′(id⊗2S f).

范畴 DescR→S 的对象又称为相对于 R→ S 的下降资料.

结合先前讨论, 立得函子 S ⊗
R
(·) : R-Mod→ DescR→S , 映对象 N 为

(
S ⊗
R
N, id

)
,

映态射 g : N → N ′ 为 idS ⊗ g. 此外也有忘却函子 DescR→S → S-Mod.
以下考虑使 S 成为忠实平坦 R-代数的环同态 R→ S; 此时也称 R→ S 为忠实平

坦同态.

定理 5.6.4 (平坦下降 [8,定理 7.9.6]) 设环同态R→ S忠实平坦,则 S⊗
R
(·) : R-Mod→

DescR→S 是范畴等价, 它的一个逆拟函子 D : DescR→S → R-Mod 可以取为 R-Mod 中
的等化子

0 D(M, ã) M S ⊗
R
M,

a

x 7→1⊗x

其中 a 是以注记 5.6.2 的方式对应到 ã 的 S-模同态.

因此, 指定 R-模 N 相当于指定 S-模 M 连同 ã 给出的下降资料. 平坦下降的证明
见诸引文, 它总体是形式化的, 归结为范畴论中的 Beck 单子性定理.
进一步, 指定 R-代数 A (或 A-模) 相当于指定 S-代数 B (或 B-模) 连同与乘法结

构兼容的下降资料, 此处 B 取为 S ⊗
R
A; 详见 [8, 注记 7.9.7].

在应用中, 我们还关心能否从 M (或 B) 读出 N (或 A) 的性质; 与模 M (或代数
B) 本身的下降相对照, 这称为性质的下降. 能进行平坦下降的性质甚多, 以下主要探讨
模和代数的有限生成或有限展示性质, 分别见诸定义 1.5.1 和定义 1.9.1.
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126 第五章 平坦性

命题 5.6.5 以下 R→ S 是选定的忠实平坦同态.

� 设 N 为 R-模, M = S ⊗
R
N 为相应的 S-模. 下列模论性质 P 对 S-模 M 成立当

且仅当 P 对 R-模 N 成立: (i) 平坦, (ii) 有限生成, (iii) 有限展示.

� 设 A 为 R-代数, B = S ⊗
R
A 为相应的 S-代数. 下列代数性质 P 对 S-代数 B 成

立当且仅当 P 对 R-代数 A 成立: (i)’ 有限生成, (ii)’ 有限展示.

证明 先处理模的情形. (i) 不过是复述命题 5.1.9. (ii) 和 (iii) 的 “当” 方向来自命题
1.5.8; 以下对 (ii) 和 (iii) 证明自 M 推 N 的 “仅当” 方向.
对于 (ii), 基于 [8, 引理 7.7.15] 或简单练习, 可见 N 有限生成等价于以下断

言: 若 N 有一族子对象 (Ni)i∈I 使得
∑
i∈I Ni = N , 则存在有限子集 I0 ⊂ I 使得∑

i∈I0 Ni = N .
设 M 有限生成. 记 Mi := S ⊗

R
Ni, 则从

∑
iNi = im[

⊕
iNi → N ] 和平坦条件可

知 ∑
i∈IMi = im[

⊕
iMi →M ] =M . 但因为 M 有限生成, 存在有限子集 I0 ⊂ I 使得∑

i∈I0 Mi = M , 亦即 ⊕
i∈I0 Mi → M 满. 忠实平坦条件遂导致 ⊕

i∈I0 Ni → N 满. 断
言得证.

对于 (iii), 设 M 有限展示, 则 (ii) 表明 N 有限生成; 取 R-模的短正合列

0→ K → R⊕a → N → 0, a ∈ Z≥0,

则有 S-模的短正合列 0 → S ⊗
R
K → S⊕a → M → 0. 然而引理 1.5.2 (iii) 蕴涵 S ⊗

R
K

是有限生成 S-模, 故 (ii) 表明 K 有限生成. 综上, N 是有限展示 R-模.
下面探讨代数的情形. (i)’ 和 (ii)’ 的 “当” 方向均来自命题 1.9.6. 以下处理 “当”

的方向.
对于 (i)’, 设 B 作为 S-代数有生成元 y1, . . . , yn. 将每个 yi 展开成

∑
j sij ⊗ aij ,

其中 sij ∈ S 而 aij ∈ A; 用这些 1⊗ aij 取代 yi 并相应地增大 n, 便可设这些生成元均
形如 yi = 1⊗ xi. 于是 S-代数同态

β : S[X1, . . . , Xn]→ B, Xi 7→ yi

是对 R-代数同态
α : R[X1, . . . , Xn]→ A, Xi 7→ xi

取函子 S ⊗
R
(·) 的产物; 既然 β 满, 忠实平坦性质蕴涵 α 亦满. 综上, x1, . . . , xn 生成

R-代数 A.
对于 (ii)’, 设 B 是有限展示 S-代数. 根据 (i), R-代数 A 有生成元 x1, . . . , xn. 命

yi := 1⊗xi 并考虑 Xi 7→ yi (或 Xi 7→ xi)给出的 S-代数满同态 β : S[X1, . . . , Xn]→ B

(或 R-代数满同态 α : R[X1, . . . , Xn] → A). 命题 1.9.5 说明 ker(β) 是有限生成理想.
忠实平坦性质将 ker(β) 等同于 S ⊗

R
ker(α).
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然而按照 (i)’ 的论证, 理想 ker(β) 的生成元可以取作 bi = 1 ⊗ ai 之形, 其中
ai ∈ ker(α) 而 i = 1, . . . ,m. 它们确定的 B-模同态 B⊕m → ker(β) 因之是对由
a1, . . . , am 确定的 A-模同态 A⊕m → ker(α) 取 S ⊗

R
(·) 的产物. 前者满蕴涵后者亦满.

综上, ker(α) 是有限生成理想, 故 A 是有限展示 R-代数.

推论 5.6.6 设 R→ S 为忠实平坦同态. 若 S 是 Noether 环, 则 R-亦然.

证明 环的 Noether 条件等价于所有理想皆有限生成. 若 I ⊂ R 是理想 (亦即子模),
则 S ⊗

R
I ↪→ S 亦然. 代入命题 5.6.5 (ii) 处理.

最后探讨平坦下降的一种重要特例. 设 R 为环, U 是 Spec(R) 对 Zariski 拓扑的一
族开覆盖, 其中的开子集形如 (1.10.1) 定义的 D(f). 素谱拟紧 (命题 2.5.1), 故存在有
限子覆盖 D(f1), . . . , D(fn) ∈ U , 亦即 Spec(R) =

⋃n
i=1D(fi).

引理 5.6.7 对于上述资料, 命 S :=
∏n
i=1R[f

−1
i ], 考虑由所有局部化同态 R→ R[fi] 诱

导的环同态 R→ S, 则 S 是忠实平坦 R-代数.

证明 每个 R[fi] 都是平坦 R-模, 故平坦模的直和性质蕴涵 ⊕
iR[fi] 亦然. 至于平

坦性, 定理 5.5.4 表明证 Spec(S) → Spec(R) 满即可. 然而它和每个 Spec(R[fi]) →
Spec(S) 的合成是 Spec(R[fi])→ Spec(R), 以 D(fi) 为像.

必须对引理 5.6.7 中的忠实平坦 R-代数 S =
∏n
i=1R[f

−1
i ] 明确其下降资料.

� 对所有 m ∈ Z≥1 皆有
S⊗m '

⊕
1≤i1,...,im≤n

R
[
(fi1 · · · fim)−1

]
,

使得 ιk : S → S⊗m 将 S 中的直和项 R[f−1i ] 映入上式中 ik = i 给出的部分, 方
法是取局部化同态 R[f−1i ]→ R[(fi1 · · · fim)−1].

� 记 e1, . . . , en ∈ S 为直积分解给出的幂等元. 指定 S-模 M 相当于指定
M1, . . . ,Mn, 其中每个 Mi 都是 R[f−1i ]-模, 而且它们满足 M =

⊕n
i=1Mi 和

Mi = eiM , 见 [7, 引理 6.2.5]; 由于 S⊗m 同样是直积, 其上的模仍有类似描述.

� 基于先前同构, 对所有 S-模 M 皆有典范的 S⊗2-模同构
S⊗2 ⊗

S,ι1
M '

⊕
1≤p,q≤n

Mp[f
−1
q ]

R[(fpfq)−1]-模

, S⊗2 ⊗
S,ι2

M '
⊕

1≤p,q≤n

Mq[f
−1
p ]

R[(fqfp)−1]-模

.

指定 (5.6.1) 的 ã 相当于对所有 1 ≤ p, q ≤ n 指定 ϕq,p :Mp[f
−1
q ]→Mq[f

−1
p ], 而

(5.6.2) 的 ãji 相当于对所有 1 ≤ p, q, r ≤ n 取
ϕq,p[f

−1
r ] :Mp

[
(fqfr)

−1]→Mq

[
(fpfr)

−1] ,
此处 p, q, r 分别对应到 S⊗3 ⊗

S,ι1
M 的分解中第 i 个, 第 j 个以及剩余的下标.
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� 注记 5.6.2 的 S-模同构按此化为

S ⊗
R

n⊕
i=1

Mi
∼→

⊕
1≤p,q≤n

Mq[f
−1
p ], (ti)

n
i=1 ⊗ (xi)

n
i=1 7→

(
tp ·

xq
1

)
1≤p,q≤n

,

该处的 S-模同态 a 则化为
n⊕
i=1

Mi →
⊕

1≤p,q≤n

Mq[f
−1
p ], (xi)

n
i=1 7→

(
ϕq,p

(xp
1

))
1≤p,q≤n

.

综上, 此时 DescR→S 的对象相当于 (Mi)
n
i=1 连同一族 R[(fpfq)

−1]-模同构 ϕp,q :

Mp[f
−1
q ]

∼→Mq[f
−1
p ], 要求对所有 1 ≤ p, q, r ≤ n 满足余圈条件
ϕr,p = ϕr,qϕq,p :Mp

[
(fqfr)

−1] ∼→Mr

[
(fpfq)

−1] .
其间的态射是与此兼容的模同态.

这一切与几何或拓扑学中的粘合条件明显相似, 定理 5.6.4 的平坦下降也有相应的
改述, 例如对于 DescR→S 的对象 ((Mi)i, (ϕp,q)p,q) 和对应的 R-模 N , 该处的等化子图
表改写成

(xi)
n
i=1

(
ϕq,p(

xp

1 )
)
1≤p,q≤n

0 N

n⊕
i=1

Mi

⊕
1≤p,q≤n

Mq[f
−1
p ].

(xi)
n
i=1

(xq

1

)
1≤p,q≤n

∈ ∈

∈ ∈

(5.6.3)

命题 5.6.5 有以下的对应版本.

命题 5.6.8 考虑环R. 对于模 (或代数)的性质 P,若存在开覆盖 Spec(R) =
⋃
i∈I D(fi)

使得模 (或代数)对每个乘性子集 f
Z≥0

i 的局部化皆满足 P,则称 P Zariski-局部地成立.

� 设 N 为 R-模, 下列模论性质 P 对 N Zariski-局部地成立当且仅当 P 对 N 成立:
(i) 平坦, (ii) 有限生成, (iii) 有限展示.

� 设 A 为 R-代数, 下列代数性质 P 对 A Zariski-局部地成立当且仅当 P 对 A

成立: (i)’ 有限生成, (ii)’ 有限展示.

证明 只需 “仅当” 方向. 以 R-模 N 的性质为例, 如先前所见, 若 P 对 N Zariski-局
部地成立, 则存在 f1, . . . , fn ∈ R 使得 Spec(R) =

⋃n
i=1D(fi) 而每个 Mi := N [f−1i ] 皆

有性质 P. 易见所论性质皆兼容于环的有限直积: 若每个 R[f−1i ]-模 Mi := N [f−1i ] 皆
有性质 P, 则 S :=

∏n
i=1R[f

−1
i ] 上的模 M :=

⊕n
i=1Mi 亦然, 换言之一切都能逐分量

地处理.
综上, 问题化为说明若 S-模 M 有性质 P, 则 R-模 N 亦然. 鉴于引理 5.6.7, 这不

过是命题 5.6.5 的应用.
关于 R-代数 A 的情形, 论证无异.
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5.7 平坦模和投射模的结构
首先刻画局部环 (定义 1.11.1) 上的有限生成平坦模; 对于极大理想幂零的情形, 结

论也适用于一般的平坦模.

引理 5.7.1 设 R 为局部环, 且其极大理想 m 幂零. 若平坦 R-模 M 的一族元素
{xα}α∈A 在 R/m-模 M/mM 中的像为一组基, 则 {xα}α∈A 也是 M 的一组基. 特别
地, 此时任意平坦 R-模 M 皆自由.
若将条件改为 R 是环, m 是包含于 rad(R) 的理想, M 是有限展示平坦 R-模, 而

A 有限, 则同样结论仍成立.

证明 命题 2.3.6 (iii) 说明 {xα}α∈A 生成 M , 相应地有正合列

1→ K → R⊕A →M → 0,

和 R/m⊗ (·) 作张量积并应用 TorR1 (R/m,M) = 0 可得 K/mK = 0, 继而由命题 2.3.6
得 K = 0.

若将条件改为 m ⊂ rad(R), 模 M 是有限展示平坦模, 而集合 A 有限, 则可用定理
2.3.4 和推论 2.3.5 取代命题 2.3.6, 注意到此时 K 是有限生成的.

命题 5.7.2 设 R 为局部环, M 为有限生成 R-模, 则以下陈述等价:

(i) M 自由,

(ii) M 投射,

(iii) M 平坦.

若 M 为任意 R-模, 但要求 R 的极大理想 m 幂零, 上述等价仍成立.

证明 自由蕴涵投射, 投射蕴涵平坦 (例 5.1.8). 下面证 (iii) =⇒ (i). 记 R 的唯一极
大理想为 m.

对于 m 幂零的情形, (iii) =⇒ (i) 是引理 5.7.1 的内容. 以下探讨 M 有限生成的
情形.

取 R/m-向量空间 M/mM 的基 x̄1, . . . x̄n, 对每个 1 ≤ i ≤ n 选取 x̄i 的原像
xi ∈ M . 推论 2.3.5 蕴涵 x1, . . . , xn 生成 M . 仅需再说明它们线性无关, 亦即∑n
i=1 aixi = 0 当且仅当 a1 = · · · = an = 0.
以下递归地对所有 r ≥ 1 论证若 M 的任一列元素 x1, . . . , xr 在 R/m-向量空间

M/mM 中的像线性无关, 则它们在 R-模 M 中线性无关. 考虑 r = 1 的情形. 设
a1x1 = 0, 其中 x1 ∈ M r mM , 则定理 5.4.7 给出 y1, . . . , ys ∈ M 和 b1, . . . , bs ∈ R 使
得 x1 =

∑s
j=1 bjyj 而 a1bj = 0 对所有 1 ≤ j ≤ s 成立. 第一个等式导致存在 j 使得

bj /∈ m, 第二个等式进一步给出 a1 = 0.
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现在设 r ≥ 2, 而 a1x1 + · · ·+ arxr = 0, 要求所有 xi 的像 x̄i ∈M/mM 线性无关,
则 a1, . . . , ar ∈ m. 定理 5.4.7 给出 y1, . . . , ys ∈M 和 R 上的 r × s 矩阵 (bij)i,j 使得

x1
...

xr

 = B


y1
...

ys

 , (a1 · · · ar)B = 01×s.

由于 xr /∈ mM , 存在 1 ≤ j ≤ s 使得 brj /∈ m, 继而丛 (a1 · · · ar)B = 01×s 的第 j

列推得
r∑
i=1

aibij = 0, ar = −b−1rj
r−1∑
i=1

aibij .

原线性关系式改写为
r−1∑
i=1

ai
(
xi − b−1rj bijxr

)
= 0.

但易见 xi − b−1rj bijxr 在 M/mM 中的像线性无关 (i = 1, . . . , r − 1), 故 a1 = · · · =
ar−1 = 0, 进一步得到 ar = 0. 明所欲证.

推论 5.7.3 设 R 为环, M 为有限生成 R-模, 则以下陈述等价:

(i) M 平坦;

(ii) Mp 对 R 的所有素理想 p 都是自由 Rp-模;

(iii) Mm 对 R 的所有极大理想 m 都是自由 Rm-模.

证明 结合命题 5.2.1 和 5.7.2.

以此为基础, 便得到有限生成投射模的如下刻画.

命题 5.7.4 对于 R-模 M , 以下陈述等价:

(i) M 是有限生成投射模;

(ii) M 是有限展示平坦模;

(iii) M 是有限生成模, 而且对所有素理想 p 皆存在 f ∈ R r p 使得 M [f−1] 是自由
R[f−1]-模;

(iv) M 是有限生成模, 映射
p 7→ dimκ(p)M ⊗ κ(p)

相对于 Spec(R) 上的 Zariski 拓扑是局部常值映射, 且每个 Mp 皆自由.
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证明 循 (i) ⇐⇒ (ii) ⇐⇒ (iii) ⇐⇒ (iv) 的方式论证.
(i) =⇒ (ii). 投射蕴涵平坦, 而有限生成投射模总是有限展示的 (注记 1.5.4).
(ii) =⇒ (i). 推论 5.7.3 蕴涵 Mm 对所有极大理想 m 都是投射 Rm-模. 命题 5.2.3

给出加性函子 R-Mod→ Rm-Mod 之间的同构

Rm ⊗HomR(M, ·) ' HomRm
(Mm, (·)m).

因此, 根据局部化的正合性与引理 2.4.1 关于正合性的部分, 可见 Mm 对所有 m 投射蕴
涵 M 投射.

(ii) =⇒ (iii). 选定素理想 p, 推论 5.7.3 给出 n ∈ Z≥0 和同构 ϕp : R⊕np
∼→ Mp.

有限展示条件和命题 5.2.3 给出典范同构

Rp ⊗HomR

(
R⊕n,M

) ∼→ HomRp

(
R⊕np ,Mp

)
, 1⊗ ψ 7→ ψp;

左式表作 lim−→f /∈p HomR(R
⊕n,M)[f−1], 且这是滤过的 (命题 1.7.3). 综上, 可取到 f /∈ p

连同 ϕf : R[f−1]⊕n →M [f−1] 使得 ϕp 是 ϕf 在 p[f−1] 处的局部化.
将 ϕf 置入 R[f−1]-模的正合列

0→ K → R[f−1]⊕n →M [f−1]→ C → 0.

因为 ϕp 是同构, Kp = 0 = Cp. 因为 C 有限生成, 故可取到 g = g
fa ∈ R[f−1]r p[f−1]

使得 C[g−1] = 0; 注意到 g /∈ p. 分段局部化给出 R[(fg)−1]-模正合列

0→ K[g−1]→ R[(fg)−1]⊕n →M [(fg)−1]→ 0.

然而 M [(fg)−1] 是有限展示 R[(fg)−1]-模 (推论 1.6.7), 故 K[g−1] 有限生成 (引
理 1.5.2), 而它在 p[(fg)−1] 处局部化为 0. 同理可继续取到 h = h

(fg)b
∈ R[(fg)−1] r

p[(fg)−1] 使得 K[g−1][h−1] = 0; 仍注意到 h /∈ p..
综上, 适当调整 f ∈ R r p 之后, 总能取到同构 ϕf : R[f−1]⊕n

∼→ M [f−1] 使得它
在 p[f−1] 处的局部化是 ϕp, 从而 M [f−1] 自由.

(iii) =⇒ (ii). 对所有素理想 p 选取条件中的 f ∈ R r p, 则相应的 D(f) 给出
Spec(R) 的开覆盖, 应用命题 5.6.8 遂得 M 的有限展示性质. 平坦性质是推论 5.7.3 的
应用.

(iii) =⇒ (iv). 条件表明 Spec(R) 可以用一族形如 D(f) 的开子集覆盖, 使得
M [f−1] 对其中的每个 f 都是自由 R[f−1]-模. 对于 p ∈ D(f), 分段局部化和 (1.11.1)
表明

dimκ(p)M ⊗ κ(p) = dimκ(p)Mp ⊗
Rp

κ(p)

= dimκ(p)M [f−1] ⊗
R[f−1]

κ(p);

但末项无非 M [f−1] 的秩, 故所论映射在 D(f) 上为常值.
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(iv) =⇒ (iii). 可取 x1, . . . , xk ∈ M 使得它们被映为 κ(p)-向量空间 M ⊗ κ(p) 的
基, 推论 2.3.5 (iii) 表明它们在 Rp-模 Mp 中的像是一族生成元.
考虑映 (t1, . . . , tk) 为

∑k
i=1 tixi 的同态 ϕ : R⊕k → M , 其余核 C 有限生成, 并

满足 Cp = 0, 因而存在 f ∈ R r p 使得 C[f−1] = 0. 另一方面, 存在 g ∈ R r p

使得 p′ 7→ dimκ(p′)M ⊗ κ(p′) 在 D(g) 上取常值 k. 兹断言 ϕ 诱导之 ϕ[(fg)−1] :

R[(fg)−1]⊕k →M [(fg)−1] 是同构, 这将给出 (iii).
已知 ϕ[f−1] 满; 鉴于引理 2.4.1 的单性部分, 再证 ϕp′ 对所有 p′ ∈ D(fg) 皆单即

可. 然而取基后 ϕp′ 等同于 R⊕kp′ 的自同态, 它在 κ(p′)⊕k 上诱导满射, 因此推论 2.3.5
(ii) 蕴涵其为满自同态. 代入推论 2.3.7 可知 ϕp′ 是同构.

命题 5.7.4 (iii) 相当于模的局部有限秩自由性质. 用几何语言来说, 有限生成投射
模按此对应到仿射概形 Spec(R) 上的向量丛. 对于向量丛也有如下的 “平坦下降” 性
质, 见 §5.6.

推论 5.7.5 设 R → S 为忠实平坦的环同态, M 为 R-模, 则 M 是有限生成投射 R-模
当且仅当 S ⊗

R
M 是有限生成投射 S-模.

证明 结合命题 5.6.5 与命题 5.7.4.

在命题 5.7.4 (iv) 中, 也可以将条件放宽为 M 有限生成, m 7→ dimκ(m)M ⊗ κ(m)

是 MaxSpec(R) 上的局部常值映射, 且每个 Mm 皆自由; 由之依然能推得 (iii). 更常用
的则是以下变体.

命题 5.7.6 设 R 是既约环, 则有限生成 R-模 M 是投射模当且仅当映射

p 7→ dimκ(p)M ⊗ κ(p)

相对于 Spec(R) 上的 Zariski 拓扑是局部常值映射.

证明 “仅当” 方向已包含于命题 5.7.4, 不需要既约条件. 对于 “当” 的方向, 以下重拾
命题 5.7.4 (iv) =⇒ (iii) 的论证, 但不再要求 Mp 对所有 p 皆自由.
按照该处论证考虑 p ∈ D(f) 和 g, 得到 ϕ : R⊕k → M 使得 ϕ[f−1] 满. 目标是证

明 ϕ[(fg)−1] 为同构. 不同处只在证明的最后一段.
对于所有 p ∈ D(fg), 诱导同态 ϕκ(p) : κ(p)

⊕k →M ⊗κ(p)是 κ(p)-线性满射, 两边
维数相同且有限, 因而 ϕκ(p) 是向量空间同构. 现在注意到 D(fg) ' SpecR[(fg)−1], 而
R 既约蕴涵 R[(fg)−1] 既约; 若 p 是其极小素理想, 则 κ(p) = Rp, 故此时 ϕp = ϕκ(p)

为单同态.
若 (t1, . . . , tk) ∈ ker

(
ϕ[(fg)−1]

)
, 则每个 ti 在每个 Rp 中的像皆为 0, 其中 p 遍历

R[(fg)−1] 的极小素理想; 由引理 2.9.2 遂有 ti = 0. 综上, ϕ[(fg)−1] 是单同态, 因而是
同构. 明所欲证.
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5.8 平坦性的局部判准
命题 5.2.1 将模的平坦性化约到局部环上检验. 但即便对 R 为局部环的特

例, §5.4 的判准依然不甚方便, 因为它们涉及对 R 的所有有限生成理想 I 检验
TorR1 (M,R/I) = 0 或 I ⊗M ↪→M , 本节介绍的一系列判准将予以改进.
首先作如下观察: 设 I 为环 R 的理想, M 为 R-模, 则可赋 R 和 M 以 I-进滤过

(例 4.2.12),相应地有 Z≥0-分次环 grI(R)和分次 grI(R)-模 grI(M). 根据定义, grI(M)

由 gr0(M) =M/IM 生成; 换言之, 乘法给出的分次 grI(R)-模同态

γI,M : grI(R) ⊗
gr0I(A)

gr0I(M)→ grI(M) (5.8.1)

是满的, 这是因为 (5.8.1) 的 n 次部分表作

γnI,M : (In/In+1) ⊗
R/I

(M/IM)→ InM/In+1M.

引理 5.8.1 对 R 的理想 I 和 R-模 M , 考虑以下陈述:

(i) 对所有 n ∈ Z≥1 皆有 TorR1 (R/In,M) = 0;

(ii) 对所有 n ∈ Z≥1, 乘法诱导 In ⊗M ∼→ InM ;

(iii) 相应的 (5.8.1) 是同构.

蕴涵关系 (i) ⇐⇒ (ii) =⇒ (iii) 总是成立, 而 I 幂零时 (i)—(iii) 相等价.

证明 (i) ⇐⇒ (ii): 应用引理 5.4.1.
(ii) =⇒ (iii): 考虑行正合交换图表

In+1 ⊗M In ⊗M (In/In+1)⊗M 0

0 In+1M InM InM/In+1M 0,

其中垂直箭头来自乘法, 皆为满射; 易见右上角等同于 (In/In+1) ⊗
R/I

(M/IM), 而最右
垂直箭头等同于 γnI,M . 若 (ii) 成立则中左两路箭头为同构, 故蛇形引理 [7, 命题 6.8.6]
给出 (iii).

若 I 幂零, 可取 m � 0 使得 Im = 0. 在上述图表中可以用蛇形引理逐步证明
In ⊗M → InM 对 n = m− 1, . . . , 0 都是同构. 证毕.

定义 5.8.2 对于理想 I 和 R-模M ,若对于 R的所有理想 J 皆有
⋂
n≥0 I

n(J⊗M) = 0,
则称 M 对 I 为逐理想分离的.
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定理 5.8.3 对 R 的理想 I 和 R-模 M , 考虑以下陈述:

(i) M 是平坦 R-模;

(ii) M/IM 是平坦 R/I-模, 且 TorR1 (R/I,M) = 0;

(iii) M/IM 是平坦 R/I-模, 且 (5.8.1) 是同构;

(iv) M/ImM 对所有 m ∈ Z≥1 皆是平坦 R/Im-模.

其间有蕴涵关系 (i) =⇒ (ii) =⇒ (iii) =⇒ (iv).
若进一步要求 I 幂零, 或要求 R 为 Noether 环且 M 对 I 逐理想分离, 则 (i) —

(iv) 相互等价.

证明 (i) =⇒ (ii): 应用平坦模的基变换性质和定理 5.4.2.
(ii) =⇒ (iii): 鉴于引理 5.8.1, 证 TorR1 (R/In,M) = 0 对所有 n ≥ 1 成立即可. 取

R/In 的 I-进滤过
0 = In/In ⊂ · · · ⊂ I/In ⊂ R/In,

再考虑 Tor-函子的长正合列, 问题化约为以下断言:

∀ R/I-模 N, TorR1 (N,M) = 0. (5.8.2)

诚然, 存在 R/I-模的短正合列

0→ K → F → N → 0, F : 自由;

由于 Tor-函子与直和交换, TorR1 (F,M) = 0, 故 TorR• (·,M) 的长正合列包含

0→ TorR1 (N,M)→ K ⊗M → F ⊗M ;

最右同态等同于 K ⊗
R/I

M/I → F ⊗
R/I

M/I, 故单. 于是 (5.8.2) 得证.

(iii) =⇒ (iv): 对所有 n ≥ 0, 命 Rn := R/In+1 和 Mn := M/In+1M . 对
k = 1, . . . , n, 易得与引理 5.8.1 证明中类似的行正合交换图表

(Ik+1/In+1)⊗M (Ik/In+1)⊗M (Ik/Ik+1)⊗M 0

0 Ik+1Mn IkMn IkM/Ik+1M 0.

最右垂直箭头总是同构, 而 (Ik+1/In+1)⊗M → Ik+1Mn 在 k = n 时平凡地是同构, 由
此可递归地推得 (Ik/In+1)⊗M ∼→ IkMn 恒成立. 特别地, 如记 In := I/In+1 则有

In ⊗
Rn

Mn ' (I/In+1)⊗M ∼→ IMn,
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而这无非是乘法对 Rn-模 Mn 诱导的同态. 根据引理 5.4.1, 这给出

TorRn
1 (Rn/In,Mn) = 0. (5.8.3)

为了得到 (iv), 对所有 k = 0, . . . , n 和 Rk-模 N 说明 TorRn
1 (N,Mn) = 0, 再应用

k = n 的特例即可.
当 k > 0 时 IN 和 N/IN 都是 Rk−1-模, 正合列将问题递归地化约到 k = 0 的情

形. 注意到 R0 = R/I = Rn/In. 剩余论证和 (5.8.2) 类似, 基于 (5.8.3) 和 M/IM 作为
R0-模的平坦性.

当 I 幂零时, 取 n� 0 使得 Rn = R 而 Mn =M , 立见 (iv) =⇒ (i).
以下在 R 为 Noether 环且 M 对 I 逐理想分离的前题下证明 (iv) =⇒ (i). 基于

推论 5.4.4, 问题化为对 R 的所有理想 J 证明乘法诱导的 J ⊗M →M 为单同态. 鉴于
对 M 的条件, 说明对所有 n 皆有 ker[J ⊗M →M ] ⊂ In(J ⊗M) 即可.
对带有 I-进滤过的 R 及其子 R-模 J 应用定理 4.6.4, 可取到 k > n 使得 Ik ∩ J ⊂

InJ . 考虑自明的交换图表

J ⊗M (J/Ik ∩ J)⊗M (J/InJ)⊗M (J ⊗M)
/
In(J ⊗M)

M M/IkM

∼

依证明 (iii) =⇒ (iv) 时的符号, J/Ik ∩ J 是 Rk−1 的理想, 故 (iv) 和推论 5.4.4 蕴涵

(J/Ik ∩ J)⊗M ' (J/Ik ∩ J) ⊗
Rk−1

Mk−1 ↪→Mk−1.

这导致第二个垂直箭头为单, 故 ker[J ⊗M →M ] ⊂ In(J ⊗M). 明所欲证.

注意到当 I 是极大理想时, 定理 5.8.3 (ii) 和 (iii) 中关于 M/IM 的平坦性自动
成立.

引理 5.8.4 设 I 为环 R 的理想, S 为满足 IS ⊂ rad(S) 的 R-代数, 而且 S 也是
Noether 环. 若 N 是有限生成 R-模, M 是有限生成 S-模, 则作为 R-模的 N ⊗M 满足⋂
n≥0 I

n(N ⊗M) = 0.

证明 注意到 N ⊗M 不只是 R-模, 还具有来自 M 的 S-模结构. 对所有 n ≥ 0 皆有

In (N ⊗M) ⊂ rad(S)n(N ⊗M).

考虑有限生成 S-模 Ñ := S⊗N , 则有 S-模的典范同构 N ⊗M ' Ñ ⊗
S
M , 而命题 1.5.7

(i) 说明 Ñ ⊗
S
M 有限生成. 定理 3.7.1 遂蕴涵 rad(S)n(N ⊗M) 之交为零.

定理 5.8.5 设 I 为环 R 的理想, S 为满足 IS ⊂ rad(S) 的 R-代数, 而且 R 和 S 都是
Noether 环. 给定有限生成 S-模 M , 以下陈述等价:
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(i) M 是平坦 R-模;

(ii) M/IM 是平坦 R/I-模, 且 TorR1 (R/I,M) = 0;

(iii) M/IM 是平坦 R/I-模, 且 (5.8.1) 是同构;

(iv) M/ImM 对所有 m ∈ Z≥1 皆是平坦 R/Im-模.

证明 引理 5.8.4 表明 M 作为 R-模对 I 是逐理想分离的, 故对 R-模 M 应用定理
5.8.3 即可.

以下是定理 5.8.5 在局部环上的一种形式. 关于局部环的定义和符号, 请回顾
§1.11.

定理 5.8.6 (平坦性的局部判准) 设 (R,m)→ (S, n)为 Noether局部环之间的局部同态
(定义 1.11.7), M 为有限生成 S-模, 则 M 是平坦 R-模当且仅当 TorR1 (R/m,M) = 0.

证明 因为 R/m 是域, M/mM 总是平坦 R/m-模. 代入定理 5.8.5 (取 I = m) 即
所求.

尽管定理 5.8.5 和 5.8.6 的表述略显复杂, 但最常用的是 R = S 或 M = S 的特例.

5.9 Govorov–Lazard定理
本节探讨的 Govorov–Lazard 定理将厘清平坦模和自由模的关系, 它涉及以下构

造. 给定环 R 以及 R-模 M , 定义范畴 F = FM 如下.

� 它的对象是任一列元素 x = (x1, . . . , xn) ∈ Mn, 其中 n ∈ Z≥1 可变; 对之构造以
x1, . . . , xn 为基的自由 R-模, 记为 Fx =

⊕n
i=1Rxi, 相应地有映 xi 为 xi 的同态

α(x) : Fx →M .

� 从对象 x 到 y 的态射定义为 R-Mod 中的交换图表

Fx Fy

M

φ

α(x) α(y)

简记为 ϕ, 按自明方式定义态射的合成.

显然 F 是非空小范畴. 定义函子 F : F → R-Mod 如下: 对象层次是 x 7→ Fx, 态射
层次则按自明方式定义. 另记 lim−→F 为 lim−→x Fx. 态射族 (α(x))x∈Ob(F) 诱导 R-模同态

α : lim−→x
Fx →M.
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引理 5.9.1 取 R-模 M 并定义 F 如上, 则 α : lim−→x Fx →M 是同构.

证明 目标是对所有 R-模 N 给出典范同构

HomR(M,N)
∼→ lim←−

x∈Ob(F)

HomR(Fx, N)

:=

 (θx)x ∈
∏

x HomR(Fx, N) ∀x
φ

y,

θx = θyϕ

 ,

从而对同态族 α(x) : Fx → M 验证 lim−→ 的泛性质. 具体方法是让 θ ∈ HomR(M,N)

映至 (θα(x))x, 这显然是典范同态. 此同态为单: 若 θ 被映为 0, 则代入 x = (x) 可见
θ(x) = 0 对所有 x ∈M 成立.

以下说明满性. 给定右侧元素 (θx)x, 定义映射 θ :M → N 如下: 对所有 x ∈M 将
F(x) 写成 Rx, 命 θ(x) := θ(x)(x). 考虑 t ∈ R, 从交换图表

st · x s · tx

Rx Rtx

M
∈ ∈

α((x)) α((tx))

见得 tθ(x) = tθ(x)(x) = θ(x)(tx) = θ(tx)(tx) = θ(tx).
接着考虑 x, y ∈M . 丛交换图表

R(x+ y) Rx⊕Ry Rx或Ry

M

α((x,y))

包含

α((x,y))

包含

α((x))或α((y))

见得

θ(x+ y) = θ(x+y)(x+ y) = θ(x,y)(x+ y) = θ(x,y)(x) + θ(x,y)(y)

= θ(x)(x) + θ(y)(y) = θ(x) + θ(y).

综上, θ 是模同态. 类似思路可证 θα(x) = θx 对所有 x 成立, 方法是对所有 x =

(x1, . . . , xn)和 x =
∑n
i=1 aixi ∈ Fx 定义 F(x) = Rx→ Fx 和 F 中相应的态射 (x)→ x.

满性得证.

定理 5.9.2 (V. E. Govorov, D. Lazard) 设 M 为 R-模, 则 M 平坦当且仅当它是一族
自由 R-模的滤过 lim−→; 此时引理 5.9.1 中的 F 是滤过小范畴, 而对应的 lim−→ 可以取为该
处的 lim−→x Fx.

证明 自由模必平坦, 故 “仅当” 方向来自命题 5.1.10. 以下处理 “当” 的方向.
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设 M 平坦. 鉴于引理 5.9.1 的同构 lim−→x Fx ' M , 剩余任务是论证 F 滤过. 这分
成两个条件 [7, 定义 2.7.6].

给定 y = (y1, . . . , yn) 和 y′ = (y′1, . . . , y
′
n′), 取 z = (y1, . . . , yn, y

′
1, . . . , y

′
n′), 便有 F

中的态射 y → z ← y′, 相应的模同态 Fy → Fz ← Fy′ 由有序基的包含关系诱导. 这是
滤过范畴的第一则条件.

为了验证第二则条件1), 考虑 F 中的态射 y ← x → y′, 具体表作模同态 Fy
φ

Fx
φ′

Fy′ . 记 x = (x1, . . . , xm), 然后按照前一段的符号展开 y, y′ 及两者的合并 z;
相应地

Fz = Fy ⊕ Fy′ ,

并且有同态 ξ := α(z) : Fz →M , 映基中的 yi (或 y′j) 为 M 中的 yi (或 y′j).

留意到 x
φ

y→ z和 x
φ′

y′ → z的合成未必相等. 为了解决这个问题, 取 ker(ξ)
的有限生成子模

K :=

m∑
i=1

R(ϕ(xi),−ϕ′(xi)).

代入推论 5.4.8 可得交换图表

Fz R⊕s

M

β

ξ η

使得 K ⊂ ker(β). 记 R⊕s 的标准基对 η 的像为 w1, . . . , ws, 它们给出 F 的对象 w. 由
构造易见有 F 中的交换图表

y z

x w.

y′ z

βφ

φ′ β

至此验证使 F 滤过所需的全部条件.

习题

1. 设 R 为整环, K := Frac(R). 证明 K 是平坦 R-模, 而 K 是投射 R-模当且仅当 R = K.
提示 若 K 投射则存在模同态 f : K → R 连同 x ∈ K 使得 a := f(x) 6= 0. 论证
bf(x/ab) = 1 对所有 b ∈ R r {0} 成立.

1)其实处理特例 y = y′ 即可, 但这反而会使符号费解.
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2. 对所有域 k, 说明
(i) k[X,Y ]/(XY −X) 在 k[X] 上非平坦,

(ii) kJtK[Y, Z]/(Y Z − t) 在 kJtK 上平坦.

3. 从导出函子的基本操作证明定义 5.3.7 的平坦维数满足
fl.dim(M) ≤ n ⇐⇒ TorRn+1(M, ·) = 0

⇐⇒ M 有长度 ≤ n 的平坦解消.

提示 以平坦解消计算 Tor 函子, 参考 [8, 命题 4.9.6] 的论证.

4. 取环 R 为 C∞(R), 乘法是逐点相乘; 其中在 0 的某个邻域上为零的函数构成理想 I, 在 0 处
为 0 的函数构成极大理想 m. 证明 R-模的同构 Rm ' R/I, 以此说明 R/I 是有限生成平坦
R-模, 然而非投射模.

5. 举例说明存在 Noether 环 R 和有限生成 R-模 M , 使得 p 7→ dimκ(p M ⊗ κ(p) 是 Spec(R)

上的局部常值映射, 但 M 非投射模.

6.

7.

8.

9. (Amitsur 复形) 给定交换环 R 上的代数 S 和 R-模 N , 对所有 n ≥ 0 定义 Xn =

S⊗(n+1) ⊗N , 张量积默认取在 R 上. 对所有 0 ≤ i ≤ n 定义
dn,i : Xn → Xn+1, x0 ⊗ · · · ⊗ xn ⊗ y 7→ · · · ⊗ xi−1 ⊗ 1⊗ xi ⊗ · · · ⊗ y

以及 δn =
∑n

i=0(−1)idn,i : Xn → Xn+1. 另记 X−1 := N , 以 δ−1(y) = 1 ⊗ y 定义
δ−1 : N → S ⊗N .

(i) 验证 A•
N :=

[
0 → X−1 δ−1

X0 δ0

X1 δ1 → · · ·

]
是 R-模的复形, 称为 Amitsur

复形.

(ii) 设 R → R′ 是环同态, S′ := R′ ⊗ S 而 N ′ := R′ ⊗N , 验证 R′-模的复形 R′ ⊗A•
N 同

构于 A•
N′ .

(iii) 设存在环同态 λ : S → R 使之为 R → S 的左逆, 证明此时 A•
N 正合.

提示 计算 hn+1δn + δn−1hn, 其中 hn : Xn → Xn−1 的映法是
h0(x0 ⊗ y) = λ(x0)y,

hn(x0 ⊗ · · · ⊗ xn ⊗ y) = λ(x0)x1 ⊗ · · · ⊗ xn ⊗ y (n ≥ 1).

(iv) 证明若 S 是忠实平坦 R-代数, 则 A•
N 正合. 定理 5.6.4 的等化子图表 (取 M = S⊗N)

不过是此正合列的开头.

提示 对 R → S 取 S ⊗ (·) 得到环同态 S
s 7→s⊗1

S ⊗ S, 它有左逆.

复形 A•
N 也可以用余杠构造 [8, 例 8.7.2] 来诠释, 它来自命题 1.3.3 中的伴随对给出的单子.
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6.1 环的整扩张
设 R 为环而 S 为 R-代数; 等价地说, 给定环同态 R → S, 其中的环均默认交换.

以下是 [7, 定义 7.2.1] 在交换环场景下的重述.

定义 6.1.1 (整元) 取定 R-代数 S 如上. 设 x ∈ S. 若存在 n ≥ 1 与 a0, . . . , an−1 ∈ R
使得

xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0 = 0

则称 x 是 R-代数 S 中的整元, 或称 x 在 R 上是整的.

整元在 R-代数同态之下的像仍是整元.
以下事实来自 [7, 定理 7.2.2, 推论 7.2.3], 其证明依赖于 Cayley–Hamilton定理, 不

再重复.

定理 6.1.2 取定 R-代数 S 如上. 对所有 x ∈ S, 以下陈述等价:

(i) x 是 R 上的整元;

(ii) R[x] 是有限 R-代数 (定义 1.9.1);

(iii) x 包含于 S 的一个忠实 R[x]-子模 M (定义 1.1.6), 其中 M 作为 R-模有限生成.

进一步, S 中的所有整元构成一个 R-子代数.

定义 6.1.3 给定 R-代数 S.

� 称 S 中所有整元构成的子代数为 R 在 S 中的整闭包, 记为 SR-int.
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� 如果 S 的所有元素皆整, 亦即 SR-int = S, 则称 S 是 R 的整扩张.

� 如果 R→ S 为单, 而且 SR-int 等于 R 的像, 则称 R 在 S 之中整闭.

如果 S 作为 R-代数由一族整元生成, 则定理 6.1.2 蕴涵 S 是 R 的整扩张.

命题 6.1.4 给定 R-代数 S, 它是有限 R-代数当且仅当它既是 R 的整扩张, 同时也是
有限生成 R-代数.

证明 设 S 是有限 R-代数. 代入定理 6.1.2 可得整性, 方法是对所有 x ∈ S 取 M = S;
这总是忠实 R[x]-子模.

反之设 S 是 R 的整扩张, 且作为 R-代数有生成元 x1, . . . , xn. 分段扩张可得
S = R[x1, . . . , xn] = R[x1, . . . , xn−1][xn]

= · · · = R[x1][x2] · · · [xn].

迭代引理 1.9.4 (i), 问题化约为证 R[x1] · · · [xi+1] 对所有 0 ≤ i < n 都是有限
R[x1] · · · [xi]-代数.

由于 xi+1 在 R[x1] · · · [xi] = R[x1, . . . , xi] 上也是整的, 问题化为对一般扩张
R→ S 中的整元 x ∈ S 说明 R[x] 是有限 R-代数, 这正是定理 6.1.2 的内容.

推论 6.1.5 给定 R-代数 S, 则 SR-int 是 S 的所有有限 R-子代数的滤过并.

证明 已知若 x ∈ S 属于 R 的某个有限 R-子代数, 则 x 是整的. 反之若 x ∈ S 在 R

上整, 则 x 属于 S 的有限 R-子代数 R[x]. 因此整闭包是 S 的所有有限 R-子代数之并.
给定 S 的两个有限 R-子代数 S1 和 S2, 选取生成元表之为

S1 = R[x1, . . . , xm], S2 = R[y1, . . . , yn],

则有限生成 R-代数 S′ := R[x1, . . . , xm, y1, . . . , yn] 的元素仍都是整的, 故命题 6.1.4 蕴
涵 S′ 是有限 R-代数.

引理 6.1.6 (整扩张的塔性质) 考虑一列环同态 R→ S → T .

(i) 如果 R→ T 整, 则 S → T 整, 而且在 S → T 单的前提下 R→ S 亦整.

(ii) 如果 S → T 和 R→ S 皆整, 则 R→ T 亦整.

证明 (i). 显然 R → T 整蕴涵 S → T 整. 另一方面, 设 S → T 单, 记 x ∈ S 在 T 中
的像为 y, 则 y 满足方程 yn + an−1y

n−1 + · · · + a0 = 0 (其中 a0, . . . , an−1 ∈ R), 由此
推得 xn + an−1x

n−1 + · · ·+ a0 = 0 在 S 中成立, 故 x 在 R 上为整.
(ii). 设 x ∈ T 满足方程 xn + an−1x

n−1 + · · ·+ a0 = 0, 其中 a0, . . . , an−1 ∈ S. 视
此为系数在 S 的 R-子代数 R[a0, . . . , an−1] 上的方程, 则 x 是 R[a0, . . . , an−1] 上的整
元. 于是有一列环同态

R→ R[a0, . . . , an−1]→ R[a0, . . . , an−1][x];

未定稿: 2026-03-18



§6.1 环的整扩张 143

每段都是环的有限生成整扩张, 故命题 6.1.4 说明每段皆有限. 代入引理 1.9.4 (i) 知
R[a0, . . . , an−1, x] 是有限 R-代数, 从而 x 在 R 上为整.

命题 6.1.7 给定 R-代数 S, 则 SR-int 在 S 之中整闭. 因此整闭包的称呼是合理的.

证明 设 x ∈ S 在 SR-int 上为整, 则 x 属于 S 的某个整 SR-int-子代数 A; 而因为 R-代
数 SR-int 为整, 于是引理 6.1.6 (ii) 表明 A 是 S 的整 R-子代数. 综上 x ∈ SR-int.

对于 R 的乘性子集 U , 依定义–命题 1.8.3 来理解任意 R-代数 S 的局部化 S[U−1].
以下说明局部化与取整闭包交换.

命题 6.1.8 给定 R-代数 S 和 R 的乘性子集 U , 我们有

SR-int[U−1] = S[U−1]R[U−1]-int;

两边都视为 S[U−1] 的子环. 特别地, 若 S 是 R 的整扩张, 则 S[U−1] 是 R[U−1] 的整
扩张.

证明 将 S[U−1] 的元素写成 x
u , 其中 x ∈ S 而 u ∈ U .

对于包含关系 ⊂, 设有 a0, . . . , an−1 ∈ R 使得 xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0 = 0, 则在

S[U−1] 中亦有 (x
u

)n
+
an−1
u

(x
u

)n−1
+ · · ·+ a0

un
= 0.

故 x
u 在 R[U−1] 上为整.
对于 ⊃, 设 x

u 在 R[U−1] 上为整, 则存在 u0, . . . , un−1 ∈ U 和 a0, . . . , an−1 ∈ R 使
得 (x

u

)n
+
an−1
un−1

(x
u

)n−1
+ · · ·+ a0

un
= 0

在 S[U−1] 中成立. 因此存在 v ∈ U 使得

(vu0 · · ·un−1x)n +

n−1∑
i=0

(uv)i+1uii
∏
j 6=i

ui+1
j · (vu0 · · ·un−1x)n−1−i = 0

在 R 中成立. 故 y := vu0 · · ·un−1x 在 R 上为整, 而 x
u = y

vu0···un−1u
.

最后探讨环的变换与张量积对整性的影响.

命题 6.1.9 设 R → R′ 为环同态, 则相应的函子 R′ ⊗
R
(·) : R-CAlg → R′-CAlg 保持

整性.
如果 S1 和 S2 都是 R 的整扩张, 则 S1 ⊗

R
S2 亦然.

证明 对于第一部分, 设 S 是 R 的整扩张. 观察到 R′ ⊗
R
S 作为 R′-代数由子集 1⊗ S

生成. 给定 x ∈ S, 因为 y 7→ 1⊗ y 给出 R-代数的同态 S → R′ ⊗
R
S, 故 1⊗ x 在 R 上

为整, 因而在 R′ 上为整. 综上可得 R′ ⊗
R
S 是 R′ 的整扩张.
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对于第二部分, 可沿用类似思路, 或作如下论证: 由第一部分 (取 R′ = S1) 蕴涵
S1 ⊗

R
S2 是 S1 的整扩张, 再由引理 6.1.6 (ii) 即知 S1 ⊗

R
S2 是 R 的整扩张.

6.2 正规整环
本节考虑整环 R, 嵌入为分式域 Frac(R) 的子环.

定义 6.2.1 (正规整环) 若整环 R 在 Frac(R) 之中整闭 (定义 6.1.3), 则称 R 为正规
整环.

命题 6.2.2 唯一分解整环必正规. 作为特例, 主理想整环必正规.

证明 设 R 为唯一分解整环, 而 x ∈ Frac(R) 满足 xn + an−1x
n−1 + · · · + a0 = 0, 其

中 a0, . . . , an−1 ∈ R, 则一次因式检验法 [7, 命题 5.7.10] 蕴涵 x = p
q , 其中 p, q ∈ R 互

素而 p | a0, q | 1. 这便说明 x ∈ R.

命题 6.2.3 设 R 为正规整环, U 为 R 的乘性子集, 则 R[U−1] 仍是正规整环.

证明 命 K := Frac(R) = Frac(R[U−1]). 命题 6.1.8 在 K 中给出子环的等式

KR-int[U−1] = KR[U−1]-int;

因 R 正规, 左边等于 R[U−1], 故 R[U−1] 正规.

引理 6.2.4 设 I 为非空集, {Ri}i∈I 为某个域 K 的一族子环. 若每个 Ri 都是正规整
环, 则

⋂
i∈I Ri 亦然.

证明 命 R :=
⋂
i∈I Ri, 则 K ⊃ Frac(Ri) ⊃ Frac(R) 对所有 i ∈ I 成立. 设有

x ∈ Frac(R) 和 a0, . . . , an−1 ∈ R 使得 xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0 = 0, 则 Ri 正规蕴涵

对所有 i ∈ R 皆有 x ∈ Ri, 故 x ∈ R.

命题 6.2.5 对于整环 R, 以下表述等价:

(i) R 是正规整环,

(ii) Rp 对所有素理想 p 都是正规整环,

(iii) Rm 对所有极大理想 m 都是正规整环.

证明 命题 6.2.3 给出 (i) =⇒ (ii), 而 (ii) =⇒ (iii) 平凡. 至于 (iii) =⇒ (i), 应用引
理 1.10.12 给出的 R =

⋂
mRm 以及引理 6.2.4.

我们将借助以下概念来证明正规整环上的多项式代数依然正规.
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定义 6.2.6 (殆整元) 对于整环 R 和 x ∈ Frac(R), 若存在 r ∈ R r {0} 使得 rxn ∈ R
对所有 n ≥ 0 成立, 则称 x 为殆整元.

显然 R 的元素皆为殆整元.

引理 6.2.7 对于整环 R, 所有殆整元构成 K := Frac(R) 的子环. 若 x ∈ K 在 R 上为
整, 则 x 是殆整元; 如果要求 R 是 Noether 环, 则反向亦然.

证明 设 x, y ∈ K 和 a, b ∈ R r {0} 对所有 n ≥ 0 皆满足 axn ∈ R 和 byn ∈ R, 则
(ab)(xy)n ∈ R 和 (ab)(x+ y)n ∈ R 对所有 n ≥ 0 成立. 故殆整元构成子环.
设 x ∈ K 在 R 上为整, 则定理 6.1.2 说明 R[x] 是有限 R-代数; 考虑其生成元的分

母, 可见有 r ∈ Rr {0} 使得 rR[x] ⊂ R, 这表明 x 殆整.
反之设 R 为 Noether 环, x ∈ K 殆整. 按定义可取 r ∈ R r {0} 使得 R[x] ⊂ 1

rR,
这蕴涵 R[x] 是有限生成 R-模. 代入定理 6.1.2 知 x 在 R 上为整.

引理 6.2.8 设 R 为整环, K := Frac(R). 考虑多项式 f = arX
r + · · ·+ a0 ∈ K[X], 其

中 ar 6= 0.

(i) 若 f 是 K(X) = Frac(R[X]) 中的殆整元, 则每个 ai 都是 K 中的殆整元.

(ii) 若 f 在 R[X] 上为整, 则每个 ai 都在 R 上为整.

证明 (i). 存在 g = bsX
s + · · ·+ b0 ∈ R[X]r {0}, 其中 bs 6= 0, 而 gfn ∈ R[X] 对所有

n ≥ 0 成立. 这蕴涵 bsa
n
r ∈ R, 因此 ar 是殆整元. 由于 K(X) 中的殆整元成环, 并包含

R[X], 故 f − arXr 仍殆整, 依此类推.
(ii). 设 fn + cn−1f

n−1 + · · · + c0 = 0, 其中 ci ∈ R[X]. 将每个 ai 都表成分式
ui

vi
, 取 R0 为 R 中由所有 ui, vi 和 cj 生成的子环, 然后记 K0 = Frac(R0) ⊂ K. 此时

f ∈ K0[X] 在 R0[X] 上为整. 根据 (i) 可知每个 ai 都是 K0 中的殆整元. 注意到 R0 是
Noether 整环, 故引理 6.2.7 蕴涵 ai 在 R0 上为整, 因而在 R 上为整.

引理 6.2.9 若 R 是正规整环, 则 R[X] 亦然.

证明 命 K = Frac(R), 则 Frac(R[X]) = K(X). 如果 f ∈ K(X) 在 R[X] 上为整, 则
它在 K[X] 上为整; 由 K[X] 的唯一分解性得到 f ∈ K[X]. 引理 6.2.8 (ii) 和 R 的正规
条件进一步蕴涵 f ∈ R[X].

本章习题将说明正规 Noether 整环上的一元形式幂级数环也是正规整环.
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6.3 一般的正规环
受命题 6.2.5 启发, 我们将正规性推广到一般的环上.

定义 6.3.1 (正规环) 设 R 为环. 如果 Rp 对所有素理想 p 都是正规整环, 则称 R 为正
规环.

根据命题 6.2.5, 上述条件只需对 R 的极大理想来检验.

命题 6.3.2 若 R 是正规环, 则 R 对任意乘性子集 U 的局部化仍是正规环.

证明 将 R[U−1] 的素理想写作 p[U−1] 之形, 其中 p 是 R 的素理想, p ∩ U = ∅, 亦即
Rr p ⊃ U , 然后应用局部化的传递性 (命题 1.6.5).

命题 6.3.3 若 R 是正规环, n ∈ Z≥0, 则 R[X1, . . . , Xn] 仍是正规环.

证明 不妨设 n = 1. 设 q 为 R[X] 的素理想, p := R ∩ q, 则 R[X]q 是 Rp[X] 的局部
化, 而引理 6.2.9 说明 Rp[X] 是正规整环. 由命题 6.2.3 遂知 R[X]q 是正规整环.

引理 6.3.4 若 R1 和 R2 是正规环, 则 R1 ×R2 仍是正规环.

证明 命题 1.2.3 之下的讨论表明 R1 × R2 的素理想皆形如 p1 × R2 或 R1 × p2, 其中
pi 代表 Ri 的素理想. 易见相应的局部化分别是 R1,p1

和 R2,p2
.

命题 6.3.5 设非零环 R 为仅有有限多个极小素理想的既约环 (定义 2.1.2), 则以下陈
述等价:

(i) R 是正规环,

(ii) R 在其全分式环 Frac(R) (定义 2.9.1) 中整闭,

(iii) 存在正规整环 R1, . . . , Rm 使得 R '
∏m
i=1Ri.

对于一般的环 R, 仍有蕴涵关系 (iii) =⇒ (i) =⇒ (ii).

证明 对于一般的 R, 蕴涵关系 (iii) =⇒ (i) 来自引理 6.3.4. 下面说明 (i) =⇒ (ii).
考虑 x ∈ Frac(R) 及 R 的理想 I := {r ∈ R : rx ∈ R}. 设 x 在 R 上整, 目标是

证 I = R. 对 R 的所有素理想 p, 局部化的正合性导致 Rp ↪→ Frac(R) ⊗
R
Rp, 映法是

r
u 7→ r ⊗ 1

u . 将右边视为整环 Rp 对某个乘性子集的局部化, 则又有 Frac(R) ⊗
R
Rp ↪→

Frac(Rp).
留意到 x⊗ 1 在 Rp 上依然整, 故存在 r ∈ R 和 u ∈ Rr p 使得 x⊗ 1 = r ⊗ 1

u . 于
是 (ux− r)⊗ 1 = 0, 等价地说存在 v ∈ Rr p 使得 v(ux− r) = 0, 故 vu ∈ I.
综上可见 I 6⊂ p. 由于 p 任意, I = R. 于是 x ∈ R.
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接着设 R 既约, 且仅有有限多个相异极小素理想 p1, . . . , pm, 目标是证 (ii) =⇒
(iii). 定理 2.9.3 给出 Frac(R) ∼→

∏m
i=1Rpi

, 每个 Rpi
都是域. 相应于此直积分解, 有幂

等元 e1, . . . , em.
既然 R 在 Frac(R) 中整闭, 它必包含 e1, . . . , em. 用这 m 个幂等元可对所有 i 得

到 Rpi
的子环 Ri, 使得下图交换:

Frac(R)
∏m
i=1Rpi

R
∏m
i=1Ri.

∼

∼

包含

容易验证每个 Ri 都在域 Rpi 中整闭, 继而验证 Ri 是正规整环. 证毕.

注意到 Noether 环的极小素理想个数有限, 见命题 3.4.6 和 3.4.8.

6.4 赋值环和整闭包
先来回顾赋值环的定义, 如 [7, 定义 10.6.2].

定义 6.4.1 (赋值环) 设 R 为整环, 命 K = Frac(R). 若对任意 x ∈ K× 皆有 x ∈ R 或
x−1 ∈ R, 则称 R 为赋值环.

引理 6.4.2 赋值环必为局部环.

证明 见 [7, 定义 10.6.2] 之下的讨论, 或对赋值环 R 直接验证 R r R× 为其唯一极大
理想.

今后以 mR 代表局部环 R 的唯一极大理想, 因此 R = mR tR×.

命题 6.4.3 赋值环必为正规整环.

证明 设 R 为赋值环, K := Frac(R). 设 x ∈ K 满足

xn + cn−1x
n−1 + · · ·+ c0 = 0, n ∈ Z≥1, c0, . . . , cn−1 ∈ R.

以下说明 x ∈ R. 设 x /∈ mR, 则 y := x−1 ∈ R. 将上述方程的两边同除以 xn, 得到

1 + y(cn−1 + · · ·+ c0y
n−1) = 0;

然而这说明 y ∈ R×, 亦即 x ∈ R×.

命题 6.4.4 选定域 K.

(i) 若 R 是 K 的子环, 而且 R 是局部环, 则存在赋值环 S ⊂ K 使得 K = Frac(S),
S ⊃ R 而 mR = R ∩mS .
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(ii) 若以上的 R 已是赋值环, 而且 K = Frac(R), 则 (i) 中的 S 只能是 R 本身.

证明 断言 (i) 是 [7, 定理 10.6.3] 的特例. 对于 (ii), 设有满足条件之 S, 则对于所
有 s ∈ S ⊂ K, 若 s /∈ R 则存在非零之 r ∈ mR 使得 s = 1

r , 特别地 s ∈ S× 而
s−1 = r ∈ mS ; 这与 S = mS t S× 矛盾. 综上, S = K.

如果将域 K 的所有局部子环按照

R � S ⇐⇒ R ⊂ S 且 mR = R ∩mS (6.4.1)

作成偏序集, 则命题 6.4.4 说明其中以 K 为分式域的赋值环恰是对 � 的极大元.

命题 6.4.5 设整环 R 包含于域 K. 命 VR := {赋值环 V : R ⊂ V ⊂ K}.

(i) 若 R 在 K 中整闭, 则:

(a) R =
⋂
V ∈VR V ;

(b) 当 R 为局部环时 R =
⋂
V ∈VR
R�V

V , 此处符号如 (6.4.1).

(ii) 对于一般情形, R 在 K 中的整闭包等于
⋂
V ∈VR V .

证明 对于 (i.a), 证明 x ∈ K r R 蕴涵存在 V ∈ VR 使得 x /∈ V 即可. 考虑 K 的子
环 S := R[x−1] ⊃ R. 观察到 x /∈ S: 设若不然, 则 x = cnx

−n + · · ·+ c1x
−1 + c0, 其中

n ∈ Z≥0 而 ci ∈ R, 继而 xn+1 − c0xn − · · · − cn = 0, 和 R 的整闭条件矛盾.
因此 x−1 /∈ S×, 可取 S 的素理想 q 使得 x−1 ∈ q. 以命题 6.4.4 (i) 取 V ∈ VR 使

得 Sq � V . 由 x−1 ∈ q ⊂ mV 可得 x /∈ V .
对于 (i.b), 目标是证 x ∈ K rR 蕴涵存在 V ∈ VR 使得 x /∈ V 而 R � V . 兹断言

在 (i.a) 的论证中必有 x−1S +mRS 6= S. 设若不然, 则有
x−1(cnx

−n + · · ·+ c1x
−1 + c0) + (dmx

−m + · · ·+ d1x
−1 + d0) = 1,

n,m ∈ Z≥0, ci ∈ R, dj ∈ mR.

补零可设 m = n, 两边同乘以 xn+1 得到

(1− d0)xn+1 − (c0 + d1)x
n − · · · − cn = 0,

其首项系数属于 R×. 这仍与 R 整闭和 x ∈ K rR 矛盾. 断言得证.
于是在 (i.a) 的论证中可取到 q ⊃ x−1S + mRS. 从 Sq � V 可得 mR ⊂ mV , 而

mR ⊃ R ∩mV 总成立, 故 R � V .
对于 (ii), 记 R 在 K 中的整闭包为 S. 命题 6.4.3 蕴涵 VR = VS . 既然 S 整闭, 所

求等式化为 (i.a).
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6.5 离散赋值环
离散赋值环是赋值环 (定义 6.4.1) 的特例, 其在赋值论中的一般定义见诸 [7, 定义

10.6.2], 简单回顾如下.

定义 6.5.1 (离散赋值环) 域 K 上的离散赋值意谓满足以下性质的满射 v : K× → Z:
对所有 x, y ∈ K× 皆有

� v(xy) = v(x) + v(y), 换言之 v 是群同态;

� v(x+ y) ≥ min{v(x), v(y)}, 此处规定 v(0) =∞.

对于整环 R, 若 K := Frac(R) 有离散赋值 v 使得

R = v−1([0,∞]),

则称 R为离散赋值环, 而满足 v($) = 1的元素 $ ∈ R称为离散赋值环 R的一致化元.

在 [7, §10.6] 中, 以上的 R ⊂ K 被记为 K◦ ⊂ K.

例 6.5.2 对于素数 p, 考虑 p-进数域 Qp = Frac(Zp) 上的 p-进赋值 vp : Q×p → Z, 这
使得 p-进整数环 Zp 成为相应的离散赋值环, 而 p 是其一致化元. 类似地, 任意域 k 上
的形式幂级数代数 kJXK 也是离散赋值环: Frac(kJXK) = k((X)) (形式 Laurent 级数代
数) 上相应的赋值 v 映 ∑

n anX
n 为 min{n ∈ Z : an 6= 0}, 它以 X 为一致化元.

以上两类例子中, 离散赋值环都是 ($)-进完备的, 其中 $ 是任意一致化元.
在几何场景中, 考虑复流形 (或整代数簇) 上的亚纯 (或有理) 函数在余一维子流

形 (或满足适当正则条件的子簇) 上的消没次数, 依然能得到离散赋值和相应的离散赋
值环.

尽管定义 6.5.1 涉及辅助资料 v : K× → Z, 以下观察表明 v 的选取实则唯一.

引理 6.5.3 设 R 为离散赋值环, K = Frac(R), 而 v : K× → Z 满足定义 6.5.1 的条件,
则:

(i) R× = v−1(0);

(ii) R 的一致化元精确到 R× 是唯一的, 而且当一致化元 $ 选定, 所有 x ∈ K× 都能
唯一写成

x = $nu, n ∈ Z, u ∈ R×;

(iii) R 是主理想环, 且有双射

Z≥0 t {∞}
1:1 {R的理想}

n 7−→ v−1([n,∞]);
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(iv) R 是局部环, 以 m := v−1([1,∞]) 为极大理想, m 的生成元恰是 R 的任意一致化
元;

(v) R 的所有非零理想都能唯一地表作 mn, 其中 n ∈ Z≥0.

给定离散赋值环 R, 定义 6.5.1 中的 v 由 R 唯一确定.

证明 对于 (i), v(x) = 0 蕴涵 v(x−1) = 0, 此时 x−1 ∈ R 故 x ∈ R×. 反之若
x, x−1 ∈ R, 则从 0 = v(1) = v(x) + v(x−1) 可得 v(x) = 0.
对于 (ii), 给定一致化元 $, 设 x ∈ K× 而 n := v(x), 则 v(x/$n) = 0 和 (i) 蕴涵

u := x/$n ∈ R× 而 x = $nu. 反之若 x = $nu, 其中 u ∈ R×, 则必有 n = v(x). 综上
可见 x 有唯一表法 x = $nu. 这也顺带说明一致化元精确到 R× 唯一.
对于 (iii), 先前讨论说明对任意 x, y ∈ K×, 必有 x | y (当 v(x) ≤ v(y)) 或

y | x (当 v(x) ≥ v(y)). 因此 R 的所有非零理想 I 皆形如 I = (t), 其中 t 是满足
v(t) = min{v(x) : x ∈ I} 的任意元素, 而且对所有 t 皆有

(t) = v−1([n,∞]), n := v(t).

注意到上式对 t = 0 也成立, 此时 n =∞. 这给出所求双射.
特别地, m := v−1([1,∞]) 是 R 的唯一极大理想, 它的生成元恰是任意一致化元 $.

而 v−1([n,∞]) = ($n) = mn. 由此得到 (iv) 和 (v).
总结上述讨论, 知对所有 x ∈ Rr {0} 皆有

x ∈ mn rmn+1 =⇒ v(x) = n;

因为 K = Frac(R) 而 v : K× → Z 是群同态, 上式从 R 的环结构唯一地确定 v.

命题 6.5.4 对于整环 R, 以下陈述等价:

(i) R 是离散赋值环;

(ii) R 是 Noether 赋值环 (定义 6.4.1), 且 R 非域.

证明 以下均取 K = Frac(R).
(i) =⇒ (ii). 引理 6.5.3 (iii)—(v) 表明 R 是主理想整环而且 R 非域, 因此 R 是

Noether 环; 由引理 6.5.3 (ii) 的唯一表法知对于所有 x ∈ K× 皆有 x ∈ R 或 x−1 ∈ R,
故 R 是赋值环.

(ii) =⇒ (i). 引理 6.4.2 说明 R 是局部整环, 记其极大理想为 m. 因为赋值环中任
两个元素必有整除关系, 而 m 有限生成, 故 m 必由某个 $ ∈ R r {0} 生成. 考虑乘法
群 K×/R×, 按照 xR× � yR× ⇐⇒ x−1y ∈ R 赋予全序 �, 兹断言有群同构

Z
1:1

K×/R×, n 7→ $nR×.
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首先易见这是群同态. 关于单性: 设 $nR× = R×, 则 $n ∈ R× 故 n = 0. 以下论证
满性: 给定陪集 xR×, 不失一般性可设 x ∈ R r {0}. 若 x /∈ R× 则 x ∈ m = ($), 故
(x) ( (x/$), 而当 x/$ /∈ R× 时继续迭代, 得到理想的严格升链, 它必在有限步内停
止; 换言之存在 n ≥ 0 使得 x/$n ∈ R×. 满性得证.
按此得到群同态 v : K× → K×/R× ' Z, 它满足定义 6.5.1 所要求的性质, 特别

是 v−1([0,∞]) = R. 细节请读者自理或见 [7, 命题 10.6.1] 证明. 由此知 R 是离散赋
值环.

6.6 整扩张和素谱
本节旨在探讨整扩张 R → S 在素谱层次诱导的映射. 问题容易化到 R → S 为单

的情形, 因此以下均要求 R 为 S 的子环.

引理 6.6.1 设 R 为整环 S 的子环. 若 S 为 R 的整扩张, 则 R 为域当且仅当 S 为域.

证明 设 S 为域, x ∈ R 非零, 则 x−1 ∈ S 满足

x−n + an−1x
n−1 + · · ·+ a0 = 0, a0, . . . , an−1 ∈ R, n ∈ Z≥1;

两边同乘以 xn−1 得出 x−1 = −an−1 + · · · − a0xn−1 ∈ R.
反之设 R 为域, y ∈ S 非零, 则有

yn + an−1y
n−1 + · · ·+ a0 = 0, a0, . . . , an−1 ∈ R, n ∈ Z≥1

取尽可能小的 n, 则因为 S 是整环, 必有 a0 6= 0. 由此得到 y(yn−1 + · · ·+ a1) = −a0 ∈
R×, 继而得到 y−1 = −a−10 (yn−1 + · · ·+ a1).

记任意域扩张 L|K 的自同构群为 Aut(L|K), 并在 Galois 扩张的情形记之为
Gal(L|K).

引理 6.6.2 设 R 为整环, K := Frac(R), 而 L|K 是域的代数扩张. 记 R 在 L 中的整
闭包为 S, 则 L = Frac(S).

证明 设 x ∈ L. 因为 L|K 是代数扩张, 存在 n ≥ 1 和 c0, . . . , cn−1 ∈ K 使得
xn + cn−1x

n−1 + · · · + c0 = 0. 将每个 ci 表成分式, 用 K× 适当伸缩 x 后可设
c0, . . . , cn−1 ∈ R, 此时 x ∈ S.

定理 6.6.3 (Krull–Cohen–Seidenberg) 设 R 为环 S 的子环, 使得 S 是 R 的整扩张.
此时有以下性质.

(i) 由 q 7→ q ∩R 给出的映射 Spec(S)→ Spec(R) 为满.

(ii) 映射 Spec(S)→ Spec(R) 的每个纤维中的素理想互不包含.
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(iii) 对所有满足 p ⊂ p′ 的 p, p′ ∈ Spec(R), 以及满足 q ∩ R = p 的 q ∈ Spec(S), 存在
q′ ∈ Spec(S) 使得 q′ ⊃ q 而且 q′ ∩R = p′.

(iv) 若 R 是局部环而 p ∈ MaxSpec(R), 则纤维 {q : q ∩R = p} 等于 MaxSpec(S).

(v) 设 S 为整环, 而且 R 正规 (定义 6.2.1). 对所有满足 p ⊂ p′ 的 p, p′ ∈ Spec(R),
以及满足 q′ ∩ R = p′ 的 q′ ∈ Spec(S), 皆存在 q ∈ Spec(S) 使得 q′ ⊃ q 而且
q ∩R = p.

(vi) 承上, 进一步设 S 是 R 在一个正规域扩张 L ⊃ K := Frac(R) 中的整闭包, 则
Aut(L|K) 在 Spec(S)→ Spec(R) 的每个纤维上传递地作用.

证明 先证 (iv). 设 q ∈ MaxSpec(S). 命 p0 := q ∩ R. 易见域 S/q 是其子环 R/p0 的
整扩张, 故引理 6.6.1 说明 R/p0 也是域. 于是局部环的定义蕴涵 p0 = p.
对于反方向, 须证所有满足 q ∩ R = p 的 q ∈ Spec(S) 都是极大理想. 一如既往,

R/p ↪→ S/q 是整环的整扩张, 而 R/p 是域, 代入引理 6.6.1 知 S/q 是域, 故 q 极大.
接着论证 (i) 和 (ii). 选定 p ∈ Spec(R), 并观察到其纤维中的 q 必不交 R r p. 考

虑单同态 Rp ↪→ Sp ' S ⊗
R
Rp (基于定义–命题 1.8.3), 这仍是整扩张 (命题 6.1.9). 问题

遂化约到 R 为局部环, 其极大理想为 p 的情形. 由 (iv) 知 p 的纤维无非 MaxSpec(S).
这足以说明 (i) (因为 S 含 R 故非零) 和 (ii) (因为极大理想互不包含).
继续处理 (iii). 考虑断言中的 p ⊂ p′ 和 q. 对 R/p ↪→ S/q 应用 (i), 得到

q′ ∈ Spec(S/q) 使得 q′ ∩ (R/p) = p′/p; 相应的 q′ ∈ Spec(S) 因而满足 q′ ⊃ q 和
q′ ∩R = p′.

对于 (vi), 记 Γ := Aut(L|K). 由条件推得每个 σ ∈ Γ 都诱导 S 作为 R-代数的
自同态. 考虑中间域 K ′ := LΓ. 根据 Galois 理论 [7, 定理 9.2.8], 我们知道 L|K ′ 是
Galois 扩张, K ′|K 纯不可分. 令 R′ 为 R 在 K ′ 中的整闭包, 则 Frac(R′) = K ′ (引理
6.6.2). 先观察到

Spec(R′)→ Spec(R), p′ 7→ p = p′ ∩R

是双射. 诚然, 仅当 p := char(K) > 0 时才可能有 K ′ 6= K; 基于纯不可分性, 此时逆映
射由 p′ =

{
t ∈ R′ : tpm ∈ p, m� 0

} 给出. 因此以下不妨设 L|K 为 Galois 扩张.
先处理 [L : K] <∞ 的情形. 考虑 p 的纤维中的元素 q, q′ ∈ Spec(S). 使用反证法,

设 Γq 不含 q′, 则 (ii) 蕴涵 q′ 6⊂ σ(q) 对所有 σ ∈ Γ 成立. 由于 Γ 有限, 素避性质 (命
题 1.1.3) 遂说明存在 x ∈ q′ r

⋃
σ∈Γ σ(q). 考虑范数 y := NL|K(x) ∈ K, 由于 L|K 是

Galois 扩张, y =
∏
σ∈Γ σ(x) ∈ S. 注意到

� y 在 R 上为整, 故 R 正规导致 y ∈ R;

� 对所有 σ ∈ Γ 皆有 x /∈ σ−1(q), 导致 y /∈ p;

� 然而由 x ∈ q′ 知 y ∈ q′ ∩R = p, 矛盾.
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下面设 [L : K] 无穷, 而 q, q′ 属于 p 的纤维. 在此需要考虑 Γ 上的 Krull 拓扑. 对
L|K 的每个有限 Galois 子扩张 E|K, 定义集合

T (E) := {σ ∈ Γ : σ(q ∩ E) = q′ ∩ E} ;

在上式中, 和 E 取交相当于和 R 在 E 中的整闭包取交. 从有限扩张情形知 T (E) 6= ∅.
进一步,

� T (E) 在 Γ 中闭 (它是 Gal(E|K) 的某个子集的原像);

� E0 ⊂ E =⇒ T (E0) ⊃ T (E) (可用 (ii) 的结论);

� 所有 T (E) 之交非空 (用 Γ 的紧性和上一步).

取 σ ∈
⋂
E T (E) 给出 σ(q) = q′.

最后证 (v). 命 L0 := Frac(S) 和 K := Frac(R), 则 L0|K 是代数扩张, 故可取 L0

在 K 上的正规闭包 L. 令 T 为 R在 L中的整闭包. 考虑如断言中的 p ⊂ p′ 和 q′,满足
q′ ∩R = p′. 用 (i) 取 r ∈ Spec(T ) 使之映至 p. 对 R ↪→ T 应用 (iii), 得到 r1 ∈ Spec(T )
使得 r1 映至 p′ 而 r1 ⊃ r. 其次, 用 (i) 取 r2 ∈ Spec(T ) 使之映至 q′; 由 (vi) 知存在
σ ∈ Aut(L|K) 使得 σ(r1) = r2. 易见 q := σ(r) ∩ S 即所求素理想.

关于定理 6.6.3 (v) 的论证可图解为:

r r1 r2

q′

p p′

T

S

R

σ

思路是先构造 r, 以 (iii) 构造上位之 r1, 然后用某个 σ 来 “摆动” 图像, 以使 r1 变至 q′

的纤维中某个选定之 r2, 使得 σ(r) ∩ S 给出所求的下位素理想.

6.7 上行和下行性质
出于几何的动机, 我们希望对给定的环同态 R → S 研究连续映射 Spec(S) →

Spec(R) 的像, 和此映射的拓扑性质. 这些问题往往牵涉以下环论概念.

定义 6.7.1 (上行和下行) 给定环同态 ϕ : R→ S.

▷ 上行 如果对所有满足 p ⊂ p′ 的 p, p′ ∈ Spec(R) 和满足 ϕ−1(q) = p 的 q ∈
Spec(S), 皆存在 q′ ∈ Spec(S)使得 q′ ⊃ q而且 ϕ−1(q′) = p′, 则称 ϕ有上行性质.
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▷ 下行 如果对所有满足 p ⊂ p′ 的 p, p′ ∈ Spec(R) 和满足 ϕ−1(q′) = p′ 的 q′ ∈
Spec(S), 皆存在 q ∈ Spec(S) 使得 q′ ⊃ q 而且 ϕ−1(q) = p, 则称 ϕ 有下行性质.

图解如下:

上行 下行 图例

∃q′

q

p′

p

⊂

⊂

q′

∃q

p′

p

⊂

⊂

? Spec(S) S

ϕ−1(?) Spec(R) R

∈

Spec(φ)

∈

φ

注记 6.7.2 基于引理 2.5.6 和命题 2.5.7 对素理想及其包含关系的拓扑诠释, ϕ 的上行
与下行性质分别翻译为特化与泛化沿 Spec(ϕ) 的提升性质, 见定义 A.5.4.

引理 6.7.3 若 ϕ : R→ S 和 ψ : S → T 皆有上行 (或下行) 性质, 则 ψϕ : R→ T 亦然.

证明 观图自见, 或翻译为引理 A.5.5.

引理 6.7.4 环同态 ϕ : R→ S 的下行性质等价于以下性质: 对所有满足 ϕ(p)S 6= S 的
p ∈ Spec(R), 以及 V (ϕ(p)S) 中任何对偏序 ⊂ 的极小元 q, 我们有 ϕ−1(q) = p.

证明 设 ϕ 有下行性质. 取定断言中的 p 和 q, 则

p♮ := ϕ−1(q) ⊃ ϕ−1(ϕ(p)S) ⊃ p.

下行性质给出 q♭ ⊂ q 使得 ϕ−1(q♭) = p. 从 q ⊃ q♭ ⊃ ϕ(p)S 与 q 的极小性得到 q = q♭,
对 ϕ 取原像便有 p♮ = p.

反之, 考虑下行性质中的资料 p ⊂ p′ 和 q′, 对此有

ϕ(p)S ⊂ ϕ(p′)S ⊂ q′ ( S.

由引理 2.8.1 取 V (ϕ(p)S) 对 ⊂ 的极小元 q, 使得 q ⊂ q′. 按假设必有 ϕ−1(q) = p, 故
下行性质成立.

引理 6.7.5 设 I 为 R 的理想, 则取商 R → R/I 有上行性质; 设 f ∈ R, 则局部化
R→ R[f−1] 有下行性质.

证明 鉴于推论 1.10.11, 素谱层次的映射在两种情形分别等同于闭嵌入 V (I) ↪→
Spec(R) 和开嵌入 D(f) ↪→ Spec(R), 而闭子集和开子集分别对点的特化和泛化封闭
(命题 A.5.2).
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接着介绍上行性质和下行性质的重要实例. 首先是 Krull–Cohen–Seidenberg 定理
6.6.3 的一则体现.

定理 6.7.6 (整扩张的上行性质) 设 R→ S 为环的整扩张, 则它有上行性质.

证明 一般的整扩张分解为取商和嵌入, 两者皆整; 引理 6.7.5 表明取商有上行性质, 而
嵌入的上行性质不外是定理 6.6.3 (iii). 根据引理 6.7.3, 合成后仍有上行性质.

如对整扩张施加更强条件, 则亦有下行性质.

定理 6.7.7 设 S 为整环, 其子环 R 是正规整环, 而且 R → S 是环的整扩张, 则此时
R→ S 有下行性质.

证明 定理 6.6.3 (v) 的改述.

定理 6.7.8 (平坦扩张的下行性质) 设 R→ S 为环的平坦扩张, 则它有下行性质.

证明 考虑下行性质中给定的 p ⊂ p′ 和 q′. 命题 5.2.2 说明 Sq′ 是平坦 Rp′ -代数. 因为
Rp′ → Sq′ 是局部环同态 (定义 1.11.7), 推论 5.5.2 进一步表明它忠实平坦. 定理 5.5.4
(ii) 遂蕴涵 Spec(Sq′)→ Spec(Rp′) 满.

任取 Sq′ 的素理想使之映至 pRp′ ∈ Spec(Rp′), 记其在 Spec(S) 中的像为 q, 因此
q ⊂ q′. 鉴于交换图表

S Sq′

R Rp′

φ φp′

Spec(S) Spec(Sq′)

Spec(R) Spec(Rp′)

Spec(φ) Spec(φp′ )

可知 q 是下行性质所寻求的素理想.

6.8 初探整闭包的有限性
代数几何学中的一个自然问题是考虑整环 R 在 K := Frac(R) 的扩域 L 中的整闭

包, 并在适当条件下判断它是不是有限 R-代数. 这类问题颇为困难. 本章仅介绍其中最
基础的情形.

首先回忆 R 在 L 中的整闭包 S 是正规整环 (命题 6.1.7), 而且在 L|K 是代数扩张
时满足 Frac(S) = L (引理 6.6.2).

定理 6.8.1 设 R 为 Noether 正规整环, K = Frac(R), 而 L 是 K 的有限可分扩张. 记
R 在 L 中的整闭包为 S := LR-int, 则 S 是有限 R-代数.

证明 如果断言对扩张 L|K 成立, 则对任何中间域 K ′|K 亦然. 因此取正规闭包后不
妨设 L|K 是 Galois 扩张. 记 R 在 L 中的整闭包为 S. 选取 L 作为 K-向量空间的基
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x1, . . . , xn, 用 K× 伸缩后可设 x1, . . . , xn ∈ S. 另一方面, |Gal(L|K)| = [L : K] = n,
故可将 Gal(L|K) 的元素列为 σ1, . . . , σn. 定义

A :=


σ1(x1) · · · σ1(xn)

...
...

σn(x1) · · · σn(xn)

 ,

d := detA.

根据 [7, 引理 9.5.5] 有 d ∈ L×. 兹断言有 L 中的包含关系

d2S ⊂
n∑
i=1

Rxi.

若此式成立, 则 S ⊂ d−2
∑n
i=1Rxi 蕴涵 S 也是有限生成 R-模, 从而完成证明.

为此, 首先观察到 Gal(L|K) 的作用保持 S, 故 d ∈ S. 给定 x ∈ S, 作唯一的 K-线
性展开 x =

∑n
i=1 cixi, 则从

∑n
j=1 cjσi(xj) = σi(

∑n
j=1 cjxj) = σi(x) 可得 L 上的矩

阵等式

A


c1
...

cn

 =


σ1(x)

...

σn(x)


将两边左乘以经典伴随矩阵 A∨, 并且注意到 A∨ 的矩阵元和每个 σj(x) 都属于 S, 便
得到 dci ∈ S 对所有 1 ≤ i ≤ n 成立.

另外, Gal(L|K) 的作用重排 A 的行, 因此 d2 = (detA)2 是 Gal(L|K)-不变的, 故
d2 ∈ K. 于是 d2ci ∈ K ∩S. 然而 R正规蕴涵 K ∩S = R,综上可得 d2x =

∑
i d

2cixi ⊂∑
iRxi. 证毕.

以下结论的证明涉及 §7.7 介绍的 Noether 正规化.

定理 6.8.2 (E. Noether) 设 k为域, R为有限生成 k-代数,也是整环. 记K = Frac(R),
设域 L 是 K 的有限扩张, 记 R 在 L 中的整闭包为 S := LR-int, 则 S 是有限 R-代数.

证明 根据 Noether 正规化定理的推论 7.7.4, 存在 R 的子代数 R♭ 使得 R♭ '
k[X1, . . . , Xn], 而 R 在 R♭ 上为整; 后者也相当于说 R 是有限 R♭-代数 (命题 6.1.4), 特
别地 K 是 K♭ := Frac(R♭) 的有限扩张.

留意到 LR-int = LR
♭-int, 若它是有限 R♭-代数, 当然也是有限 R-代数, 故不妨以 R♭

代 R, 化约到 R = k[X1, . . . , Xn] 的情形.
由于 R 是 Noether 环, 若 L′|L 是有限扩张, 而断言对 R 和 L′|K 成立, 则对 R 和

L|K 亦成立. 因此可取 L|K 的正规闭包, 在不改变 R 的前提下化约到 L|K 是正规扩
张的情形.
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§6.9 Krull–秋月定理 157

记 K ′ = LAutK(L). 根据 Galois 理论 [7, 定理 9.2.8] 可知 L|K ′ 是 Galois 扩张,
K ′|K 纯不可分. 以下先处理 L = K ′ 的特例.

可设 L 6= K, 否则因为 R = k[X1, . . . , Xn] 已是正规的, 问题平凡. 此时 p :=

char(k) 是素数, 而存在 q ∈ pZ≥1 使得 Lq ⊂ K; 见 [7, 定义–定理 8.7.3]. 向 k 连同 L

添入有限多个元素的 q 次根, 可得有限纯不可分扩张 k′|k 使得

L ⊂ L′ := k′
(
X

1/q
1 , . . . , X1/q

n

)
, [L′ : L] <∞.

问题化为证 k[X1, . . . , Xn] 在 L′ 中的整闭包 S′ 的有限性. 然而

S′ ⊃ k′
[
X

1/q
1 , . . . , X1/q

n

]
,

而右式已是以 L′ 为分式域的正规整环 (命题 6.2.2), 因此 S′ = k′
[
X

1/q
1 , . . . , X

1/q
n

]
, 这

显然是有限 k[X1, . . . , Xn]-代数.
最后回到一般的 L ⊃ K ′ ⊃ K. 已知 R 在 K ′ 中的整闭包 S′ 是有限 R-代数, 满足

Frac(S′) = K ′. 再说明 S′ 在 L中的整闭包是有限 S′-代数即可. 既然 S′ 作为整闭包是
正规的, 有限性蕴涵它是 Noether 环, 而且 L|K ′ 可分, 应用定理 6.8.1 即可完成证明.

6.9 Krull–秋月定理
本节探讨 1 维 Noether 整环在分式域的有限扩张中的行为. 首先阐明 1 维整环的

定义, 这是定义 7.1.1 的预告.

定义 6.9.1 设 R 为整环. 若 R 的非零素理想皆为极大理想, 则称 R 为 1 维整环.

记有限长度 R-模的长度为 `(·).

引理 6.9.2 设 R 为 1 维 Noether 整环, K := Frac(R), 而 M 为满足 r := dimK K ⊗
R

M ∈ Z≥0 的无挠 R-模. 若 x ∈ Rr {0}, 则 R/(x) 是有限长度 R-模, 而且

`(M/xM) ≤ r`(R/(x)).

证明 按定义, 零理想不属于 Ass(R/(x)), 因此推论 3.4.11 蕴涵 R/(x) 长度有限.
其次设前提中的 M 有限生成, 则 K ⊗

R
M ' K⊕r 导致存在子 R-模 M0 ⊂ M 使

得 M0 ' R⊕r, 而 M := M/M0 的元素皆是挠元; 熟习的论证说明零理想不属于
Ass(M/M0), 故 M/M0 长度有限. 对所有 n ≥ 1, 从

ker
[
M/xnM ↠M/xnM

]
= (M0 + xnM)/xnM 'M0/(x

nM ∩M0)↞M0/x
nM0

可得
`(M/xnM) ≤ `(M0/x

nM0) + `(M/xnM) ≤ `(M0/x
nM0) + `(M).
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由于 M 无挠, 乘以 x 给出同构 M/xM
∼→ xM/x2M , 迭代给出 `(M/xnM) =

n`(M/xM); 同理有 `(M0/x
nM0) = n`(M0/xM0). 代入先前不等式给出

`(M/xM) ≤ `(M0/xM0) +
1

n
`(M),

而另一方面 `(M0/xM0) = r`(R/(x)). 让 n→ +∞ 即所求.
对于一般的 M , 表之为有限生成子模 M ′ ⊂ M 的滤过并, 则 M/xM 也是诸

(M ′ + xM)/xM ' M ′/(xM ∩M ′) 的滤过并. 由于 M ′/xM ′ ↠ M ′/(xM ∩M ′) 而
K ⊗

R
M ′ ↪→ K ⊗

R
M (因为 R→ K 平坦), 上一步给出 `((M ′ + xM)/xM) ≤ r`(R/(x)).

引理 3.1.9 遂说明 M/xM 长度有限且 `(M/xM) ≤ r`(R/(x)).

定理 6.9.3 (W. Krull,秋月康夫) 设 R 为 1维 Noether整环, 域 L是 K := Frac(R)的
有限扩张, S 是 L 的子环, 而且 R ⊂ S, 则:

(i) S 是 1 维 Noether 整环;

(ii) 若 p 是 R 的素理想, 则 S 中满足 R ∩ q = p 的素理想 q 个数有限;

(iii) 对所有非零理想 J ⊂ S 皆有 R ∩ J 6= 0, 而且 S/J 是有限长度 R-模.

证明 先证 (iii). 任取 x ∈ J r {0}, 则存在 a0, . . . , an ∈ R 使得 a0, an 6= 0 而
anx

n + · · · + a0 = 0. 由此知 a0 ∈ R ∩ J r {0}. 引理 6.9.2 蕴涵 R/a0R 长度有限. 另
一方面, K ⊗

R
S ' K · S ⊂ L (引理 1.6.4), 故引理 6.9.2 蕴涵 S/a0S 作为 R-模长度有

限, 从而其商模 S/J 和子模 J/a0S 亦然. 由 J/a0S 长度有限进一步推得 J 是有限生
成理想.

(i). 由 (iii) 可知 S 是 Noether 环. 在 (iii) 中取 J 为非零素理想, 则 S/J 既是整
环又是有限维 R/(R ∩ J)-向量空间, 代入引理 6.6.1 知 S/J 是域, 故 J 极大. 综上, S
是 1 维 Noether 整环.

(ii). 当 p = 0 时, (iii) 表明 R ∩ q = 0 =⇒ q = 0, 故以下设 p 6= 0. 由 (iii) 知
S/pS 是有限维 R/p-向量空间, 因而是 Artin 环, 其素理想个数有限 (定理 3.3.1), 因此
q 的选法亦有限.

习题

1. 设 R 为 Noether 正规整环, n ∈ Z≥0. 证明 RJX1, . . . , XnK 仍是正规整环.
提示 可设 n = 1. 将分式域中的元素写成 f = arX

r + ar+1X
r+1 + · · · , 其中 r ∈ Z 而

ai ∈ K. 仿照引理 6.2.8 的证法, 但改用 f 的最低次系数 ar, 不必再化约到 R0.

2.

3.
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7.1 维数的定义
本节的 R 代表选定的交换环. 以下的素理想链都默认为严格递增的.

定义 7.1.1 (维数和高度) 对于 R 中的素理想链 p0 ( · · · ( pm, 称 m 为此链的长度.

� 若 R 非零, 定义 R 的 Krull 维数为

dimR := sup{m ∈ Z≥0 :存在长度 m 的素理想链}
∈ Z≥0 t {∞};

在 R 为零环时另外规定 dimR := −∞. 不致混淆时, 将 dimR 简称为 R 的维数.

� 若 p 是 R 的素理想, 定义其高度为

ht(p) := sup{m ∈ Z≥0 :存在长度 m 的素理想链, 末项为 p}
∈ Z≥0 t {∞}.

� 对 R 的任意真理想 I, 定义

ht(I) = inf
p⊃I

ht(p).

命题 2.5.7 说明 R 的素理想和拓扑空间 Spec(R) 的不可约闭子集通过 p 7→ V (p)

一一对应, 而且对应关系严格反序. 比照定义 A.9.1, 立见:

� dimR 即空间 Spec(R) 的 Krull 维数,
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160 第七章 维数理论

� 设 p 为 R 的素理想, 则 ht(p) 即 V (p) 的余维数 codim (V (p), Spec(R)).

� 对于任意真理想 I, 由于 p ⊃ I ⇐⇒ V (p) ⊂ V (I), 上一条蕴涵 ht(I) =

codim(V (I), Spec(R)).

� 推而广之, 对于任意真理想 I 和素理想 p′ ⊂ I, 参考推论 1.10.11 (i) 可见

ht(I/p′) = codim (V (I/p′), Spec(R/p′))
= codim (V (I), V (p′)) .

(7.1.1)

当 R 非零时, 定义 7.1.1 (或 §A.9 的一般理论) 即刻给出 dimR = supp ht(p), 其中
p 遍历 R 的素理想; 遍历极大理想亦同.

例 7.1.2 域的维数是 0.

例 7.1.3 若 R 是主理想整环而非域, 则 dimR = 1, 这是因为此时 R 的非零素理想皆
极大.

引理 7.1.4 环的维数有以下性质.

(i) 非零环 R 满足 dimR = 0 当且仅当所有素理想皆极大; 在 R 为 Noether 环的情
形, 这也等价于 R 是 Artin 环.

(ii) 对所有素理想 p 皆有 ht(p) = dimRp.

(iii) 对所有真理想 I 都有 dimR ≥ dim(R/I) + ht(I), 特别地 dimR ≥ dim(R/I).

(iv) 对所有乘性子集 U 都有 dimR ≥ dimR[U−1].

(v) 对所有乘性子集 U 和满足 p ∩ U = ∅ 的素理想 p 都有 ht(p) = ht(p[U−1]).

证明 对于 (i), 显然 dimR = 0 等价于素理想皆极大; Noether 环的情形来自定理
3.3.3.

应用 (1.7.3) 的保序双射即得 (ii).
对于 (iii), 若 dim(R/I) = ∞ 则显然也有 dimR = ∞. 以下设 m := dim(R/I) ∈

Z≥0, 则存在 R/I 的素理想链
p0 ( · · · ( pm,

其中 pi 对应到 pi ∈ V (I). 将 p0 ( · · · ( pm 与以 p0 为末项的链接合, 便有

dimR ≥ m+ ht(p0),

而右式又 ≥ dim(R/I) + ht(I).
断言 (iv) 和 (v) 缘自命题 1.7.6 (ii).
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§7.1 维数的定义 161

定义 7.1.5 (模的维数) 设 M 为 R-模. 当 M 非零时, 定义其维数为

dimM := dimR/ann(M);

另对零模定义 dim{0} = −∞. 在强调环 R 的场合, 记之为 dimRM .

若取 M = R, 则回归定义 7.1.1.

注记 7.1.6 当 M 有限生成时, 由 Supp(M) = V (ann(M)) (引理 2.4.5) 可知 dimM =

dim Supp(M); 一些文献只对有限生成的 M 考虑其维数, 例如 [2, Chapitre VIII, §1.4].

引理 7.1.7 模的维数有以下性质.

(i) 若有短正合列 0→M ′ →M →M ′′ → 0, 则

max{dimM ′, dimM ′′} ≤ dimM ;

若要求 M 和 M ′ 皆有限生成, 则等号成立.

(ii) 设 M 有限生成, 则对所有 p ∈ Supp(M) 都有

dimRp
Mp = codim(V (p), Supp(M)),

而且

dimRM = sup
p∈Supp(M)

dimRp
Mp

= sup
m∈Supp(M)
∩MaxSpec(R)

dimRm
Mm.

(iii) 设 R 为 Noether 环, M 有限生成且非零, 则以下陈述等价.

(a) dimM = 0,

(b) R/ann(M) 为 Artin 环,

(c) M 是有限长度 R-模.

证明 对于 (i), 由 ann(M) ⊂ ann(M ′)∩ ann(M ′′) 可得第一部分. 若 M 和 M ′ 皆有限
生成, 则 Supp(M) = Supp(M ′) ∪ Supp(M ′′) (命题 2.4.6) 和命题 A.9.3 蕴涵第二部分.

对于 (ii), 首先有 V (p) ⊂ Supp(M). 命 R = R/annR(M), 记 p 为 p 在其中的像.
由 annR(M)p = annRp

(Mp) (命题 5.2.6) 知

codim (V (p), V (annRM))
推论 1.10.11

codim
(
V (p), Spec(R))

)
= ht(p)

引理 7.1.4 (ii)
dimRp = dimRp/annR(M)p = dimMp.
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162 第七章 维数理论

根据 (A.9.1), 取 supp 即是 dim Supp(M) = dimM . 又因为 Supp(M) 向上封闭而
p ⊂ p′ 蕴涵 ht(p) ≤ ht(p′), 此 sup 也可以取在 Supp(M) ∩MaxSpec(R) 上.
对于 (iii), 引理 7.1.4 蕴涵 (a) ⇐⇒ (b). 现在设 (a) 成立, M = Rx1 + · · ·+Rxn,

其中 x1, . . . , xn ∈M r {0}, 则 (i) 说明 dimRxi = 0; 为了证明 (c), 对所有 i 证 Rxi 为
有限长度模即可.

于是可设 M = R/I, 其中 I 是满足 dim(R/I) = 0 的真理想. 然而 (a) ⇐⇒ (b)
表明 R/I 为 Artin 环, 故为有限长度 R-模.

下面证明 (c) =⇒ (a). 取 Supp(M) 对包含关系的极小元 p (引理 2.8.1), 它属于
Ass(M) (命题 3.4.6 (v)), 故存在 R-模的单同态 R/p ↪→M . 由于 M 长度有限, R/p 是
Artin 环. 定理 3.3.1 蕴涵 p 是极大理想. 由此立得 dimM = dimR = 0.

以下再介绍几则和维数相关的概念, 它们都能翻译为拓扑语言.

定义 7.1.8 如果对 R 的所有极小素理想 p 都有相同的 dimR/p, 其值有限, 则称 R

等维.

由于极小素理想对应到 Spec(R) 的不可约分支 (命题 2.8.1), 上述定义相当于要求
Spec(R) 是定义 A.9.8 所谓的等维空间. 对于一般的 R, 命题 A.9.7 (或直接验证) 给出

dimR = sup
p:极小素理想

dimR/p. (7.1.2)

注记 7.1.9 定义–命题 A.9.5对任意拓扑空间X 和点 x定义了局部 Krull维数 dimxX,
它在 X = Spec(R) 的情形也有环论诠释: 鉴于 Zariski 拓扑中开集的描述, 我们有

dimpR := dimp Spec(R)
= inf
f∈R∖p

dimR[f−1].

7.2 参数理想
回忆到仅有有限多个极大理想的环称为半局部环 (定义 1.11.2), 而 rad(R) 代表环

R 的 Jacobson 根基 (定义 2.3.1).

定义 7.2.1 (参数理想) 设 R 为半局部 Noether 环. 设 M 为有限生成 R-模. 如果理想
I 满足 I ⊂ rad(R), 而且 M/IM 为有限长度模, 则称 I 为 M 的一个参数理想.

一些文献将参数理想称为定义理想.

引理 7.2.2 设 R 为半局部 Noether 环. 对于理想 I ⊂ rad(R) 和有限生成 R-模 M , 以
下陈述等价:

(i) I 是 M 的参数理想;
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§7.2 参数理想 163

(ii) R := R/(I + ann(M)) 是 Artin 环;

(iii) 存在 k ∈ Z≥0 使得 rad(R)k ⊂ I + ann(M).

特别地, rad(R) 总是 M 的参数理想.

证明 不妨设 M 非零, 否则问题是平凡的.
首先断言 V (ann(M/IM)) = Supp(M/IM) 等于 V (I + ann(M)). 诚然, 局部化的

正合性和定理 2.3.4 给出

∅ 6= Supp(M/IM) = Supp(M) ∩ {p : IRp ( Rp} ;

根据命题 1.7.6 (i), 末项是 Supp(M) ∩ V (I) = V (I + ann(M)), 断言得证.
对 M/IM 应用引理 7.1.7 (iii), 定理 3.3.3 和上述断言, 可知

I 是 M 的参数理想 ⇐⇒ R

ann(M/IM)
是 Artin 环

⇐⇒ V (ann(M/IM)) ⊂ MaxSpec(R)
⇐⇒ V (I + ann(M)) ⊂ MaxSpec(R)
⇐⇒ R是 Artin 环.

这给出 (i) ⇐⇒ (ii). 下证 (ii) =⇒ (iii). 因为 rad(R)在 R 中的像包含于 rad(R),
若 R 是 Artin 环则 k � 0 =⇒ rad(R)k = 0 (定理 3.3.1), 故 rad(R)k ⊂ I + ann(M).
接着证明 (iii) =⇒ (i). 设存在 k ≥ 0 使得 rad(R)k ⊂ I + ann(M). 由于 rad(R)

包含 R 的所有极大理想之积, 若 p ∈ V (I + ann(M)), 则 p 必包含 R 的某个极大理想,
因而 p ∈ MaxSpec(R).

给定半局部环 R 上的有限生成模 M 及其参数理想 I. 取 R 和 M 上的 I-进滤过
(例 4.2.12), 得到相应的分次对象

grI(R) =
⊕
n≥0

In

In+1
, grI(M) =

⊕
n≥0

InM

In+1M
.

由于 M/IM 是有限长度 R/I-模, 将定义–命题 4.7.1 应用于 M 及其 I-进滤过,
便有:

� Hilbert–Samuel 函数 χI(M, ·) : Z → Z≥0, 它映 p ∈ Z≥0 为 `(grpIM) (此处 `(·)
代表模的长度), 而在负整数上取值恒为零;

� Hilbert–Samuel 多项式 HI,M ∈ Q[X], 这是整值多项式, 其刻画为

p� 0 =⇒ χI(M,p) = HI,M (p);
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� 相应的 KI,M ∈ Q[X]r {0}, 满足 KI,M (X + 1)−KI,M (X) = HI,M (X) 和

q � 0 =⇒ KI,M (q) = `(M/IqM) =

q−1∑
p=0

χI(M,p).

定义 7.2.3 对于半局部 Noether 环 R 上的有限生成模 M , 选定参数理想 I 以定义
KI,M . 记 d(M) := degKI,M .

注意到 HI,M 6= 0 时 d(M) = degHI,M + 1, 而 HI,M = 0 时有 d(M) = 0 或 −∞
两种可能.

命题 7.2.4 在上述场景中, 若 grI(R) 作为 gr0I(R) = R/I 上的分次代数可由 n 个齐次
元生成, 则 d(M) ≤ n.

证明 定理 4.4.8 说明 degHI,M ≤ n− 1. 如果 HI,M 6= 0 则这直接导致 d(M) ≤ n, 而
HI,M = 0 时无论 d(M) = 0 或 −∞ 都满足所示估计.

引理 7.2.5 设 R 为半局部 Noether 环, M 为有限生成 R-模, 以 I 为参数理想.

(i) 多项式 KI,M 的最高次项不依赖参数理想 I 的选取. 特别地, 定义 7.2.3 的 d(M)

不依赖 I 的选取.

(ii) 我们有 d(M) = −∞ 当且仅当 M = 0.

(iii) 给定有限生成 R-模的短正合列 0→M ′ →M →M ′′ → 0, 我们有

d(M) = max {d(M ′), deg d(M ′′)} ,
deg (KI,M −KI,M ′ −KI,M ′′) ≤ d(M ′)− 1.

证明 对于 (i), 应用引理 7.2.2 比较不同参数理想给出的分次对象: 给定 I, 取
J = rad(R), 则存在 m ≥ 1 使得有

Jm + ann(M) ⊂ I + ann(M) ⊂ J + ann(M).

上式蕴涵 `(M/JnM) ≤ `(M/InM) ≤ `(M/JmnM) 对所有 n ≥ 0 成立, 由此证
得 (i). 留意到这与命题 4.7.2 (i) 的论证类似.
对于 (ii), 定义表明 d(M) = −∞ 当且仅当 M =

⋂
q≥0 I

qM , Krull 交定理 3.7.1 表
明后者蕴涵 M = 0.

鉴于 (ii), 当 M,M ′,M ′′ 皆非零时, 断言 (iii) 来自推论 4.7.3, 而涉及零模的情况容
易分开讨论.

引理 7.2.6 设 R 为半局部 Noether 环, M 为有限生成 R-模, 而 t ∈ rad(R), 则

d(M) ≥ d(M/tM) ≥ d(M)− 1;

若要求乘以 t 给出的同态 M
t
M 为单, 则 d(M/tM) = d(M)− 1.
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证明 引理 7.2.5 (iii) 第一式蕴涵 d(M) ≥ d(M/tM). 任取参数理想 I 3 t. 对所有
n ≥ 0 皆有

`

(
M

tM + InM

)
= `

(
M

InM

)
− `

(
tM + InM

InM

)
.

注意到
M

In−1M
↠ M

{x ∈M : tx ∈ InM}
∼→ tM

tM ∩ InM
' tM + InM

InM

y 7→ ty.

因此当 n� 0 时
KI,M/tM (n) ≥ KI,M (n)−KI,M (n− 1);

基于多项式次数和增长速率的关系, 遂有 d(M/tM) ≥ d(M)− 1.

若要求 M
t
M 为单, 则有正合列 0→M →M →M/tM → 0, 故引理 7.2.5 (iii)

第二式化为 d(M/tM) ≤ d(M)− 1, 配合上一段得到 d(M/tM) = d(M)− 1.

定义 7.2.7 对于半局部 Noether环 R上的非零有限生成模M ,定义 s(M) ∈ Z≥0 为M

的所有参数理想中最小可能的生成元个数; 对于 M = 0 的情形另外规定 s(M) = −∞.

定理 7.2.8 对于半局部 Noether 环 R 上的有限生成模 M , 我们有

s(M) = dimM = d(M).

证明 鉴于定义和引理 7.2.5 (ii), 无妨设 M 非零.
先对 d(M)递归地论证 dimM ≤ d(M). 选定M 的参数理想 I. 若 d(M) = 0,则当

n� 0 时 InM = In+1M = · · · . 定理 3.7.1 蕴涵 n� 0 时 InM = 0, 故 M =M/InM

长度有限; 引理 7.1.7 (iii) 蕴涵 dimM = 0.
以下设 d(M) ≥ 1. 在 Supp(M) = V (ann(M)) 中取极小元 p 使得 dim(R/p) =

dimM , 则命题 3.4.6 (v) 表明 p ∈ Ass(M); 从 R/p ↪→ M 知 d(R/p) ≤ d(M), 故问题
化约到特例 M = R/p. 考虑 R 的素理想链

p = p0 ( · · · ( pm.

兹断言 m ≤ d(R/p). 显然可设 m ≥ 1. 任选 t ∈ p1 r p0, 则有 R/(Rt + p) 中长度为
m− 1 的素理想链

p1
Rt+ p

( · · · ( pm
Rt+ p

.

故 dim(R/(Rt + p)) ≥ m − 1. 由 t 的取法可知 R/p
t
R/p 单, 故引理 7.2.6 给出

d(R/(Rt+ p)) = d(R/p)− 1. 递归知 dim(R/(Rt+ p)) ≤ d(R/p)− 1, 故 m ≤ d(R/p).
接着论证 s(M) ≤ dimM . 命 r := dimM . 兹断言存在 t1, . . . , tr ∈ rad(R) 使得

M/
∑r
i=1 tiM 长度有限, 由此可得 (t1, . . . , tr) 是 M 的参数理想, 故 s(M) ≤ r.
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当 r = 0 时, 这来自引理 7.1.7. 设 r > 0, 则对 Supp(M) 中所有满足 dimR/p = r

的极小元 p (参考先前论证) 皆有 rad(R) 6⊂ p, 否则因为 R 是半局部环, p 将会包含, 从
而等于 R 的某个极大理想, 从而导致 r = 0, 矛盾.
符合上述要求的素理想 p 皆属于 Ass(M), 故个数有限. 对 I := rad(R) 及这些素

理想 p 应用素避性质 (命题 1.1.3), 可选取 t1 ∈ rad(R) 使之不属于任何上述之 p. 从
ann(M/t1M) ⊃ Rt1 + ann(M) 和 t1 的取法, 可见 dimM/t1M < dimM . 对 r 递归即
可继续取到 t2, . . . , tr 从而证明断言.

为了完成证明, 以下论证 d(M) ≤ s(M). 设 M/
∑s
i=1 tiM 长度有限. 考虑

M,M/t1M,M/(t1M + t2M), . . .. 引理 7.2.6 蕴涵每一步 d(· · · ) 至多降 1, 而末项
L := M/

∑s
j=1 tjM 满足 d(L) = 0, 这是因为 L 长度有限导致 `(L/InL) ≤ `(L) 对所

有 n ≥ 0 成立, 而 M 6= 0 蕴涵 L 6= 0 (定理 2.3.4). 综之 d(M) ≤ s(M).

注记 7.2.9 在定理 7.2.8 的场景中, 设 M 6= 0 而 d := dimM , 取 t1, . . . , td 使得
(t1, . . . , td) 是 M 的参数理想. 既然已知 s(M) = d = d(M), 上述证明末段的 d(· · · ) 每
一步恰好降 1, 因此对所有 0 ≤ i ≤ d 皆有

� dim(M/(t1, . . . , ti)M) = d− i,

� (ti+1, . . . , td) 是 M/(t1, . . . , ti)M 的参数理想.

推论 7.2.10 对于半局部 Noether 环 R 上的有限生成模 M , 若 grI(R) 作为分次
R/I-代数可由 n 个齐次元生成, 则 dimM ≤ n. 特别地, dimM <∞.

证明 结合命题 7.2.4 和定理 7.2.8.

多项式 KI,M 的最高次系数也具有重要的几何意义, 称为 M 的重数.

定义 7.2.11 (重数) 对于半局部 Noether 环 R 上的有限生成模 M , 任取其参数理想 I.
当 M 非零时, 将 KI,M 写作

KI,M =
e(M)Xd(M)

d(M)!
+低次项,

称 e(M) 为 M 的重数. 对于 M = 0 的情形, 规定重数 e(M) = 0.

重数不依赖 I 的选取. 若 HI,M = 0, 则 KI,M 是属于 Z≥0 的常数多项式; 若
HI,M 6= 0, 则 M 的重数正是 (4.7.1) 中的 e(M). 无论在哪种情况, 均有 e(M) ∈ Z≥0,
而且引理 7.2.5 (ii) 表明 e(M) = 0 ⇐⇒ M = 0.
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7.3 Krull主理想定理
本节从定理 7.2.8 推导以下的重要结论, 适用于所有 Noether 环.

定理 7.3.1 (W. Krull) 设 R 为 Noether 环, I = (t1, . . . , ts) 为 R 的真理想, 则对偏序
集 (V (I),⊂) 中的所有极小元 p 都有 ht(p) ≤ s, 特别地 ht(I) ≤ s.

证明 观察到 IRp ⊂ pRp = rad(Rp). 以下说明 dimRp/IRp = 0: 基于命题 1.7.6, 若
素理想 p′ ⊂ p 使得 p′Rp ⊃ IRp, 则取 R 中原像可得 p′ ⊃ I, 从而 p′ = p.
鉴于引理 7.1.7 (iii) 和引理 7.2.2, 上一段说明 IRp 是 Rp 的参数理想. 然而 IRp

由 t1, . . . , ts 的像生成, 故定理 7.2.8 蕴涵 ht(p) = dimRp = s(Rp) ≤ s. 证毕.

作为 s = 1 时的特例, 若 I 是 Noether 环的主理想, 则对 V (I) 中的所有极小元
p 都有 ht(p) ≤ 1; 事实上, 一般情形可以从 s = 1 情形推得. 是故定理 7.3.1 又称为
Krull 主理想定理.

推论 7.3.2 设 R 为 Noether 环, 真理想 I 满足 ht(I) = n ∈ Z≥0, 则存在 x1, . . . xn ∈ I
使得 xi 不包含于 (V ((x1, . . . , xi−1)),⊂) 的任何极小元 (1 ≤ i ≤ n, 当 i = 1 时规定
(x1, . . . , xi−1) = 0), 而且 ht((x1, . . . , xi)) = i 恒成立.

证明 递归选取. 设已有 x1, . . . , xi−1, 记 V = V ((x1, . . . , xi−1)), 兹断言存在 xi 使之
不属于 (V,⊂) 的任何极小元: 设若不然, 则素避性质 (命题 1.1.3) 给出 (V,⊂) 的极小
元 p 使得 I ⊂ p, 然而定理 7.3.1 蕴涵 i− 1 ≥ ht(p) ≥ ht(I) = n, 矛盾.
于是 ht((x1, . . . , xi)) ≥ i. 定理 7.3.1 进而确保 ht((x1, . . . , xi)) = i. 证毕.

作为初步应用, 下面证明唯一分解整环的一则刻画. 关于唯一分解整环的基础知识
可见 [7, §5.7] 或 [9, §§6.2—6.3].

命题 7.3.3 设 R 为 Noether 整环, 则 R 是唯一分解整环当且仅当 R 中所有满足
ht(p) = 1 的素理想 p 均为主理想.

证明 对于 “仅当” 方向, 设素理想 p 满足 ht(p) = 1. 任取 p 中非零元, 则其每个不可
约因子皆属于 p, 因此 p 包含某个不可约元 p. 既然 R 是唯一分解整环, p 是素元, 换言
之 (p) 是素理想, 故 ht(p) = 1 蕴涵 p = (p).

对于 “当” 的方向, 依 [7, 命题 5.7.2] 需要两个性质: 所有 6= R 的主理想构成的升
链均会停止, 以及不可约元皆是素元. 第一点由 Noether 条件确保. 对于第二点, 设 q

为 R 的不可约元, 任取 (V ((q)),⊂) 中的极小元 p, 定理 7.3.1 蕴涵 ht(p) = 1, 因此存在
p ∈ R 使得 p = (p). 然而 (q) ⊂ (p) ⇐⇒ p | q, 而 q 不可约导致 (p) = (q), 故 q 确实是
素元. 证毕.

关于 Krull 主理想定理 7.3.1, 一个自然的问题是确定有哪些主理想满足 ht = 1.
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答案是简单的.

引理 7.3.4 设 R 为非零 Noether 环, x ∈ R, 则 ht((x)) = 0 当且仅当 x 是 R 的零
因子.

证明 设 p 为 R 的素理想, 则 ht(p) = 0 等价于 p 是 R 的极小素理想, 故 ht((x)) = 0

等价于 x 包含于某个极小素理想. 但极小素理想之并正是 R 的零因子集; 见命题
3.4.6.

7.4 纤维和维数
任何环同态 ϕ : R → S 都诱导连续映射 Spec(ϕ) : Spec(S) → Spec(R), 映 q 为

ϕ−1(q). 对于 R 的素理想 p, 剩余类域 κ(p) := Rp/pRp 同构于 Frac(R/p) (定义–命题
1.11.6). 命题 1.11.8 表明 Spec

(
S ⊗
R
κ(p)

)
同胚于 p 在 Spec(ϕ) 之下的纤维, 映法是

对 S ⊗
R
κ(p) 的素理想 Q 取其在 S 中的原像.

由于 Rr p 在 κ(p) 中的像可逆, 有 Rp ⊗
R
κ(p) = κ(p). 若 p = Spec(ϕ)(q), 则 ϕ 诱

导局部同态 ϕp,q : Rp → Sq, 见命题 1.11.9. 对于 S ⊗
R
κ(p) 的任意素理想 Q0, 它在 p 的

纤维中对应的元素 q0 满足 q0 ⊂ q 当且仅当 Q0 ∩ ((S r q) ⊗ 1) = ∅, 当且仅当 Q0 来
自 S-代数的局部化(

S ⊗
R
κ(p)

)
q

' Sq ⊗
S

(
S ⊗
R
κ(p)

)
' Sq ⊗

Rp

(
Rp ⊗

R
κ(p)

)
' Sq ⊗

Rp

κ(p),

(7.4.1)

第二个同构基于命题 1.11.9 的交换图表.

引理 7.4.1 在上述场景中,

dimSq ⊗
Rp

κ(p) = ht (qSq/ϕ(p)Sq) = ht (q/ϕ(p)S) .

证明 环 Sq 以 qSq 为唯一极大理想, 它包含 pRp 的像 ϕ(p)Sq, 这说明第一个等式. 第
二个等式来自命题 1.7.6 (ii) 的对应, 以及由其映法而来的以下结论: 若 q0 ⊂ q 是 S 的
素理想, 则 ϕ(p)Sq ⊂ q0Sq 当且仅当 ϕ(p) ⊂ q0.

接着回忆定义 6.7.1 引入的上行和下行性质.

命题 7.4.2 设环同态 ϕ : R→ S 有下行性质.

(i) 若 q ∈ Spec(S) 而 p := Spec(ϕ)(q) ∈ Spec(R), 则

dimSq ≥ dimRp + dimSq ⊗
Rp

κ(p).
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(ii) 进一步要求 Spec(ϕ) 满, 则有

dimS ≥ dimR+ inf {dimS/ϕ(m)S : m ∈ MaxSpec(R)} ,

特别地, dimS ≥ dimR, 而且对 R 的所有理想 I 皆有

ϕ(I)S 6= S, ht(I) ≤ ht(ϕ(I)S).

证明 对于 (i),须对所有 m ∈ Z≥0 证明若 dimSq ⊗
Rp

κ(p) ≥ m,则 dimSq ≥ dim(Rp)+

m; 根据引理 7.4.1, 条件相当于说 S 有长度 m 的素理想链

ϕ(p)S ⊂ q0 ( · · · ( qm = q.

在此不妨设 q0 是 V (ϕ(p)S) 的极小元, 其存在性来自引理 2.8.1. 于是 ϕ 的下行性质和
引理 6.7.4 蕴涵 ϕ−1(q0) = p.

现在设 dimRp ≥ n, 亦即存在长度 n 的素理想链 p0 ( · · · ⊂ pn = p. 从 q0 和 p 起
步, 反复应用下行性质可得 S 的素理想链

q−n ( · · · ( q0.

接合后的素理想链 q−n ( · · · ( qm 说明 dimSq ≥ n+m.
以下要求 Spec(ϕ) 满, 以处理 (ii). 若 m ∈ MaxSpec(R) 则 V (ϕ(m)S) 非空, 并且

等于 m 的纤维. 对纤维中的所有 q, 结合 (i) 与引理 7.4.1 可得

dimS ≥ dimSq ≥ dimRm + ht(q/ϕ(m)S).

记所求不等式中的 inf 为 i. 由于 q 可遍历 V (ϕ(m)S), 故

dimS ≥ dimRm + dimS/ϕ(m)S ≥ dimRm + i = ht(m) + i.

让 m 遍历 MaxSpec(R), 即有 dimS ≥ dimR+ i. 这给出 (ii) 的第一条.
对于 (ii) 的第二条, 先观察到若 ϕ−1(q) ⊃ I 则 q ⊃ ϕ(I)S, 因此 ϕ(I)S 6= S. 可取

V (ϕ(I)S) 的极小元 q 使得 ht(q) = ht(ϕ(I)S). 命 p := ϕ−1(q) ⊃ I, 则由 q 极小可知
dimSq ⊗

Rp

κ(p) = ht(q/ϕ(p)S) = 0. 应用 (i) 遂有

ht(ϕ(I)S) = ht(q) = dimSq

≥ dimRp = ht(p) ≥ ht(I),

明所欲证.

接着探讨 Noether 环的情形. 证明中将以参数理想的最小生成元个数描述维数, 详
见引理 7.2.2 和定理 7.2.8.
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命题 7.4.3 设 ϕ : R→ S 为 Noether 环之间的同态, q ∈ Spec(S) 而 p := Spec(ϕ)(q) ∈
Spec(R).

(i) 我们有 dimSq ≤ dimRp + dimSq ⊗
Rp

κ(p).

(ii) 若 ϕ 有下行性质, 则在 (i) 中等号成立.

(iii) 若 ϕ 有下行性质, 而且 Spec(ϕ) : Spec(S) → Spec(R) 为满射, 则对 R 的所有理
想 I 皆有 ht(I) = ht(ϕ(I)S).

证明 断言 (i) 仅依赖于 ϕp,q : Rp → Sq, 故不妨射 (R, p) 和 (S, q) 是局部环, ϕ 是局
部同态. 命 d := dimR, 则 R 有形如 J = (t1, . . . , td) 的参数理想, 使得 pk ⊂ J ⊂ p 对
某个 k 成立. 因此 √

ϕ(p)S =
√
ϕ(J)S, 从而

dimS ⊗
R
κ(p) = dimS/ϕ(p)S = dimS/ϕ(J)S;

记上式之值为 e. 取一列 s1, . . . , se ∈ q 使其在 S/ϕ(J)S 中的像生成一个参数理想, 然
后命 K := (ϕ(t1), . . . , ϕ(td), s1, . . . , se) ⊂ q. 易见 S/K 是 Artin 环, 因而 K 是 S 的参
数理想; 由此得到 dimS ≤ d+ e, 证得 (i).

在此基础上, (ii) 是命题 7.4.2 (i) 的应用. 至于 (iii), 命题 7.4.2 (ii) 已说明
ϕ(I)S 6= S 和 ht(I) ≤ ht(ϕ(I)S). 为了证明 ≥, 取 p ⊃ I 使得 ht(p) = ht(I). 由下行性
质, Spec(ϕ) 的满性和引理 6.7.4, 可取 V (ϕ(p)S) 的极小元 q 使得 p = ϕ−1(q). 这蕴涵
q ⊃ ϕ(p)S ⊃ ϕ(I)S, 而 q 极小也蕴涵 ht(q/ϕ(p)S) = 0. 鉴于 (i) 和引理 7.4.1, 这导致
ht(I) = ht(p) ≥ ht(q) ≥ ht(ϕ(I)S). 明所欲证.

命题 7.4.3 将 Spec(ϕ) 的源空间的维数用靶空间和纤维的维数来控制, 前提是在点
p 及其原像 q 处取局部化来考察. 为了得到等式, 需要一则使 Spec(ϕ) 形似 “浸入” 的
条件, 这是要求下行性质的思路.

推论 7.4.4 考虑平坦同态 ϕ : R→ S.

(i) 设 R 和 S 皆为 Noether 环, 则对所有 q ∈ Spec(S) 和 p := ϕ−1(q) 皆有

dimSq = dimRp + dimSq ⊗
Rp

κ(p).

(ii) 设 ϕ 忠实平坦, 则 Spec(ϕ) 满而 dimS ≥ dimR.

证明 定理 6.7.8 表明 ϕ 有下行性质, 代入命题 7.4.3 (ii) 给出 (i).
当 ϕ忠实平坦时,命题 5.5.3说明 Spec(ϕ)满,故命题 7.4.2 (ii)蕴涵 dimS ≥ dimR,

此即 (ii).

本节的若干结论将在 §7.11 得到细化.
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7.5 实例: 多项式环和形式幂级数环
沿用 §7.4 的符号.

引理 7.5.1 令 X 为环 R 上的多项式或形式幂级数的变元, 则有 dimR[X] ≥ dimR+1

和 dimRJXK ≥ dimR+ 1.

证明 若 R 有素理想链 p1 ( · · · pm, 则取 qi := pi[X] 为系数全属于 pi 的多项式所成
理想 (0 ≤ i ≤ m), 再取 qm+1 := qm+XR[X], 便得到 R[X] 中长度 m+1 的素理想链.
同理可证幂级数版本: qi 的元素仍取为系数全属于 pi 的形式幂级数.

引理 7.5.2 给定非零环之间的同态 ϕ : R→ S 和 n ∈ Z≥0.

(i) 设对所有 p ∈ Spec(R) 皆有 dimS⊗
R
κ(p) ≤ n, 则 dimS+1 ≤ (dimR+1)(n+1);

(ii) 设 R 和 S 皆为 Noether 环, 而且对所有来自 MaxSpec(S) 的 p ∈ Spec(R) 皆有
dimS ⊗

R
κ(p) ≤ n, 则 dimS ≤ dimR+ n.

证明 为了证明 (i), 设 q0 ( · · · ( qm 为 S 的素理想链, 命 pi := ϕ−1(qi), 并项后得到
R中项数为 k+1的素理想链, k ≤ dimR. 然而对每个 pi,其纤维 Spec(ϕ)−1(pi)既等同
于 Spec

(
S ⊗
R
κ(pi)

)
, 其中的素理想链至多仅有 n+1项. 综上, m+1 ≤ (k+1)(n+1).

对于 (ii), 对所有 q ∈ MaxSpec(S) 证明 dimSq ≤ dimR+ n 即可. 命 p = ϕ−1(q),
则 dimRp ≤ dimR; 另一方面, (7.4.1) 表明 Sq ⊗

Rp

κ(p) 是 S-代数 S ⊗
R
κ(p) 在 q 处的局

部化, 故前者维数也 ≤ n. 将这些资料代入命题 7.4.3 (i) 即得 (ii).

命题 7.5.3 设 R 为非零环, 则有:

(i) dimR+ 1 ≤ dimR[X] ≤ 2dimR+ 1 而 dimR+ 1 ≤ dimRJXK;
(ii) 若 R 是 Noether 环, 则 dimR[X] = dimR+ 1 = dimRJXK.
证明 不等式 dimR+ 1 ≤ dimR[X] 和 dimR+ 1 ≤ dimRJXK 见诸引理 7.5.1. 在 (i)
的情形, 基于引理 7.5.2 (i), 再对所有 p ∈ Spec(R) 证 dimR[X]⊗

R
κ(p) = 1 即可. 然而

R[X]⊗
R
κ(p) ' κ(p)[X] 是域上的一元多项式环, 可代入例 7.1.3.

在 (ii) 的情形, R[X] 也是 Noether 环, 故可改用引理 7.5.2 (ii) 得到 dimR[X] ≤
dimR+ 1, 从而等号成立.

接着考虑 S := RJXK; 注记 3.2.5 表明它是 Noether 环. 我们希望证明 dimS ≤
dimR + 1. 考虑 S 的极大理想 q, 命 p := q ∩ R, 它是 R 的极大理想: 这是因为
Rr p ⊂ S r q ⊂ S×, 而 S× 的元素其常数项必可逆.
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于是 κ(p) = R/p. 考虑 S ⊗
R
κ(p) ' S/pS. 已知 S/pS ' (R/p)JXK (引理 B.2.5) 是

以 (X) 为极大理想的局部主理想整环 (见 [7, 定义–定理 10.3.1 (iv)] 或自证), 因而是 1

维的 (例 7.1.3). 应用引理 7.5.2 (ii) 即知 dimS ≤ dimR+ 1.

推论 7.5.4 设 k 为域, n ∈ Z≥1, 则

dim k[X1, . . . , Xn] = n = dim kJX1, . . . , XnK;
若 k-代数 R 可由 n 个元素生成, 则 dimR ≤ n.

证明 结合例 7.1.2 和命题 7.5.3 (ii) 可得第一部分, 再用引理 7.1.4 (iii) 可得第二
部分.

推论 7.5.5 给定域 k 和 n ∈ Z≥1. 对于所有 1 ≤ i ≤ n, 多项式环 k[X1, . . . , Xn] (或形
式幂级数环 kJX1, . . . , XnK) 中的理想 (X1, . . . , Xi) 满足 ht(X1, . . . , Xi) = i.

证明 考虑 k[X1, . . . , Xn] 的素理想链

0 ( (X1) ( (X1, X2) ( · · · ( (X1, . . . , Xn),

这表明 ht(X1, . . . , Xi) ≥ i 随 i 严格递增. 另一方面, n = dim k[X1, . . . , Xn] (推论
7.5.4), 故 ht(X1, . . . , Xi) = i 对所有 i 成立.
同理可证形式幂级数环 kJX1, . . . , XnK 的情形.

7.6 整扩张和维数
接着探讨整扩张 (定义 6.1.3) 之下的维数关系.

命题 7.6.1 设环同态 ϕ : R→ S 使 S 成为 R 的整扩张.

(i) 我们有 dimS ≤ dimR; 若 Spec(ϕ) : Spec(S)→ Spec(R) 满, 则等式成立.

(ii) 设 M 为有限生成 R-模, 记 S-模 S ⊗
R
M 为 MS , 则 dimSMS ≤ dimRM ; 若

Spec(ϕ) : Spec(S)→ Spec(R) 满, 则等式成立.

(iii) 设 J 为 S 的真理想, 则 ht(J) ≤ ht(ϕ−1J) 而 dimS/J = dimR/ϕ−1(J).

(iv) 设 I 为 R 的真理想. 若 Spec(ϕ) 满, 则 ϕ(I)S 6= S 而 ht(ϕ(I)S) ≤ ht(I).

(v) 若 N 是 S-模, 则 dimS N = dimRN .

关于 Spec(ϕ) 满的条件在 ϕ 单时自动成立.
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证明 首先, 定理 6.6.3 (i) 说明 ϕ 单时 Spec(ϕ) 满.
其次, 将 ϕ 拆成 R ↠ R/ ker(ϕ) 和 ϕ : R/ ker(ϕ) ↪→ S; 第一段诱导闭嵌入

V (ker(ϕ)) ↪→ Spec(R), 而 ϕ 仍是整的.
对于 (i), 定理 6.6.3 (ii) 说明 Spec(ϕ) 的每个纤维里的元素互不包含, 故 Spec(ϕ)

亦然. 设有 S 的素理想链 q0 ( · · · ( qm, 命 pi := ϕ−1(qi), 则前述观察给出 R 的素理
想链 p0 ( · · · ( pm. 因此 dimS ≤ dimR.

若 Spec(ϕ) 满, 给定 R 的素理想链 p0 ( · · · ( pm, 可先取 q0 使得 ϕ−1(q0) = p0,
然后应用 ϕ 的上行性质 (定理 6.7.6) 得到 S 的素理想链

q0 ( · · · ( qm, ϕ−1(qi) = pi (0 ≤ i ≤ m),

推得 dimS ≥ dimR. 综之, dimS = dimR.
对于 (ii), 对有限生成 R-模 M 记 I := ann(M). 由于 Supp(MS) 是 Supp(M) 对

Spec(ϕ) 的原像 (引理 2.4.8 (ii)), 亦即 V (ann(ϕ(I)S)) (命题 1.10.10), 故

dimM = dimR/I, dimMS = dimS/ϕ(I)S.

留意到 R/I → S/ϕ(I)S 仍是整扩张, 而且 Spec(ϕ) 满蕴涵其限制 V (ϕ(I)S) =

Spec(ϕ)−1(V (I)) → V (I) 满, 而后者正是 R/I → S/ϕ(I)S 诱导的映射. 一切化约
到 (i).

对于 (iii), 先留意到 ϕ 诱导的 R/ϕ−1(J)→ S/J 整且单, 故 (i) 蕴涵

dimR/ϕ−1(J) = dimS/J.

为了处理剩余部分, 目标是对 R 的所有素理想 p ∈ V (ϕ−1J) 证 ht(J) ≤ ht(p). 因为
R/ϕ−1(J)→ S/J 整且单, 存在 q ∈ V (J) 使得 ϕ−1(q) = p. 因为 Sq 是 S ⊗

R
Rp 的局部

化, 而 Rp → S ⊗
R
Rp 整 (命题 6.1.9), 故配合 (i) 得到

ht(J) ≤ ht(q) = dimSq ≤ dim
(
S ⊗
R
Rp

)
≤ dimRp = ht(p).

对于 (iv),设 p ∈ V (I),存在 S 的素理想 q使得 ϕ−1(q) = p,特别地 q ∈ V (ϕ(I)S),
顺带得出 ϕ(I)S 6= S. 对 q 应用 (iii) 可得 ht(ϕ(I)S) ≤ ht(q) ≤ ht(p). 对 p 取 inf 即得
ht(ϕ(I)S) ≤ ht(I).

对于 (v), 取 J := annS(N), 则 ϕ−1(J) = annR(N), 代入 (iii) 完成证明.

命题 7.6.2 设 S 为整环, 其子环 R 正规 (定义 6.2.1), 而且 S 是 R 的整扩张.

� 对 R 的所有真理想 I 皆有 ht(I) = ht(IS).

� 对 S 的所有真理想 J 皆有 ht(R ∩ J) = ht(J).

此处 ht 分别是对环 R 和 S 定义的.
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证明 已知 Spec(S) → Spec(R) 满, 故对 R 的真理想 I 必有 IS ( S. 设 q ∈ V (IS),
命 p := R ∩ q ⊃ I, 然后考虑 R 的素理想链

p0 ( · · · ( pm = p.

定理 6.7.7 表明 R→ S 有下行性质, 由此逐步得到 S 的素理想链

q0 ( · · · ( qm = q, R ∩ qi = pi (0 ≤ i ≤ m).

因此 ht(I) ≤ ht(p) ≤ ht(q). 对 q 取 inf 即得 ht(I) ≤ ht(IS), 而反向不等式已包含于
命题 7.6.1 (iv).

给定 S 的真理想 J ,命 I := R∩J 则有 IS ⊂ J ,结合上一段遂有 ht(I) = ht(IS) ≤
ht(J), 而反向不等式已包含于命题 7.6.1 (iii).

7.7 Noether正规化及其应用
本节选定域 k. 在表述并证明 Noether 正规化定理前, 需要一些准备工作.

引理 7.7.1 设 t ∈ k[X1, . . . Xe]r k. 存在

t1, . . . , te−1 ∈ k[X1, . . . , Xe]

使得 k[X1, . . . , Xe] 是有限 S := k[t1, . . . , te−1, t]-代数.
当 k 无穷时, 重排变元后可取 ti = Xi − aiXe, 其中 ai ∈ k 而 1 ≤ i < e.

证明 我们寻求形如 Xi −Xki

e 的 ti, 其中 k 是充分大的整数, 1 ≤ i < e. 如此一来, t
可以唯一地表作 t1, . . . , te−1, Xe 的多项式. 兹断言用 k× 调整 t 后, 可选取 k 使得 t 作
为 k[t1, . . . , te−1][Xe] 的元素是首一的, 记其次数为 δ. 承认这点, 则

t = Xδ
e +

∑
0≤j<δ

(关于 t1, . . . , te−1的多项式
)
Xj
e

说明 Xe 在 S 上整, 继而 k[X1, . . . , Xe] 作为 S-模由 1, Xe, . . . , X
δ−1
e 所生成.

为了选取 k, 请端详展开式

Xa1
1 · · ·Xae

e =
(
t1 +Xk1

e

)a1
· · ·
(
te−1 +Xke−1

e

)ae−1

·Xae
e

= Xae+a1k
1+···+ae−1k

e−1

e +混合项.

若 k > max{a1, . . . , ae}, 则 Xe 的指数不外是以 ae, a1, . . . , ae−1 为各位数字的 k-进制
展开. 现将 t 表作单项式 Xa1

1 · · ·Xae
e 的线性组合, 将它们用 t1, . . . , te−1, Xe 展开. 根

据先前观察, 当 k � 0 时不同的 (a1, . . . , ae) 对 Xe 贡献不同的指数. 用 k× 调整 t, 便
得到所求性质.
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当 k 无穷时, 先设 t = hd + · · · + h0, 其中 hi ∈ k[X1, . . . , Xe] 是 i 次齐次的,
hd 6= 0. 由 t /∈ k 知 d ≥ 1. 由于 k 无穷, 重排变元后可设有 a1, . . . , ae−1 ∈ k 使得
hd(a1, . . . , ae−1, 1) 6= 0. 对每个 1 ≤ i < e 命 ti := Xi − aiXe, 则 t 仍可唯一表作
t1, . . . , te−1, Xe 的多项式; 确切地说,

t =

d∑
i=0

hi(t1 + a1Xe, . . . , te−1 + ae−1Xe, Xe).

观察到 Xd
e 在右边的系数是 hd(a1, . . . , ae−1, 1) 6= 0, 其它 hi 仅贡献较低次项. 因此用

k× 调整 t 可使它成为 k[t1, . . . , te−1][Xe] 的首一元. 其余论证同前.

引理 7.7.2 设 I 为整环 R 的非零理想, 则 dim(R/I) + 1 ≤ dimR.

证明 在 R 中, 任意满足 pn ⊃ I, 长度为 n 的素理想链 p0 ) · · · ) pn 都能延长为长度
n+ 1 的素理想链, 方法是添入 pn+1 := {0}.

后续内容涉及超越次数和代数无关性, 相关内容可参考 [7, §8.8]

定理 7.7.3 (E. Noether,永田雅宜) 设 S 为非零有限生成 k-代数, 而 I1 ⊂ · · · ⊂ Im

为 S 的真理想链, 其中 m ∈ Z≥1. 此时存在 k-子代数 R ⊂ S 以及 k-代数的同构
R ' k[X1, . . . , Xn] (其中 n ∈ Z≥0), 使得:

� S 是有限 R-代数, 特别地 S 是 R 的整扩张;

� 上述同构对所有 1 ≤ j ≤ m限制为 Ij∩R ' (Xdj+1, . . . , Xn),其中 d1 ≥ · · · ≥ dm
是唯一确定的非负整数列.

证明 不失一般性, S = k[Y1, . . . , Yr]/J , 并且记 Ij 在 k[Y1, . . . , Yr] 中的原像为 Ĩj .
第一步是化约到 J = 0. 将 I0 = 0 添入 S 的理想链, 因此 Ĩ0 = J . 设可找到
R̃ ⊂ k[Y1, . . . , Yr] 使得 R̃ ' k[X1, . . . , Xñ], 并且对理想链 Ĩ• 满足所需性质; 特别地, 存
在 n 使得 Ĩ0 ∩ R̃ = (Xn+1, . . . , Xñ). 命 R = R̃/(R ∩ J), 则

Ij ∩R =
Ĩj ∩ (R̃+ J)

J

∵ Ĩj⊃J (Ĩj ∩ R̃) + J

J
' Ĩj ∩ R̃
J ∩ R̃

, 0 ≤ j ≤ m,

J ∩ R̃ = Ĩ0 ∩ R̃ ' (Xn+1, . . . , Xñ).

因此从 R̃ 过渡到 R 不外是截断变元 Xn+1, . . . , Xñ. 化约完成.
第二步如下. 今起设 S = k[Y1, . . . , Yn]. 只须选取 x1, . . . , xn ∈ S 使得

� S 是有限 R := k[x1, . . . , xn]-代数,

� 对所有 j 皆有 Ij ∩R ⊃ (xdj+1, . . . , xn), 此处 dj := dimS/Ij ≤ n.

诚然,第一条蕴涵域 Frac(S)是 Frac(R)的有限扩张,两者在 k上有相同超越次数 n,故
x1, . . . , xn 在 k上代数无关. 另一方面,第一条和命题 7.6.1蕴涵 dj = dim(R/(Ij ∩R));
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但若 Ij ∩ R ) (xdj+1, . . . , xn), 则 R/(Ij ∩ R) 将是 k[x1, . . . , xdj ] 对一个真理想的商,
引理 7.7.2 蕴涵其维数 < dj , 矛盾.

今将递归地构造 x1, . . . , xn. 设已有 x′1, . . . , x
′
e 和 xe+1, . . . , xn 使得:

A(e) S 是有限 Se := k[x′1, . . . , x′e, xe+1, . . . , xn]-代数;

B(e) 当 dj ≤ e 时 Ij ∩ Se ⊃ (xe+1, . . . , xn);

C(e) 当 dj > e 时 Ij ∩ Se ⊃ (xdj+1, . . . , xn).

此处 0 ≤ e ≤ n 而 j 取遍 1, . . . ,m; 对 d ≥ n 规定 (xd+1, . . . , xn) = 0.
对于初始情况 e = n, 取 x′i := Yi 即可. 目标是抵达 e = 0. 以下处理从 e ≥ 1 到

e− 1 的递归步骤. 基于 A(e) 和超越次数的论证表明

x′1, . . . , x
′
e, xe+1, . . . , xn 在 k 上代数无关,

依此将 Se 等同于多项式代数. 若 e ≤ dj 对所有 1 ≤ j ≤ m 成立, 则同样的资料满足
A(e− 1)—C(e− 1). 否则命 j := min{j′ : e > dj′}, 兹断言

Ij ∩ k[x′1, . . . , x′e] 6= 0.

设若不然, 配合 B(e) 不难推得 Ij ∩ Se = (xe+1, . . . , xn), 再配合 A(e) 导致 e =

dim(Se/(Ij ∩ Se)) = dimS/Ij = dj , 矛盾. 断言得证.
现在取 xe ∈ Ij ∩ k[x′1, . . . , x′e]r {0}. 注意到 Ij 6= S 蕴涵 xe /∈ k. 以引理 7.7.1 取

x′′1 , . . . , x
′′
e−1 ∈ k[x′1, . . . , x′e]

使得 k[x′1, . . . , x′e] 是有限 k[x′′1 , . . . , x′′e−1, xe]-代数. 仅需再验证新的元素列

x′′1 , . . . , x
′′
e−1, xe, . . . , xn

满足 A(e− 1)—C(e− 1). 命 Se−1 := k[x′′1 , . . . , xn].
对于 A(e− 1), 按构造 Se 是有限 Se−1-代数, 故 S 亦然 (引理 1.9.4 (i)).
其次设 1 ≤ k ≤ m. 若 dk > e − 1, 上述程序不影响 xdk+1, . . . , xn, 故它们属于

Ik ∩ Se−1. 若 dk ≤ e− 1, 则 j := min{j′ : e > dj′} ≤ k 而

Ik ∩ Se−1 ⊃ Ij ∩ Se−1 ⊃ (xe+1, . . . , xn) + (xe).

综上可知 B(e− 1) 和 C(e− 1) 成立.

推论 7.7.4 若 S 为非零有限生成 k-代数, 则存在 n ∈ Z≥0 和 k-代数的同态 ϕ :

k[X1, . . . , Xn]→ S 使得 ϕ 单, 而 S 在 k[X1, . . . , Xn] 上为整.
对任何具备上述性质的 n 和 ϕ, 皆有 dimS = n.
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证明 对于第一部分, 命 n = dimS. 按照 Noether 正规化定理 7.7.3 取子代数 R ⊂ S,
此处理想链 I1 ( · · · ( Im 可任取. 合成同态 k[X1, . . . , Xn] ' R ↪→ S 即所求之 ϕ.

对于第二部分, 若 n 和同态 ϕ 具有断言中的性质, 推论 7.5.4 和命题 7.6.1 (i) 蕴涵
n = dim k[X1, . . . , Xn] = dimS.

推论 7.7.5 设 k′|k 为域扩张, S 为有限生成 k-代数, S′ 为有限生成 k′-代数, 则有

dimS ⊗
k
S′ = dimS + dimS′.

特别地, dimS = dimS ⊗
k
k′.

证明 观察到 S ⊗
k
S′ 是 k′-代数. 取推论 7.7.4 中的 ϕ : k[X1, . . . , Xn] ↪→ S 和

ϕ′ : k′[Y1, . . . , Yn′ ] ↪→ S′, 则

ϕ⊗ ϕ′ : k′[X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn′ ]→ S ⊗
k
S′

是 k′-代数的同态, 它单且有限, 因而是整的. 推论 7.7.4 第二部分蕴涵 dimS ⊗
k
S′ =

dimS + dimS′. 取特例 S′ = k′ 即有 dimS = dimS ⊗
k
k′.

推论 7.7.6 设 k 为域, S 为有限生成 k-代数. 若 S 是整环, 则对所有 q ∈ Spec(S) 皆有

dim(S/q) + ht(q) = dimS.

证明 按照 Noether 正规化定理 7.7.3 (取 m = 1 和 I1 = q) 取 S 的子代数 R, 然
后命 p := q ∩ R. 对 R ↪→ S 和 R/p ↪→ S/q 应用命题 7.6.1 得到 dimR = dimS 和
dimR/p = dimS/q. 另一方面,由于 S 是整环而 R正规,命题 7.6.2蕴涵 ht(p) = ht(q).
综上, 问题简化到 S = k[X1, . . . , Xn] 和 q = (Xd+1, . . . , Xn) 的特例. 代入推论

7.5.4 和 7.5.5 以完成证明.

引理 7.7.7 设 k 为域, S 是有限生成 k-代数. 选定 S 的素理想 q′ ⊂ q, 则所有的素
理想链

q′ = q0 ( · · · ( qm = q

的长度有上界, 而且当它极长 (亦即无法再插项) 时有 m = dimS/q′ − dimS/q.

证明 反复应用推论 7.7.6 得到

dimS/q′ = dimS/q0 = dimS/q1 + ht(q1/q0) =

dimS/q2 + ht(q2/q1) + ht(q1/q0) = · · · = dimS/q+

m−1∑
i=0

ht(qi+1/qi);

特别地, 链长 m ≤ dimS/q′ − dimS/q. 若此链无法再插项, 则 ht(qi+1/qi) = 1 对所有
1 ≤ i < m 成立, 因此极长链总满足 m = dimS/q′ − dimS/q.
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以下记域扩张 k′|k 的超越次数为 tr. deg (k′|k).

定理 7.7.8 设 k 为域, S 是有限生成 k-代数, 则

dimS = sup
p:极小素理想

tr. deg (κ(p)|k) .

若进一步要求 S 是整环, 则

dimS = tr. deg (Frac(S)|k) ,

而且 dimS 是 S 的所有极长素理想链共有的长度, 特别地, 此时 S 等维 (定义 7.1.8).

证明 先设 S 为整环. 取推论 7.7.4 提供的整扩张 k[X1, . . . , Xn] ↪→ S, 于是 Frac(S)
是 k(X1, . . . , Xn) 的有限扩张,

tr. deg (Frac(S)|k) = tr. deg (k(X1, . . . , Xn)|k) = n = dimS;

至于一般的 S, 应用 (7.1.2) 可得 dimS = supp tr. deg (κ(p)|k).
当 S 是整环时,设 q为 S 的极大理想,在引理 7.7.7中取 q′ = 0可见 ht(q) = dimS,

因此 S 的极长素理想链的长度皆为 dimS.

推论 7.7.9 设 ϕ : R → S 为有限生成 k-代数之间的同态, R 是整环而 S 作为 R-模无
挠. 记 K := Frac(R), 则 dimS = dimR+ dimS ⊗

R
K.

证明 先处理 S 为整环的情形. 此时 ϕ 单, 而有限生成 K-代数 S ⊗
R
K 也是以

L := Frac(S) 为分式域的整环. 超越次数的塔性质 [7, 命题 8.8.9] 给出 tr. degL|k =

tr. degL|K + tr. degK|k, 定理 7.7.8 表明此即所求等式.
对于一般情形, 设 q是 S 的极小理想, 则 q的元素均为环 S 的零因子 (命题 3.4.6),

故 ϕ−1(q) = 0, 而命题 1.7.6 (ii) 蕴涵 q 7→ q⊗K 给出 S 和 S ⊗
R
K 的极小素理想之间

的一一对应.
于是上一段的结论蕴涵 dimS/q = dimR+dim

(
S ⊗
R
K
/
q⊗K

)
; 两边对 q取 sup

即所求.

推论 7.7.10 若 ϕ : R→ S 是有限生成 k-代数之间的单同态, 则 dimS ≥ dimR.

证明 设 p 为 R 的极小素理想, 则 ϕ 的单性和命题 2.8.4 确保存在 S 的素理想 q 使得
ϕ−1(q) = p. 对 ϕ诱导的 R/p ↪→ S/q应用推论 7.7.9可得 dimS ≥ dimS/q ≥ dimR/p.
对 p 取 sup 便有 dimS ≥ dimR.

注记 7.7.11 对于代数闭域 k, 我们在 §2.7 业已说明有限生成 k-代数和一些代数几何
对象紧密联系. 具体地说, S = k[X1, . . . , Xn]/I 对应到由理想 I 在 kn 中截出的代数子
集 Z(I). 当 I 是素理想, 亦即 S 是整环时, 对应的几何对象称为 k 上的不可约仿射代
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数簇, 它们可作为稠密开子簇嵌入射影代数簇. 不妨在 k = C 的情形与复解析几何作类
比. 设 X 为复 n 维连通紧复流形, 其上所有亚纯函数构成域 M (X ). C. L. Siegel 证明
了 tr. deg (M (X )|C) ≤ n. 满足 tr. deg (M (X )|C) = dimC X 的连通紧复流形 X 被称
为 Moishezon 流形.
若 X 是 C 上的射影代数簇, 则 X 是 Moishezon 流形, 而且此时对 X 的所有稠密

仿射开子簇 Spec(S) 皆有 M (X ) = Frac(S); 特别地, 复几何意义的维数等同于环的
Krull 维数.

另一方面, 存在并非代数簇的 Moishezon 流形, 而 B. G. Moishezon 本人证明了一
个 Moishezon 流形是射影代数簇当且仅当它是 Kähler 流形. 代数簇是概形的特例. 基
于 M. Artin 和 D. Knutson 的工作, 可以将 C 上的概形范畴扩大为 C 上的代数空间范
畴, 相应地有解析化函子 X 7→ Xan, 映有限型代数空间为复解析簇. M. Artin 证明了解
析化诱导从 C 上的光滑有限型逆紧代数空间到 Moishezon 流形的范畴等价. 有鉴于此,
这类复流形依然具有代数的描述: 它们是某些 C-概形对平展等价关系的商.

注记 7.1.9 对所有 q ∈ Spec(S) 定义了局部 Krull 维数 dimq S. 它在本节场景中有
如下描述.

命题 7.7.12 设 S 为有限生成 k-代数, q ∈ Spec(S). 记 S 中包含于 q 的极小素理想为
q1, . . . , qs, 则有

dimq S = sup
1≤i≤s

dimS/qi

= dimS/q+ dimSq.

证明 兹以 §A.4 和 §A.9 的拓扑语言处理第一个等号. 将 X := Spec(S) 的不可约分
支 (个数有限) 记为 C1, . . . , Cr, 可设包含 q 者为 Ci = V (qi), 其中 1 ≤ i ≤ s. 于是
U := X r

⋃
i>s Ci 是 q 的开邻域. 对 U 中所有含 q 的开子集 V , 命题 A.4.9 表明其

不可约分支恰是 Ci ∩ V , 其中 1 ≤ i ≤ s. 缩小 V 后可设 V = D(f), 因而 Ci ∩ V '
Spec

(
(S/qi)[f

−1
i ]
)
, 其中 fi := f + qi 6= qi. 定理 7.7.8 遂蕴涵 dimCi ∩ V = dimCi. 综

上可得 supV 3x dimV = sup1≤i≤s dimCi, 左式无非 dimq S.
对于第二个等号, 在每个 S/qi 中考虑高度可得 dimSq = sup1≤i≤s ht(q/qi). 对每

个 1 ≤ i ≤ s, 推论 7.7.6 给出 dimS/q + ht(q/qi) = dimS/qi. 对 i 取极大值以完成
证明.
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7.8 应用: 泛自由定理
对于整环 R 上的代数 S 和 S-模 M , 泛自由性质意谓对某个 f ∈ R r {0} 作局部

化之后, 可使 M 成为自由模; 就几何观点, 这相当于将模从 Spec(R) 限制到非空开子
集 D(f). 类似性质也有分次版本, 见定义 B.8.1.

定义 7.8.1 设 R 为整环, 给定环同态 R → S 和 S-模 M . 若存在 f ∈ R r {0} 使得
M [f−1] 是自由 R[f−1]-模, 则称泛自由性质成立.

泛自由性质需要一些有限性条件来确保. 以下先证明一个条件较为严格的版本.

引理 7.8.2 设 R为任意环, R-模M 带有滤过 0 =M0 ( · · · (Mk =M 使得Mi/Mi−1

对所有 0 < i ≤ k 皆自由, 则 M 自由.

证明 化到 k = 2 的情形, 然后应用推论 1.4.5.

引理 7.8.3 设 R 是 Noether 整环, 环同态 R → S 使 S 成为有限生成 R-代数, 而 M

是有限生成 S-模. 此时定义 7.8.1 的泛自由性质成立.

证明 命 K := Frac(R). 以下对 dimS ⊗
R
K 递归论证. 起点是 dimS ⊗

R
K = −∞, 亦

即 S ⊗
R
K 为零环的情形: 此时存在 f ∈ R r {0} 使得 f 零化 1S , 故 f 也零化 M 而

M [f−1] = 0. 此时泛自由性质成立.
下设 S ⊗

R
K 非零. 它既是整环也是有限生成 K-代数, 由正规化定理 7.7.3 可取嵌

入 K[X1, . . . , Xn] ↪→ S ⊗
R
K 使之成为有限 K[X1, . . . , Xn]-代数, 而且将每个变元 Xi

适当伸缩后可设其像 xi 属于 S. 设 y1, . . . , ym 为 S 作为 R-代数的生成元. 每个 yj 都
满足系数在 K[X1, . . . , Xn] 上的首一多项式方程; 通分后可对每个 1 ≤ j ≤ m 取到各
项系数属于 R[X1, . . . , Xn], 而首项系数 cj ∈ Rr {0} 的多项式方程, 使得 yj 代入为 0.

命 c :=
∏
j cj ∈ R r {0}. 由此知 S[c−1] 是 S♭ := R[c−1][X1, . . . , Xn] 的整扩张,

因而有限 (命题 6.1.4), 而 M ♭ := M [c−1] 是有限生成 S♭-模. 留意到 S♭ 是 Noether 整
环, 故命题 3.4.8 给出滤过 0 = M ♭

0 ( · · · ( M ♭
k = M ♭ 使得 M ♭

i /M
♭
i−1 ' S♭/qi 对所有

0 < i ≤ k 成立, 其中 qi 是 S♭ 的素理想.
若 qi 6= 0 则 dim

(
(S♭/qi)⊗

R
K

)
< dimS ⊗

R
K, 故递归给出 fi ∈ R r {0} 使得

c | fi 而 (S♭/qi)[f
−1
i ] 在 R[c−1][f−1i ] = R[f−1i ] 上自由. 若 qi = 0, 则因为 S♭ 是自由

R[c−1]-模, 此时可取 fi = c.
命 f :=

∏
i fi. 综上, M [f−1] 作为 R[f−1]-模具有有限滤过, 使得每一段子商皆自

由, 引理 7.8.2 遂蕴涵 M [f−1] 是自由 R[f−1]-模.

定理 7.8.4 (A. Grothendieck) 设 R 是整环, 环同态 R→ S 使 S 成为有限展示 R-代
数, 而 M 是有限展示 S-模. 此时定义 7.8.1 的泛自由性质成立.
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证明 任选 S 的非零生成元 x1, . . . , xn,化到 S = R[X1, . . . , Xn]/(g1, . . . , gm),然后M

的有限展示
S⊕q

ϕ
S⊕p →M → 0.

视 φ 为 S 上的 p× q 矩阵, 为每个 (i, j)-矩阵元选定 R[X1, . . . , Xn] 中的原像 gij , 然后
命 R 为所有 gij 和 gk 的系数在 R 中生成的子环. 定义 R-代数

S := R[X1, . . . , Xn]/(g1, . . . , gm),

再定义 S-模 M 使其带有展示

S⊕q
ϕ

S⊕p →M → 0, φ =
(
gij 的像

)
i,j
.

如此便有
� R 是 Noether 整环, S 是有限生成 R-代数, M 是有限生成 S-模;

� 对这些对象取 R⊗
R
(·), 便得到原有的 R, S 和 M .

对 M 应用引理 7.8.3, 可得 f ∈ R r {0} 使得 M [f−1] 是自由 R[f−1]-模. 鉴于显
然的交换图表

R R[f−1]

R R[f−1],

取 R⊗
R
(·) 即知 M [f−1] 是自由 R[f−1]-模.

关于泛自由定理的更多版本, 可见 [5, Tag 051Q].

7.9 应用: 平坦轨迹的开性
本节旨在以 §5.8 和 §7.8 的工具推导以下的定理 7.9.2.

引理 7.9.1 设 R 为环, S 为 Noether R-代数. 设 S-模 M 作为 R-模平坦.

(i) 若 M ′ 是平坦 S-模, 则 M ⊗
S
M ′ 作为 R-模平坦.

(ii) 若 U 是 S 的乘性子集, 则 M [U−1] 作为 R-模平坦.

证明 对于 (i), 对所有 R-模 N 皆有典范同构

N ⊗
R

(
M ⊗

S
M ′
)
'
(
N ⊗

R
M

)
⊗
S
M ′.

由之立见 M ⊗
S
M ′ 作为 R-模平坦. 代入 M ′ = S[U−1] 即得 (ii).
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定理 7.9.2 设 R 为 Noether 环, S 为有限生成 R-代数, M 是有限生成 S-模, 则集合

U := {q ∈ Spec(S) :Mq 是平坦 R-模}

相对于 Zariski 拓扑是 Spec(S) 的开子集, 容许为空.

证明 鉴于引理 A.6.5, 只需说明 U 有以下性质:

� 若 q ∈ U 而 q′ ⊂ q, 则 q′ ∈ U ;

� 若 q ∈ U , 则 U 包含 V (q) 的一个非空开子集.

第一则性质相对简单: 设 q′ ⊂ q, 则因为 Mq′ 是 Mq 的局部化, 代入引理 7.9.2 (ii)
即可.

以下考虑第二则性质. 设 q ∈ U , 记 p 为 q 在 R 中的原像, 定义 R0 := R/p. 设
r ∈ V (q), 此时 pSr ⊂ rad(Sr). 代入定理 5.8.5 (取 I = p) 给出

Mr 是平坦 R-模 ⇐⇒ Mr/pMr 是平坦 R0-模且 TorR1 (Mr, R0) = 0;

作为特例, r = q 满足右式. 注意到一方面 Mr/pMr ' (M/pM)r, 另一方面每个
TorRi (Mr, R0) (或 TorRi (M,R0)) 都从 Mr (或 M) 得到 Sr-模 (或 S-模) 结构, 使得

TorRi (Mr, R0) ' TorRi (M,R0)r,

这是因为可对作为 R-模的 R0 取平坦解消 P• → R0 → 0 以确定两边的 Tori.
进一步, Noether 条件确保每个 Pj 都能取为有限生成 R-模, 而 M 是有限生成

S-模, 故 TorRi (M,R0) 也是有限生成 S-模.
综上, 如将所求的非空开子集写作 D(g), 则基于分段局部化和引理 7.9.1, 所需的

仅是满足以下性质的 g ∈ S r q:

� (M/pM)[g−1] 是平坦 R0-模,

� TorR1 (M.R0)[g
−1] = 0.

由于 S/pS 是有限生成 R0-代数, 而 M/pM 是有限生成 S/pS-模, 定理 7.8.4 给出
f0 ∈ R0 r {0} 使得 (M/pM) [f−10 ] 自由, 因而平坦. 任取 f0 的原像 f ∈ R r p, 再记
fS ∈ S r q 为 f 的像, 便使 (M/pM)[f−1S ] 平坦.

另一方面, 已有 TorR1 (M,R0)q ' TorR1 (Mq, R0) = 0. 由于 TorR1 (M,R0) 是有限
生成 S-模, 其支集闭 (引理 2.4.5), 故存在 h ∈ S r q 使得 TorR1 (M,R0)[h

−1] = 0. 取
g := fSh, 分段局部化可见 g 满足要求. 证毕.

定理 7.9.2 可以推广到非 Noether 环 R, 但须将有限生成条件改为有限展示, 详见
[3, Théorème (11.3.1)] 或 [5, Tag 00RC]; 前者的进路仍以 Noether 情形为基础.
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7.10 悬链环
在代数几何学的应用中, 实际处理的环经常是本节所论的悬链环, 甚至是泛悬链环.

定义 7.10.1 (悬链环) 如果 dimR <∞, 而且对于所有素理想 p′ ⊂ p 皆有:

� ht(p/p′) <∞ (此处的高度是对环 R/p′ 而言的),

� 所有极长 (亦即无法再插项) 的素理想链

p′ = p0 ( · · · ( pm = p

都有相同长度 m.

则称 R 为悬链环.

由于 ht(p/p′) = codim(V (p), V (p′)), 见 (7.1.1), 上述定义相当于要求 Spec(R) 是
定义 A.9.9 所谓的悬链空间.

引理 7.10.2 若 R 是悬链环, 则 R 的商环和局部化都是悬链环.

证明 无论对于商环抑或局部化, 其中以给定的 p′ 和 p 为首尾的素理想链都可以搬回
R 考量.

命题 7.10.3 考虑关于环 R 的以下陈述:

(i) R 是悬链环;

(ii) 对任何素理想 p′′ ⊂ p′ ⊂ p 皆有

(a) ht(p/p′) <∞ (不涉及 p′′),

(b) ht(p/p′′) = ht(p/p′) + ht(p′/p′′);

(iii) 对任何素理想 p′ ⊂ p 皆有

ht(p) = ht(p/p′) + ht(p′).

一般而言 (i) ⇐⇒ (ii); 当 R 为 Noether 环时 (iii) =⇒ (ii), 而当 R 为 Noether 整环
时 (iii) ⇐⇒ (ii).

证明 陈述 (i) 和 (ii) 的等价转译为关于悬链空间的命题 A.9.11.
以下设 R 为 Noether 环, 则 R 及其商环的所有素理想高度皆有限, 故 (ii.a) 总成

立. 若 (iii) 成立, 则对 ht(p) = ht(p/p′) + ht(p′) 两边同减 ht(p′′) 可得 (ii.b). 若 R 是
整环且 (ii.b) 成立, 在其中取 p′′ = 0 便是 (iii).
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定义 7.10.4 (泛悬链环) 设 R 为 Noether 环. 如果所有有限生成 R-代数都是悬链环,
则称 R 为泛悬链环.

鉴于引理 7.10.2, 环 R 是泛悬链的当且仅当 R 是 Noether 环, 而且 R[X1, . . . , Xn]

对所有 n ∈ Z≥0 皆为悬链环.

引理 7.10.5 设 R 为泛悬链环, 则:

(i) R 的局部化仍是泛悬链环;

(ii) 任何有限生成 R-代数仍是泛悬链环.

证明 这是因为 R[U−1][X1, . . . , Xn] ' R[X1, . . . , Xn][U
−1], 而若 S 是有限生成 R-代

数则 S[X1, . . . , Xn] 亦然.

命题 7.10.6 若 Rm 对所有极大理想 m 都是悬链环, 则 R 是悬链环.
若 R是 Noether环,而且 Rm 对所有极大理想 m都是泛悬链环,则 R是泛悬链环.

证明 对于第一部分, 给定素理想 p′ ⊂ p, 取极大理想 m ⊃ p, 则从 p′ 到 p 的素理想链
可置于 Rm 考量, 由此知 R 是悬链环.

对于第二部分, 给定有限生成 R-代数 S 及其素理想 q, 记它在 R 中的原像为 p, 而
m ⊃ p 为极大理想. 观察到 Rp 作为 Rm 的局部化是泛悬链环, 故有限生成 Rp-代数 Sp

是悬链环; Sq 作为 Sm 的局部化也是悬链环. 配合第一部分知 S 是悬链环.

例 7.10.7 任意域 k 皆为泛悬链环. 这是因为对于所有有限生成 k-代数 S, 引理 7.7.7
表明 S 满足悬链环定义 7.10.1 的条件.

尽管代数中常见的 Noether 环都是泛悬链环, 永田雅宜出人意料地构造了一个局
部 Noether 整环, 它是悬链而非泛悬链的; 其细节涉及形式幂级数, 详见 [5, 02JE].

定理 7.10.8 (永田雅宜) 设 S 为整环而 R为其 Noether子环,使得 S 为有限生成 R-代
数. 记 L = Frac(S), K = Frac(R). 设 q 为 S 的素理想, p := q ∩R, 则

ht(q) ≤ ht(p) + tr. deg(L|K)− tr. deg(κ(q)|κ(p)), (7.10.1)

而且当 R 为泛悬链环时 (7.10.1) 中等号成立.

证明 将 S 写成 R[x1, . . . , xn], 其中 xi ∈ S, 则对塔 R ⊂ R[x1] ⊂ · · · ⊂ S 逐步操
作, 并且运用超越次数的塔性质, 可将问题化到 n = 1 亦即 S = R[x] 的情形. 对
乘性子集 R r p 作局部化, 则可进一步要求 (R, p) 为局部环. 以下记 κ = κ(p), 命
I = {f ∈ R[X] : f(x) = 0}, 将 S 等同于 R[X]/I.
先设 I = 0. 此时 tr. deg(L|K) = 1, 在 S/pS = κ[X] 中考虑高度得到

(ht(q/pS), tr. deg(κ(q)|κ)) =
{
(1, 0), 如果 q ) pS

(0, 1), 如果 q = pS;
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因此 ht(q/pS) = 1 − tr. deg(κ(q)|κ). 另一方面, 此时 R → S 平坦, 故推论 7.4.4 (i) 说
明 ht(q) = ht(p) + ht(q/pS). 此时 (7.10.1) 中等号成立.
接着设 I 6= 0. 此时 tr. deg(L|K) = 0. 记 q∗ 为 q 在 R[X] 中的原像, 则 κ(q) =

κ(q∗). 因为 R→ S 为单射, I ∩R = 0, 故在 K[X] 中考虑高度可得

ht(I) = ht(I ·K[X]) ≤ dimK[X] = 1;

又因为 I 6= 0, 故 ht(I) = 1. 综上有

ht(q) ≤ ht(q∗)− ht(I) = ht(q∗)− 1,

其中的 ≤ 来自高度定义, 而且在 R 为泛悬链环时为等号.
此外, 前一个情形蕴涵 ht(q∗) = ht(p) + 1 − tr. deg(κ(q∗)|κ) = ht(p) + 1 −

tr. deg(κ(q)|κ). 综上可得 (7.10.1), 且等号在 R 为泛悬链环时成立.

对于 R 为 Noether 整环, 而 S = R[X1, . . . , Xn] 的特例, 上述论证表明 (7.10.1) 中
的等号恒成立.

7.11 纤维维数的上半连续性
给定环同态 ϕ : R → S, 映射 Spec(ϕ) : Spec(S) → Spec(R) 的纤维维数具有重要

的几何意义. 本节的相关结论涉及之前各节的工具; 纤维的环论诠释见诸 §7.4 第一段.

命题 7.11.1 设 R 为 Noether 整环, 环 S 包含 R 为其子环, 按此成为有限生成 R-代
数. 存在 f ∈ R r {0}, 使得对 R 中所有满足 f /∈ p 的素理想 p, 存在 S 的素理想 q 使
得 q ∩R = p 而且

dimSq = dimRp + dimSq ⊗
Rp

κ(p);

事实上, q 可以取为 (V (pS),⊂) 的任意极小元.

证明 以定理 7.8.4 取 f ∈ R r {0} 使得 S[f−1] 是自由 R[f−1]-模. 于是 R[f−1] →
S[f−1] 忠实平坦. 设 f /∈ p, 相应地有 R[f−1] 的素理想 p. 代入推论 7.4.4 知存在
q ∈ Spec(S[f−1]) 使得 q ∩R[f−1] = p, 以及

dimS[f−1]q = dimR[f−1]p + dimS[f−1]q ⊗
R[f−1]p

κ(p).

存在唯一的 q ∈ Spec(S) 使得 f /∈ q 而 q[f−1] = q. 如此则 q ∩ R = p, 特别地
pS 6= S, 且可等同

S[f−1]q = Sq, R[f−1]p = Rp, κ(p) = κ(p),

此即所求的维数公式. 最后, 关于 q 可选为极小元的断言, 请见引理 6.7.4 和定理
6.7.8.
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命题 7.11.2 设 k 为域, R ⊂ S 为有限生成 k-代数, S 是整环. 记 K = Frac(R),
L = Frac(S). 存在 f ∈ R r {0} 使得对 R 中所有满足 f /∈ m 的极大理想 m 皆有
mS 6= S, 而且 (V (mS),⊂) 的每个极小元 q 均满足 dimS/q = tr. deg(L|K).

证明 按照命题 7.11.1 的方式选 f , 由此也顺带得到 mS 6= S. 设 (V (mS),⊂) 的相异
极小元为 q, q1, . . . , qn. 对所有 1 ≤ i ≤ n 取 fi ∈ qi r q. 零根定理 2.6.8 蕴涵 q 是
(V (q),⊂) 的极大元之交, 故存在包含 q 但不含 ∏n

i=1 fi (空积规定为 1) 的极大理想 n,
它必满足 n ∩ R = m. 回忆到 S (或 R) 的所有极大理想的高度都是 dimS (或 dimR),
定理 7.7.8, 命题 7.11.1 和超越次数的塔性质遂给出

dimSn/mSn = dimSn ⊗
Rm

κ(m) = dimSn − dimRm

= tr. deg(L|k)− tr. deg(K|k) = tr. deg(L|K).

另一方面, n 不包含 qi, 其中 i = 1, . . . , n, 故 dimSn/mSn = dimSn/qSn; 施定理
7.7.8 于 S/q 知 dimSn/qSn = dimS/q. 证毕.

用几何的语言来说, 命题 7.11.2 意谓在 Spec(R) 的某个非空开子集上, 其闭点相对
于 Spec(S)→ Spec(R) 的纤维皆等维, 其维数皆等于域扩张 L|K 的超越次数.

以下两则结论涉及注记 7.1.9 定义的局部 Krull 维数.

引理 7.11.3 设 S 为整环, 其子环 R 为泛悬链环 (定义 7.10.4), 而且 S 为有限生成
R-代数. 若 q 是 S 的素理想, 记 p := q ∩R, 而 q 为 q 在 S ⊗

R
κ(p) 中的像, 则

dimq S ⊗
R
κ(p) ≥ dimS ⊗

R
Frac(R).

证明 命 K = Frac(R), L = Frac(S). 因为 R 是泛悬链环而 S 有限生成,

dimq S ⊗
R
κ(p) = dimSq ⊗

Rp

κ(p) + dim
(
(S/q) ⊗

R/p
κ(p)

)
(命题 7.7.12)

≥ ht(q)− ht(p) + tr. deg(κ(q)|κ(p)) (命题 7.4.3, 定理 7.7.8)
= tr. deg(L|K) = dimS ⊗

R
Frac(R) (命题 7.10.8).

明所欲证.

定理 7.11.4 (C. Chevalley) 设 R 为泛悬链环 (定义 7.10.4), 而同态 ϕ : R → S 使 S

成为有限生成 R-代数; 对 S 的所有素理想 q 记 p = ϕ−1(q), 记 q 为 q 在 S ⊗
R
κ(p) 中

的像. 对所有 n ∈ Z≥0, 集合

Fn(S|R) :=
{
q ∈ Spec(S) : dimq S ⊗

R
κ(p) ≥ n

}
是 Spec(S) 的闭子集.
换言之, 如记 f := Spec(ϕ) : Spec(S) → Spec(R), 则 q 7→ dimq f

−1 (f(q)) 是相对
于 Spec(S) 的 Zariski 拓扑的上半连续函数.
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证明 问题既然能以拓扑语言呈现, 可设 S 既约. 取 S 的极小素理想 p1, . . . , pm,
它们对应到 Spec(S) 的不可约分支. 从拓扑观点看, 命题 A.9.6 蕴涵 Fn(S|R) =⋃

1≤i≤m Fn(S/pi|R), 按此遂化到 S 是整环的情形. 其次, p := ϕ−1(q) ⊃ ker(ϕ), 故以
R/ ker(ϕ) 代 R 可设 R 是 S 的子环.

命 K = Frac(R), L = Frac(S). 命 e, 则引理 7.11.3 对所有 q 给出

dimq S ⊗
R
κ(p) ≥ dimS ⊗

R
K =: e. (7.11.1)

因此 n ≤ e 时 Fn(S|R) = Spec(S). 以下可设 n > e.
取命题 7.11.1 中的 f ∈ R r {0}, 则在 f /∈ p (等价于 f /∈ q) 的前提下, 该命题蕴

涵 (7.11.1) 中的 ≥ 实则是等号. 由此得到 Fn(S|R) ⊂ V (f) ( Spec(S).
问题于是化约到 R-代数 S/(f) 的情形. 若 f ∈ S× 则 Fn(S|R) = ∅, 否则继续

考虑 Spec(S/
√
(f)) 的所有不可约分支 Spec(S′), 将 R → S′ 分解为 R ↠ R′ ↪→ S′,

然后迭代先前的论证; 结论或者是 Fn(S
′|R′) = Spec(S′), 或者还可以选取 f ′ 使得

Fn(S
′|R′) ⊂ V (f ′) ( Spec(S′). 由于 Spec(S) 是 Noether 空间, 程序必在有限步之内

停止.1) 证毕.

定理 7.11.4 的陈述对于一般的环 R 同样成立, 见 [3, Lemma (13.1.1), Théorème
(13.1.3)] 或 [5, Tag 02FZ]; 前者的进路是化到 R 为泛悬链环的情形, 因此需要对泛悬
链环有进一步的把握.

习题

1. 试将 §B.7 的结论推广到 Γ-分次代数, Γ 是无挠, 具消去律, 且为正的加法幺半群 (定义 B.1.1,
相关理论亦见 §B.2).

1)更严谨的说法是命 S 为所有使得断言不成立的既约商环 S ↠ S′ 构成的集合, 按照 S′ ↠ S′′ ⇐⇒
S′′ ⪯ S′ 赋予偏序. 若 S 非空则含对 ⪯ 的极小元 Smin; 对 Smin 应用上述论证可得 Smin 满足断言, 矛盾.
这种论证称为 Noether 递归.
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第八章 完备化

8.1 拓扑诠释
本节先在一个相对广泛的框架下探讨完备化, 默认读者至少在交换群的情形了解

拓扑群的基本概念.

约定 8.1.1 本节考虑的环不要求交换, 其上的模默认为左模, 尽管以下一切陈述都有右
模的版本.

所谓拓扑环, 意谓一个环 A 兼有拓扑空间结构, 使得环的加法, 取负和乘法映射皆
连续; 特别地, A 对加法成为拓扑群. 若拓扑环 A 上的模 M 也有拓扑空间结构, 使得
M 对加法成为拓扑群, 而且乘法 A×M →M 连续, 则称 M 为拓扑 A-模.

设拓扑环 A (或拓扑 A-模 M) 在 0 处有一组可数邻域基1), 若 A (或 M) 的所有
Cauchy 列皆收敛, 则称之为完备的; 完备性的表述仅涉及 A (或 M) 的加法群及其拓
扑, 相关讨论可见 [7, 定义 4.10.9].
所有拓扑环及其间的连续环同态构成范畴 TopRing;给定拓扑环 A,所有拓扑 A-模

及其间的连续模同态构成范畴 A-TopMod.
从一般的拓扑环 A (或拓扑 A-模 M) 出发, 能典范地构造完备 Hausdorff 拓扑环

Â (或完备 Hausdorff 拓扑 Â-模 M̂), 称为其完备化2), 感兴趣的读者可见 [7, §10.1]. 这
些适用于所有拓扑环或模的定义和构造细节都颇为繁琐, 但本章的焦点并不在此, 因为
在交换环论中, 环和模的拓扑经常来自于 §4.2 介绍的滤过, 而完备化也有基于滤过的直
接构造. 简单起见, 本节只考虑 Z-滤过. 且先给出代数方面的定义.

1)否则探讨极限时需要 Cauchy 滤子而不只是 Cauchy 列.
2)更精确的说法是 Hausdorff 完备化, [7] 考虑的拓扑群主要是 Hausdorff 的, 本章的主要场景亦然.
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190 第八章 完备化

约定 8.1.2 以下对环 A (或 A-模 M) 考虑的滤过都是 Z-降滤过, 以上标记如 F•A (或
F•M); 这些滤过默认为穷竭的 (定义 4.2.1).

考虑滤过环 A. 对所有 n, 从 FnA ⊂ Fn−1A 得到加法群的满同态 A/FnA →
A/Fn−1A, 按此在范畴 Ab 中取极限

Â := lim←−
n

A/FnA :=

{
(an)n∈Z ∈

∏
n∈Z

A/FnA
∣∣∣∣∣ ∀n, an 7→ an−1

}
.

它的加法是逐项相加, 现赋予 Â 乘法运算如下. 给定 â = (ai)i 和 b̂ = (bj)j , 因滤过穷
竭, 可取到 k0 ∈ Z≤0 使得 a0 (或 b0) 有属于 Fk0A 的代表元. 因而当 k ≥ 0 时, ak (或
bk) 也有属于 Fk0A 的代表元, 记之为 ãk (或 b̃k). 对任意 n ∈ Z, 任取

i, j ∈ Z≥0, i+ k0 ≥ n, j + k0 ≥ n,

则 ãib̃j 在 A/FnA 中的像无关代表元的选取, 记为 (âb̂)n, 它满足 (âb̂)n 7→ (âb̂)n−1; 由
于 i, j 可取得任意大, 它也无关 k0 的选取. 我们定义 âb̂ := ((âb̂)n)n∈Z ∈ Â.
例行公事说明 Â 对此成环, 以 (1 + FnA)n∈Z 为幺元; 所需的结合律, 分配律等性

质都化到 A 上检验. 此外, A 交换蕴涵 Â 交换.
同理, 考虑滤过 A-模 M , 并回忆到定义要求 FpA · FqM ⊂ Fp+qM 对所有 p, q 成

立. 在 Ab 中取极限

M̂ := lim←−
n

M/FnM :=

{
(xn)n∈Z ∈

∏
n∈Z

M/FnM
∣∣∣∣∣ ∀n, xn 7→ xn−1

}
;

它不只是加法群,还按照和先前类似的方式具有乘法运算 Â×M̂ → M̂ ,从而成为 Â-模.

定义 8.1.3 (滤过环和模的完备化) 以下的滤过均默认为穷竭的.

� 设 A 为滤过环, 称环 Â := lim←−nA/FnA 为 A 对滤过 F•A 的完备化.

� 类似地, 设 A 如上, 而 M 为滤过 A-模, 称 Â-模 M̂ := lim←−nM/FnM 为 M 对滤
过 F•M 的完备化.

它们带有典范映射 A→ Â 和 M → M̂ , 分别映 a 和 x 为 (a+ FnA)n 和 (x+ FnM)n.

给定滤过环 A (或滤过 A-模 M) 如上, 它自然地具有拓扑环 (或拓扑 A-模) 结构,
使得 (FnA)n∈Z (或 (FnM)n∈Z) 给出 0 处一组由加法开子群构成的可数邻域基; 事实
上, 取足够大的 n 即可. 特别地, A 是 Hausdorff 空间当且仅当其滤过分离. 依此观
点, 定义 8.1.3 和拓扑学中的完备化是一回事, 思路都是以 Cauchy 列的等价类代替原
空间. 在 Â 的上述构造中, 选取的代表元族 (ãk)k≥k0 便扮演了 Cauchy 列的角色: 当
i ≥ j � 0, 相应的 ãi − ãj ∈ FjA 趋近于 0; 详见 [7, §4.10] 的解说.
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追随拓扑观点, Â (或 M̂) 自然也应当是拓扑环 (或拓扑 Â-模), 而且它们对此拓扑
是完备的. 完备性可以化到加法群的层面验证, 细节见诸 [7, 定理 4.10.10]3). 就代数观
点, Â (或 M̂) 的拓扑仍然来自滤过. 具体地说:

FmÂ :=
{
â = (an)n ∈ Â : n ≤ m =⇒ an = 0

}
=
{
â = (an)n ∈ Â : am = 0

}
, m ∈ Z.

易见 FmÂ ⊂ Fm−1Â, 它们满足滤过环所需的全部性质; F•Â 滤过显然是分离的, 它也
是穷竭的, 因为给定 â ∈ Â, 若取 k0 ∈ Z≤0 使得 a0 有代表元 ã0 ∈ Fk0A, 则 â ∈ Fk0Â.

注意到 FmÂ 对 A→ Â 的原像正是 FmA.
关于 F•Â 的定义体现了 “足够接近的 Cauchy 列” 这一概念. 同理, M̂ 的拓扑来

自按相同方式定义的滤过 F•M̂ , 而且 M̂ 对此成为滤过 Â-模.
这些讨论也说明 A→ Â (或 M → M̂) 的像稠密.

命题 8.1.4 对上述滤过取相应的分次环和分次模 (定义 4.2.8), 则有典范的分次环同构
grA ∼→ gr Â 和分次模同构 grM ∼→ gr M̂ .

证明 易见典范同态 A → Â 对所有 m 限制为 FmA → FmÂ, 故诱导分次环同
态 grA → gr Â. 另一方面, 按 (an)n 7→ am+1 可定义以 Fm+1Â 为核的加法群同
态 FmÂ → FmA/Fm+1A = grmA, 它诱导单同态 grm Â ↪→ grmA. 然而 grmA →
grm Â ↪→ grmA 的合成显然是恒等, 故 grmA→ grm Â 与 grm Â ↪→ grmA 互逆.
关于 grM ∼→ gr M̂ 的论证全然类似.

接着探讨完备化和正合性, 这部分涉及 [8, §3.13] 的内容, 特别是 Mittag-Leffler 条
件 [8, 定义 3.13.11].

命题 8.1.5 给定 A-模同态 M ′ → M → M ′′, 设其中每项都有滤过, 使得同态对每个 n

都限制为 FnM ′ → FnM → FnM ′′, 而且

0→M ′/FnM ′ →M/FnM →M ′′/FnM ′′ → 0

对每个 n 皆是 Ab 中的正合列. 此时 0→ M̂ ′ → M̂ → M̂ ′′ → 0 正合.

证明 因为 M ′/FnM ′ → M ′/Fn−1M ′ 对每个 n 皆满, 资料 (M ′/FnM ′)n≥0 平凡地满
足 Mittag-Leffler 条件. 于是 [8, 命题 3.13.13] 表明

0→ lim←−
n

M ′/FnM ′ → lim←−
n

M/FnM → lim←−
n

M ′′/FnM ′′ → 0

是正合列.

推论 8.1.6 给定滤过 A-模 M 及其子模 M ′, 赋予 M ′ 来自 F•M 的诱导滤过 F•M ′ :=
M ′ ∩ F•M , 则 M̂ ′ → M̂ 为单, 并且将 M̂ ′ 等同于 im[M ′ → M̂ ] 的闭包.

3)该处要求了 Hausdorff 性质, 或者说要求滤过是分离的, 但证明的完备性部份不用这一假设.
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证明 取 M ′′ =M/M ′, 赋予诱导滤过 F•M ′′ := im[F•M →M ′′], 则 M ′ →M →M ′′

满足命题 8.1.5 的前提, 因而有 Â-模的短正合列 0→ M̂ ′ → M̂ → M̂ ′′ → 0. 按定义,

M̂ ′ = lim←−
n

M ′/(M ′ ∩ FnM) ' lim←−
n

(M ′ + FnM)/FnM ⊂ M̂.

因此 x̂ = (xn)n ∈ M̂ 属于 M̂ ′ 的像当且仅当 xn ∈ M ′ + FnM 对所有 n 成立, 当且仅
当 x̂ ∈M ′+FnM̂ 对所有 n 成立; 因 F•M̂ 给出 0 处的开邻域基, 这正是闭包的条件.

不同的滤过可能给出相同拓扑, 这引向以下概念.

定义 8.1.7 (滤过的等价) 设环 A 带有滤过 F•A 和 G•A.

(i) 若对每个 p ∈ Z 都存在 q ∈ Z 使得 FpA ⊃ GqA, 对每个 r ∈ Z 都存在 s ∈ Z 使得
GrA ⊃ FsA, 则称 F•A 和 G•A 拓扑等价.

(ii) 若存在 p, q ∈ Z≥0 使得

Fn+pA ⊂ GnA ⊂ Fn−qA, n ∈ Z

则称 F•A 和 G•A 位移等价.

类似地, 给定滤过环 A, 对 A-模 M 的任两个滤过也可以按类似方法定义拓扑等价
和位移等价.

易见位移等价蕴涵拓扑等价.

命题 8.1.8 环 A 上的两个滤过给出相同的拓扑环当且仅当它们拓扑等价; 类似地,
A-模 M 上的两个滤过给出相同的拓扑 A-模当且仅当它们拓扑等价.

证明 通过平移, 拓扑结构由 0 处的邻域基唯一的确定, 而拓扑等价的条件相当于说 0

处的两组邻域基相互嵌套.

命题 8.1.9 环 A 上拓扑等价的滤过给出相同的完备化 Â. 类似地, A-模 M 上拓扑等
价的滤过给出相同的 M̂ .

证明 基于完备化的拓扑观点和命题 8.1.8 立得.

在实际操作中, 定义 8.1.7 中的位移等价颇为常见, 也更容易操作. 例如在命题
8.1.9 的场景中, 设 F•A 和 G•A 位移等价, 满足 Fn+pA ⊂ GnA ⊂ Fn−qA, 此时可明确
写下同构

lim←−
n

A/FnA→ lim←−
n

A/GnA :

� 给定左式的元素 (an)n, 对每个 am 任取代表元 ãm ∈ A, 再取 bn 为 ãn+p 在
A/GnA 中的像. 可以验证 (an)n 7→ (bn)n 给出环同态.
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� 反向同态 lim←−nA/GnA→ lim←−nA/FnA 按照对称方式定义, 可以验证它们互逆, 故
给出相互同构的完备化.

此外不难验证 Â 上诱导的两套滤过是等价的, 细节不赘. 模的情形无异.
相似的论证给出以下简单结论; 就拓扑观点, 其前提也一样可以放宽.

命题 8.1.10 设 A 和 B 为滤过环, ϕ : A → B 为环同态, 而且存在 p ∈ Z 使得
ϕ(FnA) ⊂ Fn+pB 对所有 n ∈ Z 成立, 则 ϕ 连续, 并且诱导环同态 ϕ̂ : Â→ B̂.

设 M 和 N 为滤过 A-模, ψ :M → N 为模同态, 而且存在 p ∈ Z 使得 ψ(FnM) ⊂
Fn+pN 对所有 n ∈ Z 成立, 则 ψ 连续, 并且诱导模同态 ψ̂ : M̂ → N̂ .

以上的 ϕ, ϕ̂ 和 ψ, ψ̂ 都是连续同态. 当 p = 0 时, 条件相当于说 ϕ (或 ψ) 是滤过环
(或滤过 A-模) 之间的同态, 见定义 4.2.2.

8.2 对理想取完备化
本节开始转回交换环论的场景.

约定 8.2.1 今后考虑的环皆为交换环. 若无另外说明, 环和模上的滤过默认为 Z≥0-滤
过, 采取降滤过的上标记法. 对于环 R (或 R-模 M) 上的滤过, 我们总要求 F0R = R

(或 F0M =M).

对于滤过 R-模 M , 条件 (FpR)(FqM) ⊂ Fp+qM 和 F0R = R 因而蕴涵每个 FnM
都是 M 的 R-子模.

为了会通 §8.1 的惯例, 注意到环 R (或 R-模 M) 上的 Z≥0-滤过 F•R (或 F•M)
可以按 n < 0 =⇒ FnR := R (或 n < 0 =⇒ FnM := M) 拓展为穷竭的 Z-滤过. 相
应的分次对象 grR (或 grM) 不改变: 它仅在 Z≥0 的部分可能非零.
对于环 R (或 R-模M),本章主要关心的是某个理想 I 确定的 I-进滤过 (例 4.2.12):

FnR := In (或 FnM = InM).

定义 8.2.2 (环和模的 I-进完备化) 给定环 R 及其理想 I, 赋 R 以 I-进滤过.

(i) 环 R 的 I-进完备化定义为

R̂ := lim←−
n

R/In

=

(rn)n≥0 ∈
∏
n≥0

R/In

∣∣∣∣∣∣ ∀n ≥ 1, rn 7→ rn−1

 ,

右式视为
∏
nR/I

n 的子环.
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(ii) 滤过 R-模 M 的完备化定义为

M̂ := lim←−
n

M/FnM

=

(xn)n≥0 ∈
∏
n≥0

M/FnM

∣∣∣∣∣∣ ∀n ≥ 1, xn 7→ xn−1

 ,

它通过逐项乘法成为 R̂-模.

(iii) 对于 (ii), 典型例子是 M 自身也带 I-进滤过 FnM := InM 的情形, 此时 M̂ =

lim←−nM/InM 称为 M 的 I-进完备化.

例 8.2.3 对于素数 p, 环 Z 对素理想 pZ 的完备化即 p-进整数环 Zp.
对于任意环R0,考虑多项式代数R := R0[X1, . . . , Xn]及其理想 I := (X1, . . . , Xn),

相应的完备化是形式幂级数 R0-代数 R̂ = R0JX1, . . . , XnK.
完备化带有自然的环同态 R→ R̂, 以及与 R→ R̂ 兼容的加法群同态 M → M̂ , 后

者也表作 R̂-模同态
R̂⊗

R
M → M̂.

另一类典范同态来自构造给出的投影同态 pn : R̂→ R/In (或 pn : M̂ →M/InM),
其中 n ∈ Z≥0. 由于 lim−→ 中每个 R/In+1 → R/In (或 M/In+1M →M/InM) 皆满, 逐
级取原像可见 pn 为满.
下面探讨完备化的函子性. 给定环 R 的理想 I 和环 R′ 的理想 I ′, 若环同态

ϕ : R → R′ 满足 ϕ(I) ⊂ I ′, 则它诱导 ϕ̂ : R̂ → R̂′, 满足 ϕ̂((rn)n) = (ϕ(rn))n; 类似地,
若 ψ :M →M ′ 是滤过 R-模同态, 则它诱导 ψ̂ : M̂ → M̂ ′, 满足 ψ̂((xn)n) = (ψ(xn))n.
这些构造使下图交换:

R R′

R̂ R̂′

φ

φ̂

M M ′

M̂ M̂ ′.

ψ

ψ̂

(8.2.1)

对所有 ψ1, ψ2 ∈ HomR(M,N), 易见 (ψ1 + ψ2)
∧ = ψ̂1 + ψ̂2 ∈ HomR̂(M̂, N̂), 因此

完备化给出加性函子 R-Mod → R̂-Mod. 加性导致典范同构 (见 [8, 定义 1.3.3] 之下
讨论)

(M1 ⊕M2)
∧ ∼→ M̂1 ⊕ M̂2

((xn, yn))n 7→ ((xn)n, (yn)n),
(8.2.2)

它兼容于 (8.2.1); 按定义直接检验也毫无困难.
定义 8.2.2 和 §8.1 讨论的完备化兼容, 因此具有拓扑意涵. 这是因为给定 R (或

M), 首先将其滤过按 R (或 M) 拓展为 Z-滤过, 然后留意到在定义 8.1.3 之上的构造
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中, k0 可取为 0, 于是完备化 R̂ (或 M̂) 在该处的定义中确实以逐项相乘为乘法. 以上
关于 ϕ̂ 和 ψ̂ 的讨论因而也是 §8.1 的应用.

一般而言, R-模的完备化函子既非左正合亦非右正合, 但仍有以下性质.

引理 8.2.4 选定环 R 的理想 I. 以下的完备化均为 I-进完备化.

(i) 设 R-模同态 ϕ :M → N 诱导满射 M/IM → N/IN , 则 ϕ̂ : M̂ → N̂ 满;

(ii) 设 ϕ :M → N 为 R-模的满同态, 则 ϕ̂ : M̂ → N̂ 满.

(iii) 设 0→ M ′ → M → M ′′ → 0 为 R-模的短正合列, 而且 M ′′ 平坦, 则 0→ M̂ ′ →
M̂ → M̂ ′′ → 0 正合.

(iv) 对所有有限生成 R-模 M , 典范同态 R̂⊗
R
M → M̂ 为满.

证明 对于 (i), 对所有 n 对 R/In-模同态 M/InM → N/InN 和 R/In 的幂零理想
I/In 应用命题 2.3.6 (ii), 可知 M/InM → N/InN 满. 因此有短正合列

0→ ϕ−1(InN)/InM →M/InM → N/InN → 0.

兹断言 ϕ−1(In+1N)/In+1M → ϕ−1(InN)/InM 为满射. 诚然, 给定 x ∈ ϕ−1(InN),
可将 ϕ(x) 表作 ∑

i tiyi, 其中 ti ∈ In 而 yi ∈ N ; 再将每个 yi 表为

yi = ϕ(xi) +
∑
j

tijyij , tij ∈ I, xi ∈M, yij ∈ N.

于是 ϕ(x−
∑
i tixi) =

∑
i,j titijyij ∈ In+1N , 这给出 x+ InM 的所需原像.

基于上述断言, 和命题 8.1.5 相同的论证 (用 Mittag-Leffler 条件) 给出短正合列

0→ lim←−
n

ϕ−1(InN)/InM → M̂
φ̂
N̂ → 0.

对于 (ii), 观察到 ϕ 满蕴涵 M/IM → N/IN 满, 代入 (i) 即可.
对于 (iii), 对所有 n 将短正合列和 R/In 作张量积, 可得正合列

TorR1 (R/In,M ′′)→M ′/InM ′ →M/InM →M ′′/InM ′′ → 0,

而平坦条件给出 TorR1 (R/In,M ′′) = 0, 见 §5.3. 应用命题 8.1.5 遂得 0→ M̂ ′ → M̂ →
M̂ ′′ → 0 正合.

对于 (iv), 选定 M 的生成元 x1, . . . , xk 和相应的满同态 ϕ : R⊕k → M , 则 (8.2.2)
和 (ii) 蕴涵 ϕ̂ : R̂⊕k → M̂ 满. 但 ϕ̂ 又对应到 R̂-模 M̂ 的一列生成元 x̂1, . . . , x̂n; 基于
(8.2.1) 显见 x̂i 正是 xi 在 M̂ 中的像. 证毕.
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最后探讨滤过的等价. 设 R 的理想 I 和 J 满足以下条件:

∃p, q ∈ Z≥0, I ⊂ Jp, J ⊂ Iq.

此时的 I-进和 J-进滤过拓展为 Z-滤过之后是拓扑等价的 (定义 8.1.7), 故命题 8.1.9 表
明它们给出相同的完备化 R̂; 对于任意 R-模 M , 它们也给出相同的 M̂ .
至于定义 8.1.7 的位移等价, 则有以下结论.

命题 8.2.5 设 R-模 M 带有定义 4.6.1 所谓的 I-好滤过 F•M , 按本节开头的方式延拓
为 Z-滤过, 则它和 M 的 I-进滤过位移等价.

作为推论, 任何 I-好滤过给出的完备化都等同于 I-进完备化.

证明 由于按定义 F0M = M 而 I(FpM) ⊂ Fp+1M , 故 IpM ⊂ FpM 恒成立. 取
p0 ≥ 0 使得 p ≥ p0 =⇒ FpM = Fp+1M , 则此时也有

IpM ⊂ FpM = Ip−p0 · Fp0M ⊂ Ip−p0M ;

当 p < p0 时 Imax{p−p0,0}M = M , 上式的两个包含关系仍成立. 因此 F•M 和 I-进滤
过位移等价.

8.3 滤过的比较
考虑 R 的理想 I 和 R-模 M . 若无另外说明, 本节的 R̂ 和 M̂ 均代表 I-进完备化.
基于 §8.1 的讨论, M 上的 I-进滤过 (InM)n 赋予 M 拓扑结构, 称为 M 的 I-进

拓扑. 而对于 M̂ , 至少可以赋予两种合理的滤过和相应的拓扑.

� 通过 R→ R̂ 视 M̂ 为 R-模, 则 M̂ 也带有 I-进滤过 (InM̂)n 和相应的 I-进拓扑.

� 回忆 §8.1 的讨论. 完备化 M̂ 带有典范滤过 F•M̂ , 它赋予 M̂ 典范拓扑, 使得:

– (FnM̂)n≥0 给出 0 处的一组开邻域基,

– M̂ 对此拓扑是完备的,

– F•M̂ 通过典范同态 M → M̂ 在 M 上诱导原有的 I-进拓扑.

对照 §8.2 探讨的典范投影同态族 pn : M̂ →M/InM , 立见 ker(pn) = FnM̂ 对所
有 n ∈ Z≥1 成立.

留意到 InM ⊂ ker(pn), 因此 I-进滤过较 F•M̂ 更细. 自然的问题是: M̂ 的 I-进滤
过和 F•M̂ 何时相等? 在 I 有限生成的情形, 本节末尾将有肯定的答案.
首先为 I-进拓扑下的完备性给出代数定义.

定义 8.3.1 (完备性) 选定环 R 的理想 I, 若 R→ R̂ 是同构, 则称 R 为 I-进完备环.
类似地, 对于 R-模 M , 若 M → M̂ 是同构, 则称 M 为 I-进完备模.

未定稿: 2026-03-18



§8.3 滤过的比较 197

对照 §8.1 开头讨论的完备性, 严格而言此处的完备应当称为 “Hausdorff 完备”. 如
果 I 是幂零理想, 则 R 和所有 R-模 M 都是 I-进完备的.
按构造显然有 ⋂

n I
nM̂ = 0, 因此 ⋂

n I
nM = 0 是使 M 为 I-进完备 R-模的必要

条件. 以下判准建立 I-进完备性与有限性之间的联系.

引理 8.3.2 设 R 为 I-进完备环, R-模 M 满足
⋂
n I

nM = 0, 则以下陈述等价:

(i) M 有限生成;

(ii) M/IM 有限生成, 而且 M 是 I-进完备的.

证明 (i) =⇒ (ii). 显然此时 M/IM 有限生成. 引理 8.2.4 (iv) 表明典范同态
R̂⊗M → M̂ 为满, 因此 M ' R⊗M ∼→ R̂⊗M → M̂ 的复合为满; 然而此复合正是典
范同态 M → M̂ , 其核为 ⋂

n I
nM = 0, 由此知 M

∼→ M̂ .
(ii) =⇒ (i). 取 x1, . . . , xk ∈ M 使得它们在 M/IM 中的像生成 M/IM ; 记

M ′ 为它们在 M 中生成的子模. 引理 8.2.4 (i) 蕴涵 M̂ ′ → M̂ 为满, 而另一方面⋂
n I

nM ′ ⊂
⋂
n I

nM = 0. 对 M ′ 应用已证的 (i) =⇒ (ii) 可知 M ′ 是 I-进完备的,
因此 M ′ → M̂ 满, 故 M → M̂ 亦满; 然而 ker[M → M̂ ] =

⋂
n I

nM = 0. 综上可见
M ′

∼→M
∼→ M̂ ′

∼→ M̂ , 特别地 M 是有限生成 R-模.

下面研究 R̂ 的 Jacobson 根基 rad(R̂) (定义 2.3.1).

引理 8.3.3 考虑环 R 的 I-进完备化 R̂.

(i) 若 r̂ ∈ R̂ 在 R/I 中的像可逆, 则 r̂ 可逆.

(ii) 我们有 IR̂ ⊂ ker[R̂→ R/I] ⊂ rad(R̂); 特别地, 1 + IR̂ 的元素总是可逆.

证明 对于 (i), 将 r̂ 表为 (rn)n. 对所有 n ∈ Z≥1, 注意到 I/In 是 R/In 的幂零理想,
故 rn 7→ r1 ∈ (R/I)× 蕴涵 rn 可逆, 见命题 2.3.2 (iii). 于是 r̂−1 = (r−1n )n ∈ R̂.

对于 (ii), 显然 IR̂ ⊂ ker[R̂ → R/I]. 若 r̂ ∈ ker[R̂ → R/I], 则 1 + r̂ 在 R/I 中的
像是 1, 故 (i) 说明 1 + r̂ 可逆. 命题 2.3.2 (ii) 遂给出 ker[R̂→ R/I] ⊂ rad(R̂).

命题 8.3.4 设 I 是 R 的有限生成理想, M 为 R-模, 则对所有 n ∈ Z≥1:

(i) M̂ 作为 R-模是 I-进完备的, 而且能将 (InM)∧ 典范地等同于 M̂ 的 R̂-子模, 使
得

InM̂ = ker[pn : M̂ →M/InM ] = (InM)∧,

M̂/InM̂ 'M/InM ;

(ii) R̂ 作为 R-模是 I-进完备的, 而且

InR̂ = (In)∧, R̂/InR̂ ' R/In;
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(iii) 能将 (In)∧ 典范地等同于 R̂ 的理想, 使得

(In)∧ = În, ÎnM̂ = InM̂ ;

(iv) Î ⊂ rad(R̂).

证明 对于 (i), 选定 n, 则 In 有生成元 t1, . . . , tk, 相应地有 ϕ(x1, . . . , xk) =
∑k
i=1 tixi

给出的 R-模满同态 ϕ :M⊕k → InM . 代入 (8.2.2) 和引理 8.2.4 (ii) 得到 R̂-模满同态

ϕ̂ : M̂⊕k → (InM)∧ = lim←−
n≤m

InM/ImM

= ker[M̂ ↠M/InM ] ⊂ M̂.

另一方面, 易见 ϕ̂ 映 (x̂1, . . . , x̂k) 为
∑k
i=1 tix̂i, 故 im(ϕ̂) = InM̂ . 因此 M̂ ↠M/InM

诱导典范同构
M̂/InM̂

∼→M/InM.

两边取 lim←−n, 得到 (M̂)∧
∼→ M̂ , 而它显然是 M̂ → (M̂)∧ 的左逆.

取特例 M = R 代入 (i) 即得 (ii).
由 (ii) 知 (In)∧ = InR̂ = (IR̂)n = În 以及 ÎnM̂ = InR̂M̂ = InM̂ , 此即 (iii).
最后的 (iv) 是 Î = IR̂ 和引理 8.3.3 的应用.

推论 8.3.5 设 I 是 R 的有限生成理想, M 为 R-模, 则本节开头回顾的滤过 FnM̂ =

ker(pn) 正是 M̂ 的 Î-进滤过.

证明 对所有 n ∈ Z≥1, 命题 8.3.4 说明 ker(pn) = InM̂ = ÎnM̂ .

综之, 当 I 有限生成时, M̂ 上的 I-进滤过, F•M̂ 和 Î-进滤过三者相等.

8.4 Noether环的完备化
对于 Noether 环上的有限生成模, 完备化有特别良好的性质. 若无另外说明, 本节

的完备化均指 I-进完备化.

命题 8.4.1 设 R 为 Noether 环, I 为其理想, 则:

(i) 完备化 M 7→ M̂ 给出有限生成 R-模范畴 R-Modfg 的正合自函子;

(ii) 对所有有限生成 R-模 M , 典范同态 R̂⊗
R
M → M̂ 为同构.

(iii) 典范环同态 R→ R̂ 是平坦的.
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证明 对于 (i), 考虑 R-Modfg 中的短正合列 0 → M ′ → M → M ′′ → 0, 则对所有
n ∈ Z≥0 都有短正合列

0→M ′/(M ′ ∩ InM)→M/InM →M ′′/InM ′′ → 0.

变动 n, 对 M ′ 上的滤过 FnM ′ :=M ′ ∩ InM 和 M , M ′′ 上的 I-进滤过取完备化, 代入
命题 8.1.5 遂知

0→ M̂ ′ → M̂ → M̂ ′′ → 0.

正合. 然而 M ′ 的滤过 F•M ′ 诱导自 M 的 I-进滤过, 故定理 4.6.4 说明 F•M ′ 是 I-好
滤过, 继而命题 8.2.5 表明 M̂ ′ 即 M ′ 的 I-进完备化.
对于 (ii), 取展示 R⊕b → R⊕a → M → 0, 其中 a, b ∈ Z≥0. 基于 (i) 和 (8.2.2) 得

到行正合交换图表

R̂⊗
R
(R⊕b) R̂⊗

R
(R⊕a) R̂⊗

R
M 0

R̂⊕b R̂⊕a M̂ 0

其中垂直箭头都是典范同态. 但 R̂ ⊗
R
R⊕⋆ ' R̂⊕⋆ 将典范同态等同于恒等 (? ∈ {a, b}),

余核的唯一性遂给出 R̂⊗
R
M
∼→ M̂ .

基于 (i) 和 (ii), Ṙ ⊗
R
(·) : R-Modfg → R̂-Modfg 正合. 然而根据平坦性的理想判准

(推论 5.4.4), 在有限生成模范畴上的正合性足以说明 R→ R̂ 平坦. 此即 (iii).

稍后的推论 8.5.2 将给出使 R→ R̂ 忠实平坦的一则充分条件.

推论 8.4.2 设 R 为 Noether 环, I 为其理想, M 为有限生成 R-模.

(i) 对任何子模 N ⊂ M , 典范同态 N̂ → M̂ 将 N̂ 等同于 M̂ 的子模, 而且有典范
R̂-模同构 M̂/N̂ ' (M/N)∧.

(ii) 对任何子模 M1,M2 ⊂M 皆有

M̂1 + M̂2 = (M1 +M2)
∧, M̂1 ∩ M̂2 = (M1 ∩M2)

∧;

(iii) 对任何理想 J ⊂ R, 典范同态 Ĵ → R̂ 将 Ĵ 等同于 R̂ 的理想, 有典范环同构
R̂/Ĵ ' (R/J)∧, 而且 Ĵ = R̂J ;

(iv) annR(M)∧ = annR̂(M̂).

证明 完备化的正合性给出 (i).
对于 (ii), 将 M1 ∩M2 等同于 M → M/M1 ⊕M/M2 的核, 将 M1 +M2 等同于

M1 ⊕M2 → M 的像; 对于 M̂1 和 M̂2 也有相同结论. 接着应用 (8.2.2) 和完备化的正
合性即可.
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对于 (iii), 嵌入 Ĵ ↪→ R̂ 和 R̂-模同构 R̂/Ĵ ' (R/J)∧ 是 (i) 对 M = J 的特例, 而
且后一同构来自 R→ R/J 诱导的 R̂→ (R/J)∧, 因而是环同构. 至于 Ĵ = R̂J , 记包含
同态 J ↪→ R 为 ι 并考虑交换图表

R̂⊗
R
J Ĵ

R̂⊗
R
R R̂.

∼

id⊗ι ι̂

∼

取 R̂⊗
R
R
∼→ R̂ 与 id⊗ ι 的合成, 其像是 R̂J ; 和另一路合成比较便有 R̂J = Ĵ .

对于 (iv), 命题 5.2.6 (取 S = R̂) 给出 R̂ · annR(M) = annR̂(M̂); 结合 (iii) 便完成
证明.

注记 8.4.3 在推论 8.4.2 (i) 的场景中, 定理 4.6.4 确保 M 的 I-进滤过在 N 上诱导的
滤过是 I-好滤过, 相应的完备化因而等于 N 的 I-进完备化 N̂ (命题 8.2.5). 结合推论
8.1.6, 可见 N̂ 正是 im[N → M̂ ] 在 M̂ 中的闭包. 取特例 M = R 可知同样结论适用于
R 的理想.

命题 8.4.4 设 I 是环 R 的有限生成理想, M 是 R-模. 沿用 §4.6 的记号定义分次环

grI(R) =
⊕
n≥0

In/In+1, grÎ(R̂) =
⊕
n≥0

În/În+1,

并类似地定义分次 grI(R)-模 grI(M) 和分次 grÎ(R̂)-模 grÎ(M̂).
此时有分次 R/I-代数的典范同构 grÎ(R̂)

∼→ grI(R) 和与之兼容的 grÎ(M̂)
∼→

grI(M).

证明 命题 8.3.4 说明 În = InR̂, R̂/Î ' R/I 以及
În/În+1 = În/I · În ∼→ In/I · In = In/In+1.

由此得到 grÎ(R̂)
∼→ grI(R), 在 0 次项化为 R̂/Î

∼→ R/I; 易见它保持乘法.
关于模 M 的部分完全类似, 依然基于命题 8.3.4.

命题 8.4.5 设 I 是环 R 的有限生成理想, 而 R/I 为 Noether 环, 则 R̂ 是 Î-进完备
Noether 环.

证明 命题 8.3.4 说明 R̂ 是 I-进完备的, În = InR̂ 而 R̂/InR̂ ' R/In, 故也有
R̂
∼→ lim←−n R̂/Î

n; 换言之 R̂ 是 Î-进完备的.
取 I 的生成元 s1, . . . , sh, 由此得到分次 R/I-代数的满同态

(R/I)[X1, . . . , Xh]↠ grI(R) =
⊕
n≥0

In/In+1

Xi 7→ s̄i := si + I2,
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于是 grI(R) 是 Noether 环.
为了说明 R̂是 Noether环,以下证明 R̂的所有理想 J 皆有限生成. 结合命题 8.4.4

和上一段可知⊕
n

(J ∩ În)/(J ∩ În+1) ⊂
⊕
n

În/În+1 = grÎ(R̂) ' grI(R)

是分次理想. 取其非零齐次生成元 t̄1, . . . , t̄k; 对每个 i 记 di = deg t̄i, 再取 t̄i 的原像
ti ∈ J ∩ Îdi . 兹断言 t1, . . . , tk 生成 J .

对所有 n ∈ Z≥0 和 xn ∈ J ∩ În, 可取到 a1, . . . , ak 使得

aj ∈ Îmax{0,n−dj}, xn −
k∑
j=1

ajtj ∈ J ∩ În+1.

今给定 x ∈ J ,可从 x0 := x出发,逐步取到 aij ∈ Îmax{0,i−dj},其中 i ≥ 0而 1 ≤ j ≤ k,
使得

xn := x−
n−1∑
i=0

k∑
j=1

aijtj ∈ J ∩ În

对所有 n 成立. 完备性确保 ∑∞
i=0 aijtj 在 R̂ 中收敛, 故

x =

k∑
j=1

( ∞∑
i=0

aij

)
tj .

断言得证.

推论 8.4.6 设 R 是 Noether 环, I 是 R 的理想, 则 R̂ 仍是 Noether 环.

证明 此时 I 有限生成, 故可代入命题 8.4.5.

8.5 完备化的其它性质
本节考虑 Noether 环 R 和有限生成 R-模 M 的 I-进完备化. 模的维数记如

dimRM 或 dimR̂ M̂ , 以强调环的角色.
以下操作基于推论 8.4.2 (iii).

命题 8.5.1 设 R 为 Noether 环, I 为 R 的理想, 则 I-进完备化给出单射

{J :包含 I 的理想} ↪→
{
Ĵ :包含 Î 的理想

}
J 7→ Ĵ ,

使得
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(i) 对 R→ R̂ 取原像给出它的一个左逆映射;

(ii) 当 J 7→ Ĵ 时

R/J ' R̂/Ĵ (环同构),

而且 Ĵ 是素理想 (或极大理想) 当且仅当 J 亦然;

(iii) 它限制为双射

MaxSpec(R) ∩ V (I)
1:1 MaxSpec(R̂).

证明 对所有理想 J ⊃ I, 由于 R/J 对 I-进拓扑离散, 故推论 8.4.2 (iii) 给出环同构

R̂/Ĵ ' (R/J)∧ = R/J.

于是 Ĵ 是 R̂ 的素理想 (或极大理想) 当且仅当 J 亦然. 兹断言 J 是 Ĵ = lim←−n J/I
n 对

R → R̂ = lim←−nR/I
n 的原像. 诚然, x ∈ R 属于此原像当且仅当 x ∈ In + J = J 对所

有 n ∈ Z≥1 成立. 断言得证, 从而 J 7→ Ĵ 为单射.
命题 8.3.4 (iv) 蕴涵所有 n ∈ MaxSpec(R̂) 皆包含 Î, 因此 n 是 R̂ 的开子集; 详见

推论 8.3.5. 又因为 R̂ 是 Noether 环 (推论 8.4.6), n 有限生成, 故引理 8.3.2 说明 n 是
I-进完备模; 完备蕴涵闭, 从而 n 在 R̂ 中闭.

记 n在 R中的原像为 m,它属于 V (I). 既然 m̂是 im[m→ R̂]的闭包 (注记 8.4.3),
由 n 闭立见 n ⊃ m̂.

另一方面, R → R̂ 的像稠密, 而 n 开, 由此推得 n 包含于闭包 m̂. 于是 n = m̂, 而
先前的结果表明 m 是极大理想. 明所欲证.

推论 8.5.2 设 R 为 Noether 环, 其理想 I 包含于 rad(R). 记 R 的 I-进完备化为 R̂,
则 R̂ 是忠实平坦 R-代数.

证明 命题 8.4.1 (iii) 已说明 R̂ 是平坦 R-代数. 对 R 的所有极大理想 m, 命题 8.5.1
和 I ⊂ rad(R) 表明 m 属于 Spec(R̂) → Spec(R) 的像, 特别地 R̂/mR̂ 6= 0. 将 M = R

代入命题 5.5.1 遂知 R̂ 忠实平坦.

推论 8.5.3 设 I 为环 R 的真理想. 若 R 是 Noether 局部环 (或半局部环, 见定义
1.11.2), 则其 I-进完备化 R̂ 亦然.
事实上, 若 (R,m) 是 Noether 局部环, 则 m-进完备化给出 Noether 局部环 (R̂, m̂).

证明 推论 8.4.6 说明 R̂ 是 Noether 环. 应用命题 8.5.1 中关于极大理想的双射.

命题 8.5.4 设 R 为半局部 Noether 环, M 为有限生成 R-模. 若 I 是 M 的一个参
数理想 (定义 7.2.1), 则 I-进完备化 R̂ 是半局部环, Î 是 M̂ 的一个参数理想, 而且
M = 0 ⇐⇒ M̂ = 0.
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证明 首先由命题 8.3.4 (iv) 知 Î ⊂ rad(R̂), 由推论 8.5.3 知 R̂ 是半局部环.
根据引理 7.2.2, 使 I 为 M 的参数理想的条件等价于 R/(I + ann(M)) 为 Artin

环, 对 Î 和 M̂ 也有相同结论. 然而命题 8.4.1 (i) 和推论 8.4.2 给出
R̂/(Î + ann(M̂)) = R̂/(Î + ann(M)∧) ' (R/(I + ann(M)))

∧
,

而最右等于 R/(I + ann(M)) 本身. 综上, Î 是 M̂ 的参数理想.
最后设 M̂ = 0, 则故命题 8.3.4 (i) 蕴涵 M/InM ' M̂/InM̂ = 0 对所有 n ≥ 1, 从

而有 M =
⋂
n I

nM . 因为 I 是参数理想, I ⊂ rad(R), 定理 3.7.1 给出 M = 0.

推论 8.5.5 设 R 为半局部 Noether 环, M 为以 I 为参数理想的有限生成 R-模, 则
I-进局部化 R̂ 和 M̂ 满足 dimR̂ M̂ = dimRM .

作为特例, 若 I 是满足 rad(R)k ⊂ I ⊂ rad(R) 的理想 (k ∈ Z≥1), 则 I-进完备化 R̂

满足 dimR = dim R̂.

证明 对于第一部分, 任取 M 的参数理想 I. 命题 8.4.4 表明 grI(R) ' grÎ(R̂) 而
grI(M) ' grÎ(M̂). 命题 8.5.4 表明 R̂ 仍是半局部环, Î 仍是 M̂ 的参数理想. 由于
在 M 6= 0 (亦即 M̂ 6= 0) 时定义 7.2.3 的 d(M) 和 d(M̂) 可由这些分次模读出 (定理
7.2.8), 故两者相等.

对于第二部分, 取特例 M = R 并留意到条件 rad(R)k ⊂ I ⊂ rad(R) 等价于 I 是
R 的参数理想 (引理 7.2.2) 即可.

8.6 Cohen结构定理的表述
Cohen 结构定理明确了完备局部环的结构, 由于其证明需要其它工具, 本节仅表述

结构定理并证明若干推论. 首先给出完备局部环的严格定义.

定义 8.6.1 (完备局部环) 设 (R,m) 为局部环. 若 R 是 m-进完备的 (换言之 R
∼→

lim←−nR/m
n, 见定义 8.3.1), 则称之为完备局部环.

例 8.6.2 域当然是完备局部环. 推而广之, Artin 局部环是完备局部环, 这是因为对
Artin 局部环 (R,m) 必有 k 使得 mk = 0 (推论 3.3.4), 故 (R,m) 完备.

例 8.6.3 设 (Λ,mΛ)是完备局部环,对所有 d ∈ Z≥0定义形式幂级数代数 ΛJX1, . . . , XdK
的理想

m :=


∑

a∈Zd
≥0

caX
a : c(0,...,0) ∈ mΛ

 = mΛ + (X1, . . . , Xd),

其中 Xa := Xa1
1 · · ·X

ad
d , 则不难验证 (ΛJX1, . . . , XdK,m) 是完备局部环. 当 Λ 是

Noether 环时, 命题 7.5.3 (ii) 蕴涵
dimΛJX1, . . . , XdK = dimΛ + d.
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例 8.6.4 设 R 为 Noether 完备局部环, I 为 R 的真理想, 则 R/I 是完备局部环, 这是
因为推论 8.4.2 (iii) 给出典范同构 (R/I)∧ ' R̂/Î = R̂/R̂I = R/I.

引理 8.6.5 完备局部环 (R,m) 是 Noether 环当且仅当 m 是有限生成理想.

证明 “仅当” 方向平凡. 对命题 8.4.5 代入 I = m 可得 “当” 的方向.

引理 8.6.6 设 R 为完备局部环, 其极大理想是主理想, 则 R 或者是 Artin 局部环, 或
者是离散赋值环.

证明 取 $ ∈ R 使得 R 的极大理想 m 等于 ($), 分两种情形讨论.
首先设存在 n ∈ Z≥1 使得 $n = 0. 此时推论 3.3.4 蕴涵 R 是 Artin 局部环.
其次设对所有 n 皆有 $n 6= 0. 完备局部环的定义蕴涵 ⋂

k($
k) = 0; 任何 x 6= 0

都不能被 $ 无穷次整除, 故可写成 x = $ru, 其中 r ∈ Z≥0 而 u ∈ R r ($) = R×. 由
此易见 R 是整环. 命 K = Frac(R), 定义映射

v : K× → Z, v($ru) = r (r ∈ Z, u ∈ R×),

再按 v(0) = ∞ 延拓到 K. 例行的验证表明 v 是域 K 上的离散赋值, 而 R =

v−1([0,+∞]) 是相应的离散赋值环, 以 $ 为其一致化元.

定义 8.6.7 (系数环) 设 (R,m) 为完备局部环, Λ 为 R 的子环. 当以下条件成立时, 称
Λ 为 R 的系数环:

CR.1 (Λ,Λ ∩m) 是完备局部环,

CR.2 局部环之间的同态 Λ ↪→ R 诱导剩余类域之间的同构,

CR.3 命 p = char(R/m), 则 Λ ∩m = pΛ.

如果定义 8.6.7 中的 R 包含某个域, 则或者 Q ⊂ R, 此时 p = 0, 又或者 Fp ⊂ R.
两种情形都有 Λ ∩m = 0, 从而 Λ 是域, 而且 Λ ↪→ R↠ R/m 合成为域同构. 因此当 R

包含域时 (等价地说, 当 Λ 是域时), 也称 Λ 为 R 的系数域.
另一方面,若 Λ非域,则引理 8.6.6表明 Λ或者是 Artin局部环,或者是以 p·1Λ 6= 0

为一致化元的离散赋值环. 以下定义顺理成章.

定义 8.6.8 (Cohen环) 若 Λ是完备离散赋值环, 而且其一致化元可取为某个素数 p的
像, 则称 Λ 为 Cohen 环.

Cohen 环定义中的素数 p 唯一, 它等于剩余类域的特征.

例 8.6.9 选定素数 p 和特征 p 的域 κ, 并要求 κ 是完全域: κp = κ. 精确到同构, 剩余
类域 ' κ 的 Cohen 环恰是 [7, §10.9] 介绍的 Witt 向量环 W(κ). 这是 [7, 定理 10.9.11
+ 命题 10.9.12] 的应用.
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定理 8.6.10 (I. Cohen) 设 (R,m) 为完备局部环.

(i) 存在系数环 Λ ⊂ R.

(ii) 若 R 为 Noether 环, 则以上的 Λ 可取为域或 Cohen 环, 此时存在环同构

R ' ΛJX1, . . . , XnK/I,
其中 n ∈ Z≥0 而 I 是 ΛJX1, . . . , XnK 的真理想.

定理 8.6.10 的证明留待 §11.2 处理, 且先介绍一则关于正则性的应用. 以下是定义
10.2.3 的预告: 若 (R,m) 是局部环, 而 m 能由 d := dimR 个元素生成, 则称 R 为正则
局部环.

推论 8.6.11 若 Λ 是 Cohn 环, 则 ΛJX1, . . . , XdK 是正则完备局部环; 任何 Noether 完
备局部环都能表成某个正则完备局部环的商.

证明 对于第一部分,设 Λ是剩余类域特征为 p的 Cohn环. 例 8.6.3说明 ΛJX1, . . . , XdK
是以 (p,X1, . . . , Xd) 为极大理想的完备局部环, 维数是 d+ 1, 由此得到正则性.

注意到当 Λ 是域时 ΛJX1, . . . , XdK 也是正则完备局部环. 配合定理 8.6.10 (ii) 可
得第二部分.

8.7 Beauville–Laszlo下降: 框架
这两节旨在证明 Beauville–Laszlo 下降定理 (定理 8.8.4 和推论 8.8.9). 原始文献

是 [1], 以下追随 [5] 的进路, 证明一个稍广的版本. 本节表述相关的基本框架.
考虑环同态 ϕ : R → S 和 f ∈ R. 视 S 为 R-代数, 相应的局部化 S[f−1] 可等同

于 S[ϕ(f)−1]. 今后经常在符号中省略 ϕ.

定义 8.7.1 (Beauville–Laszlo下降资料) 给定 R→ S 和 f 如上, 定义 DescR→S,f 为
以下范畴.

▷ 对象 资料M = (M,M◦, α),其中M 是 S-模, M◦ 是 R[f−1]-模,而 α :M [f−1]
∼→

(M◦)S 是 S[f−1]-模同构; 这些资料也称为 Beauville–Laszlo 下降资料, 或简称下
降资料.

▷ 态射 从 M1 到 M2 的态射是 S-模同态 ψ : M1 → M2 和 R[f−1]-模同态 ψ◦ :

M◦1 →M◦2 , 使得下图交换:

M1[f
−1] M2[f

−1]

(M◦1 )S (M◦2 )S .

α1

ψ[f−1]

α2

(ψ◦)S
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206 第八章 完备化

恒等元和态射的合成定义自明.

对于任意 R-模 N , 记 NS := N ⊗
R
S, 可以典范地构造 DescR→S,f 的对象

(NS , N [f−1], αN ), 其中 αN : NS [f
−1]

∼→ N [f−1]S 是自明的同构.

定义 8.7.2 给定 R→ S 和 f 如上, 定义一对函子

B : R-Mod DescR→S,f : L.

在对象层次:

� B(N) = (NS , N [f−1], αN ) 如上;

� L(M) = ker
[
M ⊕M◦ →M [f−1]

]
, 此处取 R-模同态

M ⊕M◦ →M [f−1], (x, y) 7→ x

1
− α−1(y ⊗ 1).

在态射层次, 它们的映法自明.

为了从定义 8.7.2 的函子得到范畴等价, 必须限制到 R-Mod 的合适子范畴. 为此,
请考虑下述 R-模同态:

� 从 R 到 S ⊕R[f−1] 有对角同态 δ : a 7→
(
ϕ(a),

a

1

)
;

� 从 S ⊕ R[f−1] 到 S[f−1] 有同态 λ 和 ρ, 分别来自局部化 S → S[f−1] 以及
ϕ[f−1] : R[f−1]→ S[f−1].

定义 8.7.3 (粘合对和可粘模) 给定 (R→ S, f), 定义同态 δ, λ, ρ 如上. 若

0 R S ⊕R[f−1] S[f−1] 0δ λ−ρ (8.7.1)

是正合列, 则称 (R→ S, f) 为粘合对. 若 R-模 N 和 (8.7.1) 作张量积给出的

0 N
(
NS ⊕N [f−1]

)
NS [f

−1] 0
id⊗δ id⊗(λ−ρ) (8.7.2)

是正合列, 则称 N 对 (R
φ
S, f) 为对 (R

φ
S, f) 的可粘模.

注记 8.7.4 设 (R → S, f) 为粘合对. Tor 函子的长正合列表明若 TorR1 (N,S[f−1]) =
0, 则 N 对 (R → S, f) 是可粘模. 对 N 取解消来计算 Tor, 可见前提也等价于
TorR1 (N,S)[f−1] = 0; 特别地, 当粘合对 (R → S, f) 中的 S 是平坦 R-代数时, 所有
R-模皆可粘.

定义–命题 8.7.5 符号如上, 另记全体可粘模在 R-Mod 中构成的全子范畴为 R-Mod′.

(i) 定义 8.7.2中的 (B,L)是伴随对,其单位态射 η : id→ LB来自 (8.7.2)中的 id⊗δ.
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(ii) 若存在同构 BL ' id, 而且 L 通过 R-Mod′ 分解, 则 B 给出从 R-Mod′ 到
DescR→S,f 的范畴等价 B′, 它以 L 为拟逆函子, 而等价中的同构 id ∼→ LB′ 可取
为 η 的限制.

证明 (i). 给定 N 和 M, 任何态射 B(N) → M 中的 ψ 和 ψ◦ 分别通过 N → NS 和
N → N [f−1] 由相应的 R-模同态 (u, v) : N → M ⊕M◦ 确定. 反之, 从 (u, v) : N →
M ⊕M◦ 可得 S-模同态 ψ : NS →M 和 R[f−1]-模同态 ψ◦ : N [f−1]→M◦; 考虑图表

NS [f
−1] N [f−1]S

M [f−1] (M◦)S

ψ[f−1]

∼
αN

(ψ◦)S

α
∼

N

M M◦

M [f−1] (M◦)S ,

u v

α
∼

易见 (ψ,ψ◦) 给出态射 B(N)→M 等价于左图交换, 继而等价于右图交换, 但后者又等
价于 (u, v) 是映入 L(M) 的 R-模同态.
代入 (ψ,ψ◦) = idB(N), 则 (u, v) : N → (NS , N [f−1]) 无非 id⊗ δ.
(ii). 记 B 在 R-Mod′ 上的限制为 B′. 由 B′L = BL ' id 知 B′ 是本质满函子, 以

下证其为全忠实. 易见 B′ : R-Mod′ DescR→S,f : L 仍是伴随对, 而可粘模具有的
正合列 (8.7.2) 表明此伴随对的单位态射 id→ LB′ (亦即 η 的限制) 是同构. 标准的范
畴论论证遂表明 B′ 全忠实, 见 [7, 第二章习题 8] 及其提示.

为了得到范畴等价, 必须对 R→ S 和 f 施加合适的环论条件.

约定 8.7.6 设 R 为环, f ∈ R. 给定环同态 ϕ : R→ S 使 S 成为 R-代数, 并且 ϕ 对所
有 n ∈ Z≥1 诱导同构 R/fnR

∼→ S/fnS.

对所有 R-模 N 和 n ∈ Z≥1, 取 Nn := {x ∈ N : fnx = 0}, 再定义 N 的子模
N∞ :=

⋃
n≥1Nn (递增并). 特别地, 取 N = R 即有 R∞ =

⋃
n≥1Rn, 而环同态 R→ S

限制为 R∞ → S∞.

引理 8.7.7 在约定 8.7.6 的场景中, 给定 R-模 N , 定义 N∞, R∞ 和 S∞ 如上.

(i) 在 (8.7.1) 中, λ − ρ 总是满射, 而该列在 R (或 S ⊕ R[f−1]) 处正合当且仅当
R∞ → S∞ 为单 (或满).

(ii) 在 (8.7.2) 中, idN ⊗ (λ − ρ) 总是满射, 而该列在 N (或 NS ⊕N [f−1]) 处正合当
且仅当 N∞ → (NS)∞ 为单 (或满).

若 (R→ S, f) 是粘合对, 则该列在 NS ⊕N [f−1] 处总是正合.

证明 (i). 对所有 a = b
fn ∈ S[f−1], 将 b 表为 ϕ(c) + fnd, 其中 c ∈ R 而 d ∈ S, 则

(λ− ρ)(d,−c/fn) = a. 满性得证.
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208 第八章 完备化

关于 δ 的单性判准, 注意到 ker[R→ R[f−1]] = R∞ 即可.
设 (8.7.1) 在 S ⊕ R[f−1] 处正合, 则形如 (a, 0) 的元素 (a ∈ S∞) 能表为 δ(b), 而

b ∈ R∞, 故此时 R∞ → S∞ 满.
反之设 R∞ → S∞ 满. 取

(
a, b

fn

)
∈ ker(λ − ρ), 则 fna − ϕ(b) ∈ S∞, 故存在

c ∈ R∞ 使得 fna − ϕ(b) = ϕ(c). 命 b′ = b + c, 则 ϕ(b′) = fna ∈ fnS 蕴涵 b′ ∈ fnR,
写作 b′ = fnb′′. 观察到

b

fn
=

b′

fn
=
b′′

1
,

ϕ(b′′)

1
=
ϕ(b′)

fn
=
a

1
.

表 ϕ(b′′)− a ∈ S∞ 为 ϕ(d), 其中 d ∈ R∞, 综上可得
(
a, b

fn

)
= δ(b′′ − d).

(ii). 对满同态 λ − ρ 取 (·) ⊗
R
S 即得 idN ⊗ (λ − ρ) 的满性. 前半部的其余论证和

(i) 相同; 留意到 R/fnR
∼→ S/fnS 蕴涵 N/fnN

∼→ NS/f
nNS 即可.

当 (R→ S, f) 是粘合对时, 对正合列 (8.7.1) 取 N ⊗
R
(·) 并应用张量积的右正合性

可得后半部.

例 8.7.8 (完备化的情形) 一个关键实例是取 S 为 R 的 f -进完备化 R̂, 而 ϕ : R → R̂

为典范同态. 此时:

� 对命题 8.3.4 (ii) 代入 I = (f) 可知约定 8.7.6 中的 R/fnR
∼→ R̂/fnR̂ 成立, 而引

理 8.7.7 (i) 表明 (R→ R̂, f) 是粘合对当且仅当 R∞ → R̂∞ 为双射;

� 若 f 非 R 的零因子, 则它也不是 R̂ = lim←−nR/f
nR 的零因子, 故此时 R∞ = 0 =

R̂∞, 而 (R→ R̂, f) 是粘合对;

� 引理 8.7.7 (ii) 表明 N 对 (R→ R̂, f) 是可粘模当且仅当 N∞ → N ⊗
R
R̂ 为单.

由于 f -进完备化 N → N̂ 通过 N → N ⊗
R
R̂ 分解, 当 N∞ ∩

⋂
k f

kN = 0 时 N 对
(R→ R̂, f) 是可粘模; 注意到此条件也相当于说 f 非 ⋂

k f
kN 的零因子.

推论 8.8.9 将进一步探讨此例.

8.8 Beauville–Laszlo下降: 主定理
接续 §8.7 的讨论. 先纪录两则简单但有用的性质.

引理 8.8.1 给定环 R及其理想 I. 设 S 为 R-代数,而且环同态 R→ S 对所有 n ∈ Z≥1
皆诱导环同构 R/In → S/InS. 若 R-模 N 的每个元素都被 I 的某个幂次零化, 则典范
同态 N → N ⊗

R
S 是同构.
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证明 所有 n ≥ 1 定义 Nn := {x ∈ N : ann(x) ⊃ In}, 则

Nn ' Nn ⊗
R/In

(R/In)
∼→ Nn ⊗

R/In
(S/InS) ' Nn ⊗

R
S.

由于 N 等于递增并 ⋃
nNn, 而张量积和 lim−→ 交换, 断言得证.

引理 8.8.2 设 R 为环, f ∈ R. 若环同态 R → S 诱导同构 R/fR
∼→ S/fS, 则

Spec(S) t Spec(R[f−1])→ Spec(R) 为满射.

证明 引理 1.10.3 (iii) 和推论 1.10.11 给出

Spec(R/fR) t Spec
(
R[f−1]

) ∼→ Spec(R),

它由环同态 R → R/fR 和 R → R[f−1] 诱导. 注意到 R → R/fR
∼→ S/fS 等于

R → S → S/fS 的合成, 所以 Spec(R/fR) 在 Spec(R) 中的像包含于 Spec(S) 在
Spec(R) 在 Spec(R) 中的像.

回到约定 8.7.6 的框架.

引理 8.8.3 给定粘合对 (R
φ
S, f), 则:

(i) TorR1 (R/R∞, S) = 0,

(ii) 对所有 R-模 M , 记 C = coker[M →M [f−1]], 则 TorR1 (C, S) = 0.

证明 (i). 由于 Tor 函子和滤过 lim−→ 交换 (引理 5.3.3), 而 R/R∞ = lim−→n
R/Rn '

lim−→n≥1 f
nR, 问题化为对所有 n ≥ 1 证明 TorR1 (fnR,S) = 0. 考虑 0 → Rn → R →

fnR → 0 对 TorR• (·, S) 的长正合列, 问题化为证 Rn ⊗
R
S → S 为单. 引理 8.8.1 给出

Rn
∼→ Rn ⊗

R
S, 而粘合对的条件和引理 8.7.7 (i) 蕴涵 ϕ|Rn

: Rn → S 为单.

(ii). 先以 M/M∞ 代 M , 化约到 f 非 M 的零因子而 M ↪→M [f−1] 的情形; 换言
之, M 是 R/R∞-模. 此时有交换图表

M M M · · ·

M 1
fM

1
f2M · · ·

M M M · · ·

id id id

∼

f

∼

f2

f f f

对前两行之间的同态取 lim−→给出M ↪→M [f−1],故 C =M [f−1]/M ' lim−→n≥0M/fnM ,

其中 M/fnM
f
M/fn+1M . 运用滤过 lim−→ 将问题化为证

TorR1 (M/fnM,S) = 0.
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先考虑特例 M = R/R∞. 此时引理 8.8.1 和粘合对的性质 R∞
∼→ S∞ (引理 8.7.7

(i)) 导致 M ⊗
R
S ' S/S∞. 短正合列 0→M

fn

M →M/fnM → 0 诱导正合列

TorR1 (M,S)→ TorR1 (M/fnM.S)→ S/S∞
fn

S/S∞ →
S/S∞

fn(S/S∞)
→ 0.

左端因 (i) 而为零, 标为 fn 的同态为单, 因此 TorR1 (M/fnM,S) = 0.
对于一般情形, 取自由 R/R∞-模 F 及满同态 F ↠M , 得到短正合列

0→ K → F/fnF →M/fnM → 0;

对每一项应用引理 8.8.1, 可见此列 (·) ⊗
R
S 仍正合, 和 Tor 函子的长正合列比较可见

TorR1 (F/fnF, S)→ TorR1 (M/fnM,S) 满, 但已知 TorR1 (F/fnF, S) = 0. 断言得证.

定理 8.8.4 设 (R→ S, f)为粘合对. 记定义 8.7.2中的函子 B在可粘模子范畴 R-Mod′

上的限制为 B′, 则 B′ : R-Mod′ → DescR→S,f 是以 L 为拟逆函子的范畴等价, 而等价
中的同构 id ∼→ LB′ 可取为 (8.7.2) 中的 id⊗ δ.

证明 给定下降资料 M, 命 N = L(M). 鉴于定义–命题 8.7.5, 证 N 对 (R → S, f) 为
可粘模, 而且有典范同构 M ' B(N) 即可.

记定义 8.7.2 中的同态 M ⊕M◦ →M [f−1] 为 d, 则 N = ker(d). 先来证 d 满. 对
于 z ∈M [f−1], 表 α(z) 为 ∑

i yi ⊗ si, 其中 yi ∈M◦ 而 si ∈ S. 将每个 α−1(yi ⊗ 1) 写
成 y′i

fn , 其中 y′i ∈M 而 n 是常数, 再将 si 写成 fnbi −ϕ(ai), 其中 ai ∈ R 而 bi ∈ S. 取
x =

∑
i biy

′
i ∈M 和 y =

∑
i aiyi ∈M◦, 则易见 d(x, y) = x

1 − α
−1(y ⊗ 1) = z.

于是有短正合列 0→ N →M ⊕M◦
d
M [f−1]→ 0. 以下证明第一段同态的两个

分量分别诱导同构 NS
∼→ M 和 N [f−1]

∼→ M◦. 承认这点, 并对照 (8.7.2), 便可见 N

是可粘模而 M ' B(N), 从而完成证明.
观察到 N = ker(d) 和 M ⊕ 0 ' M 的交为 {x ∈ M : x1 = 0} = M∞. 因为 f 非

M◦ 的零因子, 先前短正合列的第一段同态诱导 N∞
∼→M∞. 对 M 取商得到短正合列

0 N/N∞ M◦ M [f−1]/M 0.
来自α−1

(8.8.1)

应用正合函子 (·)[f−1] 遂有 N [f−1]
∼→M◦.

引理 8.8.3 (ii) 进一步蕴涵对 (8.8.1) 取 (·) ⊗
R
S 仍正合, 按 α : M [f−1]

∼→ (M◦)S

和引理 8.8.1 表作

0 (N/N∞)S M [f−1] M [f−1]/M 0.
来自N→M 商同态

(8.8.2)
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今考虑 R-模同态 N →M 诱导的行正合交换图表
(N∞)S NS (N/N∞)S 0

0 M∞ M M/M∞ 0.

右路竖直箭头依 (8.8.2) 而为同构; 左路依引理 8.8.1 和已有的 N∞
∼→ M∞ 而为同构.

追图或应用五项引理 [8, 命题 2.3.4] 知中路亦为同构. 明所欲证.

注记 8.8.5 (平坦情形) 若进一步要求 R → S 平坦, 则以命题 5.2.2 在每个素理想处检
验可知 δ : R → S × R[f−1] 亦平坦, 于是注记 8.7.4 说明 R-Mod′ = R-Mod. 进一步,
定理 5.5.4 和引理 8.8.2 蕴涵 δ 忠实平坦. 此时定理 8.8.4 的范畴等价可以诠释为平坦
下降的另一种形式, 见 §5.6.

接着记录函子 B 所保持的若干模论性质. 依序是模的非零, 有限生成, 平坦和有限
生成投射性质.

命题 8.8.6 在约定 8.7.6 的场景中, 给定 R-模 N , 则:

(i) 若 N 6= 0, 则 N ⊗
R
(S ⊕R[f−1]) 6= 0;

(ii) R-模 N 有限生成当且仅当 S ×R[f−1]-模 N ⊗
R
(S ×R[f−1]) 有限生成.

证明 (i). 若 N 6= 0 而 N ⊗
R
R[f−1] = 0, 则 N 的每个元素都被 f 的某个幂次零化, 因

此引理 8.8.1 蕴涵 N ⊗
R
S ' N 非零.

(ii). 证明 “当” 的方向即可. 可取 S × R[f−1]-模 N ⊗
R
(S × R[f−1]) 的生成元

x1 ⊗ (y1, z1), . . . , xn ⊗ (yn, zn). 取 x1, . . . , xn 对应的 R-模同态 R⊕n → N , 其余核与
(S ×R[f−1]) 的张量积为 0, 故 (i) 蕴涵余核为 0, 亦即 x1, . . . , xn 生成 N .

引理 8.8.7 设 (R → S, f) 为粘合对. 对于任意 R-模 N , 记 Ñ := LB(N), 则伴随对的
单位 ηN : N → Ñ 诱导同构 NS

∼→ ÑS 和 N [f−1]
∼→ Ñ [f−1], 而且 ηN 为满.

证明 定理 8.8.4 表明 Ñ 是可粘模, 并给出范畴等价 B′ : R-Mod′ → DescR→S,f , 以 B
的右伴随 L 作为拟逆. 因为 L 全忠实, 范畴常识 (见 [7, 第二章习题 8] 及其提示) 确保
伴随对的余单位 ε : BL = B′L → id 是同构. 于是 εB(N) : B(Ñ) = BLB(N)

∼→ B(N);
伴随对的三角等式 [7, 引理 2.6.4] 蕴涵 εB(N) ◦ BηN = id, 故 BηN 亦为同构, 证出第一
部分.

基于 Ñ 可粘和引理 8.7.7 (ii), 从 ηN : N → Ñ 得到行正合交换图表

N NS ⊕N [f−1] NS [f
−1] 0

0 Ñ ÑS ⊕ Ñ [f−1] ÑS [f
−1] 0.
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根据先前讨论, 中路和右路为同构, 故蛇形引理蕴涵左路为满, 证出第二部分.

命题 8.8.8 设 (R → S, f) 为粘合对, 而 N 是任意 R-模, 则 N 是平坦 (或有限生成投
射) R-模当且仅当 NS 和 N [f−1] 分别是平坦 (或有限生成投射) S-模和 R[f−1]-模.

证明 处理 “仅当” 方向即可. 以下先证平坦性的版本. 首先运用引理 8.8.7 的同态
N → Ñ , 记其核为 K; 若断言对可粘模 Ñ 成立, 则 TorR1 (Ñ , ·) = 0, 故短正合列

0→ K → N → Ñ → 0

导致 K ⊗
R

(
S ⊕R[f−1]

)
= 0, 命题 8.8.6 (i) 蕴涵 K = 0. 由此知 N ' Ñ 平坦.

以下不妨设 N 可粘. 对于所有 R-模 N ′, 兹断言 f 在 TorRi (NS , N ′) 上的乘法在
i = 1 时为单自同态, 在 i ≥ 2 时为自同构. 先看特例 N = R. 因为 R 和 R[f−1] 皆平
坦, 短正合列 (8.7.1) 对 TorR• (·, N ′) 的长正合列导致

TorR1 (S,N ′) ↪→ TorR1 (S[f−1], N ′), ∀j ≥ 2, TorRj (S,N ′)
∼→ TorRj (S[f−1], N ′).

对 N ′ 取平坦解消可见 TorRi (S[f−1], N ′) ' TorRi (S,N ′)[f−1]对所有 j 成立,特例得证.
对于一般情形, NS 是平坦 S-模导致 TorRi (NS , N ′) ' NS ⊗

S
TorRi (S,N ′), 其方法

类似上一段. 表平坦 S-模 NS 为有限秩自由模的滤过 lim−→ (定理 5.9.2), 可见此时断言
仍成立.

在此基础上, 将 (8.7.2) 和任意 R-模 N ′ 作张量积, 谨记 N [f−1] 是平坦 R-模, 可
知长正合列包括

TorR2 (NS , N
′)→ TorR2

(
NS [f

−1], N ′
)
→

TorR1 (N,N ′)→ TorR1 (NS , N
′)→ TorR1

(
NS [f

−1], N ′
)
.

由于 TorRi (NS [f−1], N ′) ' TorRi (NS , N ′)[f−1], 而以上首末两段同态按此等同于 R-模
的局部化, 关于 f 乘法作用的断言蕴涵首段满而末段单. 综上, TorR1 (N,N ′) = 0. 这说
明 N 确实是平坦 R-模.
对于有限生成投射的版本, 投射条件蕴涵 NS 和 N [f−1] 有限展示, 而命题 8.8.6

(ii) 蕴涵 N 有限生成. 取 n ∈ Z≥0 和短正合列 0→ K → R⊕n → N → 0. 因为上一步
确保 N 平坦, 此列与 S 和 R[f−1] 的张量积仍然正合, 由此知 KS 和 K[f−1] 均为有限
生成. 因此命题 8.8.6 (ii) 蕴涵 K 有限生成, 继而 N 有限展示. 代入命题 5.7.4 可知 N

为有限生成投射模.

如果 f ∈ R 对 R-模 N 给出单同态 N
f
N , 则也称 N 为 f -无挠的. 现在可以表

述 Beauville–Laszlo 下降定理在 [1] 中的原初形式.

推论 8.8.9 (A. Beauville, Y. Laszlo) 设 f 为环 R 的非零因子, 记 R 的 f -进完备化为
R̂, 则:
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习题 213

(i) (R → R̂, f) 是粘合对, 任何 f -无挠的 R-模 N 皆为可粘模, 而定义 8.7.2 的函子
B : R-Mod′ → DescR→R̂,f 是以 L 为拟逆函子的范畴等价;

(ii) 设 N 为任意 R-模, 则 N 是平坦 (或有限生成投射) R-模当且仅当 NS 和 N [f−1]

分别是平坦 (或有限生成投射) S-模和 R[f−1]-模.

(iii) 对于 DescR→R̂,f 的对象 M = (M,M◦, α), 若 M 是 f -无挠的, 则 L(M) 亦然.

证明 (i). 关于粘合对与可粘模的部分来自例 8.7.8, 其余来自定理 8.8.4.
(ii) 不过是复述命题 8.8.8.
(iii). 按定义 L(M) 是 M ⊕M◦ 的 R-子模, 而 M◦ 为 f -无挠.

Beauville–Laszlo 下降的特色在于容许非 Noether 环. 若 R 为 Noether 环, 则命题
8.4.1 (iii) 确保 R → R̂ 平坦. 此时注记 8.7.4 表明 R-Mod′ = R-Mod, 而注记 8.8.5 将
推论 8.8.9 诠释为平坦下降的特例.

习题

1. 设 m 为环 R 的极大理想, 记 R 的 m-进完备化为 R̂. 对于 R-模 M , 记 M (或 Mm) 的 m-进
(或 mRm-进) 完备化为 M̂ (或 M̂m), 说明存在唯一的连续同构 M̂

∼→ M̂m 使得图表

M Mm

M̂ M̂m
∼

在 R-Mod 中交换.
提示 唯一性缘于 M 在 M̂ 中的像稠密. 存在性归结为说明自明同态 M/mnM →
Mm/m

nMm 对所有 n ≥ 1 皆为同构, 证所有 r ∈ R rm 在 M/mnM 上的乘法皆可逆即可.

2.

3. 试补全注记 8.8.5 的细节.
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第九章 Koszul复形

9.1 链复形的张量积
本节选定环 R. 回忆约定 1.4.7 对链复形和上链复形的记法, 以及其间的切换方式.

约定 9.1.1 今后的链复形和上链复形均默认为由 R-模构成. 张量积 ⊗
R
将简记为 ⊗. 记

链复形范畴为 Ch(R), 记复形范畴为 C(R).

由 [8, 命题 3.6.1] 知 Ch(R) (或 C(R)) 是 Abel 范畴, 其中任一列同态正合当且仅
当它逐项地正合. 任何 R-模都可以视同集中在零次项的链复形 (或上链复形), R-Mod
按此嵌入为 Ch(R) (或 C(R)) 的子 Abel 范畴.
兹说明如何将 R-模的张量积运算延拓到复形. 以下涉及的双复形语言见诸 [8,

§3.5], 但此处还需要其链复形版本.

定义 9.1.2 (链复形的张量积) 设 X• 和 Y• 为链复形. 定义链双复形

X• ⊗ Y• := X• ⊗
R
Y• = (Xp ⊗ Yq)p,q∈Z ,

其中的同态 Xp⊗Yq → Xp−1⊗Yq 和 Xp⊗Yq → Xp⊗Yq−1 分别是 dXp ⊗ id 和 id⊗ dYq .
以直和取相应的链全复形

(X ⊗ Y )• := tot⊕(X• ⊗ Y•),

(X ⊗ Y )n =
⊕
p+q=n

Xp ⊗ Yq,

其中 dn : (X ⊗ Y )n → (X ⊗ Y )n−1 的定义是

dn(x⊗ y) = dXp (x)⊗ y + (−1)px⊗ dYq (y), p+ q = n, x ∈ Xp, y ∈ Yq.
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216 第九章 Koszul 复形

称此为 X• 和 Y• 的张量积. 不致混淆时, 经常省略下标, 将这些链复形记如 X, Y ,
X ⊗ Y .

上述定义实则是 [8, 定义–命题 3.5.10] 对双函子 ⊗ 的应用.
张量积显然给出函子 Ch(R) × Ch(R) → Ch(R). 当 X 和 Y 都是置于零次项的

R-模时, 上述定义化为 R-模的张量积.
给定链复形 X, Y 和 Z, 有以下典范同构:

▷ 结合约束 (X ⊗ Y )⊗ Z ' X ⊗ (Y ⊗ Z),

▷ 幺约束 R⊗X ' X ' X ⊗R,

▷ 交换约束 X ⊗ Y ' Y ⊗X, 映 x⊗ y 为 (−1)pqy ⊗ x, 其中 x ∈ Xp 而 y ∈ Yq.

一旦展开全复形的定义 [8, 定义 3.5.4], 并回忆到张量积保持直和, 则这些不外是 R-模
张量积的结合约束, 幺约束和交换约束. 它们使得 Ch(R) 对 ⊗ 成为对称幺半范畴, 以
R 为幺对象; 详见 [8, §7.2], 但该处是对一般的上链复形表述的.

幺半范畴 Ch(R) 上的代数 [8, 定义 7.1.1] 又称为 R 上的微分分次代数或 dg-代
数, 亦见 [8, 定义 7.2.1]; 它们是资料 (A,µ, η), 其中 A 是链复形, µ : A → A ⊗ A 和
η : R→ A 都是复形之间的同态, 要求使下列图表交换:

R⊗A A⊗A A⊗R

A

η⊗id

∼ µ

id⊗η

∼

(A⊗A)⊗A A⊗ (A⊗A)

A⊗A A A⊗A.

∼

µ⊗id id⊗µ

µ µ

若进一步要求有交换图表

A⊗A A⊗A

A

∼

µ µ

其水平箭头是交换约束, 则称 (A,µ, η) 是交换微分分次代数或交换 dg-代数, 见 [8, 定
义 7.1.5]. 注意到 µ (或 η) 给出 A 上的二元运算 A×A→ A (或 A 的元素 1A = η(1)),
它们使分次 R-模 ⊕

nAn 成为分次 R-代数 (未必交换). 依此, dg-代数 A 的交换性等
价于环 A 对乘法的分次交换律1), 表为

x ∈ Ap, y ∈ Aq =⇒ xy = (−1)pqyx. (9.1.1)

在这些基础上, 还能进一步探讨任意 dg-代数 A 上的微分分次模或 dg-模, 见 [8,
定义 7.1.2]; 它们是资料 (M,µM ), 其中 M 是链复形而 µM : A⊗M →M 是使得下图

1)所以交换 dg-代数也属于交换环论的题中之义.

未定稿: 2026-03-18



§9.1 链复形的张量积 217

交换的同态

R⊗M A⊗M

M

η⊗id

∼ µM

(A⊗A)⊗M A⊗ (A⊗M)

A⊗M M A⊗M.

∼

µ⊗id id⊗µM

µM µM

精确地说, 上述定义应当称为左模, 同理可定义右模和双模, 但对于交换 dg-代数 A 不
必区分左模和右模.
接着回顾 Hom 复形的链复形版本.

定义 9.1.3 (Hom链复形) 设 X• 和 Y• 为链复形, 也分别简记为 X 和 Y . 按照 [8, 例
3.5.12] 的链复形版本, 定义链双复形 Hom•,•(X,Y ) 使得

Homp,q(X,Y ) = HomR (X−q, Yp) , p, q ∈ Z,

其中

� 同态 Homp,q(X,Y )→ Homp−1,q(X,Y ) 定义为 f 7→ dYp f ,

� 同态 Homp,q(X,Y )→ Homp,q−1(X,Y ) 定义为 f 7→ (−1)q−1fdX−q+1.

以直积取相应的全复形

Hom•(X,Y ) := tot∏ Hom•,•(X,Y ).

这给出函子 Ch(R)op × Ch(R) → Ch(R). 若将 X 和 Y 切换到上链复形, 对双复
形亦如是切换, 则定义 9.1.3 化为 [8, 例 3.5.12] 的构造, 而该处已证明 Hom•(X,Y ) 确
实等同于从 X 到 Y 的 Hom 复形 [8, 注记 3.2.10].

给定链复形 X, Y 和 Z, 有以下典范同构:

▷ 伴随关系 Hom•(X ⊗ Y, Z) ' Hom• (X,Hom•(Y, Z)),

▷ 幺约束 Hom•(R,Z) ' Z.

张量积和 Hom 复形的伴随关系见诸 [8, 命题 4.12.6 和例 4.12.14]; 简言之, 它在每个
项上都化为 R-模的张量积和 Hom 模的伴随关系. 另一方面, Hom 复形的幺约束是平
凡的.

若在伴随关系的两边同取链复形的 ker(d0), 便有 R-模的典范同构

HomCh(R) (X ⊗ Y, Z) ' HomCh(R) (X,Hom•(Y, Z)) , (9.1.2)

稍后还需要以下性质.
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218 第九章 Koszul 复形

引理 9.1.4 给定链复形 X, Y , Z, 设 X 有界, 则自明的 R-模同态族

Θp,q,r : HomR(X−q, Yp)⊗ Zr → HomR(X−q, Yp ⊗ Zr), p, q, r ∈ Z

组成 Ch(R) 中的典范同态

Θ : Hom•(X,Y )⊗ Z → Hom•(X,Y ⊗ Z);

若进一步要求每个 X−q 都是有限秩自由 R-模, 则 Θ 是同构.

证明 易见 (Θp,q,r)p,q,r 给出三重复形 [8, 注记 3.5.7] 之间的同态; 对三重复形按照先
结合下标 (p, q) 或 (p, r) 这两种方式取全复形 tot⊕, 其产物典范地同构. 由于 X 有界,
按 tot⊕ 取全复形仍给出 Hom•(X, · · · ), 由此可得 Ch(R) 中的同态 Θ.
进一步要求每个 X−q 都是有限秩自由 R-模, 则立见 Θp,q,r 恒为同构, 故 Θ 为

同构.

9.2 外代数
继续选定环 R 并沿用约定 9.1.1. 对于任意 R-模 L, 其外代数和对称代数 [7, 定义

7.6.1] 分别记为 ∧
L :=

⊕
n≥0

∧n
L,

SymL :=
⊕
n≥0

Symn L,

两者皆由泛性质刻画 (见 [7, 命题 7.6.5]), 因此对 L 皆具函子性. 外代数 ∧
L (或对称

代数 SymL) 的具体构造是张量代数⊕
n≥0 L

⊗n 对所有齐次元
· · · ⊗ x⊗ x⊗ · · · , x ∈ L

(或 · · · ⊗ (x⊗ y − y ⊗ x)⊗ · · · , x, y ∈ L)

生成的分次理想之商; 注意到 ∧0
L = R = Sym0 L. 记 ∧

L (或 SymL) 的乘法运算为
∧ (或 ·). 构造表明 ∧m

L (或 Symm L) 的元素都是形如 x1 ∧ · · · ∧ xm (或 x1 · · ·xm) 的
元素之 R-线性组合, 其中 x1, . . . , xm ∈ L.

作为环, SymL 总是交换的, 而 ∧
L 鲜少交换; 但 ∧

L 满足 (9.1.1) 的分次交换律
以及 x ∧ x = 0, 其中 x ∈ L.
本章主要考虑外代数, 但在个别场合也涉及对称代数.

注记 9.2.1 设 L 为自由 R-模, B 为 L 的一组基, 则 ∧m
L 对所有 m 都是自由 R-模:

事实上, [7,推论 7.6.9]表明若 B 赋有全序 ≤,则所有满足 b1 < · · · < bm 的 b1∧· · ·∧ bm
构成 ∧m

L 的一组基, 而这些元素之间的 ∧ 乘法容易按此描述. 当 n := |B| 有限时, 以
上也表明 ∧m

L 非零当且仅当 0 ≤ m ≤ n, 而且 ∧n
L ' R.
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定义 9.2.2 给定 R-模 L 和 u ∈ HomR(L,R), 相应的缩并同态

ι(u) :
∧n+1

L→
∧n

L, n ∈ Z≥0

依外代数的泛性质定义为

ι(u)(x0 ∧ · · · ∧ xn) =
n∑
i=0

(−1)iu(xi) · x0 ∧ · · · x̂i · · · ∧ xn,

其中 x0, . . . , xn ∈ L, 而 x̂i 代表省略 xi 项.

例行的验证给出 ι(u) ◦ ι(u) = 0, 这使 ∧
L 成为复形.

定义 9.2.3 给定 R-模 L 和 u ∈ HomR(L,R), 相应的 Koszul 复形定义为链复形

K(u) :=

[
· · ·

ι(u) ∧n+1
L

ι(u) ∧n
L

ι(u)
· · ·

ι(u)
R

]
,

其中 R 置于 0 次项, 然后按零延拓到次数 < 0 的部分.

注意到 H0(K(u)) = coker(u).

命题 9.2.4 (同伦公式) 给定 u ∈ HomR(L,R), 设 x ∈ L 而 ω ∈
∧
L, 则有

ι(u)(x ∧ ω) + x ∧ (ι(u)(ω)) = u(x)ω.

证明 由于两边对 ω 均为 R-线性的,不妨设 ω = x1∧· · ·∧xn,其中 xi ∈ L. 记 x0 := x.
左式第一项等于

n∑
i=0

(−1)i · u(xi) · · · ∧ x̂i ∧ · · · ,

而第二项等于
n∑
i=1

(−1)i+1 · u(xi)x0 ∧ · · · ∧ x̂i ∧ · · · ,

其中符号 x̂i 代表该项省略. 对应到 i > 0 的项相消, 从而剩下 u(x0)x1 ∧ · · · ∧ xn =

u(x)ω.

推论 9.2.5 给定 u ∈ HomR(L,R), 设 η ∈
∧m

L 而 ω ∈
∧n

L, 则

ι(u)(η ∧ ω) = ι(u)(η) ∧ ω + (−1)mη ∧ ι(u)(ω).

因此复形 K(u) 是交换 dg-代数.
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220 第九章 Koszul 复形

证明 当 m = 0 时所求等式平凡. 当 m ≥ 1 时, 不妨设 η = x ∧ η0, 其中 x ∈ L 而
η0 ∈

∧m−1
L, 则命题 9.2.4 和递归给出

ι(u)(η ∧ ω) = ι(u)(x ∧ (η0 ∧ ω)) = u(x)η0 ∧ ω − x ∧ ι(u)(η0 ∧ ω)
= u(x)η0 ∧ ω − x ∧ ι(u)(η0) ∧ ω − (−1)m−1x ∧ η0 ∧ ι(u)(ω)
= (u(x)η0 − x ∧ ι(u)(η0)) ∧ ω + (−1)mη ∧ ι(u)(ω)
= ι(u)(η) ∧ ω + (−1)mη ∧ ι(u)(ω).

回顾全复形的定义, 可见上式表明外代数的乘法

K(u)⊗K(u)→ K(u), η ⊗ ω 7→ η ∧ ω

给出复形之间的同态, 亦即 K(u) 是 dg-代数. 交换性是已知的.

接着考虑 R-模 L′ 和 u′ ∈ HomR(L
′, R), 相应地有 u⊕ u′ ∈ HomR(L⊕L′, R) 和链

复形 K(u⊕ u′).

推论 9.2.6 存在 dg-代数的典范同构 K(u)⊗K(u′)
∼→ K(u⊕ u′), 它在次数为 1 的部分

是 L⊕ L′ 的恒等自同构, 并且由此唯一确定.

证明 根据 [7, 推论 7.6.8] 有分次 R-代数的典范同构 ϕ :
∧
L⊗

∧
L′
∼→
∧
(L⊕ L′), 它

在次数为 1的部分是 L⊕L′ 的恒等自同构;由于同构两边作为 R-代数皆由 1次元生成,
故这般的 ϕ 唯一. 精确地说, 若 η ∈

∧m
L ⊂

∧m
(L⊕ L′) 而 ω ∈

∧n
L′ ⊂

∧n
(L⊕ L′),

则化到 1 次项可见 ϕ(η ⊗ ω) = η ∧ ω ∈
∧m+n

(L⊕ L′).
再证 ϕ 是复形之间的同态即可. 考虑到全复形的定义, 这相当于对如上之 η 和 ω

证明
ι(u)(η) ∧ ω + (−1)mη ∧ ι(u′)(ω) = ι(u⊕ u′)(η ∧ ω).

上式中 ι(u) 和 ι(u′) 不外是 ι(u⊕ u′) 的限制, 所求等式归结为推论 9.2.5.

最后设 L 为有限秩自由模. 命 n := rk(L) ∈ Z≥0, 链复形 K(u) 的最高次非零项是
n 次项 ∧n

L, 于是有 Ch(R) 中的典范同态

K(u)→
(∧n

L
)
[−n],

右式代表将 ∧n
L 置于 n 次项, 其余为零; 同态在 n 次项是恒等, 其余为零同态. 将此

与 K(u) 的 dg-代数结构 (推论 9.2.5) 给出的 K(u)⊗K(u)→ K(u) 合成, 得到

K(u)⊗K(u)→
(∧n

L
)
[−n].

根据 (9.1.2), 以上对应到同态

K(u)→ Hom•
(

K(u),
(∧n

L
)
[−n]

)
. (9.2.1)

引理 9.2.7 在上述情境中, (9.2.1) 是 Ch(R) 中的同构.
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证明 已知它是 Ch(R) 中的同态, 证它逐项地是 R-模同构即可. 展开 Hom 复形定义
可见当 0 ≤ m ≤ n 时右式的 m 次项是 HomR

(∧n−m
L,
∧n

L
)

, 其它项全为零. 对于
0 ≤ m ≤ n, 同态 (9.2.1) 映 η ∈

∧m
L 为 [ω 7→ η ∧ ω]; 按注记 9.2.1 的方法取 ∧

L 的
基, 可见这确实是同构.

9.3 Koszul复形
继续选定环 R 并沿用约定 9.1.1.

定义 9.3.1 (Koszul复形) 给定 R-模 L 和 u ∈ HomR(L,R), 按定义 9.2.3 中得到链复
形 K(u). 对于链复形 M , 命

K•(u;M) := K(u)⊗M,

KHom
• (u;M) := Hom•(K(u),M);

右式分别如定义 9.1.2, 9.1.3. 另记

K•(u;M) := KHom
• (u;M)所对应的上链复形.

虽然 K•(u;M) 在应用中较 KHom
• (u;M) 更常见, 但一些性质适合对后者来表述.

� 链复形 K•(u;M) 自然地具有 K(u) 上的 dg-模结构 (见 §9.1).

� Koszul 复形的构造对 M 显然具函子性. 它对 (L, u) 也有函子性: 给定 R-模
L′, 同态 u′ ∈ HomR(L

′, R) 连同同态 f : L → L′ 使得 u′f = u, 则 f 诱导
K(u)→ K(u′), 继而诱导 K•(u;M)→ K•(u′;M) 和 K•(u′;M)→ K•(u;M).

� 给定环同态 R → R′, 取 L′ := R′ ⊗ L 和 u′ := idR′ ⊗ u ∈ HomR′(L′, R′), 则有
Ch(R) 中的同构

K•(u′, R′ ⊗M)
∼→ R′ ⊗K•(u,M). (9.3.1)

� 设 M 和 M ′ 为链复形. 根据先前对张量积和 Hom 复形的讨论, 得到典范同构

K•(u;M)⊗M ′ ∼→ K• (u;M ⊗M ′) ,
Hom•

(
M ′,KHom

• (u;M)
) ∼→ Hom• (K•(u;M ′),M) .

(9.3.2)

� 另取 R-模 L′ 和 u′ ∈ HomR(L
′, R), 对 (9.3.2)代入 M ′ = K(u′)并应用推论 9.2.6

和张量积的结合约束, 遂得

K•(u⊕ u′,M)
∼→ K•(u,K•(u′,M)),

KHom
•

(
u′,KHom

• (u,M)
) ∼→ KHom

• (u⊕ u′,M).
(9.3.3)
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� 记 I := u(L), 这是 R 的理想. 对于 R-模 M , 按定义直接计算可得典范同构
H0 K•(u;M) 'M/IM,

H0 K•(u;M) ' {x ∈M : I ⊂ ann(x)}.
(9.3.4)

命题 9.3.2 选定 u ∈ HomR(L,R), 则理想 I := u(L) 零化 K•(u;M) (或 K•(u;M)) 的
所有同调 (或上同调) R-模.

证明 给定 t ∈ I, 命题 9.2.4 蕴涵 K(u) 的自同态 ω 7→ tω 零伦 (见 [8, 定义 3.2.6]), 其
在 K•(u;M) 和 K•(u;M) 上诱导的自同态亦然, 因而 ω 7→ tω 在同调或上同调模上诱
导零同态 (见 [8, 命题 3.6.6]). 易见此诱导同态正是 t 对同调或上同调模的乘法.

命题 9.3.3 设 L 为秩 n 自由 R-模 (n ∈ Z≥0), 则有 Ch(R) 中的典范同构

K•(u;M)
∼→ KHom

•

(
u;
(∧n

L
)
[−n]⊗M

)
.

证明 由推论 9.2.1 知 K(u) 有界, 且其每项都是有限秩自由 R-模. 对引理 9.2.7 的同
构两边同取 (·)⊗M , 得到

K(u)⊗M ∼→ Hom•
(

K(u),
(∧n

L
)
[−n]

)
⊗M

∼→ Hom•
(

K(u),
(∧n

L
)
[−n]⊗M

)
,

其中第二段同构是引理 9.1.4 中的 Θ.

命题 9.3.4 设 0→M ′ →M →M ′′ → 0 是 Ch(R) 中的短正合列.

(i) 设 L 为投射 R-模, 则上述短正合列诱导短正合列

0→ K•(u;M ′)→ K•(u;M)→ K•(u;M ′′)→ 0;

(ii) 设 L 为平坦 R-模, 则上述短正合列诱导短正合列

0→ K•(u;M ′)→ K•(u;M)→ K•(u;M ′′)→ 0.

因此两种情形下 0→M ′ →M →M ′′ → 0 分别诱导上同调和同调的长正合列.

证明 对于 (i), 先说明每个 ∧n
L 皆是投射模: 这是因为 L 同构于某个自由模 F 的直

和项, 写作 F ' L⊕L′; 根据 [7, 推论 7.6.8]有 ∧n
F '

⊕
p+q=n

∧p
L⊗

∧q
L′, 而 ∧n

F

是自由模 (注记 9.2.1), 由此可见 ∧n
L 是自由模的直和项, 故为投射模.

对每个 (p, q) ∈ Z× Z≥0, 由此立见

0→ HomR

(
Kq(u),M

′
p

)
→ HomR (Kq(u),Mp)→ HomR

(
Kq(u),M

′′
p

)
→ 0

正合. 对于给定之 n, 对上式取直积 ∏
p−q=n 后仍是正合列.
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对于 (ii), 类似的论证将问题归结为证 ∧
L 平坦. 定理 5.9.2 表明 L 平坦等价于

它同构于某个 lim−→i
Fi, 下标 i 遍历一个滤过小范畴, 而每个 Fi 都是自由模. 由 ∧

L 的
显式构造知 ∧

L ' lim−→i

∧
Fi, 而每个

∧
Fi 都是自由模; 再次应用定理 5.9.2 即知 ∧

L

平坦.

下面专注于 L 为自由模的情形. 设 L = R⊕A, 其中 A 是集合; 命 (eα)α∈A 为
L 的标准基. 指定 u ∈ HomR(L,R) 相当于指定 R 的一族元素 x = (xα)α∈A, 使得
xα = u(eα).

定义 9.3.5 (对一族元素的 Koszul同调和上同调) 考虑 R 的一族元素 x = (xα)α∈A,
在定义 9.3.1 中取 L := R⊕A 和由 x 确定之 u ∈ HomR(L,R), 所得链复形记为
K(x) := K(u); 对所有链复形 M , 相应的 Koszul 链复形和上链复形分别记为 K•(x;M)

和 K•(x;M).

� 称 Hi(x;M) := Hi K•(x;M) 为 M 对 x 的第 i 次 Koszul 同调.

� 称 Hi(x;M) := Hi K•(x;M) 为 M 对 x 的第 i 次 Koszul 上同调.

引理 9.3.6 在上述情景中, 设 0 → M ′ → M → M ′′ → 0 是 Ch(R) 中的短正合列, 则
有相应的短正合列

0→ K•(x;M ′)→ K•(x;M)→ K•(x;M ′′)→ 0,

0→ K•(x;M ′)→ K•(x;M)→ K•(x;M ′′)→ 0.

证明 因为 L := R⊕A 自由, 这是命题 9.3.4 的特例.

引理 9.3.7 记 I 为 {xα}α∈A 生成的理想, 则对 x 的所有 Koszul 上同调 (或同调) 都
被 I 零化.

证明 应用命题 9.3.2.

例 9.3.8 记 I 如上, 则当 M 为 R-模时, (9.3.4) 给出
H0(x;M) 'M/IM, H0(x;M) ' {x ∈M : I ⊂ ann(x)}.

为了更具体地了解 Koszul 同调和上同调, 对所有 h ∈ Z≥0, 展开定义知

Kh(x;M) =
∧h

(R⊕A)⊗M,

Kh(x;M) = HomR

(∧h
(R⊕A),M

)
.

对于链复形情形, 按照注记 9.2.1 的方法对所有 h ≥ 0 取 ∧h
(R⊕A) 取基, 便可描

述 K•(x;M).
对于上链复形的情形, 简单起见设 M 为 R-模. 基于注记 9.2.1, 当 h ≥ 1 时指定同

态 f :
∧h

(R⊕A)→ M 相当于对所有 (α1, . . . , αh) ∈ A 指定 m(α1, . . . , αh) ∈ M , 使之
满足交错性质:
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224 第九章 Koszul 复形

� 交换 αi 和 αj (其中 1 ≤ i 6= j ≤ n) 导致 m(α1, . . . , αh) ∈M 变号,

� 若存在 i 6= j 使得 αi = αj , 则 m(α1, . . . , αh) = 0;

事实上 m(α1, . . . , αh) = f (eα1 ∧ · · · ∧ eαh
). 细节不难验证, h = 2 的特例见诸 [9, 命题

15.6.13].
对所有 h ∈ Z≥1, 将 Kh(x;M) 用满足交错性质的 m(α1, . . . , αh) ∈ M 表达, 其中

α1, . . . , αh ∈ A, 另外注意到 K0(x;M) = {m : m ∈M}, 则上链复形的微分同态写作

∂h : Kh(x;M) −→ Kh+1(x;M)

m 7−→

(α0, . . . , αh) 7→
h∑
j=0

(−1)jxαj
·m(. . . , α̂j , . . .)

 .
例 9.3.9 设 M 为 R-模. 记 {xα : α ∈ A} 生成的理想为 I, 并且设 n := |A| ∈ Z≥0, 则
以上描述导致

Hn(x;M) 'M/IM.

另一方面, 直接观察 Kn(x;M)→ Kn−1(x;M) 可见

Hn(x;M) ' {x ∈M : I ⊂ ann(x)}.

注意到以上分别等于例 9.3.8 求得之 H0(x;M) 和 H0(x;M). 这并非偶然, 而是稍后将
介绍的命题 9.4.5 的特例.

今后主要关心 A = {1, . . . , n} 的情形, 为此引入以下记号.

约定 9.3.10 考虑环 R 的一列元素 x1, . . . , xn, 其中的 n ∈ Z≥0 称为该列的长度; 记这
般的列为 x = [x1, . . . , xn], 以区别于其生成的理想 (x1, . . . , xn). 若 I 是给定的理想, 而
每个 xi 均属于 I, 则称 x 包含于 I.

注记 9.3.11 给定 x ∈ R, 考虑 A 为独点集而 x = [x] 的情形, 相应的 K(x) 化为仅有 0

和 1 次项的链复形
K(x) :=

[
R

x
R

]
.

其次考虑 A = {1, . . . , n} 而 x = [x1, . . . , xn] 的特例. 结合上一情形和推论 9.2.6 即得
典范同构

K•(x;M) ' K(x1)⊗ · · · ⊗K(xn)⊗M,

K•(x;M) ' Hom• (K(x1)⊗ · · · ⊗K(xn),M) .
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9.4 进阶性质
对于 Ch(R) 中的任意同态 f : X → Y , 有称为映射锥的链复形 Cone(f) =

Cone
[
X

f
Y

]
, 定义见诸 [8, 注记 3.3.13].

引理 9.4.1 设 x ∈ R. 记对链复形 M 逐项乘以 x 给出的同态为 mx : M → M , 则
K(x)⊗M 等于映射锥 Cone(mx).

证明 对所有 n ∈ Z, 由定义 9.1.2 和注记 9.3.11 可见 (K(x)⊗M)n =Mn−1 ⊕Mn, 对
应到双复形中的 (1, n− 1) 和 (0, n) 次项, 而

dK(x)⊗M
n :Mn−1 ⊕Mn →Mn−2 ⊕Mn−1

(y, y′) 7→
(
−dMn−1(y), dMn (y′) + xy

)
.

对比 Cone(mx) 的定义, 立得断言.

现在代入定义 9.3.5 的场景.

命题 9.4.2 考虑 R-模 L 和 u ∈ HomR(L,R). 对 x ∈ R 定义

L′ := R⊕ L, u′ = x⊕ u ∈ HomR(L
′, R),

其中将 x 等同于相应的模同态 R→ R, 则对所有链复形 M 皆有典范同构

K•(u′;M) ' Cone
[
K•(u;M)

mx K•(u;M)

]
,

其中的 mx 如引理 9.4.1.

证明 这是以下典范同构的合成:

K•(u′;M) = K(u′)⊗M ' K(x)⊗ (K(u)⊗M) = K(x)⊗K•(u;M)

' Cone
[
K•(u;M)

mx K•(u;M)

]
,

其中的等号皆是定义, 第一个同构基于推论 9.2.6 和张量积的结合约束, 第二个同构基
于引理 9.4.1.

以下结论采用约定 9.3.10.

推论 9.4.3 设 n ≥ 1. 考虑 R 的一列元素 y = [xn, . . . , x1]. 记 y′ := [xn−1, . . . , x1], 则
有 R-模的长正合列

· · · → Hi K•(y′;M)
xn Hi K•(y′;M)→ Hi K•(y;M)→ Hi−1 K•(y′;M)→ · · ·

其中 i ∈ Z, 并且将 xn 等同于乘以 xn 给出的 R-模同态.
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证明 根据 [8, (3.7.1)] 的链复形版本, K•(y′;M)
mxn K•(y′;M) → Cone(mxn) 典范

地诱导同调模的长正合列, 而命题 9.4.2 将 K•(y;M) 等同于映射锥 Cone(mxn).

引理 9.4.4 给定 R 的两列元素 x = [x1, . . . , xn] 和 y = [y1, . . . , yn], 视同 R 上的 n 维
行向量, 设 P 是 R 上的 n× n 可逆矩阵, 使得 xP = y, 则 P 对所有 M 诱导同构

K•(x;M)
∼→ K•(y;M), K•(x;M)

∼→ K•(y;M).

作为特例, 对 x 的分量作置换给出同构的 K•(x;M) 和 K•(x;M).

证明 对于第一部分, 将 R⊕n 的元素视同 R 上的 n 维列向量, 再以矩阵左乘将 P 等
同于 R⊕n 的自同态, 将 x 和 y 等同于同态 R⊕n → R. 鉴于 xP = y, Koszul 复形的函
子性 (见定义 9.3.1 之下讨论) 给出所求同构.
取 P 为置换矩阵即得第二部分.

本节最后探讨 Koszul 同调和上同调之间的关系.

命题 9.4.5 考虑 R 的一列元素 x, 记其长度为 n. 对所有链复形 M 皆有典范同构

Hp(x;M)
∼→ Hn−p(x;M), p ∈ Z.

证明 设 p ∈ Z. 在命题 9.3.3 的同构两端取同调 Hp, 并留意链复形的平移 [−n], 推得

Hp(x;M) = Hp K•(x;M)
∼→ Hp−n KHom

• (x;M).

将右项切换到上链复形的上同调, 即是 Hn−p K•(x;M) = Hn−p(x;M).

9.5 正则列
对任意 R-模 M 和 x ∈ R, 以 M

x
M 代表乘以 x 给出的 R-模自同态. 以下采用

约定 9.3.10 关于环中的元素列 x 的记法.

定义 9.5.1 (正则列) 对于 R-模 M , 长度 n 的列 x 若满足

(i) 对所有 1 ≤ i ≤ n, 同态 M/(x1, . . . , xi−1)M
xi

M/(x1, . . . , xi−1)M 皆为单射,

(ii) M 6= xM , 其中

xM := (x1, . . . , xn)M =

n∑
i=1

xiM,

则称 x 为 M -正则列; 若仅满足 (i), 则称 x 为 M -弱正则列.
若 x 是 R-正则 (或 R-弱正则) 的, 则简称 x 为正则列 (或弱正则列).
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正则列中的 x1, . . . , xn 必然相异. 当 M 6= 0 时, 空列 (n = 0)按定义是 M -正则的.
正则列可以接合: 若 [x1, . . . , xn] 是 M -正则列 (或弱正则列), 而 [xn+1, . . . , xn+m]

是 M/(x1, . . . , xn)-正则列 (或弱正则列), 则 [x1, . . . , xn+m] 是 M -正则列 (或弱正则
列).

给定 x 如上, 今后记 R 的理想 (x1, . . . , xn) 为 I.

例 9.5.2 给定 n ∈ Z≥0, 考虑 n 元多项式环 R0 := Z[T1, . . . , Tn], 易见其中的列

T := [T1, . . . , Tn]

是正则列, 相应的理想记为 I0. 将 Z 通过 f · 1 = f(0, . . . , 0) 作成 R0-模, 则有 R0-模同
构 R0/I0

∼→ Z.
稍后的论证将频繁涉及 R0-模的短正合列

0→ Ir0/I
r+1
0

ir
R0/I

r+1
0

pr
R0/I

r
0 → 0. (9.5.1)

其中 r ∈ Z≥0. 引入关于单项式的多重指标记法

T a := T a11 · · ·T ann , a = (a1, . . . , an) ∈ Zn≥0, |a| :=
n∑
i=1

ai,

则可得 R0-模同构 Ir0/I
r+1
0 '

⊕
|a|=r Z, 使得右式的第 a 份 Z (视为 R0-模) 对应到 T a

的陪集生成的子模.

回到一般情形. 对所有 n ∈ Z≥1, 定义 J 为所有 xiXj − xjXi (其中 1 ≤ i < j ≤ n)
在 R[X1, . . . , Xn] 中生成的分次理想. 对所有 R-模 M , 按注记 4.5.7 定义

BlI(M) :=
⊕
r≥0

IrM, grI(M) :=
⊕
r≥0

IrM/Ir+1M,

则有分次 R-模同态

α̃x
M : R[X1, . . . , Xn]⊗M → BlI(M),

α̃x
M (Xi ⊗m) = xim ∈ BlI(M)1, 1 ≤ i ≤ n.

按 J 定义可见 α̃x
M 分解为

αx
M : (R[X1, . . . , Xn]/J)⊗M → BlI(M);

对上式两边取 R/I ⊗ (·), 得到分次 R/I-模同态

βx
M : (R/I)[X1, . . . , Xn]⊗M → grI(M).

注意到 αx
M 和 βx

M 皆满.
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引理 9.5.3 在上述场景中, 设 βx
M 为同构, 并取定 1 ≤ j ≤ n.

(i) 乘以 xj 诱导的同态 M/IrM
xj

M/Ir+1M 对所有 r ∈ Z≥0 皆为单.

(ii) 设 m ∈M , 则 xjm = 0 蕴涵 m ∈
⋂
r≥0 I

rM .

证明 易见乘以 Xj 是 (R/I)[X1, . . . , Xn] ⊗ M 的单自同态, 故乘以 xj (同时次数
加 1) 是 grI(M) 的单自同态, 亦即 IsM/Is+1M

xj

Is+1M/Is+2M 恒为单. 考虑
M/IrM

xj

M/Ir+1M , 它在 r = 0 时显然单. 对于 r ≥ 1, 考虑行正合交换图表

0 Ir−1M/IrM M/IrM M/Ir−1M 0

0 IrM/Ir+1M M/Ir+1M M/IrM 0

xj xj xj

可递归推得 M/IrM
xj

M/Ir+1M 恒为单, 是为 (i), 而 (ii) 是其直接应用.

定理 9.5.4 沿用上述符号, 特别地 I = (x1, . . . , xn). 考虑陈述:

(i) x 是 M -正则列,

(ii) x 是 M -弱正则列,

(iii) Hi(x;M) = 0 对所有 i > 0 成立,

(iv) H1(x;M) = 0,

(v) αx
M : (R[X1, . . . , Xn]/J)⊗M → BlI(M) 是同构,

(vi) βx
M : (R/I)[X1, . . . , Xn]⊗M → grI(M) 是同构,

则恒有 (i) =⇒ (ii) =⇒ (iii) =⇒ (iv) =⇒ (v) =⇒ (vi).
若对所有 1 ≤ i ≤ n 要求 M/(x1 + · · · + xi−1)M 对 I-进滤过皆是分离的, 而且

M 6= 0, 则 (i) — (vi) 相互等价.

证明 (i) =⇒ (ii) 属显然.
(ii) =⇒ (iii). 命 y = [xn, . . . , x1]. 鉴于引理 9.4.4, 证 (ii) 蕴涵 Hi(y;M) = 0 对所

有 0 < i ≤ n 成立即可. 以下对 n 递归地论证.
当 n = 0 时无事可作, 而 n = 1 时例 9.3.9 表明 H1([x1];M) ' {m ∈ M : x1m =

0} = 0. 以下设 n ≥ 2, 记 y′ := [xn−1, . . . , x1]. 推论 9.4.3 的长正合列蕴涵

Hi(y′;M)→ Hi(y;M)→ Hi−1(y′;M)
xn Hi−1(y′;M)
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对所有 i 正合. 当 i > 1 时, 递归假设蕴涵 Hi(y;M) = 0. 当 i = 1 时, 配合例 9.3.8 见
得

0→ H1(y;M)→M/y′M
xn

M/y′M

正合. 由于 x 是 M -弱正则列, 最右同态为单, 因此 H1(y;M) = 0.
(iii) =⇒ (iv) 显然.
(iv) =⇒ (v). 取例 9.5.2 中的 R0 = Z[T1, . . . , Tn] 及其理想 I0 = (T1, . . . , Tn). 以

Ti 7→ xi 定义环同态 R0 → R, 从而将 M 作成 R0-模. 定义 J0 ⊂ R0[X1, . . . , Xn] 为所
有 TiXj − TjXi 生成的理想 (1 ≤ i < j ≤ n), 则显然有 R-代数的同构

R ⊗
R0

(R0[X1, . . . , Xn]/J0) ' R[X1, . . . , Xn]/J.

观察到下图交换:

(R0[X1, . . . , Xn]/J0) ⊗
R0

M
⊕

r≥0 I
r
0 ⊗
R0

M

(R[X1, . . . , Xn]/J)⊗
R
M

⊕
r≥0 I

rM

∼

u⊗idM

∼ ⊕
r mr

αx
M

其中 u 是例 4.5.9 的同构, 左侧同构来自命题 1.3.6, 右侧 mr : I
r
0 ⊗
R0

M → IrM 由乘法
诱导. 若能证明每个 mr 皆为同构, 便有 (v).

根据 §9.3 对一列元素确定的 Koszul 复形的显式描述, 有 Ch(Z) 中的同构

K•(x;M) ' K•(T;M), T :=元素列 [T1, . . . , Tn].

已知 T 是 R0 中的正则列 (例 9.5.2), 故从已知的 (i) =⇒ (ii) 得出 K•(T;R0) 给出
R0-模 R0/I0 ' Z 的自由解消. 综上, (iii) 相当于说 TorR0

1 (Z,M) = 0. 以此为基础, 结
合 (9.5.1) 的短正合列和 Ir0/I

r+1
0 '

⊕
|a|=r Z 递归地推得 TorR0

1 (R0/I
r
0 ,M) = 0 对所

有 r ∈ Z≥0 成立 (r = 0 情形平凡).
应用引理 5.4.1 知乘法给出的典范同态 Ir0 ⊗

R0

M → Ir0M 为同构, 右式等于 IrM ,

故 mr 确为同构.
(v) =⇒ (vi) 是缘于 βx

M = idR/I ⊗ αx
M .

开启后续论证之前, 注意到如选定 r ∈ Z≥0, 对 (9.5.1) 取 (·) ⊗
R0

M , 则:

� ker(pr ⊗ idM ) 等同于 Ir0M/Ir+1
0 M = IrM/Ir+1M ;

� βx
M 的 r 次部分可以等同于 ⊕

|a|=r(X
a ⊗M) → IrM/Ir+1M , 每一份 Xa ⊗M

作为 R/I-模都同构于 M/IM ;
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� 鉴于 R0-模同构 Ir0/I
r+1
0 '

⊕
|a|=r Z (例 9.5.2), 由 ir ⊗ idM 诱导的

(Ir0/I
r+1
0 ) ⊗

R0

M → IrM/Ir+1M

等同于 βx
M 的 r 次部分.

对 (9.5.1) 应用 TorR0
• (·,M) 的长正合列, 遂知 (v) 等价于

TorR0
1 (R0/I

r+1
0 ,M)

TorR0
1 (pr,idM )

TorR0
1 (R0/I

r
0 ,M)为满, r ∈ Z≥0. (9.5.2)

以下设 M 6= 0, 对所有 1 ≤ i ≤ n 要求 M/(x1 + · · · + xi−1)M 是 I-进分离的, 然
后说明 (vi) =⇒ (i). 首先注意到 I-进分离性和 M 6= 0 蕴涵 M 6= (x1, . . . , xi−1)M .
不妨设 n ≥ 1. 命 M :=M/x1M 6= 0, 则 (i) 等价于说 M

x1

M 为单, 而且 n > 1

时 x′ := [x2, . . . , xn] 是 M -正则列.
在 (vi) 的前提下, 引理 9.5.3 配合 I-进分离条件表明 M

x1

M 为单, 而关于 M

和 x′ 的条件可对 n 递归地处理, 前提是 M 对 x′ 须满足 (9.5.2). 为了确立此前提, 命
R0 := R0/(T1), I0 = I0/(T1).

注意到 (9.5.2) 在 r = 0 时平凡. 对 r ∈ Z≥1 考虑行正合交换图表

0 R0/I
r
0 R0/I

r+1
0 R0/I

r+1

0 0

0 R0/I
r−1
0 R0/I

r
0 R0/I

r

0 0,

pr+1

T1

pr pr

T1

其中 pr 来自 (9.5.1) 的 R0 版本. 取 TorR0
• (·,M) 给出行正合交换图表

TorR0
1 (R0/I

r+1
0 ,M) TorR0

1 (R0/I
r+1

0 ,M) M/IrM M/Ir+1M

TorR0
1 (R0/I

r
0 ,M) TorR0

1 (R0/I
r

0,M) M/Ir−1M M/IrM.

TorR0
1 (pr,idM ) TorR0

1 (pr,idM )

x1

x1

然而 (v) 和引理 9.5.3 表明图中标为 x1 的水平箭头皆单, 故 Tor 之间的水平箭头皆满;
条件 (9.5.2) 又说明 TorR0

1 (pr, idM ) 为满, 综上, TorR0
1 (pr, idM ) 为满.

由 M
x1

M 的单性和 R0-模的短正合列 0→ R0

T1

R0 → R0 → 0, 易知
j > 0 =⇒ TorR0

j (R0,M) = 0.

将此代入命题 5.3.6, 即有交换图表

TorR0
1 (R0/I

r+1

0 ,M) TorR0
1 (R0/I

r+1

0 ,M)

TorR0
1 (R0/I

r

0,M) TorR0
1 (R0/I

r+1

0 ,M).

∼

TorR0
1 (pr,idM ) TorR0

1 (pr,idM )

∼
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由此知 TorR0
1 (pr, idM ) 满, 亦即 M 对 x′ 满足 (9.5.2). 明所欲证.

推论 9.5.5 在定理 9.5.4 的场景中取 M = R, 并且设 H1(x;R) = 0. 分别视 I 和 I/I2

为 R-模和 R/I-模取其对称代数 (见 §9.2 开头), 则有同构

Sym(I)
∼→ BlI(R) (分次 R-代数),

Sym(I/I2)
∼→ grI(R) (分次 R/I-代数),

它们在次数 1 的部份都是恒等, 而 I/I2 是以 x1 + I2, . . . , xn + I2 为基的自由 R/I-模.

证明 以 e1, . . . , en 表 R⊕n 的标准基, 则 K•(x;R) 的 ≤ 2 次部分写作⊕
1≤i<j≤nRei ∧ ej

⊕n
i=1Rei R

ei ∧ ej xiej − xjei

ei xi.

因此, 条件 H1(x;R) = 0 蕴涵 x 确定的满同态 R⊕n → I 的核由 xiej − xjei 生成
(1 ≤ i < j ≤ n). 等同 Sym(R⊕n) 和 R[X1, . . . , Xn], 然后记 J 为所有 xiXj − xjXi

生成的分次理想; 回忆到 Sym(R⊕n) 等同于多项式代数 R[X1, . . . , Xn], 由此推得分次
R-代数的同构

R[X1, . . . , Xn]/J
∼→ Sym(I), Xi + J 7→ xi;

参见 [7, 推论 7.6.7]. 代入定理 9.5.4 (iv) =⇒ (v) (取 M = R) 即得 Sym(I)
∼→ BlI(R).

定理 9.5.4 (vi) (取 M = R) 中的分次 R/I-代数同构 βx
R 通过 Xi 7→ xi + I2

将 (R/I)[X1, . . . , Xn] 的 1 次齐次部分等同于 I/I2. 于是 (R/I)[X1, . . . , Xn] 等同于
Sym(I/I2), 同构 βx

R 化为 Sym(I/I2)
∼→ grI(R).

接着介绍使定理 9.5.4 中的 (i) — (vi) 相互等价的若干充分条件.

推论 9.5.6 设 R 为 Noether 环, M 为非零有限生成 R-模, 而 x 中的每个元素都属于
rad(R), 则定理 9.5.4 中的陈述 (i) — (vi) 等价.

证明 Krull 交定理 3.7.1 说明有限生成 R-模总是 rad(R)-进分离的.

特别地, 若 (R,m)是 Noether局部环, x1, . . . , xn ∈ m而 M 是有限生成非零 R-模,
则定理 9.5.4 中的 (i) — (vi) 相互等价.

推论 9.5.7 设 Γ 为全序且为正的加法幺半群 (定义 B.1.1 和 B.1.3), 嵌入其群化 Γgrp.
设 R 为 Γ-分次环, 而 x 中的元素全为次数 > 0 的非零齐次元. 设 M =

⊕
γMγ 为非

零 Γgrp-分次 R-模, 而且存在 γ0 ∈ Γgrp 使得

Mγ 6= 0 =⇒ γ ∈ γ0 + Γ

对所有 γ ∈ Γgrp 成立, 此时定理 9.5.4 中的陈述 (i) — (vi) 等价.
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证明 每个 M/(x1, . . . , xi−1)M 都是 Γgrp-分次 R-模, 且其直和分解中的非零项仍来
自 γ0 + Γ. 这种分次 R-模都是 I-进分离的: 记 η := max1≤i≤n deg(xi) > 0, 则分次
R-模 IrM 的非零项都属于 rη + γ0 + Γ, 而当 r � 0, 运用全序可见这些子集在 Γ 中的
交为空.

9.6 Ext函子的相关回顾
本章后续内容要求读者对同调理论中的 Ext-函子

ExtiR(·, ·) : R-Modop ×R-Mod→ R-Mod, i ∈ Z≥0

有最基本的了解, 相关内容可见 [8, §3.14]. 所需知识包括:

� Ext0R(M,N) = HomR(M,N);

� 当 R-模 M 选定, 函子列

ExtiR(M, ·) : R-Mod→ R-Mod, i = 0, 1, 2, . . .

是左正合函子 HomR(M, ·) : R-Mod→ R-Mod 的右导出函子;

� 当 R-模 N 选定, 函子列

ExtiR(·, N) : R-Modop → R-Mod, i = 0, 1, 2, . . .

是左正合函子 HomR(·, N) : R-Modop → R-Mod 的右导出函子;

� 当M 投射 (或 N 内射)时对所有 i > 0皆有 ExtiR(M, ·) = 0 (或 ExtiR(·, N) = 0);

� 对 M 取投射解消 P• →M → 0 给出

ExtiR(M,N) ' Hi (HomR(P•, N)) ,

对 N 取内射解消 0→ N → I• 则给出

ExtiR(M,N) ' Hi (HomR(M, I•)) ,

详见 [8, 定义–命题 3.14.4] 及相关讨论;

� 以上给出 ExtiR(M, ·) 和 ExtiR(·, N)) 的典范描述, 这是基于投射解消和内射解消
精确到同伦的唯一性 (注记 1.4.9);

� 对 N (或 M) 作解消计算 ExtiR(M,N), 立见任何 r ∈ R 对 R-模 ExtiR(M,N) 的
乘法作用都等于 r 对 M (或 N) 的乘法在 ExtiR(M,N) 上诱导的自同态;
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� 模的短正合列诱导 Ext-函子的长正合列:

· · · → Exti−1R (M ′, N)
δi−1

ExtiR(M ′′, N)→ ExtiR(M,N)→ ExtiR(M ′, N)→ · · · ,

· · · → Exti−1R (M,N ′′)
δi−1

ExtnR(M,N ′)→ ExtiR(M,N)→ ExtiR(M,N ′′)→ · · · ,

其中 0 → M ′ → M → M ′′ → 0 和 0 → N ′ → N → N ′′ → 0 都是给定的短正
合列, 连接同态 δi 都是典范的, 并在 i < 0 时规定 ExtiR = 0; 见 [8, 定义–命题
3.14.4] 之下的讨论.

倘若读者愿接受导出范畴的语言, 则 ExtiR(M,N) 无非是 Hi RHomR(M,N), 详见
[8, §4.9].

命题 9.6.1 设 R 为 Noether 环, M 和 N 为有限生成 R-模, 则每个 ExtiR(M,N) 都是
有限生成 R-模.

证明 基于定义–命题 1.4.8 对投射解消的取法和 Noether 环的性质, 可取到投射解消
P• → M → 0 使得每个 Pi 皆为有限秩自由模, 因此 HomR(Pi, N) 有限生成. 既然
ExtiR(M,N) 是 HomR(Pi, N) 的子商, 它也是有限生成的.

兹记录两则关于 Ext 函子的典范同构.

引理 9.6.2 设 S 为平坦 R-代数, M 为 R-模而 N 为 S-模, 则对所有 i 都有 R-模的典
范同构

ExtiS
(
S ⊗
R
M,N

)
' ExtiR(M,N).

证明 取 M 的投射解消 P• →M → 0, 平坦性和命题 1.4.6表明 S⊗
R
P• → S⊗

R
M → 0

是 S ⊗
R
M 作为 S-模的投射解消. 命题 1.3.3 (省略符号 FR→S) 给出典范 R-模同构

HomS

(
S ⊗
R
P•, N

)
∼→ HomR(P•, N),

两边同取 i 次上同调遂有 ExtiS
(
S ⊗
R
M,N

)
∼→ ExtiR(M,N).

引理 9.6.3 设 R 为 Noether 环, S 为平坦 R-代数, M 和 N 为 R-模, 而且 M 是有限
生成的, 则对所有 i 都有 S-模的典范同构

S ⊗
R

ExtiR(M,N)
∼→ ExtiS

(
S ⊗
R
M,S ⊗

R
N

)
.

证明 取 M 的投射解消 P• →M → 0, 则 S ⊗
R
P• → S ⊗

R
M → 0 也是投射解消. 断言

中的典范同态由上链复形之间的同态

S ⊗
R

HomR(P•, N)→ HomS

(
S ⊗
R
P•, S ⊗

R
N

)
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在 Hi 的层次诱导. 关于 R 和 M 的条件表明可取 P• → M → 0 使得其中每个 P i 皆
有限生成, 因此也是有限展示的, 故命题 5.2.3 蕴涵上述同态是同构.

以下概念将是 §10.8 的主角.

定义 9.6.4 (内射维数和投射维数) 对于 R-模 N , 定义其内射维数为

inj.dim(N) = inj.dimR(N) := inf
{
i ∈ Z≥0 : ∀j > i, ExtjR(·, N) = 0

}
.

对于 R-模 M , 定义其投射维数为

proj.dim(M) = proj.dimR(M) := inf
{
i ∈ Z≥0 : ∀j > i, ExtjR(M, ·) = 0

}
.

它们都是 Z≥0 t {+∞} 的元素.

运用导出函子的基本操作 (详见 [8, 命题 4.9.6]), 可以证明
inj.dim(N) ≤ n ⇐⇒ Extn+1

R (·, N) = 0

⇐⇒ N 有长度 ≤ n 的内射解消,
proj.dim(M) ≤ n ⇐⇒ Extn+1

R (M, ·) = 0

⇐⇒ M 有长度 ≤ n 的投射解消.

与定义 5.3.7 的平坦维数对比, 由投射模的平坦性立得

fl.dim(M) ≤ proj.dim(M). (9.6.1)

定义–命题 9.6.5 (整体维数) 给定环 R, 约定 inf∅ = +∞, 则有

sup
N :R-模

inj.dim(N) inf
{
n ∈ Z≥0

∣∣∣ Ext≥n+1
R (·, ·) = 0

}
sup

M :R-模
proj.dim(M)

sup

 n ∈ Z≥0 ∃M,N : R-模

ExtnR(M,N) 6= 0


记之为 gl.dim(R) ∈ Z≥0 t {+∞}, 称为 R 的整体维数, 或称整体同调维数.

证明 这是 [8, 定义–命题 4.9.7] 对范畴 R-Mod 的特例, 仍是导出函子的基本操作.
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9.7 Ext函子和正则列
选定环 R.

定义 9.7.1 (等级) 设 M 为有限生成 R-模. 对 R 的所有理想 I, 定义 I 在 M 上的
等级为

jI(M) := inf
{
i ∈ Z≥0 : ExtiR(R/I,M) 6= 0

}
;

此处规定 inf∅ = +∞.

以下运用 M -正则列或 M -弱正则列的概念 (定义 9.5.1) 来研究有限生成 R-模 M

的等级. 沿用约定 9.3.10 的符号, 将 R 的元素列记为 x = [x1, . . . , xn] 的形式, 其中
x1, . . . , xn ∈ R.

首先观察到若 x ∈ R 非 M 的零因子, 而 N 是任意被 x 零化的 R-模, 则短正合列
0→M

x
M →M/xM → 0 对所有 n ∈ Z 诱导正合列

Extn−1R (N,M)→ Extn−1R (N,M/x1M)→ ExtnR(N,M)→ 0, (9.7.1)

右端的零同态缘于 x1 零化 ExtnR(N,M).

命题 9.7.2 给定 R 的理想 I 和有限生成 R-模 M .

(i) 若 x = [x1, . . . , xr] 为包含于理想 I 的 M -弱正则列, 则有

jI(M) = r + jI(M/xM).

(ii) 对 R 的所有乘性子集 U 皆有

jI(M) ≤ jI[U−1](M [U−1]).

(iii) 当 I 为真理想时,

jI(M) = inf
p∈V (I)

jpRp
(Mp)

= inf
m∈V (I)∩MaxSpec(R)

jmRm
(Mm).

(iv) 若 R 是 Noether 局部环, 记其极大理想为 m, 则 m-进完备化给出的 R̂-模 M̂ 满足

jm̂(M̂) = jm(M).

证明 (i). 处理特例 r = 1 足矣. 若 Extn−1R (R/I,M/x1M) = 0, 则将 N = R/I 和
x = x1 代入正合列 (9.7.1) 可得 ExtnR(R/I,M) = 0, 因此 jI(M) ≥ jI(M/x1M) + 1;
如果进一步设 ExtnR(R/I,M/x1M) 6= 0, 则在 (9.7.1) 中以 n+ 1 代 n, 可见

0→ ExtnR(R/I,M/x1M)→ Extn+1
R (R/I,M)→ 0
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正合. 综上, jI(M) = jI(M/x1M) + 1.
(ii). 结合 jI(M), jI[U−1](M [U−1]) 的定义和引理 9.6.3.
(iii). 注意到 ExtiR(R/I,M) = 0 等价于对所有素理想 p 皆有 ExtiR(R/I,M)p = 0,

而后者在 p /∈ V (I) 时恒为零; 以极大理想代素理想亦同. 其余论证和 (ii) 类似.
(iv). 推论 8.5.3 确保 (R̂, m̂) 仍是 Noether 局部环. 从 R̂/m̂ ' R/m ' (R/m)∧ (命

题 8.3.4), 同态 R→ R̂ 的平坦性 (命题 8.4.1), 命题 9.6.1 和引理 9.6.3, 对所有 i 得出

ExtiR(R/m,M)∧ ' Exti
R̂
(R̂/m̂, M̂).

配合命题 8.5.4 可见 Exti
R̂
(R̂/m̂, M̂) = 0 当且仅当 ExtiR(R/m,M) = 0.

引理 9.7.3 设 M 和 N 为 R-模, x = [x1, . . . , xn] 为 M -弱正则列, 且 x1, . . . , xn 生成
的理想 J 包含于 ann(N), 则有

ExtnR(N,M) ' HomR(N,M/JM).

证明 对 n 递归地论证. 观察到 n = 0 情形是平凡的, 此时 J = 0. 以下设 n ≥ 1, 取
x′ = [x1, . . . , xn−1], 相应的理想记为 J ′. 由于 M/J ′M

xn

M/J ′M 单, 而 xn 又零化
N , 必有 HomR(N,M/J ′M) = 0. 由递归假设遂有

Extn−1R (N,M) ' HomR(N,M/J ′M) = 0.

代入先前得到的正合列 (9.7.1)知 Extn−1R (N,M/x1M)
∼→ ExtnR(N,M),对M/x1M -

弱正则列 x2, . . . , xn 应用递归假设, 知

Extn−1R (N,M/x1M) ' HomR(N,M/JM).

证毕.

命题 9.7.4 设 M 为 R-模, x = [x1, . . . , xn] 为 R 的一列元素, I := (x1, . . . , xn). 若存
在包含于 I 的 M -弱正则列 y = [y1, . . . , ym], 其中 0 ≤ m ≤ n, 则

Hi(x;M) = 0, i ≥ n−m+ 1,

Hn−m(x;M) ' HomR(R/I,M/yM)

' ExtmR (R/I,M).

证明 同构 HomR(R/I,M/yM) ' ExtmR (R/I,M) 是引理 9.7.3 的应用. 以下对 m 递
归地证明其余.

设 m = 0. 例 9.3.9 给出 Hn(x;M) ' HomR(R/I,M).

设 m ≥ 1. 命 M := M/y1M , 则 y 的 M -弱正则性质给出短正合列 0 → M
y1

M →M → 0, 代入引理 9.3.6 便对所有 i 得到长正合列

Hi(x;M)
y1

Hi(x;M)→ Hi(x;M)→ Hi−1(x;M)
y1

Hi−1(x;M).
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引理 9.3.7 表明 y1 零化 K•(x;M) 的所有上同调, 而另一方面 M 对 x 及 y′ :=
[y2, . . . , ym] 仍满足断言中的条件, 由此得到短正合列

0→ Hi(x;M)→ Hi(x;M)→ Hi−1(x;M)→ 0.

基于 m − 1 的情形, 当 i ≥ n −m + 2 时短正合列中项为零, 故 Hi(x;M) = 0, 而
且在 i = n−m+2 时顺带导致 Hn−m+1(x;M) = 0. 当 i = n−m+1 时短正合列蕴涵

HomR(R/I,M/(y2, . . . , ym)M)
∼→ Hn−m(x;M),

而左式同构于 HomR(R/I,M/yM), 明所欲证.

定义 9.7.5 (极长正则列) 设 I 为 R 的理想, M 为 R-模, x = [x1, . . . , xn] 为包含于 I

的 M -正则列. 若不存在 xn+1 ∈ I 使得 [x1, . . . , xn+1] 为 M -正则列, 则称 x 为包含于
I 的极长 M -正则列; 当 M = R 时, 简称为包含于 I 的极长正则列.

若 R 是 Noether 环, 则理想链 (x1) ⊂ (x1, x2) ⊂ · · · 必然稳定化, 因此任何 M -正
则列必包含于一个极长 M -正则列.

下面聚焦于 Noether 环的情形, 探讨等级和正则列的关系.

引理 9.7.6 设 R 为 Noether 环. 给定理想 I 和有限生成 R-模 M , 以下陈述等价:

(i) M 6= 0 且不存在长度非零而包含于 I 的 M -正则列;

(ii) 对所有 x ∈ I, 模同态 M
x
M 非单;

(iii) Ass(M) ∩ V (I) 6= ∅.

证明 (i) ⇐⇒ (ii): 缘自正则列的定义.
(ii) =⇒ (iii): 命题 3.4.6 说明所有 p ∈ Ass(M) 之并包含 I, 故素避性质 (命题

1.1.3) 蕴涵存在 p ∈ Ass(M) 使得 p ⊃ I, 此即 (iii).
(iii) =⇒ (ii): 留意到此时 M 6= 0. 设 p ∈ Ass(M)∩V (I), 则存在嵌入 R/p ↪→M ,

这表明 M
x
M 在 x ∈ I ⊂ p 时不可能是单同态.

定理 9.7.7 (D. Rees) 设 R 为 Noether 环, I 为 R 的理想, 而 M 为有限生成 R-模.

(i) 若 IM =M , 则 jI(M) = +∞.

(ii) 若 IM 6= M , 则 jI(M) ∈ Z≥0, 而且它等于所有包含于 I 的极长 M -正则列的共
同长度.

证明 对于 (i), 定理 2.3.4 说明此时 I + ann(M) = R, 因之推得 1R 零化所有
ExtiR(R/I,M).
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对于 (ii), 记极长 M -正则列 x 的长度为 n, 并且设所有 xi 皆包含于 I. 对所有
1 ≤ i ≤ n + 1, 命 Mi := M/(x1, . . . , xi−1)M . 当 1 ≤ i ≤ n 时, 因为 M

xi

M 单而
xi ∈ I, 搭配引理 9.7.3 知

Exti−1R (R/I,M) ' HomR(R/I,Mi) = 0.

另一方面, 引理 9.7.3 蕴涵

ExtnR(R/I,M) ' HomR(R/I,Mn+1).

由 IM 6= M 和 x 的极长条件可知不存在长度非零而包含于 I 的 Mn+1-正则列, 故
引理 9.7.6 导致存在 p ∈ Ass(M) ∩ V (I). 取 R/I ↠ R/p ↪→ Mn+1 的合成, 得到
HomR(R/I,Mn+1) 的非零元.

综上, n = jI(M).

定理 9.7.8 设 R 为 Noether 环, M 为有限生成 R-模. 将 R 的元素列 x = [x1, . . . , xn]

生成的理想记为 I, 则:

(i) IM =M 当且仅当对所有 i 皆有 Hi(x;M) = 0 和 Hi(x;M) = 0;

(ii) 若 IM 6=M 则

jI(M) = n− sup{i : Hi(x;M) 6= 0}
= inf

{
i : Hi(x;M) 6= 0

}
.

证明 对于 (i), “当” 的方向缘于 H0(x;M) = M/IM , 见 (9.3.4). 以下处理 “仅当” 的
方向. 设 p 为 R 的素理想, 则局部化的平坦性配合 (9.3.1) 给出 Rp-模同构

Hi(x;M)p = (Hi K•(x;M))p ' Hi (Rp ⊗K•(x;M)) ' Hi K•(xp;Mp) = Hi(xp;Mp),

其中 xp 是 x 在 Rp 中的像. 回忆到 I 零化 K•(x;M) 的所有同调.

� 若 I 6⊂ p, 则 xp 生成的理想交 R×p , 此时 Hi(x;M) = 0.

� 若 I ⊂ p, 则定理 2.3.4 蕴涵 Hi(x;M) = 0.

综上, Hi(x;M) = 0. 结合命题 9.4.5 可见 Hn−i(x;M) = 0.
对于 (ii), 取包含于 I 的极长 M -正则子列 y (容许为空列), 记 y 的长度为 m, 定理

9.7.7 (ii) 说明 m = jI(M). 另一方面, 命题 9.7.4 说明

Hi(x;M) '

{
0, 若 n−m+ 1 ≤ i ≤ n
ExtmR (R/I,M) 若 i = n−m;

而且 ExtmR (R/I) ' HomR(R/I,M/(y1, . . . , ym)) 6= 0. 此外 i > n 时 Hi(x;M) = 0, 由
此遂知 sup{i : Hi(x;M) 6= 0} = n−m = n− jI(M). 这给出第一个等式. 第二个等式
则是命题 9.4.5 与第一个等式的结合.
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若规定 inf∅ = +∞, 则 jI(M) = inf
{
i : Hi(x;M) 6= 0

} 在 IM =M 时依然成立.
特别常用的是 R 为 Noether 局部环的情形. 根据定义, 任何 M -正则列 x 都包含

于 R 的唯一极大理想 m.

推论 9.7.9 设 (R,m) 为 Noether 局部环, M 为非零有限生成 R-模. 给定 R 的元素列
x = [x1, . . . , xn], 记 x1, . . . , xn 生成的理想为 I, 且设 I ⊂ m, 则以下陈述等价:

(i) jI(M) = n;

(ii) Hi(x;M) = 0 对所有 i ≥ 1 成立;

(iii) H1(x;M) = 0;

(iv) x 是 M -正则列.

证明 (i) ⇐⇒ (ii): 注意到 IM 6=M , 因此这是定理 9.7.8 (ii) 的结论.
(ii) =⇒ (iii): 平凡.
(iii) =⇒ (iv): 包含于推论 9.5.6.
(iv) =⇒ (i): 此时 IM 6= M , 故定理 9.7.7 (ii) 表明 jI(M) ≥ n, 而定理 9.7.8 (ii)

又蕴涵 jI(M) ≤ n. 由此得到 (i).

9.8 对称代数和外代数的对偶性

习题

1. 设 x 为环 R 的元素列. 设有 R-模的无界正合列

· · · → Ni+1

fi+1

Ni

fi
Ni−1 → · · · (i ∈ Z)

而且 x 对每个 i ∈ Z 都是 Ni-弱正则列, 证明 N• ⊗R/xR 仍是正合列.
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10.1 可逆模
对于选定的环 R, 本节在不致混淆时将 ⊗

R
简记为 ⊗. 记自由 R-模 F 的秩为

rk(F ) = rkR(F ).

定义 10.1.1 设 R 为环, M 为 R-模. 如果存在 R-模 N 以及同构 M ⊗ N ' R, 则称
M 为可逆模.

举例明之, R 本身是可逆模. 若 M 可逆, 则定义 10.1.1 中的 N 也可逆. 若 M1 和
M2 可逆, 则 M1 ⊗M2 亦可逆.

此外, 由 (1.3.2) 可知对于任意 R-代数 S, 函子 S ⊗ (·) 映可逆 R-模为可逆 S-模.

引理 10.1.2 模 M 可逆当且仅当函子 M ⊗ (·) : R-Mod→ R-Mod 是范畴等价.

证明 设 M 可逆, 取 N 使得 M ⊗N ' R, 则张量积的结合约束, 幺约束和交换约束表
明 M ⊗ (·) 和 N ⊗ (·) 互为逆拟函子. 反之设 M ⊗ (·) 是范畴等价, 则存在 N 使得 R

同构于 N 的像 M ⊗N .

基于上述范畴等价, 定义 10.1.1 中的 N 精确到同构由 M 唯一确定.
综上, R-Mod 中所有可逆模的同构类1)对 ⊗ 构成交换群, 其中的乘法来自 ⊗, 以 R

的同构类为幺元.

定义 10.1.3 (Picard群) 对于环 R, 记 R-Mod 中所有可逆模的同构类对 ⊗ 构成的交
换群为 Pic(R), 称为 R 的 Picard 群.

1)注记 1.1.4 确保这确实是集合, 也可以从引理 10.1.4 推导.
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以上的定义和结论适用于所有对称幺半范畴, 此处应用的不过是 (R-Mod,⊗) 的特
例. 为了得到实用的信息, 需要进一步的模论诠释; 特别地, 我们希望对定义 10.1.1 中
的 N 得到更明确的描述.

引理 10.1.4 对于 R-模 M , 以下陈述等价:

(i) M 是有限生成投射模, 而且 Mp ' Rp 对所有素理想 p 成立;

(ii) M 可逆.

当以上任一条件成立时, 定义 M⊗(−1) := HomR(M,R), 则有典范同构 evM : M ⊗
M⊗(−1)

∼→ R.

证明 (i) =⇒ (ii). 命 N := HomR(M,R), 考虑典范同态

evM :M ⊗N → R, x⊗ ϕ = ϕ(x).

对所有素理想 p, 命题 5.2.3 给出 Np ' HomRp
(Mp, Rp), 而 (evM )p 相应地等同于

evMp
. 由 Mp ' Rp 易见 evMp

是同构, 从而引理 2.4.1 说明 ev 是同构.
(ii) =⇒ (i). 兹断言 M 是有限生成投射模. 一种看法是注意到 (ii) 蕴涵 M 和 N

作为对称幺半范畴 (R-Mod,⊗) 的对象互为对偶, 故 [8, 命题 9.2.2] 说明两者都是有限
生成投射模. 以下提供另一种直接论证.

取 N 以及同构 ϕ :M ⊗N ∼→ R. 记 c :M ⊗M ∼→M ⊗M 为交换约束, 考虑

M M ⊗R M ⊗M ⊗N M ⊗M ⊗N M ⊗R M,∼
idM⊗φ−1 c⊗idN idM⊗φ ∼

每段都是同构, 记其合成为 σ. 另一方面, 取 ∑n
i=1 xi ⊗ yi = ϕ−1(1R) ∈ M ⊗ N , 则 σ

也等同于合成同态
M

x 7→(φ(x⊗yi))i
R⊕n

(ai)i 7→
∑

i aixi

M.

因此 M 同构于 R⊕n 的直和项, 断言得证.
基于对称性, N 也是有限生成投射模. 对所有素理想 p, 命题 5.7.2 说明 Mp 和 Np

皆为有限秩自由模, M ⊗N ' R 蕴涵 rk(Mp) = rk(Np) = 1. 证毕.

对于可逆模 M , 今后将张量幂的定义 (1.3.1) 扩及

M⊗(−n) :=
(
M⊗(−1)

)⊗n
, n ∈ Z≥1.

不难对所有 a, b ∈ Z 得到典范同构

M⊗(a+b) 'M⊗a ⊗M⊗b, (M⊗a)⊗b 'M⊗ab. (10.1.1)

引理 10.1.5 设M 为可逆 R-模. 若 t ∈ R非零因子,则乘法给出的同态M
t
M 为单.
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证明 对于 (i), 短正合列 0→ R
t
R→ R/(t)→ 0 诱导正合列

TorR1 (R/(t),M)→M
t
M.

引理 10.1.4 蕴涵 M 平坦, 故 TorR1 (R/(t),M) = 0.

以下将环 R 嵌入其全分式环 Frac(R) (定义 2.9.1).

定义 10.1.6 (分式理想) 若 I 是 Frac(R) 的 R-子模, 而且 Frac(R) · I = Frac(R), 则称
I 为 R 的分式理想; 若 I 还是可逆模, 则称之为 R 的可逆分式理想.

注记 10.1.7 对于 Frac(R) 的有限生成 R-子模 I (例如可逆分式理想), 存在非零因子
t ∈ R 使得 tI ⊂ R. 另一方面, 若 I 是分式理想, 则 Frac(R) · I = Frac(R) 蕴涵存在
x ∈ I 和 1

u ∈ Frac(R) 使得 1
u · x = 1, 亦即 x = u, 故此时 I ∩R 包含 R 的某个非零因

子 u.

对 Frac(R) 的所有 R-子模 I 和 J , 定义

IJ :=

{∑
k

xkyk ∈ Frac(R) : xk ∈ I, yk ∈ J
}
;

若 I 和 J 是分式理想, 则 IJ 亦然. 运算 (I, J) 7→ IJ 显然满足结合律和交换律, 给出
以 R 为幺元的交换幺半群, 我们关心其中的可逆元.

引理 10.1.8 设 I 和 J 为 Frac(R) 的 R-子模, IJ = R, 则 I 和 J 既是分式理想也是
有限生成投射 R-模.

证明 显然 Frac(R)I = Frac(R) = Frac(R)J ,故 I 和 J 都是分式理想. 取 x1, . . . , xn ∈
I 和 y1, . . . , yn ∈ J 使得

∑n
i=1 xiyi = 1. 同态

I
x 7→(xyi)i

R⊕n
(zi)i 7→

∑
i xizi

I

合成为恒等, 因此 I 是有限生成投射 R-模. 对称性表明 J 亦然.

引理 10.1.9 设 R 为半局部环, M 为有限生成投射 R-模, 而且 p 7→ rkRp
(Mp) 是常值,

其中 p 遍历 R 的素理想, 则 M 是有限秩自由 R-模.

证明 记 R 的相异极大理想为 m1, . . . ,mk, 记所有 Mp 共同的秩为 n ∈ Z≥0. 中国剩
余定理 1.1.2 给出

M/rad(R)M ' (R/rad(R))⊗M '
r∏
i=1

(R/mi)⊗M

'
r∏
i=1

κ(mi) ⊗
Rmi

Mmi ,
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而 κ(mi) ' R/mi. 既然每个 Mmi
有相同的秩, 记为 n ∈ Z≥0, 上式蕴涵 M/rad(R)M

是秩 n 自由 R/rad(R)-模. 代入引理 5.7.1 第二部分可见 M 是秩 n 自由 R-模.

命题 10.1.10 设 R 为环. 对 Frac(R) 的所有 R-子模 I 定义 R-模

I−1 := {x ∈ Frac(R) : xI ⊂ R} .

(i) 若 Frac(R) 是半局部环, 则任何可逆模都同构于某个可逆分式理想, 而 Frac(R)
的任何可逆 R-子模都是可逆分式理想.

(ii) 若 I 和 J 是可逆分式理想, 则有以下同构

I ⊗ J ∼→ IJ, x⊗ y 7→ xy,

I−1J
∼→ HomR(I, J), t 7→ [x 7→ tx],

使得 Frac(R) 中的乘法反映同态的合成, 作为特例, 此时 I−1
∼→ HomR(I,R) =

I⊗(−1) 是可逆分式理想.

(iii) 设 I 是 Frac(R) 的 R-子模, 则 I 是可逆分式理想当且仅当 I−1I = R.

(iv) 对所有可逆分式理想 I 和 J , 有双射

{
t ∈ Frac(R)× : I−1J = tR

} 1:1
{
R-模同构 ϕ : I

∼→ J
}

t 7−→ [x 7→ tx].

证明 (i). 给定可逆模 M , 引理 10.1.5 蕴涵 R-模同态 M → Frac(R)⊗M 为单. 留意
到 Frac(R)⊗M 是可逆 Frac(R)-模, 故代入引理 10.1.9 可知 Frac(R)⊗M ' Frac(R).
问题化简到 M ⊂ Frac(R) 的情形.

此时 M 是 Frac(R) 的 R-子模, Frac(R) ⊗ M 等同于 Frac(R) · M ⊂ Frac(R)
(引理 1.6.4). 于是存在 Frac(R)-模同构 Frac(R) ·M ' Frac(R), 特别地, 存在 x ∈
Frac(R) ·M 使得对所有 a ∈ R 皆有 ax = 0 ⇐⇒ a = 0, 它必属于 Frac(R)×, 故
Frac(R) ·M = Frac(R).

(ii). 对于第一个同构, 取非零因子 t ∈ R 使得 tI ⊂ R (注记 10.1.7). 考虑交换图表

I ⊗ J IJ

(tI)⊗ J tIJ,

t⊗id t

因为 J 平坦,竖向同态皆为单. 问题按此化到 I ⊂ R的情形,而 J 平坦蕴涵 I⊗J ∼→ IJ

(推论 5.4.4).
对于第二个同构, 先说明 I−1J → HomR(I, J) 单. 取 y ∈ I ∩R 使得 y 非 R 的零

因子 (注记 10.1.7), 设 t ∈ I−1J , 若 ty = 0 则 t = 0, 单性得证.
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对于满性, 给定 ϕ ∈ HomR(I, J), 取 y 如上, 命 t := y−1ϕ(y) ∈ I−1J , 以下说
明 ϕ(x) = tx 对所有 x ∈ I 成立. 此式对 x ∈ Ry 显然成立; 至于一般的 x, 因为
y ∈ Frac(R)×, 存在 R 的非零因子 u 使得 ux ∈ Ry, 故 uϕ(x) = ϕ(ux) = utx, 两边可
消去 u.

取特例 J = R 给出关于 I−1 的断言.
(iii). 若 I 是可逆分式理想, 则 (ii) 将 HomR(I,R)⊗ I → R 等同于乘法 I−1⊗ I ∼→

I−1I ⊂ R, 故 I−1I = R.
反之设 R-子模 I ⊂ Frac(R) 满足 I−1I = R. 引理 10.1.8 说明 I 和 I−1 都是分式

理想, 也是有限生成投射 R-模. 代入注记 10.1.7 得到 R 的非零因子 t 使得 tI−1 ⊂ R.
现在重复 (ii) 第一个同构的论证, 以 (I−1, I) 代替该处的 (I, J), 并且注意到所需的只
是 tI−1 ⊂ R 和 I 的平坦性, 便足以得出 I−1 ⊗ I ∼→ I−1I = R, 因此 I 可逆.

(iv). 由 (ii) 知可逆分式理想之间的同构来自 Frac(R)×. 设存在 t ∈ Frac(R)× ∩
I−1J , 则所有同态 I → J 都能表成 x 7→ tx 合成 EndR(J) 的某个元素. 然而 (iii) 蕴涵
EndR(J) ' J−1J = R, 故此时 I−1J = tR.

命题 10.1.10 (i) 的条件在 R 为 Noether 环 (此时 Ass(R) 有限) 或整环 (平凡) 时
成立.

推论 10.1.11 设 Frac(R) 是半局部环. 将所有可逆分式理想通过 (I, J) 7→ IJ 作成交
换群, 记它对子群 {(t) : t ∈ Frac(R)×} 的商为 C.

(i) 记可逆分式理想 I 在 C 中的像为 [I], 则 C 的元素皆可表作 [I] 之形, 其中 I ⊂ R.

(ii) 我们有群同构
C
∼→ Pic(R), [I] 7→ I的同构类.

证明 对所有可逆分式理想 I, 注记 10.1.7 给出 t ∈ Frac(R)× 使得 tI ⊂ R, 而
[tI] = [tR][I], 这给出 (i).

对于 (ii), 命题 10.1.10 (i) 说明所有可逆模都来自可逆分式理想, 而 (iv) 说明可逆
分式理想之间的同构来自 Frac(R)× 的乘法, 故有群同构 C

∼→ Pic(R).

命题 10.1.12 若 R 是唯一分解整环, 则 Pic(R) 平凡.

证明 推论 10.1.11 将问题化约为证明 R 的所有可逆分式理想 I ⊂ R 均为主理想.
注意到 I 6= 0. 任取 f ∈ I r {0} 并且作不可约分解

f = upe11 · · · penn , n ∈ Z≥0, ei ∈ Z≥1,

其中 u ∈ R× 而 p1, . . . , pn ∈ R 是互不等价的素元.
由于 I 是有限生成投射模, 命题 5.7.4 (iii) 对所有 1 ≤ i ≤ n 给出 ai ∈ R 使得

ai /∈ (pi) 而 I[a−1i ] 是自由 R[a−1i ]-模, 表作 (gi), 其中 gi ∈ R[a−1i ]. 注意到 R[a−1i ] 仍
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是唯一分解整环 (由命题 7.3.3 推导或直接验证), 而 pi 在其中的像仍是素元. 因此可
作分解

gi = pfii g
′
i, fi ∈ Z≥0, g′i /∈ (pi);

注意到 ei ≥ fi. 以下论证 I =
(
pf11 · · · pfnn

)
.

命题 5.7.4 (iii) 说明 Spec(R) 可由形如 D(a) 的开子集覆盖, 其中 a ∈ R 使得
I[a−1] 成为 R[a−1] 的主理想; 事实上, 取有限多个 D(a) 即可覆盖 Spec(R) (命题
2.5.1). 基于 §5.6 介绍的平坦下降, 对每个这般的 a 证明 I[a−1] =

(
pf11 · · · pfnn

)
即可.

设 I[a−1] = (g), 命

J :=
{
1 ≤ j ≤ n : pj /∈ R[a−1]×

}
.

注意到 j ∈ J 等价于 pj 是 R[a−1] 的素元. 在 R[a−1] 中 g 整除 f , 故 g 的唯一分解式
只涉及素元 {pj : j ∈ J}, 而且 pj 在 g 中的幂次 dj 满足 dj ≤ ej . 对所有 j ∈ J , 作为
R[(aaj)

−1] 的子集有以下等式

(gj) = I[(aaj)
−1] = (g).

然而 pj 在 R[(aaj)
−1] 中仍是素元, 上式遂导致 fj = dj . 综上可得 I[a−1] =(∏

j∈J p
fj
j

)
=
(
pf11 · · · pfnn

)
.

10.2 正则局部环
回忆参数理想的定义 7.2.1. 对于 Noether 局部环 (R,m), 引理 7.2.2 说明 R 的参

数理想恰是满足 mk ⊂ I ⊂ m 的理想 I, 其中 k ∈ Z≥1 依赖于 I. 命 d := dimR, 定理
7.2.8 说明 d ∈ Z≥0, 而且存在 x1, . . . , xd ∈ m 使之生成 R 的一个参数理想.

定义 10.2.1 (参数系) 设 (R,m) 为 d 维 Noether 局部环. 若 x1, . . . , xd ∈ m 生成 R 的
参数理想, 则称它们为 R 的一族参数系.

引理 10.2.2 设 (R,m) 为 d 维 Noether 局部环, 而 x1, . . . , xd 是 R 的参数系. 对所有
0 ≤ i ≤ d 皆有 dim(R/(x1, . . . , xi)) = d − i, 而且 xi+1, . . . , xd 的像是 R/(x1, . . . , xi)

的参数系.

证明 注记 7.2.9 的应用.

一个自然的问题是: 何时能确保有参数系 x1, . . . , xd 使得 m = (x1, . . . , xd)?

定义 10.2.3 (正则局部环和正则参数系) 设 (R,m) 为 Noether 局部环, d := dimR. 若
存在 x1, . . . , xd 使得 m = (x1, . . . , xd), 则称 (R,m) 为正则局部环, 并且称 x1, . . . , xd

为正则参数系.
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定理 10.2.4 设 (R,m) 为 Noether 局部环, 记其剩余类域为 κ. 我们有 dimR ≤
dimκm/m2, 等号成立当且仅当 R 是正则局部环. 此时 x1, . . . , xd ∈ m 是正则参数系当
且仅当它们在 m/m2 中的像构成 R/m-向量空间的基.

证明 对所有 s ∈ Z≥0, 推论 2.3.5 (iii) 蕴涵 κ-向量空间 m/m2 能由 s 个元素生成当且
仅当 m 作为 R-模能由 s 个元素生成, 定理 7.2.8 遂给出 s ≥ dimR, 而等号成立当且仅
当 R 正则; 此时 m/m2 的生成元 x1, . . . , xdimR 无非是它的基.

注记 10.2.5 对于正则局部环 (R,m),若 R非域,则m2 6= m,故存在 x ∈ mrm2;将 x在
m/m2 中的像扩充为一组基, 再取 R 中的代表元, 便有正则参数系 x = x1, . . . , xd ∈ m.
于是引理 10.2.2 蕴涵 R/(x) 是以 x2, . . . , xd 的像为正则参数系的 d− 1 维正则局部环.
这种技巧常用于递归论证.

定理 10.2.4 提示了以下概念的地位.

定义 10.2.6 (O. Zariski) 设 R为 Noether环, p为其素理想. 定义 R在 p处的 Zariski
余切空间为 κ(p)-向量空间 pRp/p

2Rp, 定义 R 在 p 处的 Zariski 切空间为 pRp/p
2Rp

的对偶空间.

因此 Zariski 余切空间便是对 Noether 局部环 (Rp,m := pRp) 定义的 m/m2, 定理
10.2.4 确保它是有限维 κ(p)-向量空间. 又因为 p 处的 Zariski 余切空间同构于局部化
(p/p2)⊗

R
Rp, 当 p 是极大理想时, p/p2 本身便是 Zariski 余切空间.

推论 10.2.7 对 Noether 局部环 (R,m) 取 m-进完备化 R̂, 则 (R̂, m̂) 也是 Noether 局
部环, 而且 R 正则当且仅当 R̂ 正则.

证明 推论 8.4.6说明 R̂ 为 Noether环, 命题 8.5.1 (iii)说明 (R̂, m̂)局部, 而推论 8.5.5
第二部分说明 dimR = dim R̂. 此外命题 8.4.4 给出兼容的同构

R/m
∼→ R̂/m̂, m/m2 ∼→ m̂/m̂2,

故定理 10.2.4 蕴涵 R 和 R̂ 的正则性等价.

例 10.2.8 设 k 为域, 则形式幂级数 k-代数 kJX1, . . . , XdK 是正则局部环. 诚然, 它是
以 m = (X1, . . . , Xd) 为极大理想的 Noether 局部环 (引理 B.2.7), 而推论 7.5.4 给出的
dim kJX1, . . . , XdK = d 说明 X1, . . . , Xd 是其正则参数系.

定理 10.2.9 正则局部环必为整环.

证明 对正则局部环 (R,m) 记 κ = R/m, 对 d := dimR 递归地论证. 若 d = 0 则
m = 0 而 R 是域. 以下设 d > 0. 已知 R 的极小素理想个数有限, 而 dimκm/m2 ≥ 1.
对 I := m, m2 和 R 的所有极小素理想应用素避性质 (命题 1.1.3), 可得 t ∈ m 使得 t

既不属于 m2 也不属于任何极小素理想. 命 R′ := R/(t), 它是以 m′ := m/(t) 为极大理
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想的 Noether 局部环; 由注记 10.2.5 可见 R′ 也是正则局部环, 而且

dimR′ = dimR− 1,

dimκm
′/(m′)2 = dimκm/m2 − 1 = dimR− 1.

递归遂知 R′ 是整环, 故 (t) 是素理想.
以引理 2.8.1 任选满足 p ⊂ (t) 的极小素理想 p, 按构造 t /∈ p. 说明 p = 0 即可. 诚

然, p 的元素总能写成 s = ta, 其中 a ∈ R. 由 t /∈ p 得到 a ∈ p. 于是 p ⊂ tp ⊂ mp, 故
p = mp. 定理 2.3.4 蕴涵 p = 0, 证毕.

接着考察低维的正则局部环.

例 10.2.10 满足 dimR = 0 的正则局部环 (R,m) 必有 m = 0. 由此可见 0 维正则局部
环无非是域.

至于 1 维情形, 则涉及 §10.1 和 §6.5 的知识.

例 10.2.11 设 (R,m) 为局部整环, 若 m 是非零主理想, 则 R 是 1 维正则局部环. 这是
因为易见 dimR = 1, 而若 m = (x) 则 x 给出 R 的正则参数系.

反向则有以下结论.

引理 10.2.12 若 Noether 环 R 是 1 维正则局部环, 则 R 是离散赋值环.

证明 定理 10.2.9 说明 R 是 Noether 整环. 命 K := Frac(R), 兹断言 R 是赋值环. 取
R 的正则参数系 $. 给定 x = r

s ∈ K
×, 其中 r, s ∈ R r {0}. 若 r, s ∈ ($) 则可从中消

去 $; Krull 交定理的推论 3.7.2 (取 I = ($)) 表明 $ 不可能无穷整除 r 或 s, 所以最
终必可化到 $ - r 或 $ - s的状况. 由于 R× = Rr ($), 第一种情形导致 x−1 = s

r ∈ R,
而第二种情形导致 x ∈ R.
既知 R 是 Noether 赋值环, 而且 R 非域, 代入命题 6.5.4 知 R 是离散赋值环.

命题 10.2.14 将改进例 10.2.11 和引理 10.2.12.

引理 10.2.13 设 R 为 Noether 整环, 则 R 是正规整环当且仅当对于所有 t ∈ R 和
p ∈ AssR(R/(t)), 环 Rp 的理想 pRp 都是主理想.

证明 对于 “当” 的方向, 命题 3.4.12 在 Frac(R) 中给出 R =
⋂

pRp, 其中 p 遍历
AssR(R/(t)) 的元素, t 遍历 R r {0}. 对于这些 p, 例 10.2.11 蕴涵 Rp 是正则局部环,
因而是离散赋值环 (引理 10.2.12), 因而是主理想整环 (引理 6.5.3), 因此也是正规整环
(命题 6.2.2). 由此易见它们的交 R 也正规.
对于 “仅当” 方向, 考虑 t ∈ R 和 p ∈ AssR(R), 目标是证 pRp 是 Rp 的主理想. 若

t = 0 则必有 p = 0, 此时问题平凡. 以下设 t 6= 0. 鉴于 AssR(R) 相对于局部化的性状
(命题 3.4.6 (iii)), 不难以 Rp 代 R, 将问题简化到 R 是局部环而 p 是极大理想的情形,
p 6= 0.
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将 p ∈ AssR(R/(t)) 表为 ann(x), 其中 x ∈ R/(t) 是某个 x ∈ R 的像, 因此
px ⊂ (t). 按照命题 10.1.10 的方式定义 Frac(R) 的 R-子模 p−1. 兹断言 p−1p = R.
显见 p−1 ⊃ R, 故 p−1p ⊃ p, 而按定义 p−1p 是 R 的 R-子模, 亦即理想, 故必有

p−1p ∈ {R, p}. 假如 p−1p = p, 则在定理 6.1.2 (iii) 中取 M = p 可知每个 y ∈ p−1 都
是 R 上的整元, 正规性遂蕴涵 p−1 ⊂ R. 又由 px ⊂ (t) 知 x

t ∈ p−1 ⊂ R, 故 x = 0 而
p = R, 矛盾.

综上, p−1p = R. 于是存在 y ∈ p−1 使得 yp 6⊂ p, 由 p 极大可得 yp = R, 继而得到
p = (y−1) 是主理想.

命题 10.2.14 设 R 为 Noether 局部环, 则以下等价:

(i) R 是 1 维正规整环,

(ii) R 是整环, 其极大理想是非零主理想,

(iii) R 是 1 维正则局部环,

(iv) R 是离散赋值环.

证明 (i) =⇒ (ii). 任取不可逆的 t ∈ R r {0}, 则因为 dimR = 1 而 0 是素理想,
AssR(R/(t)) 的元素只能是 R 的极大理想 m 6= 0, 引理 10.2.13 遂说明 m 是主理想,

(ii) =⇒ (iii) 来自例 10.2.11.
(iii) =⇒ (iv) 来自引理 10.2.12.
(iv) =⇒ (i). 已知离散赋值环是 1 维主理想整环 (引理 6.5.3), 故引理 10.2.13 蕴

涵 R 是 1 维正规整环.

推论 10.2.15 设 R 为 Noether 正规整环, 则有 Frac(R) 中的等式

R =
⋂

p:ht(p)=1

Rp.

证明 包含关系 ⊂ 显然. 对于 ⊃ 方向, 命题 3.4.12 将 R 等同于所有 Rp 之交, 其中要
求 p ∈ AssR(R/(t))而 t ∈ Rr{0},证明这些素理想皆满足 ht(p) = 1即可. 首先 p 6= 0,
故 ht(p) ≥ 1. 其次, 引理 10.2.13 和主理想定理 7.3.1 蕴涵 ht(p) = ht(pRp) ≤ 1.

推论 10.2.16 设 (R,m) 为 Noether 局部环, 记 R̂ 为其 m̂-进完备化, 则 R 是离散赋值
环当且仅当 R̂ 亦然.

证明 推论 8.5.3 确保 R̂ 是 Noether 局部环. 鉴于命题 10.2.14, 原断言等价于 R 是 1

维正则局部环当且仅当 R̂ 亦然. 结合推论 8.5.5 与 10.2.7 即可.

最后应用 §8.6 的结果来探讨正则完备局部环.

推论 10.2.17 设 (R,m) 为正则完备局部环, 命 κ = R/m 而 d = dimR. 若 R 包含域,
则 R ' κJX1, . . . , XdK.
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证明 根据定义 8.6.8 之上的讨论和定理 8.6.10 (i), 存在系数域 Λ ⊂ R 使得 R↠ κ 诱
导 Λ

∼→ κ; 方便起见, 以下等同 Λ 和 κ. 因为 R 是正则局部环, 可取 x1, . . . , xd ∈ m 使
得它们在 m/m2 中的像给出 κ-向量空间的基, 从而 m = (x1, . . . , xd). 考虑 κ-代数之间
的连续同态

Φ : κJX1, . . . , XdK→ R, Φ(Xi) = xi;

两边都是完备局部环, 完备性说明 Φ 良定义且为满. 假如存在 a ∈ ker(Φ) r {0}, 则
dimR ≤ dimκJX1, . . . , XdK/(a) = d− 1 (引理 7.2.6), 矛盾. 综上, Φ 是同构.

10.3 Dedekind整环
研究 Dedekind 整环的动机来自代数数论, 目的是在理想的层次恢复数论中的唯一

分解性质. Dedekind 整环在交换环论的大框架下有直截了当的描述.

定义 10.3.1 (Dedekind整环) 称 1 维 Noether 正规整环为 Dedekind 整环.

Dedekind 整环的原始例子是整数环 Z. 本节最后的命题 10.3.9 将说明对于有限域
扩张 L|Q (称为代数数域), Z 在 L 中的整闭包 (称为 L 的代数整数环) 也是 Dedekind
整环.

引理 10.3.2 Dedekind 整环对不含 0 的乘性子集的局部化或者是域, 或者是 Dedekind
整环.

证明 局部化保持 Noether 和正规性 (命题 6.3.2), 维数不增; 零维整环无非是域.

根据命题 10.2.14, 局部 Dedekind 整环无非是离散赋值环.

引理 10.3.3 若 p 是 Dedekind 整环 R 的非零素理想, 则 Rp 是离散赋值环, 而 p 是定
义 10.1.6 所谓的可逆分式理想.

证明 由 p 6= 0 可知 p 极大, 故 Rp 是局部 Dedekind 环, 因而是离散赋值环.
留意到整环的非零理想总是分式理想. 由上一步可知在每个极大理想 m (或零理

想) 处, p 的局部化总同构于 Rm (或等同于 Frac(R)); 由此易知 p 可逆, 详见命题 5.7.6
和引理 10.1.4.

对于可逆分式理想 I, 可按命题 10.1.10 的方式定义可逆分式理想 I−1, 它满足
I−1I = R.

定理 10.3.4 设 R 为 Dedekind 整环, I 是其中的非零理想, 则:

(i) 存在 n ∈ Z≥0 和非零素理想 p1, . . . , pn 使得 I = p1 · · · pn, 当 n = 0 时右式规定
为 R, 此外 n 和 p1, . . . , pn (计重数不计顺序) 由 I 唯一确定;

(ii) I 是可逆分式理想.
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证明 (i). 若 I 是素理想则断言平凡. 设 I 非素理想, 则存在素理想 p ⊃ I. 命
J = {x ∈ R : xp ⊂ I} ⊃ I,

则 Jp ⊂ I; 以下说明 Jp = I. 为此, 对 R 的所有极大理想 m 说明 (Jp)m = Im 即可.
先观察到 J = annR(p/I), 而对任何有限 R-模 M 皆有 annR(M)m = annRm

(Mm),
这点可以直接验证, 或视为命题 5.2.6 的特例; 由此知理想 J 的构造和 m 处的局部化交
换. 此外 (Jp)m = Jmpm. 当 m 6= p 时 pm = Rm 而 Jm = Im. 当 m = p 时, 选取离散赋
值环 Rp 的一致化元 $, 表 Ip 为 ($k), 其中 k ≥ 1, 则 Jm = ($k−1), 所求等式亦成立.
上述论证顺带给出 J 6= I. 若 J 非素理想, 则迭代操作给出 J = J ′p′, 依此类推; 由

于 I ( J ( J ′ ( · · · , 最终必有某个 J (n) 是素理想, 从而迭代停止, 使 I 分解为素理想
之积.

至于唯一性, 设有 p1 · · · pn = q1 · · · qm. 注意到 n = 0 ⇐⇒ m = 0. 若 n ≥ 1, 则
因 p1 ⊃ q1 · · · qm 不妨设 p1 = q1. 引理 10.3.3 蕴涵 R 的素理想皆是可逆分式理想, 将
两边同乘以分式理想 p−11 得 p2 · · · pn = q2 · · · qm, 然后递归地处理.

(ii). 既然 I 分解为可逆分式理想之积, 命题 10.1.10 确保 I 也可逆.

推论 10.3.5 Dedkind 整环 R 的任何非零分式理想 I 皆可逆, 而且精确到重排有唯
一表法

I = pe11 · · · pemm , e1, . . . , em ∈ Z r {0},

其中 m ∈ Z≥0 而 p1, . . . , pm 是 R 的相异非零素理想, 当 m = 0 时右式规定为 R.

证明 注记 10.1.7 说明有 t ∈ R r {0} 使得 (t)I = tI ⊂ R. 将非零理想 (t) 和 tI 按定
理 10.3.4 (i) 分解, 集项再移项可得 I 的分解. 唯一性同样可用移项处理, 更直接的看法
则是 Ipi

' peii Rpi
.

推论 10.3.6 对于 Dedekind 整环 R 的所有非零分式理想 I, 记非零素理想 p 在推论
10.3.5 的分解中出现的指数为 vp(I) ∈ Z. 则 I ⊃ J 当且仅当 vp(I) ≤ vp(J) 对所有 p

成立.

证明 注意到 Ip = pvp(I)Rp, 而 I ⊂ J 当且仅当 Ip ⊂ Jp 对所有 p 成立.

基于推论 10.3.6, 可以从 I 和 J 的分解读出非零分式理想 I + J 和 I ∩ J 的分解.

推论 10.3.7 设 R 为 Dedekind 整环.

(i) 对任何理想 I ⊃ J 6= 0 都存在 x ∈ R 使得 I = J + (x).

(ii) 对任何非零理想 I 和 x ∈ I r {0} 都存在 y ∈ I 使得 I = (x, y).

证明 (i). 作分解 I = pe11 · · · pemm 和 J = pf11 · · · pfmm , 其中 p1, . . . , pm 是相异非零素理
想而 fi ≥ ei ≥ 0; 见推论 10.3.6. 对所有 i 取 xi ∈ peii r pei+1

i , 再以中国剩余定理 1.1.2
取 x ∈ R 使得

x ≡ xi (mod pfii ), 1 ≤ i ≤ m,
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则考虑在每个非零素理想处的局部化易见 I = J + (x).
(ii) 是 (i) 对 I ⊃ (x) 的应用.

按定义 10.1.3 取 Dedekind 整环的 Picard 群 Pic(R). 根据推论 10.1.11 和定理
10.3.4 (ii), 它同构于以下的群 C: 其元素是非零理想 I ⊂ R 对

I1 ∼ I2 ⇐⇒ ∃t ∈ Frac(R)×, I1 = tI2

的等价类, 二元运算来自理想相乘, 以非零主理想的等价类为幺元.

推论 10.3.8 设 R 为 Dedekind 整环, 则 R 是唯一分解整环当且仅当它是主理想整环.

证明 说明 “仅当” 方向即可. 设 R 为唯一分解 Dedekind 整环. 对于任何非零理想 I,
已知它是可逆分式理想, 则因为命题 10.1.12 蕴涵 Pic(R) 平凡, 先前对 Pic(R) ' C 的
描述蕴涵 I 必为主理想.

命题 10.3.9 设 R 为 Dedekind 整环, K := Frac(R) 而域 L 是 K 的有限扩张. 记 R

在 L 中的整闭包为 S, 则:

(i) S 是 Dedekind 整环;

(ii) 当 L|K 可分或 R 是某个域上的有限生成代数时, S 是有限 R-代数;

(iii) Spec(S) → Spec(R) 为满, 其纤维皆有限, 而且当 L|K 正规时 Aut(L|K) 在每个
纤维上传递地作用.

证明 (i). Krull–秋月定理 6.9.3 (i) 蕴涵 S 是 1 维 Noether 整环, 而 S 作为整闭包是
正规的.

(ii) 是定理 6.8.1 和 6.8.2 的综合.
(iii) 来自定理 6.6.3 和 Krull–秋月定理 6.9.3 (ii).

对于 Dedekind 整环上的有限生成模, 也有一些和主理想环情形 (参考 [9, §12.6])
类似的结论, 本章习题将有所介绍.

10.4 深度
本节和 §9.7 紧密相关, 同样采用约定 9.3.10 的符号来代表环中的元素列. 首先给

出深度的一般定义, 然后探讨 Noether 环和 Noether 局部环的特例.

定义 10.4.1 (深度) 设R为环, I 为其理想, M 为R-模. 定义M 的 I-深度 depthI(M) ∈
Z≥0 t {+∞} 如下:

� 若 IM =M , 则 depthI(M) := +∞;
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� 若 IM 6=M , 则 depthI(M) := sup {包含于 I 的 M -正则列的长度}.

命题 10.4.2 在上述场景中, 若要求 R 为 Noether 环而 M 有限生成, 则

depthI(M) = jI(M) (定义 9.7.1);

若进一步要求 IM 6= M , 则 depthI(M) ∈ Z≥0, 而且所有极长 M -正则列 (定义 9.7.5)
的长度相同.

证明 应用定理 9.7.7.

推论 10.4.3 给定 Noether R 的理想 I 和有限生成 R-模 M .

(i) 若 x = [x1, . . . , xr] 为包含于理想 I 的 M -弱正则列, 则有

depthI(M) = r + depthI(M/xM).

(ii) 对 R 的所有乘性子集 U 皆有

depthI(M) ≤ depthI[U−1](M [U−1]).

(iii) 当 I 为真理想时,

depthI(M) = inf
p∈V (I)

depthpRp
(Mp)

= inf
m∈V (I)∩MaxSpec(R)

depthmRm
(Mm)

(iv) 若 R 是局部环, 记其极大理想为 m, 则 m-进完备化给出的 R̂-模 M̂ 满足

depthm̂(M̂) = depthm(M).

证明 鉴于命题 10.4.2, 这不外是命题 9.7.2 的改述.

例 10.4.4 引理 9.7.6 说明当 R 为 Noether 环时

depthI(M) = 0 ⇐⇒ Ass(M) ∩ V (I) 6= ∅.

引理 10.4.5 设 (R,m) 为 Noether 局部环, p ( m 为素理想, 而且两者之间没有其它素
理想. 对于有限生成 R-模M 和 n ∈ Z,设 ExtnRp

(κ(p),Mp) 6= 0,则 Extn+1
R (κ(m),M) 6=

0.

证明 引理 9.6.3蕴涵Rp⊗ExtnR(R/p,M) ' ExtnRp
(κ(p),Mp) 6= 0,故 ExtnR(R/p,M) 6=

0. 取 x ∈ mr p. 短正合列

0→ R/p
x
R/p→ R/(p+ (x))→ 0
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诱导正合列

ExtnR(R/p,M)
x ExtnR(R/p,M)→ Extn+1

R (R/(p+ (x)),M).

此处的 Ext-模都是有限生成 R-模 (命题 9.6.1), 故定理 2.3.4 (代入 I = (x)) 蕴涵 x 给
出的同态非满; 于是 Extn+1

R (R/(p+ (x)),M) 6= 0.
由于包含 p+ (x) 的素理想只有 m, 定理 3.3.3 说明 R/(p+ (x)) 是 Artin 环, 因而

是有限长度 R-模 (定理 3.3.1); 其合成因子皆同构于 κ(m). 假如 Extn+1
R (κ(m),M) = 0,

则考虑合成列可见 Extn+1
R (R/(p+ (x)),M) = 0, 矛盾.

命题 10.4.6 设 R 为 Noether 环, M 为有限生成 R-模. 设 p ( q 为 R 的素理想. 若它
们能置入素理想列

p = p0 ( · · · ( pr = q,

使得该列无法以插项来加细, 则

depthqRq
(Mq) ≤ depthpRp

(Mp) + r

≤ depthpRp
(Mp) + dimRq/pRq.

证明 处理第一个不等式即可. 鉴于分段局部化 (1.7.4), 问题简化到特例 r = 1.
当 p /∈ Supp(M) 时断言平凡. 以下设 p ∈ Supp(M), 因而 q ∈ Supp(M) 而 n :=

depthpRp
Mp ∈ Z≥0. 此时 ExtnRp

(κ(p),Mp) 6= 0, 代入引理 10.4.5 知

Extn+1
Rq

(κ(q),Mq) 6= 0,

故 depthqRq
(Mq) ≤ n+ 1. 证毕.

注意到当 p ( q 给定, 命题 10.4.6 中的素理想列总是存在, 这是定理 7.2.8 对局部
环 Rq/pRq 的应用.

推论 10.4.7 在命题 10.4.6 的场景中, 设 p ∈ Supp(M), 则

dimMq − depthqRq
(M) ≥ dimMp − depthpRp

(M).

证明 此时也有 q ∈ Supp(M), 断言中的所有量都是整数. 等同 Mp 和 (Mq)pRq
, 则引

理 7.1.4 (iii) 和引理 7.1.7 (ii) 蕴涵

dimMp + dimRq/pRq = codim (V (pRq) , Supp(Mq)) + dimRq/pRq

= ht (pRq/ann(Mq)) + dimRq/pRq

≤ dimRq/ann(Mq) = dimMq.

结合命题 10.4.6 以完成证明.
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推论 10.4.8 设 (R,m) 为 Noether 局部环, M 为有限生成非零 R-模, 则

depthm(M) ≤ inf
p∈Ass(M)

dimR/p.

特别地, depthm(M) ≤ dimM .

证明 回忆到 Ass(M) 6= ∅. 若 p ∈ Ass(M) 则 pRp ∈ Ass(Mp) (引理 3.4.4 (i)), 故
例 10.4.4 说明 depthpRp

(Mp) = 0. 代入命题 10.4.6 (取 q = m) 即得 depthm(M) ≤
dimR/p.

特别地, 若 Noether 局部环 (R,m) 上的有限生成模 M 满足 dimM = 0, 则自动有
depthmM = 0.

10.5 Cohen–Macaulay性质
对于 Noether 局部环 (R,m) 和有限生成 R-模 M , 推论 10.4.8 说明 M 6= 0 时

depthm(M) ≤ dimM . 本节的兴趣在于等号成立的情形.

引理 10.5.1 设 (R,m)为Noether局部环. 若有限生成非零R-模M 满足 depthm(M) =

dimM , 则对所有 p ∈ Supp(M) 皆有 depthpRp
(Mp) = dimMp.

证明 推论 10.4.7 和 10.4.8 给出

dimM − depthm(M) ≥ dimMp − depthpRp
(Mp) ≥ 0.

明所欲证.

定义 10.5.2 (Cohen–Macaulay模和环) 设 R为 Noether环, M 为有限生成 R-模. 若
对所有 p ∈ Supp(M) 皆有

depthpRp
(Mp) = dimMp,

则称 M 为 Cohen–Macaulay 模.
若 R 作为 R-模是 Cohen–Macaulay 模, 则称 R 为 Cohen–Macaulay 环.

� 定义 10.5.2 的条件只需要对 Supp(M) ∩MaxSpec(R) 的元素来检验, 这是引理
10.5.1 的应用.

� 若 U 是 R 的乘性子集, M 是 Cohen–Macaulay R-模, 则 M [U−1] 是 Cohen–
Macaulay R[U−1]-模, 这是缘于局部化的传递性 (引理 1.7.8).

� 特别地, Cohen–Macaulay 环的局部化仍是 Cohen–Macaulay 环.

先为 Noether 局部环上的 Cohen–Macaulay 模确立若干初步性质.
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命题 10.5.3 设 (R,m) 为 Noether 局部环.

(i) 若 R 是正则局部环 (定义 10.2.3), 则 R 是 Cohen–Macaulay 环, 事实上 R 的任
何正则参数系 x1, . . . , xd 都给出 R-正则列.

反之, 若 x = [x1, . . . , xe] 是生成 m 的 R-正则列, 则 R 是满足 dimR = e 的正则
局部环, 以 x1, . . . , xd 为正则参数系.

(ii) 设 M 为有限生成 R-模, 则 M 是 Cohen–Macaulay R-模当且仅当其 m-进完备化
M̂ 是 Cohen–Macaulay R̂-模.

(iii) 设 ϕ : R→ S 为 Noether 局部环之间的满同态, 而 N 为有限生成 S-模, 则 N 是
Cohen–Macaulay S-模当且仅当它是 Cohen–Macaulay R-模.

证明 (i). 对于第一部分, 已知 d = dimR. 鉴于推论 10.4.8 的不等式, 说明正则参数
系 x1, . . . , xd 必为 R-正则列即可. 不妨设 d ≥ 1.

注意到 x1 6= 0而 R是整环 (定理 10.2.9). 引理 10.2.2蕴涵 R/(x1)是以 x2, . . . , xd

的像为正则参数系的正则局部环. 递归可知 x1, . . . , xd 是 R 的正则参数系.
至于第二部分, 命 d = dimR. 给定 x, 推论 10.4.8 给出 e ≤ d, 而定理 10.2.4 给出

d ≤ dimκ(m) m/m2 ≤ e. 综之 d = e 而 x 是正则参数系.
(ii). 回忆到 (R̂, m̂) 仍是 Noether 局部环, 而且 M = 0 ⇐⇒ M̂ = 0 (命题 8.5.4).

结合推论 8.5.5 和 10.4.3 (iv) 以完成证明.
(iii). 注意到 ϕ 是定义 1.11.7 所谓的局部同态. 由显然的环同构 R/annR(N)

∼→
S/annS(N) 可见 dimRN = dimS N . 另一方面, 由 N -正则列的定义易见 N 对 S 和 R

的深度相同.

定理 10.5.4 设 (R,m) 为局部环, M 6= 0 为 Cohen–Macaulay R-模.

(i) 对所有 p ∈ Ass(M) 皆有 dimR/p = dim(M).

(ii) 对所有真理想 I 皆有 dimM/IM + depthI(M) = dimM .

(iii) 对于元素列 x = [x1, . . . , xr], 以下等价:

(a) x 是 M -正则列,

(b) dimM/xM + r = dimM .

(iv) 设 x = [x1, . . . , xr] 是 M -正则列, 则 x 极长当且仅当 (x1, . . . , xr) 是 M 的参数理
想 (定义 7.2.1).

证明 (i). 由 Supp(M) =
⋃

p∈Ass(M) V (p) 知 dimR/p ≤ dim Supp(M) = dimM , 而推
论 10.4.8 给出 depthmM ≤ dimR/p.
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(ii). 对 depthI(M) 递归. 若 depthI(M) = 0 则例 10.4.4 给出 p ∈ Ass(M) 使得
I ⊂ p. 此时引理 2.4.8 (iii) 给出

Supp(M/IM) = V (I) ∩ Supp(M) ⊃ V (p),

故等同有限生成 R-模和拓扑空间的 Krull 维数可见
dimM ≥ dimM/IM = dim Supp(M/IM) ≥ dimV (p)

= dimR/p
(i)

dimM.

若 depthI(M) > 0, 取 x ∈ I 使得 M
x
M 为单而 M/xM 6= 0. 结合引理 7.2.6

第二部分和推论 10.4.3 (i), 问题可以化到 M/xM 的情形处理.
(iii). 取 I = (x1, . . . , xr). 由 jI(M) = depthI(M)和 (ii)可知 (b)等价于 jI(M) =

r, 故应用推论 9.7.9 知 (a) 和 (b) 等价.
(iv). 注意到 x 包含于 m. 由引理 7.1.7 (iii) 和参数理想的定义知 (x1, . . . , xr) 是

M 的参数理想当且仅当 dimM/xM = 0; 根据 (iii), 这又相当于 r = dimM , 也相当于
x 极长.

接着考察一般的 Noether 环.

引理 10.5.5 设 R 为 Noether 环, M 为有限生成 R-模, x 为 M -正则列.

(i) 若 M 是 Cohen–Macaulay 模, 则 M/xM 亦然.

(ii) 设 R 为局部环, 则 M/xM 是 Cohen–Macaulay R-模 (或 R/xR-模, 见命题 10.5.3
(iii)) 当且仅当 M 亦然.

证明 先考虑 (ii) 的场景. 结合推论 10.4.3 (i) 与定理 10.5.4 (iii), 可见 M 是 Cohen–
Macaulay 模当且仅当 M/xM 亦然.

对于 (i) 的场景, 考虑任意 p ∈ Supp(M/xM) ⊂ Supp(M), 则 Mp 是 Cohen–
Macaulay模,而 x的像 xp是Mp-正则列,代入 (ii)可见 (M/xM)p是 Cohen–Macaulay
Rp-模.

定理 10.5.6 设 R 为 Noether 局部环, 而且存在满足 Supp(M) = Spec(R) 的 Cohen–
Macaulay 模 M , 则:

(i) 所有 R 中的极长 (亦即无法再插项) 的素理想链 p0 ( · · · ( pn 都有相同的长度
n = dimR;

(ii) R 是等维环 (定义 7.1.8);

(iii) 对所有素理想 p 都有 dimR = dimRp + dimR/p;

(iv) R 是悬链环 (定义 7.10.1);
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(v) 前提中的 M 对所有真理想 I 皆满足 depthI(M) = ht(I).

证明 (ii) 和 (iii) 是 (i) 的简单结论. 以下对 dimR 递归证明 (i). 当 dimR = 0 时
问题是平凡的. 设 dimR > 0, 则也必然有 n > 0. 素避性质 (命题 1.1.3) 说明存在
x ∈ p1 使得 x 不包含于任何极小理想. 兹断言可取到 n ∈ Z≥1, 以 xn 代 x 后可要求
p1 ∈ AssR(M/xM).

注意到 p0 是 Supp(M) = Spec(R) 对 ⊂ 的极小元, 故 x /∈ p0 而 p0 ∈ AssR(M).
取子模 N ⊂ M 使得 N ' R/p0. 定理 4.6.4 给出 n ∈ Z≥1 使得 N ∩ xnM ⊂ xN . 记
N ⊂M/xnM 为 N 的像, 则有满同态

N ↠ N/xN ' R/(p0 + (x))↠ R/p1.

上式表明 p1 ∈ Supp(N). 由 p0+(xn) ⊂ ann(N) 可知 p1 是 Supp(N) = V (ann(N)) 对
⊂ 的极小元, 故 p1 ∈ AssR(N) ⊂ Ass(M/xnM). 断言得证.
按上述方式取 x. 等同 Spec(R/(x)) 与 V (x) ⊂ Spec(R), 则 AssR(M/xM) =

AssR/(x)(M/xM) (命题 3.4.6 (vi)). 注意到 x 非 R 的零因子, 引理 7.2.6 遂导致
dimR/(x) = dimR−1. 引理 10.5.5 (i)表明 M/xM 是 Cohen–Macaulay R/(x)-模, 而

Supp(M/xM) = Supp(M) ∩ V (x) = Spec(R/(x)).

定理 10.5.4 (i) 遂说明 p1/(x) 是 R/(x) 的极小理想, 而

p1/(x) ( · · · ( pn/(x)

是 R/(x) 的极长素理想链. 递归假设给出 n− 1 = dimR/(x)− 1 = dimR− 1.
(iv). 命题 7.10.3 表明对所有素理想 p ⊂ q 证 ht(q) = ht(p) + ht(q/p) 即可. 局

部化保持关于 M 的条件, 故不妨设 R 是以 q 为极大理想的局部环, 问题化为证
dimR = ht(p) + dimR/p, 此即 (iii).

(v). 回忆到 ht(I) := infp⊃I ht(p), 而推论 10.4.3 (iii) 表明

depthI(M) = inf
p⊃I

depthpRp
(Mp).

但 Mp 是满足 Supp(Mp) = Spec(Rp) 的 Cohen–Macaulay Rp-模, 因此 ht(p) =

dimRp = dimMp = depthpRp
(Mp).

定理 10.5.6 的前提在 R 为 Cohen–Macaulay 环时成立 (取 M = R).

推论 10.5.7 设 Noether 局部环 R 为 Cohen–Macaulay 环, 则对所有真理想 I 都有
ht(I) + dim(R/I) = dimR.

证明 定理 10.5.4 (ii) 给出 dimR/I + depthI(R) = dimR, 代入定理 10.5.6 (v).
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依此可给出 Cohen–Macaulay 环的一则刻画, 对局部和非局部情形一体适用. 对于
Noether 环 R 的真理想 I, 如果 AssR(R/I) 的元素都是 (V (I),⊂) 的极小元, 则称 I 为
非混合理想2).

定理 10.5.8 Noether环 R 是 Cohen–Macaulay环当且仅当对于所有真理想 I ⊂ R, 若
I 可由 ht(I) 个元素生成, 则 I 是非混合的.

证明 对于 “仅当” 方向, 问题易化到 R 为局部环的情形来讨论. 设 I = (x1, . . . , xr),
其中 r := ht(I). 推论 10.5.7 说明 dimR/I + r = dimR, 故定理 10.5.4 (iii) 说明
x = [x1, . . . , xr] 是 R-正则列. 引理 10.5.5 说明 R/I 是 Cohen–Macaulay 模, 而定理
10.5.4 (i) 给出所求的非混合性质.

对于 “当” 的方向, 考虑 R 的素理想 p, 命 r := ht(p). 按推论 7.3.2 的方式取
x1, . . . , xr ∈ p 使得:

� ht((x1, . . . , xi)) = i, 特别地 (x1, . . . , xi) 非混合;

� 当 i < r 时 xi+1 不属于 V ((x1, . . . , xi))的任何极小元,因而非混合性质蕴涵 xi+1

不属于 Ass(R/(x1, . . . , xi)) 的任何元素.

基于零因子和相伴素理想的关系 (命题 3.4.6 (ii)), 推得 x = [x1, . . . , xr] 是包含于 p 的
R-正则列, 而

r ≤ depthp(R) ≤ depthpRp
(Rp) ≤ dimRp = ht(p) = r.

因此 Rp 是 Cohen–Macaulay 环.

定理 10.5.6 (iv) 可以进一步强化, 为此需要以下事实.

定理 10.5.9 设 R 为 Noether 环, n ∈ Z≥0 而 M 为 Cohen–Macaulay R-模, 则
R[X1, . . . , Xn]⊗

R
M 是 Cohen–Macaulay R[X1, . . . , Xn]-模.

证明 处理 n = 1 情形足矣. 命 M [X] := R[X] ⊗
R
M , 给定 R[X] 的极大理想 m 使得

M [X]m 6= 0, 命 p := m ∩R, 则 M [X]m ' R[X]m ⊗
Rp

Mp, 故 Mp 6= 0.

取 Mp-正则列 x = [x1, . . . , xd] 使得 d = dimMp. 命

Q :=M [X]m/xM [X]m ' R[X]m ⊗
Rp

Mp/xMp.

注意到 x 包含于 p ⊂ m, 故 Q 6= 0. 又因为 Rp → Rp[X] 和 Rp[X] → R[X]m 皆平坦,
故 Rp → R[X]m 平坦; 综上, x 也是 M [X]m-正则列.

2)一些文献对非混合理想的定义更严格, 要求 AssR(R/I) 的元素有相同高度.
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根据引理 10.5.5 (ii), 证明 Q 是 Cohen–Macaulay 模即可说明 M [X]m 是 Cohen–
Macaulay 模. 记 κ := κ(p), 兹断言

Supp(Q) = {q ∈ SpecR[X] : q ∩R = p}
' Spec(κ[X]).

诚然, x 是极长 Mp-正则列, 故 depthpRp
(Mp/xMp) = 0 而 pRp ∈ AssRp

(Mp) (例
10.4.4), 而定理 10.5.4 (i) 进一步给出 AssRp

(Mp) = {pRp}. 于是 Supp(Mp) = {pRp}.
因为 Rp → R[X]m 平坦, 运用命题 1.10.10, 引理 2.4.5 和命题 5.2.6 比较支集即得断言
的等式, 其下的同构则来自命题 1.11.8.

上述断言导致 depthR[X]m(Q) ≤ dimQ ≤ 1. 问题化为说明存在 Q 的非零因子
f ∈ m. 观察到 m 对应到 κ[X] 的极大理想, 后者必包含 f ∈ κ[X]r {0} 使得其最高次
系数可逆; 取 f 的原像 f ∈ m, 则 f 的最高次系数 /∈ p. 由此可见 f 在

Rp[X] ⊗
Rp

(Mp/xMp) =
⊕
k≥0

(
Xk ⊗Mp/xMp

)

上的乘法作用是单射, 故 Q
f
Q 亦单. 证毕.

推论 10.5.10 设 Noether环 R为 Cohen–Macaulay环,则 R是泛悬链环 (定义 7.10.4).

证明 对所有 n ∈ Z≥0, 定理 10.5.9 说明 R[X1, . . . , Xn] 仍是 Cohen-Macaulay 环, 因
而是悬链环 (命题 7.10.6 + 定理 10.5.6 (iv)).

推论 10.5.11 Noether 完备局部环必为泛悬链环.

证明 推论 8.6.11 说明 Noether 完备局部环是正则局部环的商, 而命题 10.5.3 (i) 说明
正则局部环是 Cohen–Macaulay 环.

10.6 Serre正规性判准
本节的环 R 均默认为非零环.

定义 10.6.1 以下考虑关于环 R 和 R-模 M 的两类条件. 设 k ∈ Z≥0.

▷ Rk 对所有满足 ht(p) ≤ k 的素理想 p, 环 Rp 皆是正则局部环.

▷ Sk(M) 对所有素理想 p ∈ Supp(M) 皆有 depthpRp
(Mp) ≥ min {k, dimMp}.

对于 M = R 的特例, 简记 Sk(R) 为 Sk, 它等价于 R 的所有素理想 p 皆有

depthpRp
(Rp) ≥ min {k, ht(p)} .
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上述条件一般只对 Noether 环及其上的有限生成模来考虑. 回忆到 ht(p) 等同于
V (p) 在拓扑空间 Spec(R) 中的余维数, 见 §7.1; 条件 Rk 可理解为余维数 ≤ k 时的正
则性. 条件 Sk(M) 则被称为对 M 的 Serre 条件.

� 对所有 k, 显然有

Rk+1 =⇒ Rk, Sk+1(M) =⇒ Sk(M),

而当 k ≥ dimR 时 Rk+1 ⇐⇒ Rk 且 Sk+1(M) ⇐⇒ Sk(M).

� 其次, 缘于局部化的传递性 (引理 1.7.8), 对任何乘性子集 U /∈ 0 的局部化保持条
件 Rk 和 Sk(M).

命题 10.6.2 设 R 为 Noether 环, M 为有限生成 R-模, 则 Sk(M) 对所有 k 成立的充
要条件是 M 为 Cohen–Macaulay 模.

证明 设 p ∈ Supp(M). 由于 dimMp ≥ depthpRp
(Mp) (推论 10.4.8), 当 k ≥ dimMp

时 Sk(M) 等价于 depthpRp
(Mp) = dimMp.

以下探究一些 k 较小的情形.

命题 10.6.3 设 R 为 Noether 环, 则 R0 成立当且仅当 Rp 对 R 的所有极小素理想 p

都是域.

证明 应用例 10.2.10.

命题 10.6.4 设 R 为 Noether 环, M 为有限生成 R-模, 则 S0(M) 总是成立, 而 S1(M)

成立当且仅当 AssR(M) 的元素恰是 (Supp(M),⊂) 的极小元; 换言之, S1(M) 等价于
AssR(M) 不含嵌入素理想 (注记 3.4.7).

证明 考虑 p ∈ Supp(M). 既然 depthpRp
(Mp) ≥ 0 恒成立, S0(M) 亦然. 其次, S1(M)

相当于要求 dimMp ≥ 1 时 depthpRp
(Mp) 6= 0, 而例 10.4.4 表明这等价于当 p 非极小

时 pRp /∈ AssRp
(Mp); 鉴于命题 3.4.6 (iii), 后者等价于 p /∈ AssR(M).

结合命题 10.6.2 与 10.6.4 可见对于 Cohen–Macaulay 环, AssR(R) 的元素恰是极
小素理想.

下面是既约 Noether 环的一则刻画, 其论证涉及 §3.5 探讨的准素分解.

命题 10.6.5 设 R 为 Noether 环, 则 R 既约当且仅当它满足 R0 和 S1.

证明 基于先前的结论, R0 和 S1 分别等价于要求 Rp 对 R 的所有极小素理想 p 都是
域, 以及 AssR(R) 的元素恰是 R 的极小素理想.

“仅当” 方向是引理 2.9.2 和推论 3.5.7 的综合. 以下处理 “当” 的方向.
以定理 3.5.9 取极小准素分解 0 =

⋂m
j=1 Ij , 其中 I1, . . . , Im 是 R 的理想, 使得

AssR(R/Ij) = {pj} 是相异独点集, 且 AssR(R) = {p1, . . . , pm}. 条件表明每个 pj 皆
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极小而 Rpj
是域. 推论 3.5.8 表明 Ij = ker

[
R→ Rpj

]
, 这是包含于 pj 的素理想, 故

Ij = pj . 综上可得 0 =
⋂m
j=1 pj , 从而 nil(R) = 0.

行将证明的定理 10.6.7 被称为 Serre 的正则性判准. 我们需要一则性质: 设 R 为
Noether 环而 t ∈ R 非零因子, 则 ht((t)) = 1, 详见定理 7.3.1 和引理 7.3.4.

引理 10.6.6 Noether 环 R 满足 S2 当且仅当:

� 所有 p ∈ AssR(R) 均满足 ht(p) = 0;

� 若 t ∈ R 非零因子, 则所有 p ∈ AssR(R/(t)) 均满足 ht(p) = 1.

证明 设 S2 成立. 命题 10.6.4 说明所有 p ∈ AssR(R) 皆满足 ht(p) = 0. 其次
考虑非零因子 t 和 R 的素理想 p ∈ AssR(R/(t)). 观察到 Rp

t
Rp 仍为单, 而

pRp ∈ AssRp
(Rp/(t)). 引理 9.7.6 蕴涵 depthpRp

(Rp/(t)) = 0, 推论 10.4.3 (i) 进而蕴涵
depthpRp

(Rp) = 1. 条件 S2 遂导致 ht(p) ≤ 1, 然而 t ∈ p 蕴涵 ht(p) ≥ 1.
反之设断言中的性质成立, 以下说明对所有素理想 p 和 i ∈ {1, 2} 皆有

ht(p) ≥ i =⇒ depthpRp
(Rp) ≥ i.

观察到 i = 1 时的蕴涵关系不外是 S1, 命题 10.6.4 (取 M = R) 说明其成立. 以
下考虑 i = 2 情形. 设 ht(p) ≥ 2. 假如 depthpRp

(Rp) ≤ 1, 则推论 10.4.3 (iii) 蕴涵
depthp(R) ≤ 1, 分两种情形讨论.

� 若 depthp(R) = 0 则存在 p′ ⊃ p 使得 p′ ∈ AssR(R) (例 10.4.4), 但断言中的条件
蕴涵 ht(p) ≤ ht(p′) = 0, 矛盾.

� 若 depthp(R) = 1 则存在 R 的非零因子 x 使得 depthp(R/(x)) = 0 (推论 10.4.3
(i)). 先前的论证给出 p′ ⊃ p 使得 p′ ∈ AssR(R/(x)), 但断言中的条件蕴涵
ht(p) ≤ ht(p′) = 1, 矛盾.

综上易见 R 满足 S2.

定理 10.6.7 (J.-P. Serre) 设 R 为 Noether 环, 则 R 是有限多个正规整环 (定义 6.3.1)
的直积当且仅当 R 满足 R1 和 S2.

证明 从 “仅当” 方向入手. 设 R = R1 × · · · × Rn, 其中每个 Ri 都是正规整环; 注意
到 Ri 自动是 Noether 环. 回忆 §1.2 结尾的内容: Spec(R) 是 Spec(R1), . . . , Spec(Rn)
的无交并, pi ∈ Spec(Ri) 对应 R 的素理想

p = R1 × · · · × pi

第 i 项
× · · · ×Rn,

而 ht(p) = ht(pi). 相应地,

AssR(R/(t)) =
n⊔
i=1

AssRi
(Ri/(ti)), t = (t1, . . . , tn) ∈ R.
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鉴于引理 10.6.6, 这就将 S2 的验证化约到每个 Ri 上, 从而由引理 10.2.13 料理.
另一方面, 局部化保持正规性 (命题 6.2.3), 命题 10.2.14 蕴涵 R1 对每个 Ri 成立,

因而对 R 成立.
现在处理 “当” 的方向. 设 R 满足 R1 和 S2, 则它也满足 R0 和 S1, 故命题 10.6.5

说明 R 既约. 对所有非零因子 t ∈ R 和 p ∈ AssR(R/(t)), 从 S2 知 ht(p) = 1, 而从 R1

配合命题 10.2.14 知 Rp 是正规整环.
将 R 嵌入其全分式环 Frac(R). 兹断言 R 在 Frac(R) 中整闭. 若 α ∈ Frac(R) 在

R 上为整元, 则对于所有非零因子 t ∈ R 以及 p ∈ AssR(R/(t)), 它在 Frac(Rp) 中的像
αp 在 Rp 上为整元; 已知 Rp 是正规整环, 故 αp ∈ Rp. 代入命题 3.4.12 知 α ∈ R. 断
言得证.

于是 R 是既约正规 Noether 环. 应用命题 6.3.5 完成证明.

10.7 平坦性和深度的关系
先来探讨平坦性和正则列的关系.

引理 10.7.1 设 (R,m) → (S, n) 为 Noether 局部环之间的局部同态, M 为平坦 R-模,
N 为有限生成 S-模. 若 R-模同态 f : N → M 诱导单同态 f1 : N/mN → M/mM , 则
f 是单同态, 而且 M/ im(f) 是平坦 R-模.

证明 对所有 n ≥ 1 有行正合交换图表

mn/mn+1 ⊗
R
N N/mn+1N N/mnN 0

0 mn/mn+1 ⊗
R
M M/mn+1M M/mnM 0;

id⊗f fn+1 fn

注意到 mn/mn+1 ⊗
R
M ' mn/mn+1 ⊗

R/m
M/mM , 以 N 代 M 亦同, 左侧竖直箭头依

此等同于 id ⊗ f1, 故单. 由此递归地从蛇形引理推得每个 fn 皆为单. 于是 ker(f) ⊂⋂
nm

nN ⊂
⋂
n n

nN = 0 (定理 3.7.1).

下一步是说明 M/ im(f) 平坦, 对所有真理想 I ⊂ R 考虑 0 → N
f
M →

M/ im(f)→ 0 诱导的正合列

TorR1 (R/I,M)→ TorR1 (R/I,M/ im(f))→ N/IN
f
M/IM, f = f mod I,

其左端为零, 问题归结为证 f 单. 观察到 R/I → S/IS 仍是局部环之间的局
部同态, M/IM 仍是平坦 R/I-模, 而 f1 等同于 f1. 上一步蕴涵 f 单. 因此
TorR1 (R/I,M/ im(f)) = 0, 证毕.
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命题 10.7.2 设 (R,m) → (S, n) 为 Noether 局部环之间的局部同态, N 为有限生成
S-模, 而且它作为 R-模平坦. 若 S 的元素列 x = [x1, . . . , xr] 是 N/mN -正则列, 则它
是 N -正则列, 而且 N/xN 作为 R-模平坦.

证明 问题即刻简化到 r = 1 而 x = [x] 的情形. 在引理 10.7.1 中代入 M = N , 并将
f : N → N 取为 f(y) = xy 即可.

命题 10.7.3 设 (R,m) 和 (S, n) 为 Noether 局部环, R → S 为局部同态, M 和 N 分
别是 R-模和 S-模, 皆有限生成且非零, 并要求 N 作为 R-模平坦. 此时 M ⊗

R
N 6= 0 而

depthn

(
M ⊗

R
N

)
= depthm(M) + depthn (N/mN) .

证明 首先说明 S-模 M ⊗
R
N 非零: 它和 S/n 的张量积同构于 M/mM ⊗

R/m
N/nS, 但

M/mM 和 N/nS 皆非零.
对 n := depthm(M) + depthn (N/mN) 递归论证. 若 n = 0, 则例 10.4.4 蕴涵存

在 z ∈ M 使得 annR(z) = m, 存在 y ∈ N/mN 使得 annS(y) = n. 任取 y 的代表元
y ∈ N . 从 z 对应的 R/m ↪→M 和 N 的平坦条件得到单同态 N/mN ↪→M ⊗

R
N , 它映

y 为 z ⊗ y, 故 annS(z ⊗ y) = n, 而例 10.4.4 给出 depthn(M ⊗
R
N) = 0.

接着设 min{n, depthn(N/mN)} ≥ 1. 此时存在 x ∈ n 使之非 N/mN 的零因子,
推论 10.4.3 (i) 蕴涵

depthn(N/(nN + xN)) = depthn(N/mN)− 1.

另一方面, 对自同态 N
x
N 应用命题 10.7.2可知其为单, 而且 N/xN 仍是平坦 R-模,

搭配递归假设可得

depthn

(
M ⊗

R
(N/xN)

)
= depthm(M) + depthn(S/(nS + xS)),

TorR1 (M,N/xN)

=0

→M ⊗
R
N

x
M ⊗

R
N →M ⊗

R
(N/xN)→ 0 正合.

依推论 10.4.3 (i), 第二式给出 depthn(M ⊗
R
N) = depthn(M ⊗

R
(N/xN)) + 1. 由此推得

所求等式.
最后设 n ≥ 1 而 depthn(N/mN) = 0. 此时 depthm(M) > 0, 故存在 x ∈ m 使之

非 M 的零因子, 又由 N 平坦知 x 非 M ⊗
R
N 的零因子. 推论 10.4.3 (i) 蕴涵

depthm(M/xM) = depthm(M)− 1,

depthn

(
(M/xM)⊗

R
N

)
= depthn

(
M ⊗

R
N

)
− 1.

和先前一样从递归假设推得所求等式.
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推论 10.7.4 设 (R,m) 和 (S, n) 为 Noether 局部环, R→ S 为平坦局部同态, M 为有
限生成非零 R-模, 则:

(i) dimSM ⊗
R
S = dimRM + dimSM ⊗

R
(S/mS);

(ii) depthn

(
M ⊗

R
S

)
= depthm(M) + depthn

(
M ⊗

R
(S/mS)

)
;

(iii) M ⊗
R
S 是 Cohen–Macaulay S-模当且仅当 M 是 Cohen–Macaulay R-模且 M ⊗

R

(S/mS) 是 Cohen–Macaulay S/mS-模.

证明 (i). 首先将 R (或 S) 对 ann(M) (或 ann(M ⊗
R
S) = Sann(M), 见命题 5.2.6)

取商, 化约到 ann(M) = 0 且 ann(M ⊗
R
S) = 0 的情形. 所求等式归结为推论 7.4.4 (i)

已有的
dimS = dimR+ dimS/mS.

(ii) 是命题 10.7.3 在 N = S 时的特例.
由于深度不超过维数 (推论 10.4.8), 断言 (iii) 是 (i) 和 (ii) 的综合, 但需要对

M ⊗
R
(S/mS) 应用命题 7.4.4 (iii).

在适当条件下, 从推论 10.7.4 (i) 的维数公式 (取 M = R) 也能反推平坦性, 细说
如下.

命题 10.7.5 设 (R,m) 和 (S, n) 为 Noether 局部环, R→ S 为局部同态. 若 R 是正则
局部环, N 是非零 Cohen–Macaulay S-模, 而且

dimS N = dimR+ dimS/mS N/mN,

则 N 是平坦 R-模.

证明 对 d := dimR 递归论证. 若 d = 0 则 R 是域, 一切平凡. 以下设 d ≥ 1. 取
x ∈ m r m2, 注记 10.2.5 确保 R := R/(x) 是 d − 1 维正则局部环. 命 N = N/xN ,
S = S/xS. 命题 7.4.3 给出

dimS N ≤ dimR+ dimS/mS N/mN ; (10.7.1)

严格来说, 该处只是特例 N = S, 但将 S 对 ann(N) 取商可得 (10.7.1) 的一般情形. 基
于引理 7.2.6 推得

dimS N ≤ dimS N + 1 ≤ dimR+ dimS/mS N/mN + 1

= dimR+ dimS/mS N/mN.

其左右两端相等, 因此 (10.7.1) 中等号成立, 而 dimS N = dimS N − 1; 根据 Cohen–
Macaulay 条件和定理 10.5.4 (iii), 后一等式又蕴涵 N

x
N 单.
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于是引理 10.5.5 (ii) 蕴涵 N 是 Cohen–Macaulay S-模, 而 (10.7.1) 等号成立, 递归
假设遂说明 N 是平坦 S-模. 回忆到 N

x
N 单蕴涵 TorS1 (S,N) = 0 (引理 5.4.1), 故

平坦性的局部判准 (定理 5.8.3) 表明 N 是平坦 S-模.

以上结论常应用于 N = S 的情形.

10.8 同调维数
我们在 §9.6 以同调工具引入了环的内射维数, 投射维数和整体维数. 这些概念也

适用于非交换环, 乃至于有足够内射和投射对象的 Abel 范畴. 然而本节的结论则属交
换环论独有.

以下选定环 R.

引理 10.8.1 给定R-模N . 设 n ∈ Z≥0,则 inj.dim(N) ≤ n当且仅当 Extn+1
R (R/I,N) =

0 对所有理想 I 成立.

证明 处理 “当” 的方向即可. 将任意内射解消 0 → N → J• 在第 n 项截断, 得到
正合列

0→ N → J0 → · · · → Jn−1 → K → 0,

其中 K = im[Jn−1 → Jn], 当 n = 0 时规定 K = N . 证 K 是内射模即可. 反复
应用同调论中的移维技巧 [8, 命题 3.12.9], 可对所有理想 I 得到 Ext1R(R/I,K) '
Extn+1

R (R/I,N) = 0. 考虑 0 → J → R → R/J → 0 对 Ext 函子诱导的长正合列, 可
推得任何同态 J → K 都能延拓为 R→ K, 而这又蕴涵 K 内射, 见 [7, 命题 6.9.10].

上述结论相当于说在 inj.lim(N) 的定义中, 在 Ext 函子的第一个变元考虑形如
R/J 的模足矣.

引理 10.8.2 设 R→ S 为环同态, M 为 R-模, N 为 S-模.

(i) 若 R→ S 平坦, 则 proj.dimS

(
S ⊗
R
M

)
≤ proj.dimR (M).

(ii) 若 S 作为 R-模投射, 则 proj.dimR(N) ≤ proj.dimS(N).

证明 (i). 设 M 有长度 ≤ n 的投射解消 P• →M → 0, 则 S ⊗
R
M 有长度 ≤ n 的投射

解消 S ⊗
R
P• → S ⊗

R
M → 0.

(ii). 设 N 有长度 ≤ n 的投射解消 Q• → N → 0, 则每个 Qi 都是自由 S-模的直
和项, 因而也是自由 R-模的直和项, 故给出 R 上长度 ≤ n 的投射解消.

命题 10.8.3 以下设 R 为非零 Noether 环, M 为有限生成 R-模, N 为任意 R-模.
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(i) 设 U 为 R 的乘性子集, 则

inj.dimR[U−1](N [U−1]) ≤ inj.dimR(N),

proj.dimR[U−1](M [U−1]) ≤ proj.dimR(M),

gl.dim(R[U−1]) ≤ gl.dim(R).

(ii) 让 m 遍历 R 的极大理想, 则

inj.dimR(N) = sup
m

inj.dimRm
(Nm),

proj.dimR(M) = sup
m

proj.dimRm
(Mm),

gl.dim(R) = sup
m

gl.dim(Rm).

(iii) 从 Spec(R) 到 Z≥0 t {+∞} 的映射 p 7→ proj.dim(Mp) 是上半连续的, 换言之
{p : proj.dim(Mp) ≤ m} 对所有 m ∈ Z≥0 t {+∞} 皆开.

证明 (i). 对于第一个不等式, 以引理 10.8.1 刻画 inj.dim, 并且回忆到 R[U−1] 的理想
都形如 J [U−1], 其中 J 是 U 的理想 (1.7.2), 而且引理 9.6.3 对所有 i 给出

ExtiR[U−1]

(
R[U−1]/J [U−1], N [U−1]

)
' ExtiR (R/J,N) [U−1].

对于第二个不等式, 改用引理 9.6.2 给出的

ExtiR[U−1]

(
M [U−1], L

)
' ExtiR(M,L),

其中 L 是任意 R[U−1]-模, 在右式视为 R-模. 对第一个不等式两边取 sup 便是第三个
不等式. 另一种方法是应用引理 10.8.2 (i).
鉴于引理 2.4.1, 同理可证 (ii).
(iii). 设 p 为素理想, n := proj.dim(Mp). 我们寻求 p 在 Spec(R) 中的开邻域 V 使

得 q ∈ V 蕴涵 proj.lim(Mq) ≤ n. 显然可设 n 6= +∞. 取 M 的投射解消 P• →M → 0,
使得每个 Pi 都是有限生成投射模. 在第 n 项作截断给出正合列

0→ Q→ Pn−1 → · · · → P0 →M → 0,

其中 Q = ker[Pn → Pn−1], 在 n = 0 时规定 Q = M ; 注意到 Q 是有限展示 R-模. 局
部化保持上述投射解消和正合列, 移维给出

Ext1Rp
(Qp, ·) ' Extn+1

Rp
(Qp, ·) = 0,

故 Qp 是有限生成投射 Rp-模, 因而是有限秩自由模 (命题 5.7.2), 记其秩为 k.
兹断言存在 f ∈ R r p 使得 Q[f−1] ' R[f−1]⊕k, 这表明所求的开邻域 V 可取为

D(f). 论证是标准的: 取互逆的 Rp-模同态 α : Qp ⇆ R⊕kp : β, 由于 Q 是有限展示模,
通分后可取到 f0 ∈ Rr p 使得 α 和 β 来自 Q[f−10 ]⇆ R[f−10 ]⊕k; 两者的合成未必都是
恒等, 但适当取 f1 ∈ Rr p 并 f := f0f1 代 f0 可解决这一问题.
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现在来具体描述多项式环的整体维数.

引理 10.8.4 设 R 为环, M 为 R[X]-模, 则:

(i) proj.dimR(M) ≤ proj.dimR[X](M) ≤ proj.dimR(M) + 1;

(ii) 若 X 非 M 的零因子, 则 proj.dimR(M/XM) ≤ proj.dimR[X](M);

(iii) 若 X ∈ annR[X](M), 则 proj.dimR[X](M) = proj.dimR(M) + 1.

证明 (i). 第一个不等式来自引理 10.8.2 (ii), 第二个不等式来自 R[X]-模短正合列

0→ R[X]⊗
R
M

ψ
R[X]⊗

R
M

φ
M → 0,

ψ(f ⊗m) = Xf ⊗m− f ⊗Xm, ϕ(f ⊗m) = fm.

对 Ext•R[X](·, Q) 诱导的长正合列 (Q 是任意 R[X]-模) 以及引理 9.6.2.
(ii). 不妨设 M 6= 0 且 d := proj.dimR[X](M) < +∞, 对之递归论证. 若 d = 0 则

M (或 M/XM) 是投射 R[X]-模 (或 R-模). 以下设 d ≥ 1. 任取短正合列 0 → M ′ →
L → M → 0, 其中 L 是自由 R[X]-模. 乘以 X 给出此列的自同态, 应用蛇形引理遂有
R-模短正合列

0→M ′/XM ′ → L/XL→M/XM → 0.

注意到 M ′ 非零, X 非 M ′ 的零因子, 而 proj.dimR[X](M
′) < d; 递归假设说明

proj.dimR(M
′/XM ′) < d, 同时 L/XL 自由. 综上易得 proj.dimR(M/XM) ≤ d.

(iii). 仍可设 M 6= 0 而 d := proj.dimR[X](M) < +∞; 此时 d > 0. 对于上一步的
短正合列, 蛇形引理给出 R-模正合列

0→M →M ′/XM ′ → L/XL→M → 0.

命 N = ker[L/XL ↠ M ]; 由于 L/XL 自由, (i) 蕴涵 proj.dimR(N) < d. 从短正合列
0→M →M ′/XM ′ → N → 0 可知当 k ≥ d 而 Q 是任意 R-模时

ExtkR(M ′/XM ′, Q)→ ExtkR(M,Q)→ Extk+1
R (N,Q)

正合, 且右项为零; 因为 X 非 M ′ 的零因子, (ii) 蕴涵 proj.dimR(M
′/XM ′) < d, 上式

左项亦为零.
综上可得 proj.dimR(M) < d, 但 (i) 又给出 proj.dimR(M) ≥ d− 1.

定理 10.8.5 对所有环 R 和 n ∈ Z≥0 皆有 gl.dim(R[X1, . . . , Xn]) = n+ gl.dim(R).

证明 处理 n = 1 即可. 引理 10.8.4 (i) 蕴涵 gl.dim(R[X]) ≤ gl.dim(R) + 1. 另
一方面, 给定 R-模 M , 以 f · m := f(0)m 作成 R[X]-模, 则引理 10.8.4 (iii) 蕴涵
proj.dimR[X](M) = proj.dimR(M) + 1, 这给出 gl.dim(R[X]) ≥ gl.dim(R) + 1.
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接着要求 R 是 Noether 环. 给定有限生成 R-模 M , 先来回顾如何构造每一项均
为有限秩的自由解消 F• →M → 0.

1. 取 M 的生成元 x1, . . . , xk0 . 相应地有 F0 := R⊕k0 和满同态 F0

d0
M , 映标准基

中的 ei 为 xi. 命 M0 = ker(d0), 这仍是有限生成 R-模.

2. 取 M0 的一列生成元 x′1, . . . , x
′
k1

, 得到 F1 := R⊕k1 ↠M0 与相应的 d1 : F1 → F0

和 M1 := ker(d1).

3. 依此类推, 得到
· · · → Fi

di
Fi−1 → · · · →M → 0;

其中 Fi 是自由 R-模, ki := rkR(Fi) ∈ Z≥0, 而且 Mi := ker(di) ⊂ Fi 带有展示

Fi+2

di+2

Fi+1 →Mi → 0; (10.8.1)

规定 M−1 =M , 则上式对所有 i ≥ −1 成立.

以下聚焦于 (R,m)是 Noether局部环的情形,命 κ = R/m. 我们寻求 F• →M → 0

使其每一步都是最经济的. 第一步的 x1, . . . , xk0 生成 M 当且仅当其像 x1 . . . , xk0 生
成 M/mM (推论 2.3.5 (iii)), 因此最优取法是让 k0 = dimκM/mM 而 x1, . . . , xk0 是
κ-向量空间 M/mM 的基.

后续步骤的最优条件依然类似: 我们要求 Fi+1 ↠Mi 在取 (·)⊗
R
κ 后为同构.

注意到如果某一步给出 Fm = 0, 则后续的 Fm+1, Fm+2, . . . 全为零.

定义–命题 10.8.6 (极小自由解消) 对于 Noether 局部环 (R,m) 和有限生成 R-模 M ,
满足上述最优条件的解消称为 M 的极小自由解消, 它们具有以下唯一性: 给定极小自
由解消 F• →M → 0 和 G• →M → 0, 存在链复形范畴 Ch(R) 中的同构 F• ' G•.

证明 关于唯一性, 先来考察解消的第一步. 注意到 F0 = R⊕k0 = G0. 设 G0 ↠ M 的
取法来自 M/mM 的基 y1, . . . , yk0 及其代表元 y1, . . . , yk0 ∈ M , 则可将每个 xi 表为∑
j aijyj . 在 M/mM 中考察, 可见每个 aij 的陪集 aij ∈ R/m 皆唯一, 而且 k0 × k0 矩

阵 (aij)i,j 可逆. 行列式理论遂蕴涵 R 上的矩阵 (aij)i,j 可逆. 按 ϕ0(ei) =
∑k0
j=1 aijej

定义 Rk0 的自同构 ϕ0, 综上可得交换图表

R⊕k0

M.

R⊕k0

ei 7→xi

φ0

∼

ei 7→yi

两个解消对应的 M0 := ker[R⊕k0 → M ] 按此等同. 对后续每一步如是操作, 给出
ϕ1, ϕ2, . . ., 便有所求同构.
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引理 10.8.7 给定 Noether局部环 (R,m)和有限生成 R-模M 的自由解消 F• →M →
0, 使得每个 Fi 都是有限秩自由模. 命 κ = R/m. 以下陈述等价:

(i) F• →M → 0 是极小自由解消;

(ii) 链复形 F• ⊗
R
κ 中的同态全为零;

(iii) rkR(Fi) = dimκ TorRi (M,κ) 对所有 i ≥ 0 成立;

(iv) rkR(Fi) = dimκ ExtiR(M,κ) 对所有 i ≥ 0 成立.

证明 (i) ⇐⇒ (ii). 对于所有 i ≥ −1, 对 (10.8.1) 取 (·)⊗
R
κ 得到正合列

Fi+2 ⊗
R
κ

di+2⊗idκ

Fi+1 ⊗
R
κ→Mi ⊗

R
κ→ 0.

自由解消 F• → M → 0 极小当且仅当 Fi+1 ⊗
R
κ
∼→ Mi ⊗

R
κ 恒成立, 当且仅当

Fi+2 ⊗
R
κ→ Fi+1 ⊗

R
κ 恒为零.

(ii) ⇐⇒ (iii). 留意到 rkR(Fi) = dimκ Fi⊗
R
κ. 运用 κ-向量空间同构 TorRi (M,κ) '

Hi(F• ⊗
R
κ) 并比较维数.

(ii) ⇐⇒ (iv). 同理, 但改用 κ-向量空间同构 ExtiR(M,κ) ' Hi HomR(F•, κ) 和
HomR(F•, κ) ' Homκ(F• ⊗

R
κ, κ).

命题 10.8.8 设 R 为 Noether 局部环, 记其剩余类域为 κ. 考虑有限生成 R-模 M .

(i) 对所有 n ∈ Z≥0 皆有

proj.dim(M) ≤ n ⇐⇒ TorRn+1(κ,M) = 0.

(ii) 取 F• →M → 0 为 M 的极小自由解消, 规定 inf∅ = +∞, 则

proj.dim(M) = inf{n ∈ Z≥0 : Fn+1 = 0}.

证明 (i). 对于 =⇒ 方向, 将 (9.6.1) 应用于 κ 可得 TorRn+1(κ,M) = 0.
对于 ⇐= 方向, 取极小自由解消 F• →M → 0. 引理 10.8.7 表明 Fn+1 = 0, 于是

M 有长度 ≤ n 的自由解消.
(ii). 若 Fn+1 = 0, 则之前论证给出 proj.dim(M) ≤ n, 因此 proj.dim(M) ≤ inf{n :

Fn+1 = 0}. 假如严格不等式成立, 则存在 n 使得 proj.dim(M) = n 而 Fn+1 6= 0; 前者
通过 (i) 蕴涵 TorRn+1(κ,M) = 0, 但这与引理 10.8.7 的陈述 (iii) 矛盾.

推论 10.8.9 设 R 为 Noether 局部环, 剩余类域记为 κ, 则 gl.dim(R) = proj.dim(κ).
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证明 说明 gl.dim(R) ≤ proj.dim(κ) 即可. 命 n = proj.dim(κ), 不妨设 n 6= +∞.
命题 10.8.8 (i) 说明 M 有限生成时 proj.dim(M) ≤ n. 这导致 Extn+1

R (R/I,N) = 0

对所有理想 I 和 R-模 N 成立, 故引理 10.8.1 给出 inj.dim(N) ≤ n. 取 supN 给出
gl.dim(R) ≤ n.

推论 10.8.10 设 R 为 Noether 局部环, M 为有限生成非零 R-模. 设 x = [x1, . . . , xr]

为 M -正则列, 则
r + proj.dimR(M) = proj.dimR(M/xM).

证明 讨论 r = 1 而 x = [x] 的情形即可. 记 R 的极大理想为 m. 命 κ = R/m. 短正合
列 0→M

x
M →M/xM → 0 诱导长正合列

TorRn (κ,M)
x TorRn (κ,M)→ TorRn (κ,M/xM)→ TorRn−1(κ,M)

x TorRn−1(κ,M),

其中 n ∈ Z; 因为 x ∈ m, 标为 x 的同态全为零, 故有正合列

0→ TorRn (κ,M)→ TorRn (κ,M/xM)→ TorRn−1(κ,M)→ 0.

其余不外是命题 10.8.8 的应用.

10.9 Auslander–Buchsbaum公式
对于 Noether 局部环上的有限生成模, Auslander–Buchsbaum 公式联系其深度和

投射维数, 这是同调方法在交换环论中的经典应用. 相关论证涉及 Kozul 复形的性质.

定理 10.9.1 (M. Auslander, D. Buchsbaum) 设 (R,m) 为 Noether 局部环, M 是满
足 proj.dim(M) < +∞ 的有限生成非零 R-模, 则

proj.dim(M) + depthm(M) = depthm(R).

证明 对 proj.dim(M) 递归论证. 当 proj.dim(M) = 0 时 M 是有限秩非零自由模, 因
此 depthm(M) = depthm(R).

以下设 proj.dim(M) ≥ 1. 取 M 的极小自由解消 F• → M → 0 (定义–命题
10.8.6). 取 M0 = ker[F0 →M ], 则 F0 和 M0 皆非零, 有短正合列

0→M0 → F0 →M → 0, (10.9.1)

而且 · · · → F1 → M0 → 0 是 M0 的极小自由解消. 于是命题 10.8.8 (ii) 蕴涵
proj.dim(M0) = proj.dim(M)−1. 命 d := depthm(M0); 归纳假设表明 proj.dim(M0)+

d = depthm(R), 问题归结为证 depthm(M) = d− 1.
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取 R 的元素列 x = [x1, . . . , xn] 使之生成 m. 以下用命题 10.4.2 等同 depthm

与 jm, 并且按照定理 9.7.8 (ii) (取 I = m) 以 Koszul 上同调的最低非零次数来刻画
depthm.

对于短正合列 (10.9.1), 引理 9.3.6 对 Koszul 上链复形给出相应的短正合列, 因此
有 Koszul 上同调的长正合列

· · · → Hi(x;M0)→ Hi(x;F0)→ Hi(x;M)→ Hi+1(x;M0)→ Hi+1(x;F0)→ · · · .

由 depthm(F0) = depthm(R) ≥ d = depthm(M0) 知 i < d− 1 时 Hi(x;M) = 0. 问题化
约为证 Hd−1(x;M) 6= 0.
已知 Hd(x;M0) 6= 0, 由长正合列 (i = d − 1) 可知证 Hd(x;M0) → Hd(x;F0)

为零同态即可. 首先设 proj.dim(M0) > 0, 此时 d < depthm(R) = depthm(F0) 而
Hd(x;F0) = 0.

接着设 proj.dim(M0) = 0. 此时M0和 F0, F1皆是有限秩自由模;命 T = Hd(x;R),
则有

Hd(x;M0) =M0 ⊗
R
T, Hd(x;Fi) = Fi ⊗

R
T (i = 0, 1),

而 Hd(x;F1) → Hd(x;M0) → Hd(x;F0) 是 F1 ↠ M0 ↪→ F0 和 idT 的张量积, 特别
地, Hd(x;F1) → Hd(x;M0) 为满. 问题进一步化为证 F1

d1
F0 诱导的 Hd(x;F1) →

Hd(x;F0) 为零同态.
将 Hd(x;F1) → Hd(x;F0) 表成 EndR(T ) 上的 k0 × k1 矩阵; 引理 10.8.7 的陈述

(ii) 表明矩阵元皆属于 m · idT . 然而引理 9.3.7 说明 m 零化对 x 的所有 Koszul 上同调.
综上, Hd(x;F1)→ Hd(x;F0) 确为零. 明所欲证.

接着探讨正则局部环的情形.

定理 10.9.2 设 R 为正则局部环, 则 gl.dim(R) = dimR.

证明 在推论 10.8.10 中取 M = R, r = dimR 而 x1, . . . , xr 为 R 的正则参数系, 此时
proj.dim(R) = 0 而 R/xR = κ. 以推论 10.8.9 求 proj.dim(κ).

推论 10.9.3 若 R 是正则局部环, 则任何有限生成 R-模的极小自由解消的长度均
≤ dimR.

证明 以命题 10.8.8 (ii) 控制极小自由解消的长度.

为了明确整体维数和正则性的关系, 还需要一则技术性的引理.

引理 10.9.4 设 (R,m) 为 Noether 局部环, κ := R/m, 则 gl.dim(κ) ≥ dimκm/m2.

证明 取 m/m2 作为 κ-向量空间的基 x1, . . . , xn, 为每个 xi 选取代表元 xi ∈ m, 则
m = (x1, . . . , xn). 从 x := [x1, . . . , xn] 构造 Koszul 链复形 K(x) (定义 9.3.5). 具体地
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说, K(x)k =
∧k

(R⊕n), 而 ∂k+1 : K(x)k+1 → K(x)k 在基上描述为

∂k+1(ei0 ∧ · · · ∧ eik) =
k∑
j=0

(−1)jxijei0 ∧ · · · êjj · · · ∧ eik , 1 ≤ i0 < · · · < ik ≤ n,

其中 e1, . . . , en 是 R⊕n 的标准基, (̂· · · ) 代表省略该项; 注意到 coker(∂1) = κ, 记相应
的商同态为 ∂0 : F0 ↠ κ.

取极小自由解消 F• → κ → 0. 今将构造链复形同态 α = (αi)i≥0 : K(x) → F• 使
得 α⊗ idκ 为单; 根据 K(x)n ⊗

R
κ ' κ 和命题 10.8.8 (ii), 这将蕴涵 gl.dim(κ) ≥ n.

初始构造容易: 取 f0 ∈ F0 使之映为 1 ∈ κ, 则 f0 /∈ mF0; 因为 rk(F0) = 1, 可定义
α0 : R

∼→ F0 使得 α0(1) = f0. 接着设 i ≥ 1, 而且已有实线部分的交换图表
∧i

R⊕n
∧i−1

R⊕n · · · R κ

Fi Fi−1 · · · F0 κ.

∂i

αi αi−1

∂i−1 ∂1

· · · α0

∂0

di di−1 d1 d0

易见 im(αi−1∂i) ⊂ ker(di−1) = im(di); 因为
∧i

R⊕n 是投射模, 确实有虚线之 αi 使全
图交换. 此外, 平坦性和引理 10.8.7 蕴涵

im(∂i) ⊂ m
∧i−1

R⊕n '
(∧i−1

R⊕n
)
⊗
R
m, im(di) ⊂ mFi−1 ' Fi−1 ⊗

R
m.

按此改写交换图表的左侧方块, 取 (·) ⊗
R
κ 并将张量积移入 ∧• (见 [7, 引理 7.6.4]), 便

有交换图表

eh1 ∧ · · · ∧ ehi

∑i
j=1(−1)j−1

(
· · · ∧ êhj ∧ · · ·

)
⊗ xj

∧i
κ⊕n

(∧i−1
κ⊕n

)
⊗
κ
m/m2

Fi ⊗
R
κ

(
Fi−1 ⊗

R
κ

)
⊗
κ
m/m2.

∈ ∈

αi⊗idκ (αi−1⊗idκ)⊗id

因为 x1, . . . , xn 线性无关, 易见第一行为单; αi−1 ⊗ idκ 已知单, 故第二列亦单. 综上,
αi ⊗ idκ 为单. 构造完结.

定理 10.9.5 (J.-P. Serre) 对于 Noether 局部环 (R,m), 记 κ = R/m. 以下等价:

(i) R 是正则局部环,

(ii) gl.dim(R) < +∞,
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(iii) 对所有 R-模 M 皆有 proj.dim(M) < +∞,

(iv) proj.dim(κ) < +∞.

证明 (i) =⇒ (ii) 来自定理 10.9.2.
(ii) =⇒ (iii) =⇒ (iv) 平凡.
(iv) =⇒ (i). 命 n = dimκm/m2, 定理 10.2.4 和推论 10.4.8 将问题化为证

depthm(R) ≥ n. 留意到 depthm(κ) = 0. 定理 10.9.1 (取 M = κ) 蕴涵 depthm(R) =

proj.dim(κ). 应用引理 10.9.4 完成证明.

推论 10.9.6 若 p 是正则局部环 R 的素理想, 则 Rp 仍是正则局部环.

证明 基于定理 10.9.5, 证 gl.dim(Rp) < +∞ 即可. 应用命题 10.8.3 (i).

推论 10.9.7 设 (R,m) 和 (S, n) 为 Noether 局部环, ϕ : S → R 是局部同态 (定义
1.11.7), 也是平坦同态. 若 S 是正则局部环, 则 R 亦然.

证明 命 n = gl.dim(S) < +∞. 对 κ := R/m 取极小自由解消 F• → κ→ 0, 平坦性蕴
涵 S ⊗

R
F• → S ⊗

R
κ 仍是自由解消, 而且 ϕ(m) ⊂ n 和引理 10.8.7 的陈述 (ii) 蕴涵它仍

极小. 于是命题 10.8.8 (ii) 蕴涵 S ⊗
R
Fn+1 = 0. 由 S 是忠实平坦 R-模 (命题 5.5.2) 知

Fn+1 = 0, 从而 proj.dim(κ) ≤ n, 定理 10.9.5 说明 R 正则.

10.10 应用: 正则局部环的唯一分解性
正则局部环的唯一分解性是同调技术在交换环论中的杰出体现, 其证明需要一些

铺垫. 首先回忆到对于整环 R 中的非零元 x, 若它生成素理想 (x), 则称 x 为素元.

引理 10.10.1 设 R 为 Noether 整环, x 是其素元. 若 R[x−1] 是唯一分解整环, 则 R

亦然.

证明 应用命题 7.3.3 对 Noether 唯一分解整环的刻画. 设 p ⊂ R 是高度 1 的素理想.
若 x ∈ p, 则考虑高度可知 p = (x).
以下设 x /∈ p, 此时 p[x−1] ⊂ R[x−1] 是高度 1 的素理想, 因而可表作 aR[x−1], 其

中 a ∈ p[x−1] ∩R = p; 在所有这些元素 a 中, 选取使得理想 (a) := aR 极大者. 兹断言
必有 a /∈ (x): 假如 a = bx, 则 (a) ⊂ (b), b ∈ p 而 bR[x−1] = aR[x−1], 但 (a) 6= (b) (因
x /∈ R×), 这与 a 的取法矛盾.

以下说明 p = (a). 证 ⊂ 即可. 设 y ∈ p, 则在 R[x−1] 中观察可见存在 k ≥ 0 和
b ∈ R 使得 xky = ab; 若 k ≥ 1, 则 b ∈ (x) 而 xk−1y = a(bx−1). 于是能取到 b ∈ R 使
得 y = ab ∈ (a). 证毕.

定义 10.10.2 设 R为环, M1 和M2 为 R-模. 如果存在 p, q ∈ Z≥0 和同构M1⊕R⊕p '
M2 ⊕R⊕q, 则称 M1 和 M2 稳定等价. 和自由模稳定等价的模称为稳定自由的.
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稳定等价显然给出 R-模之间的等价关系. 稳定自由模总是投射模.

引理 10.10.3 设 P 是投射 R-模, 而且具有长度有限的自由解消 0 → Fn → · · · →
F0 → P → 0, 则 P 稳定自由.

证明 对前提中的 n 递归. 当 n = 0 时 P ' F0 自由. 设 n ≥ 1, 命 Q = ker[F0 → P ],
则投射条件蕴涵 F0 ' P ⊕ Q (命题 1.4.3 (iv)), 而且 Q 是投射模, 具有更短的自由解
消, 故 Q 稳定自由. 综上易见 P 稳定自由.

留意到整环 R 中的非零理想是主理想当且仅当它作为 R-模同构于 R.

引理 10.10.4 设 I 为整环 R 的理想. 若 I 作为 R-模是稳定自由而且有限生成的, 则
I 是主理想.

证明 不妨设 I 6= 0. 首先说明 Ip = IRp 对 R 的所有素理想 p 都是秩 1 自由 Rp-模.
命 K = Frac(R). 稳定自由蕴涵投射, 故 Ip 是有限秩自由模 (用到命题 5.7.2), 但
I[(Rr {0})−1] = K · I = K 导致 Ip 秩为 1.

其次, 存在 m ∈ Z≥0, 某个基数 n 以及 R-模同构 I ⊕ R⊕m ' R⊕n; 两边和 K :=

Frac(R) 作张量积, 得到 K⊕(m+1) ' K⊕n, 因此 n = m + 1. 对 I ⊕ R⊕m ' R⊕(m+1)

两边取 ∧m+1, 右边产物同构于 R, 左边则同构于⊕
a+b=m+1

∧a
I ⊗
R

∧b
(R⊕m)

(直接验证, 或理解为 [7, 推论 7.6.7] 的特例). 将在 p 处的局部化和 ∧• 换序 (见
[7, 引理 7.6.4]) 并结合上一步结论, 可见 ∧a

I 仅在 a ∈ {0, 1} 时非零, 而另一方面∧m+1
(R⊕m) = 0. 这就给出模同构 I ' R.

定理 10.10.5 (Auslander–Buchsbaum,永田雅宜) 正则局部环是唯一分解整环.

证明 给定正则局部环 (R,m),定理 10.2.9确保 R是 Noether整环. 以下对 d := dimR

递归论证. 当 d = 0 时 R 是域. 以下设 d ≥ 1. 取 x ∈ m r m2, 则注记 10.2.5 确保
R/(x) 仍是正则局部环, 因而是整环, 故 x 是素元. 鉴于引理 10.10.1, 证 R[x−1] 是唯一
分解整环即可.

根据命题 7.3.3, 目标化为证 R[x−1] 中满足 ht(p′) = 1 的素理想 p′ 皆为主理想. 记
p = R ∩ p′, 则 p′ = p[x−1]. 推论 10.9.3 说明 p 具有长度有限的自由解消, 故 p′ 亦然.
引理 10.10.3 和 10.10.4 将问题进一步化为证 p′ 为投射模.

设 q′ 为 R[x−1] 的极大理想, q := R ∩ q′, 则 q′ = q[x−1] 而 R[x−1]q′ ' Rq 仍是正
则局部环 (推论 10.9.6). 注意到 x /∈ q 蕴涵 q ( m, 故 dimRq < dimR; 于是 Rq 是唯
一分解整环, p′R[x−1]q′ 是主理想.

既然 q′ 任意, 代入推论 5.7.3 可见 p′ 平坦, 再由命题 5.7.2 知其投射. 证毕.

作为推论, 正则局部环是正规整环, 但这点可以有更简单的论证.
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10.11 正则环
现在来推广正则局部环的概念.

定义 10.11.1 (正则环) 设 R 为 Noether 环. 若 Rp 对于 R 的所有素理想 p 都是正则
局部环, 则称 R 为正则环.

推论 10.9.6 表明正则环的定义只需对极大理想来检验, 因此正则局部环是正则环.
同理, 若 U 是正则环 R 的乘性子集, 则 R[U−1] 也是正则环.

命题 10.11.2 设 R 为正则环, n ∈ Z≥0, 则 R[X1, . . . , Xn] 也是正则环.

证明 不妨设 n = 1. 以下运用定理 10.9.5 对正则局部环的同调刻画. 对 R[X] 的所有
素理想 q, 命 p = R ∩ q, 则 R[X]q 是 Rp[X] 的局部化. 定理 10.8.5 表明

gl.dim(Rp[X]) = n+ gl.dim(Rp) < +∞,

因此 gl.dim(R[X]q) < +∞ 而 R[X]q 是正则局部环.

命题 10.11.3 若 R 是正则环, 则 R 是 Cohen–Macaulay 环 (定义 6.3.1), 也是正规环
(定义 10.5.2).

证明 Cohen–Macaulay 性质可以在每个 Rp 上检验, 归结为命题 10.5.3 (i). 至于正规
性, 兹从定理 10.6.7 对所有极大理想 m 说明 Rm 是正规整环. 定理 10.2.9 说明 Rm 是
整环, 条件 R1 当然地成立; 命题 10.5.3 说明 Rm 是 Cohen–Macaulay 环, 再应用命题
10.6.2 得到条件 S2.

结合推论 10.5.10 和命题 10.11.3 可知正则环都是泛悬链环.

例 10.11.4 Dedekind 整环 (定义 10.3.1) 无非是 1 维正规整环, 这是命题 10.3.3 和
10.11.3 的综合. 作为特例, Z 是 1 维正规整环, 因此也是泛悬链环.

有限维 Noether 正则环依然可以用整体维数来刻画.

命题 10.11.5 对于 Noether 环 R 和 n ∈ Z≥0, 以下等价:

(i) gl.dim(R) = n,

(ii) R 是 n 维正则环.

证明 (i) =⇒ (ii). 命题 10.8.3 (i) 对所有极大理想 m 说明 gl.dim(Rm) ≤ n, 因此定理
10.9.5 说明 Rm 是正则局部环, 故 R 正则. 定理 10.9.2 说明 dimRm = gl.dim(Rm), 代
回命题 10.8.3 (ii) 可见

dimR = sup
m

dimRm = sup
m

gl.dim(Rm) = gl.dim(R) = n.
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(ii) =⇒ (i). 同样技巧给出 gl.dim(R) = supm gl.dim(Rm) = supm dimRm.

以下是平坦下降技术 (§5.6) 的一则例子.

命题 10.11.6 (正则性的平坦下降) 设 ϕ : R → S 为忠实平坦环同态. 若 S 是正则环,
则 R 亦然.

证明 推论 5.6.6 蕴涵 R 是 Noether 环. 由于 ϕ 诱导满射 Spec(S) → Spec(R) (定理
5.5.4), 对任何 p ∈ Spec(R) 皆存在原像 q ∈ Spec(S), 相应的 ϕp,q : Rp → Sq 是局部环
之间的局部同态, 同时也是平坦同态 (命题 5.2.2 (ii)). 代入推论 10.9.7 知 Rp 正则; p
可任取, 故 R 正则.

习题

1. 试严格地证明 (10.1.1).

2. 证明半局部 Dedekind 整环是主理想整环.
提示 证非零素理想 p 皆为主理想即可. 记 R 的非零素理想为 p = p1, . . . , pn, 取
x1 ∈ p1 r p21, 再以中国剩余定理取 x ∈ R 使得

x ≡ x1 (mod p21), x ≡ 1 (mod pj , j = 2, . . . , n).

考虑局部化来论证 (x) = p1.

3. 说明零维 Noether 环是 Cohen–Macaulay 环.

4. 说明 1 维既约 Noether 环是 Cohen–Macaulay 环.

5. 说明有限多个维数 ≤ 2 的 Noether 正规整环的直积是 Cohen–Macaulay 环.

6. 对于 Noether 环 R 及其非零因子 t, 证明 R-模 R/(t) 的嵌入素理想 (注记 3.4.7) 恰是
AssR(R/(t)) 中满足 ht(p) > 1 的元素 p. 以此改述 Serre 条件 S2 如下: R 和 R/(t) (此处
t ∈ R 非零因子) 皆无嵌入素理想.

7. 设 R 是 Noether 环. 证明若 R[X] 是 Cohen–Macaulay 环, 则 R 亦然.

8. 设 R → S 是 Noether 环的嵌入, R 是正则环, S 是有限 R-代数. 证明 R → S 平坦当且仅当
S 是 Cohen–Macaulay 环.
提示 记素谱之间的映射为 q 7→ p, 并且以命题 5.2.2 (ii) 联系 R → S 和 Rp → Sq 的平坦
性. 有限条件蕴涵 Sq ⊗

Rp

κ(p) 是 Cohen–Macaulay 环, 然后用推论 10.7.4 (iii).
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11.1 Kähler微分形式
以下采取约定 9.3.10 对元素列 x 的记法, 并考虑定义 9.3.5 中的上链复形 K•(x, ·).

例 11.1.1 取 k为交换环, R为 n元多项式 k-代数 k[X1, . . . , Xn]而M = k[Y1, . . . , Yn],
按照 f · x = f(∂1, . . . , ∂n)x 赋予 R-模结构, 其中 ∂i =

∂
∂Yi
是形式偏导运算. 取 R 的元

素列 x = [X1, . . . , Xn], 则 K•(x;M) 等同于 k[Y1, . . . , Yn] 的 de Rham 复形, 方法是让
f :
∧h

(R⊕n)→M 对应到微分 h-形式∑
1≤α1<···<αh≤n

m(α1, . . . , αh) dYα1
∧ · · · ∧ dYαh

,

其中 m 是按 §9.3 的方式对应到 f 的量.

11.2 Cohn结构定理的证明
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附录 A 拓扑知识

A.1 基本术语
首先回顾拓扑基的定义.

定义 A.1.1 (基) 设 B 为拓扑空间 X 的一族子集, 如果

� B 的元素都是 X 的开子集,

� 对所有开子集 U ⊂ X, 存在 BU ⊂ B 使得 U =
⋃
B∈BU

B,

则称 B 为 X 的一组基.

拓扑空间 X 的子集 E 继承相应的诱导拓扑, 或称子空间拓扑: E 的开 (或闭) 子
集形如 E ∩ U (或 E ∩ Z), 其中 U (或 Z) 是 X 的开 (或闭) 子集.
对于连续映射 f : X → Y , 如果 f 的像集是开 (或闭) 子集, 而且 f 给出从 X 到

f(X) 相对于诱导拓扑的同胚, 则称 f 为开 (或闭) 嵌入.

定义 A.1.2 (闭点) 对于拓扑空间 X 和任意 x ∈ X, 若 {x} 是 X 的闭子集, 则称 x 为
X 的闭点.

给定拓扑空间 X 的开覆盖 {Ui}i∈I , 易证如果 X 的子集 E 和每个 Ui 的交都是 Ui

的开 (或闭) 子集, 则 E 是开 (或闭) 的; 因此子集开或闭可以局部地检验. 然而 “局部
闭” 一词在拓扑学中另有所指.

定义 A.1.3 (局部闭子集) 如果拓扑空间 X 的子集 Z 形如 U ∩Z, 其中 U ⊂ X 是开子
集, Z ⊂ X 是闭子集, 则称 Z 为 X 的局部闭子集.
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局部闭子集的有限交仍是局部闭的, 局部闭子集的补集仍是局部闭的.

定义 A.1.4 (拟紧空间和拟紧映射) 如果拓扑空间 X 的任意开覆盖都有有限子覆盖, 则
称 X 为拟紧的. 1)

对于拓扑空间之间的连续映射 f : X → Y , 如果 Y 的所有拟紧开子集在 X 中的原
像都是拟紧的, 则称 f 为拟紧映射.2)

由定义立见拟紧映射的合成仍为拟紧. 空间 X 是拟紧的当且仅当映到独点集的映
射 X → {?} 拟紧, 因此拟紧映射可谓是拟紧空间的相对版本.

定义 A.1.5 (拟分离空间) 如果拓扑空间 X 中任两个拟紧开子集之交仍为拟紧的, 则称
X 为拟分离空间.

引理 A.1.6 拟紧空间的闭子集仍是拟紧的. 拓扑空间中有限多个拟紧子集之并仍是拟
紧的.

证明 设 Z 是拟紧空间 X 的闭子集. 若 Z ⊂
⋃
i∈I Ui, 其中每个 Ui 都是 X 的开子集,

则 {Ui}i∈I 与 {X r Z} 的并是 X 的开覆盖; 从中萃取包含 X r Z 在内的有限子覆盖
即可.

设 E1 和 E2 为拟紧子集. 若 E1 ∪ E2 ⊂
⋃
i∈I Ui 如上, 则存在有限子集 I1, I2 ⊂ I

分别给出 E1 和 E2 的有限子覆盖; 取 I1 ∪ I2 给出 E1 ∪ E2 的有限子覆盖.

定义 A.1.7 (回紧子集) 赋予拓扑空间 X 的子集 E 诱导拓扑. 若包含映射 E ↪→ X 是
拟紧映射, 则称 E 为 X 的回紧子集.

回紧子集的平凡例子是 X 本身和 ∅.

引理 A.1.8 考虑连续映射 f : X → Y . 若 X 拟紧, 则 f(X) 对来自 Y 的诱导拓扑也
拟紧. 若 f 是拟紧映射, 则 f(X) 是 Y 的回紧子集.

证明 设 X 拟紧. 若有 f(X) ⊂
⋃
i∈I Vi, 其中 Vi ⊂ Y 开, 则 X =

⋃
i∈I f

−1(Vi) 故存
在有限子集 I0 ⊂ I 使得 X =

⋃
i∈I0 f

−1(Vi), 继而 f(X) ⊂
⋃
i∈I0 Vi. 综上, f(X) 拟紧.

设 f 是拟紧映射, 而 K ⊂ Y 是拟紧开子集, 则 f−1(K) ⊂ X 是拟紧开子集.
于是 f(X) ∩ K = f(f−1(K)) 根据上一段是 f(X) 的拟紧子集. 这就说明包含映射
f(X) ↪→ Y 拟紧.

引理 A.1.9 设 E1, E2 ⊂ X 为回紧开子集, 则 E1 ∩ E2 和 E1 ∪ E2 亦然.

证明 对于交的情形, 设 K 为 X 的拟紧开子集, 则 E2 回紧蕴涵 E2 ∩K 拟紧, 它也是
开的; 继而 E1 回紧蕴涵 E1 ∩ (E2 ∩K) 拟紧. 由此知 E1 ∩ E2 回紧.

1)在数学分析中, 具此性质的 X 通常被称为紧, 但是在代数几何或相关领域中, 惯常将紧空间理解为具有
Hausdorff 性质的拟紧空间.

2)这与数学分析中拟紧映射不同, 因为条件只针对 Y 的拟紧开子集, 而不是所有拟紧子集.
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对于并的情形, 取 K 如上, 则 (E1 ∪ E2) ∩K = (E1 ∩K) ∪ (E2 ∩K) 是两个拟紧
子集之并, 仍为拟紧. 由此知 E1 ∪ E2 回紧.

引理 A.1.10 拟分离空间的等价刻画是所有拟紧开子集皆为回紧的.

证明 所有拟紧开子集皆回紧等价于说对所有拟紧开子集 U 和 V , 其交 U ∩ V 也是拟
紧的; 此即拟分离空间的定义.

A.2 连通性
本节的 X 为选定的拓扑空间.

定义 A.2.1 (连通性) 当以下条件成立时, 称 X 为连通的: X 非空, 而且若有无交并
X = A t B, 其中 A 和 B 皆既开又闭 (等价于皆开, 也等价于皆闭), 则必有 A = ∅ 或
B = ∅.

独点集显然连通.

引理 A.2.2 给定 X 的一族连通子集 (Ei)i∈I ,其中 I 6= ∅. 若
⋂
i∈I Ei 6= ∅,则

⋃
i∈I Ei

连通.

证明 设有 ⋃
iEi = A t B, 两者皆闭, 则不妨设 A ∩

⋂
iEi 6= ∅, 于是 Ei ∩ A 6= ∅ 对

所有 i ∈ I 成立; 然而 Ei = (Ei ∩ A) t (Ei ∩ B), 故 Ei 连通蕴涵 Ei ⊂ A. 由此知⋃
iEi = A.

定义 A.2.3 (连通分支) 将 X 的所有连通子集按包含关系赋序, 其中的极大元称为 X

的连通分支. 记 π0(X) := {C ⊂ X :连通分支}.

引理 A.2.4 设 E 为 X 的任意连通子集.

(i) E 仍是 X 的连通子集.

(ii) 存在唯一的连通分支 C 使得 E ⊂ C.

(iii) X 是其所有连通分支的并.

(iv) 若 f : X → Y 是连续映射, 则 f(E) 是 Y 的连通子集.

(v) 若连续映射 f : X → Y 的纤维皆连通, 而且对 Y 的所有子集 F 皆满足
F 闭 ⇐⇒ f−1(F )闭, 则有双射

{X 的连通分支} {Y 的连通分支}

E f(E)

f−1(F ) F.

1:1
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证明 (i). 设有 E = A tB, 两者皆在 E 中闭, 则 E = (E ∩A) t (E ∩B); 不失一般性
可设 E ∩A = E, 故 E ⊂ A, 从而有 E = A.

(ii). 基于 Zorn 引理, 存在性和唯一性都归结为引理 A.2.2.
(iii). 相当于证所有 x ∈ X 都包含于某个连通分支. 在 (iii) 中代入 E = {x} 即可.
(iv). 设有 f(E) = AtB,其中 A = f(E)∩U , B = f(E)∩V 而 U, V ⊂ Y 皆开,则

E = (E∩f−1(U))t (E∩f−1(V )); 不失一般性可设 E∩f−1(U) = ∅,则 f(E)∩U = ∅.
综上, f(E) 连通.

(v). 纤维连通蕴涵 f 满. 先论证若 F ⊂ Y 连通, 则 f−1(F ) 连通. 设 f−1(F ) =

A1 t A2, 其中 A1 和 A2 皆闭, 则对所有 y ∈ F , 将纤维和分解取交后可见存在
唯一的 i ∈ {1, 2} 使得 f−1(y) ⊂ Ai. 按照 i 的值作分解 F = F1 t F2; 我们有
f−1(Fi) = f−1(F ) ∩ Ai 为闭, 故 Fi 闭. 由此知存在唯一的 i 使得 Fi = F , 相应地
f−1(F ) = Ai.

鉴于 (iv) 和上一段, E 7→ f(E) 和 F 7→ f−1(F ) 都保持连通性. 由 f 满知
f(f−1F ) = F ;另一方面,若 E 为 X 的连通分支,则 E ⊂ f−1f(E)蕴涵 E = f−1f(E).

� 设 E 为 X 的连通分支. 取连通分支 F ′ ⊃ f(E), 则 f−1(F ′) ⊃ f−1f(E) = E 蕴
涵 f−1(F ′) = E, 故 F ′ = f(f−1F ′) = f(E).

� 设 F 为 Y 的连通分支. 取连通分支 E′ ⊃ f−1(F ), 则 F = f(f−1F ) ⊂ f(E′) 蕴
涵 F = f(E′), 故 E′ = f−1f(E′) = f−1(F ).

综上可得连通分支之间的双向映射, 它们互为逆.

引理 A.2.5 设 f : X → Y 为连续映射. 若 f 的纤维皆连通, 而且 f 是开映射, 则 f 诱
导连通分支之间的双射.

证明 回忆到 f 满. 对于 Y 的子集 F , 我们有 F = Y r f(X r f−1(F )). 因此 f−1(F )

闭蕴涵 F 闭. 代入引理 A.2.4 (v).

引理 A.2.4 (i) 说明连通分支必为闭子集, 但未必开. 以下提供开性的一则充分
条件.

定义 A.2.6 (局部连通空间) 若对于 x ∈ X 的所有邻域 U , 存在 x 的连通邻域 U ′ 使得
U ′ ⊂ U , 则称 X 在 x 处局部连通; 处处局部连通的 X 称为局部连通空间.

以下结论蕴涵定义 A.2.6 中的 U ′ 可取为开的.

引理 A.2.7 若 X 局部连通, 则有

(i) X 的开子集也是局部连通的;

(ii) X 的连通分支都是开的;

(iii) X 有一族由连通开子集构成的基.
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证明 断言 (i) 自明. 对于 (ii), 设 C 是 X 的一个连通分支, x ∈ C, 取 x 的连通邻域
U ′, 则引理 A.2.2 蕴涵 U ′ ∪ C 连通, 故 U ′ ⊂ C; 这说明 C 开. 最后, 对所有 x 及其开
邻域 U , 取 U 中包含 x 的连通分支 U ′, (i) 和 (ii) 说明 U ′ 开, 这就给出 (iii).

以下概念是局部连通性的对立面.

定义 A.2.8 (全不连通空间) 若 X 的连通分支都是独点集, 则称 X 为全不连通空间.

A.3 Noether空间
定义 A.3.1 (Noether空间与局部 Noether空间) 对于拓扑空间 X, 如果对任意闭子
集降链

X0 ⊃ X1 ⊃ X2 ⊃ · · ·

皆存在 k 使得 i ≥ k =⇒ Xi = Xk, 则称 X 为 Noether 空间.
如果每个 x ∈ X 都有开邻域 U 使得 U 是 Noether 空间, 则称 X 是局部 Noether

空间.

Noether 性质的等价表述是: 对于任何由 X 的闭子集构成的集合 S, 按 ⊂ 赋予偏
序, 若 S 6= ∅ 则它必含极小元. 论证不难, 可见 [7, 注记 6.10.5].

引理 A.3.2 设 X 为 Noether 空间, 则:

(i) X 的子集相对于诱导拓扑也是 Noether 空间;

(ii) 对于连续映射 f : X → Y , 其像 f(X) 相对于 Y 诱导的拓扑是 Noether 空间.

证明 对于 (i), 考虑子集 E ⊂ X 中的闭子集降链 E0 ⊃ E1 ⊃ · · · . 对每个 i 取 X 的闭
子集 Zi 使得 Ei = E ∩ Zi, 于是有 X 中的闭子集降链

Z0 ⊃ Z0 ∩ Z1 ⊃ Z0 ∩ Z1 ∩ Z2 ⊃ · · · ,

而且 E ∩ (Z0 ∩ · · · ∩ Zi) = Ei. 综上可见存在 k 使得 i ≥ k =⇒ Ei = Ek.
考虑像 f(X) 中的闭子集降链 Y0 ⊃ Y1 ⊃ · · · . 我们有 X 中的闭子集降链

f−1(Y0) ⊃ f−1(Y1) ⊃ · · · , 而 Yi ⊂ f(X) 导致 Yi = f(f−1(Yi)) 对所有 i 成立, 故存在
k 使得 i ≥ k =⇒ Yi = Yk.

引理 A.3.3 如果 X 是有限多个子集 E1, . . . , Em 的并, 每个 Ei 相对于诱导拓扑都是
Noether 空间, 则 X 亦然.

证明 考虑 X 的闭子集降链 X0 ⊃ X1 ⊃ · · · . 对每个 1 ≤ i ≤ m, 得到 Ei 的闭子集降
链 X0 ∩Ei ⊃ X1 ∩Ei ⊃ · · · , 它在第 ki 项之后稳定化. 由 Xj =

⋃m
i=1(Xj ∩Ei) 可见原

降链在第 max1≤i≤m{ki} 项之后稳定化.
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引理 A.3.4 设 X 为 Noether 空间, 则 X 拟紧, 而且所有子集 E ⊂ X 都是回紧子集
(定义 A.1.7).

证明 给定开覆盖 X =
⋃
i∈I Ui, 若无有限子覆盖, 则可逐步从 I 取出一列元素

i1, i2, . . . 使得
X ) X r Ui1 ) X r (Ui1 ∪ Ui2) ) · · · ;

这是闭子集的无穷严格降链, 矛盾.
给定子集 E ⊂ X 和 X 的拟紧开子集 K, 则 E ∩K 既然是 X 的子集, 引理 A.3.2

和上一段蕴涵它对诱导拓扑也是拟紧的. 这说明包含映射 E ↪→ X 是拟紧映射, 故 E

回紧.

引理 A.3.5 若 X 是局部 Noether 空间, 则 X 局部连通 (定义 A.2.6); 特别地, X 的连
通分支皆开. 若要求 X 是 Noether 空间, 则其连通分支个数有限.

证明 先设 X 是 Noether 空间. 若有相异连通分支 C1, C2, . . . 则 X =
⊔
i≥1 Ci )⊔

i≥2 Ci ) · · · 是闭子集的降链, 故 Noether 条件蕴涵连通分支个数有限. 这又进一步
说明每个连通分支皆开.

接着设 X 是局部 Noether 空间. 若 x ∈ X 有邻域 U , 取 X 的 Noether 开子集 U ′

使得 x ∈ U ′, 则 U ∩ U ′ 仍是 Noether 的. 在 U ∩ U ′ 中取包含 x 的连通分支 C, 则上
一段说明 C 是 x 的连通开邻域. 因此 X 在每个 x 处皆局部连通.

A.4 不可约分支
先来定义不可约拓扑空间, 再定义拓扑空间的不可约分支.

定义 A.4.1 (不可约子集) 设 X 为拓扑空间, X 6= ∅. 若对所有满足 X = Z1 ∪ Z2 的闭
子集 Z1, Z2 ⊂ X, 皆有 X = Z1 或 X = Z2, 则称 X 不可约.

引理 A.4.2 设 E 为拓扑空间 X 的不可约子集. 若有闭子集 Z1, . . . , Zn ⊂ X 使得
E ⊂

⋃n
i=1 Zi, 则存在 1 ≤ i ≤ n 使得 E ⊂ Zi.

证明 处理特例 n = 2 即可. 由 E ⊂ Z1 ∪Z2 可得 E = (E ∩Z1) ∪ (E ∩Z2), 然后代入
不可约空间的定义.

引理 A.4.3 不可约子集对连续映射的像仍是不可约子集.

证明 考虑连续映射 f : X → Y 和不可约子集 E ⊂ X. 若 f(X) = Y1 ∪ Y2, 其中
Y1 和 Y2 是 f(E) 的闭子集, 则 X = (f−1(Y1) ∪ f−1(Y2), 故必有 X = f−1(Y1) 或
X = f−1(Y2), 从而有 f(X) = Y1 或 f(X) = Y2.
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定义 A.4.4 (不可约分支) 设 X 为拓扑空间. 若子集 Z ⊂ X 本身不可约, 而且它在 X

的所有不可约子集中对包含关系是极大元, 则称 Z 为 X 的一个不可约分支.

引理 A.4.5 考虑拓扑空间 X.

(i) 若 X 不可约, 则 X 连通.

(ii) 不可约子集在 X 中的闭包仍不可约.

(iii) X 的不可约分支总是闭子集.

(iv) 任何不可约子集皆包含于某个不可约分支.

(v) X 等于其不可约分支的并; 特别地, 当 X 6= ∅ 时存在不可约分支.

证明 对于 (i), 如果 X 不连通, 则可以写成两个既开又闭的无交非空子集之并, 故 X

并非不可约.
对于 (ii), 考虑不可约子集 E ⊂ X. 若其闭包 E 是闭子集 Z1 和 Z2 之并, 则

E = (Z1∩E)∪ (Z2∩E),故有 i ∈ {1, 2}使得 E = Zi∩E; 因此 Zi ⊂ E = Zi ∩ E ⊂ Zi.
断言 (iii) 是 (ii) 的直接结论.
对于 (iv), 设 A 有不可约子集 E. 命 S 为 A 的所有含 E 的不可约子集所构成的

集合, 按 ⊂ 赋序; 因为 E ∈ S, 这是非空偏序集. 为了用 Zorn 引理得到其极大元, 只须
证 S 的每个全序子集 T 都有上界. 取 E′ 为 T 中元素之并, 以下证 E′ 不可约.

设 E′ = Z1 ∪ Z2, 其中 Z1 和 Z2 是 E′ 的闭子集, E′ 6= Z1. 所有 Z ∈ T 都表作
闭子集的并 Z = (Z1 ∩ Z) ∪ (Z2 ∩ Z). 必存在 Z ∈ T 使得 Z 6⊂ Z1, 否则 E′ = Z1. 故
对 T 中所有的 Z ′ ⊃ Z 都有 Z ′ 6⊂ Z1, 不可约性遂蕴涵 Z ′ ⊂ Z2. 全序性质进一步蕴涵
E′ ⊂ Z2. 综之, E′ 不可约.
断言 (v) 化为证每个 x ∈ X 都包含于 X 的某个不可约分支. 然而 {x} 不可约, 故

应用 (iv) 即可.

引理 A.4.6 设拓扑空间 X 满足 X =
⋃n
i=1Xi, 其中 n ∈ Z≥1 每个 Xi 都是 X 的不可

约闭子集, 而且满足 i 6= j =⇒ Xi 6⊂ Xj . 此时

{X1, . . . , Xn} = {X 的不可约分支} .

证明 设 Z 是 X 的不可约分支, 则引理 A.4.2 表明存在 i 使得 Z ⊂ Xi, 继而有
Z = Xi.

接着考虑给定之 1 ≤ i ≤ n. 引理 A.4.5 (iv) 给出 X 的不可约分支 Zi 使得
Xi ⊂ Zi. 根据上一步, 存在 1 ≤ j ≤ n 使得 Zi = Xj , 故由 Xi ⊂ Xj 推得 i = j, 而
Xi = Zi 是不可约分支.

引理 A.4.7 不可约拓扑空间 X 的非空开子集 U 必稠密, 而且 U 本身也不可约.
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证明 设 V 为 X 的开子集. 若 U ∩ V = ∅ 则 X = (X rU)∪ (X r V ), 故不可约性蕴
涵 V = ∅. 由此知 U 稠密.

设 U = (U ∩Z1) ∪ (U ∩Z2), 其中 Z1, Z2 是 X 的闭子集, 则上一步给出 X = U ⊂
Z1 ∪ Z2, 故存在 i ∈ {1, 2} 使得 X = Zi, 继而有 U ∩ Zi = U . 证毕.

命题 A.4.8 若 X 是 Noether 拓扑空间, 则:

(i) X 仅有有限多个相异不可约分支 Z1, . . . , Zn.

在性质 (i) 对拓扑空间 X 成立的前提下:

(ii) Z∗i := Zi r
⋃
j 6=i Zj 对所有 i 皆是 X 的开子集, 而 X∗ :=

⋃n
i=1 Z

∗
i 是 X 的稠密

开子集, X∗ 的相异连通分支和不可约分支都是 Z∗1 , . . . , Z
∗
n;

(iii) 开子集 U ⊂ X 稠密当且仅当 U ∩ Z∗i 6= ∅ 对所有 1 ≤ i ≤ n 成立;

证明 可设 X 非空. 对于 (i), 所有具有无穷多个连通分支的非空闭子集 E ⊂ X 对包
含关系构成偏序集 W. 今将使用反证法, 设 W 非空. 降链条件说明 W 有极小元 A. 注
意到 A 并非不可约, 可表作 A = Z1 ∪ Z2, 其中 Z1, Z2 ( A. 引理 A.4.5 (iii) 和 (v) 确
保 Z1 和 Z2 都能写作有限多个不可约闭子集的并, 故 A 亦然. 删除冗余项再代入引理
A.4.6, 可知 A 仅有有限多个不可约分支, 矛盾. 于是 W = ∅.
对于 (ii) 和 (iii), 设 1 ≤ i ≤ n, 显然 Z∗i 6= ∅ 在 X 中为开, 又因为 Zi 不可约, Z∗i

在 Zi 中稠密; 因此所有稠密开子集 U ⊂ X 皆交 Z∗i . 反之若开子集 U ⊂ X 交每个 Zi,
则 U ∩ Zi 在 Zi 中稠密, 故 U ⊃

⋃n
i=1 Zi = X, 从而 U 稠密.

作为特例, X∗ 是 X 的稠密开子集. 由于每个 Z∗i 皆开, 非空, 不可约 (引理 A.4.7),
而且两两无交, 它们既是 X∗ 的连通分支也是不可约分支.

命题 A.4.9 设 X 为拓扑空间, U 为其开子集, 则有互逆双射

{Y ⊂ X :不可约闭子集, Y ∩ U 6= ∅} 1:1 {YU ⊂ U :不可约闭子集}
Y 7→ Y ∩ U
YU ← [ YU ;

若将两边按照包含关系赋序, 则双射保序.

证明 引理 A.4.7 说明 Y 7→ Y ∩ U 良定义, 而且 Y = Y ∩ U . 另一方面, 引理 A.4.5
(ii) 说明 YU 7→ YU 良定义, 性质 YU = YU ∩ U 是 YU 闭的简单结论. 保序性质自明.

特别地, U 的不可约分支恰是所有 Z ∩ U , 其中 Z 遍历 X 中交 U 的不可约分支.
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A.5 特化与泛化
定义 A.5.1 (特化与泛化) 设 X 为拓扑空间而 x, x′ ∈ X. 如果 x′ ∈ {x}, 则称 x′ 是 x

的特化, x 是 x′ 的泛化, 记为 x⇝ x′.

记忆法: 泛 ⇝ 特.
如果 E ⊂ X 满足 x ∈ E, x⇝ x′ =⇒ x′ ∈ E, 则称 E 对特化封闭; 类似地定义对

泛化封闭的子集. 以下性质是容易的.

命题 A.5.2 拓扑空间 X 的子集对特化封闭当且仅当其补集对泛化封闭. 闭子集 (或开
子集) 总是对特化 (或泛化) 封闭.

证明 设子集 E 对特化 (或泛化)封闭,而 x ∈ E 和 y ∈ XrE 满足 x⇝ y (或 y ⇝ x).
若 x ∈ E 则 y ∈ E, 矛盾, 故 x ∈ X rE, 因而 X rE 对泛化 (或特化) 封闭. 第一部分
得证. 对于第二部分, 处理显然的闭子集情形即可.

易见 X 对二元关系 ⇝ 成为预序集, 其极大元正是闭点. 使 ⇝ 为偏序所需的条件
表述如下.

定义 A.5.3 (Kolmogorov空间) 设 X 为拓扑空间. 若对 X 的所有相异元素 x 6= x′ 皆
有 x′ /∈ {x} 或 x /∈ {x′}, 则称 X 为 Kolmogorov 空间.

由于 x′ ∈ {x} 且 x ∈ {x′} 等价于 {x} = {x′}, Kolmogorov 空间的定义可以等价
地表述为 x 6= x′ =⇒ {x} 6= {x′}.

定义 A.5.4 设 f : X → Y 为连续映射.

▷ 特化提升 如果对所有满足 y ⇝ y′ 的 y, y′ ∈ Y 和 x ∈ f−1(y),皆存在 x′ ∈ f−1(y′)
使得 x⇝ x′, 则称特化沿 f 提升.

▷ 泛化提升 如果对所有满足 y ⇝ y′ 的 y, y′ ∈ Y 和 x′ ∈ f−1(y′),皆存在 x ∈ f−1(y)
使得 x⇝ x′, 则称泛化沿 f 提升.

图解如下:

特化提升 泛化提升 图例

∃x′

x

y′

y

x′

∃x

y′

y

? X

f(?) Y

∈
f

∈
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当 X → Y 为子空间的嵌入时, 特化与泛化的提升分别等价于 Y 的子空间 X 对特
化与泛化的封闭性.

引理 A.5.5 考虑连续映射 X
f
Y

g
Z. 若特化 (或泛化) 沿 f 和 g 提升, 则沿 gf

亦然.

证明 观图自见.

A.6 泛点
不可约闭子集在不可约子集的相关讨论中特别常用. 观察到对于任意空间 X 和

x ∈ X, 引理 A.4.5 (ii) 蕴涵 {x} 总是不可约闭子集.

定义 A.6.1 (泛点和朴素空间) 设 Z 为拓扑空间 X 的不可约闭子集. 若存在 η ∈ Z 使
得 Z = {η}, 则称 η 为 Z 的泛点.
若所有不可约闭子集都有唯一的泛点, 则称 X 为朴素的.

引理 A.6.2 拓扑空间 X 朴素当且仅当每个不可约闭子集都有泛点, 而且 X 是
Kolmogorov 空间 (定义 A.5.3). 此时有双射

cl : X 1:1 {Z ⊂ X :不可约闭子集} , cl(x) = {x}.

证明 所示映射 cl 对所有拓扑空间 X 都有定义; X 朴素 (或 Kolmogorov) 等价于 cl
是双射 (或单射), 而每个不可约闭子集都有泛点等价于 cl 是满射.

以下论证涉及一条简单的拓扑性质: 设 Y 为拓扑空间 X 的子集, 赋予诱导拓
扑. 若 E 是 Y 的子集, 记它在 X 中的闭包为 E, 则它在 Y 中的闭包是 E ∩ Y , 而
E = E ∩ Y .

引理 A.6.3 设 Y 为 X 的子集, 带诱导拓扑.

(i) 若 X 是 Kolmogorov 空间, 则 Y 亦然.

(ii) 设 Y 局部闭; 若 X 朴素, 则 Y 亦然.

证明 沿用之前关于闭包的符号和性质.
对于 (i), 取相异点 y, y′ ∈ Y , 则有 {y} ∩ Y = {y} 和 {y′} ∩ Y = {y′}. 但

{y} 6= {y′}, 故 {y} ∩ Y 6= {y′} ∩ Y . 由此知 Y 是 Kolmogorov 空间.
对于 (ii), 对 Y 开或闭这两种情形证 Y 的所有不可约闭子集 Z 皆有泛点即可. 具

体而言, 我们寻求 z ∈ Z 使得 Z = {z} ∩ Y .
设 Y 闭. 则 Z 作为 X 的不可约闭子集可写作 {z}, 于是 Z = {z} ∩ Y .
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设 Y 开. 此时 Z 是 X 的不可约闭子集, 写作 {z}; 由于 Z = Z ∩ Y ⊂ {z} ∩ Y 非
空, 从 Y 开可知 z ∈ Y . 如此一来 {z} ∩ Y 作为 {z} 在 Y 中的闭包是 Z 的子集, 综之
有 Z = Z ∩ Y = {z} ∩ Y .

命题 A.6.4 设 (Xi)i∈I 是空间 X 的一族子集, X =
⋃
i∈I Xi.

(i) 设每个 Xi 都是局部闭子集, 则 X 是 Kolmogorov 的当且仅当每个 Xi 亦然;

(ii) 设每个 Xi 都是开子集, 则 X 朴素当且仅当每个 Xi 亦然.

证明 两个 “仅当” 方向皆来自引理 A.6.3, 以下处理 “当” 的方向, 仍然涉及此前的拓
扑常识.

对于 (i), 设每个 Xi 都是 Kolmogorov 的. 设有 x, x′ ∈ X 使得 {x} = {x′}.
取 i ∈ I 使得 x ∈ Xi, 再取开子集 U ⊂ X 使得 Xi 是 U 的闭子集. 因为 x ∈
{x} ∩Xi ⊂ {x} ∩ U = {x′} ∩ U , 由 U 开可得 x′ ∈ U . 因此有 x′ ∈ {x} ∩ U ⊂ Xi, 继而
{x} ∩Xi = {x′} ∩Xi. 因为 Xi 是 Kolmogorov 空间, x = x′.

对于 (ii), 证 X 的所有不可约闭子集 Z 皆有泛点即可. 注意到 Z 交某个 Xi, 而
Xi ∩Z 是 Z 的非空开子集, 因而是 Z 的不可约稠密子集 (引理 A.4.7). 于是 Xi ∩Z 是
Xi 的不可约闭子集, 表作 Xi ∩ Z = {x} ∩Xi ⊂ {x}, 其中 x ∈ Xi ∩ Z. 既然 Xi ∩ Z 在
Z 中稠密, 故 Z ⊂ {x}; 而 Z 闭和 x ∈ Z 又导致 {x} ⊂ Z. 综上知 Z = {x}.

引理 A.6.5 设 X 为 Noether 朴素空间, 则 X 的子集 U 为开集当且仅当以下条件
成立:

(i) U 对泛化封闭,

(ii) 若 x ∈ U , 则 U 包含 {x} 的一个非空开子集.

证明 显然 U 开蕴涵 (i) 和 (ii). 反之设 (i) 和 (ii) 成立, 今将证明 E := X r U 闭.
对 E 的每个不可约分支 C 取泛点 x, 兹断言 x /∈ U : 这是因为若 x ∈ U , 则 (ii) 蕴涵
U 包含 C 的某个非空开子集 V ; 运用命题 A.4.8 可缩小 V 以确保它在 E 中亦开, 故
V ∩ E 6= ∅, 与 V ⊂ U 矛盾.
因此 x ∈ E. 由于命题 A.5.2 连同 (i) 蕴涵 E 对特化封闭, 这表明 C ⊂ E. 因此

E = E 为 X 的闭子集.
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A.7 可构造子集
可构造子集常见于代数几何与相关的环论问题, 本节仅探讨其拓扑面向.

定义 A.7.1 (可构造子集和局部可构造子集) 设 E 为拓扑空间 X 的子集.

� 如果 E 可表为形如 A ∩ (X r B) 的子集的有限并, 其中要求 A 和 B 都是 X 的
回紧开子集 (定义 A.1.7), 则称 E 为可构造子集.

� 如果存在开覆盖 X =
⋃
i∈I Vi 使得 E ∩ Vi 对每个 i 都是 Vi 的可构造子集, 则称

E 为局部可构造子集.

形如 A∩ (X rB) 的子集 (其中 A,B ⊂ X 为开) 恰是 X 的局部闭子集, 因此可构
造子集是局部闭子集的有限并. 逆命题对于 Noether 空间 (定义 A.3.1) 成立.

留意到 X 和 ∅ 都是可构造子集.

引理 A.7.2 有限多个可构造子集的交和并仍是可构造的; 可构造子集的补集仍是可构
造的.

证明 有限并的情形来自定义, 有限交的情形容易化到以下处理的补集情形. 设有 X

的可构造子集 ⋃n
i=1Ai ∩ (X rBi), 其中每个 Ai 和 Bi 都是回紧开子集. 其补集是

n⋂
i=1

(X rAi) ∪Bi =
⋃

{1,...,n}=ItI′

(⋂
i∈I

(X rAi) ∩
⋂
i∈I′

Bi

)
.

问题化为对所有 I, I ′ ⊂ {1, . . . , n} 说明

⋂
i∈I

(X rAi) ∩
⋂
i∈I′

Bi =

(
X r

⋃
i∈I

Ai

)
∩
⋂
i∈I′

Bi

可构造, 继而化为证 ⋃
i∈I Ai 和

⋂
i∈I′ Bi 皆为回紧开子集. 运用引理 A.1.9 完成证明.

Noether 空间上的可构造子集有直截了当的描述.

命题 A.7.3 如果 X 是 Noether 空间, 则 X 的可构造子集恰是局部闭子集的有限并.

证明 引理 A.3.4 说明定义 A.7.1 中的开子集 A 和 B 此时总是回紧的.

引理 A.7.4 设 f : X → Y 为连续映射, 使得若 E ⊂ Y 是回紧子集, 则 f−1(E) ⊂ X

亦然. 设 E ⊂ Y 为可构造子集, 则 f−1(E) ⊂ X 亦然.

证明 我们有 f−1(A∩ (Y rB)) = f−1(A)∩ (X r f−1(B)), 而且 f−1 既保持开性又保
持子集的并.
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对于可构造子集, 较常用的是以下性质.

命题 A.7.5 设 E ⊂ X 是局部闭子集的有限并 (例如可构造子集), Z ⊂ X 是不可约子
集, 则以下陈述等价:

(i) Z ∩ E 包含 Z 的一个稠密开子集;

(ii) Z ∩ E 在 Z 中稠密.

进一步要求 Z 有泛点 η (定义 A.6.1), 则上述条件也等价于

(iii) η ∈ E.

证明 (i) =⇒ (ii) 平凡. 至于 (ii) =⇒ (i), 注意到 Z ∩ E 是 Z 中有限多个局部闭
子集 E1, . . . , En 的并; 考虑这些局部闭子集在 Z 中的闭包, 则因为 Z 不可约, 必有某
个 Ei 的闭包为 Z (引理 A.4.2). 将 Ei 写成 Ui ∩ Zi, 其中 Ui 开 Zi 闭, 则稠密性导致
Zi = Z, 从而 Ei = Ui 是 Z 的稠密开子集.

进一步要求 Z = {η}, 则有 (i) =⇒ (iii) =⇒ (ii).

推论 A.7.6 设 X 为 Noether 空间, E ⊂ X 是局部闭子集的有限并 (例如可构造子集),
则 E 包含其闭包 E 中的一个稠密开子集.

证明 以命题 A.4.8 表 E 为相异不可约分支的并 Z1 ∪ · · · ∪Zn, 并对所有 1 ≤ i ≤ n 推
得 Z∗i ∩ E 在 Z∗i 中稠密, 从而 Zi ∩ E 在 Zi 中稠密. 命题 A.7.5 表明 Zi ∩ E 包含 Zi

的某个稠密开子集 Ui; 以 Z∗i ∩ Ui 代 Ui, 可设 Ui 在 Z 中亦开.
取 U := U1 ∪ · · · ∪ Un ⊂ E, 这是 Z 的开子集, 且交每个 Zi; 代入命题 A.4.8 可见

它在 Z 中稠密.

以下结论是对命题 A.5.2 的补充.

推论 A.7.7 设 X 是 Noether 朴素空间, E ⊂ X 是局部闭子集的有限并, 例如可构造
子集, 则 E 闭 (或开) 当且仅当 E 对特化 (或泛化) 封闭.

证明 基于命题 A.5.2, 说明 E 对泛化封闭蕴涵 E 开即可. 应用引理 A.6.5, 问题化为
对所有 x ∈ E 证明 E 包含 Z := {x} 的一个非空开子集. 根据命题 A.7.5 (取 η = x),
可见 Z ∩ E 确实包含 Z 的一个非空开子集.

定义 A.7.8 (可构造拓扑) 设 X 为拓扑空间, 其上的可构造拓扑是以 X 的所有可构造
子集为一组基的拓扑. 为了区别, 今后将 X 连同其可构造拓扑给出的拓扑空间记为
Xcons.

由于全体可构造子集对有限交封闭, 而且 X 可构造, 这确实给出拓扑. 留意
到 X 7→ Xcons 未必是函子, 这是因为连续映射 f : X → Y 未必给出连续映射
f : Xcons → Ycons, 但引理 A.7.4 给出了使 f 对可构造拓扑连续的一则充分条件.

M. Hochster [4] 提出的谱空间理论与可构造拓扑密切相关.
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定义 A.7.9 (谱空间和谱映射) 满足以下性质的拓扑空间 X 称为谱空间:

� X 拟紧 (定义 A.1.4) 而且拟分离 (定义 A.1.5);

� 所有拟紧开子集构成 X 的一组基;

� X 朴素 (定义 A.6.1).

设 f : X → Y 为谱空间之间的连续映射. 若 f 给出连续映射 Xcons → Ycons, 则称
f 为谱映射.

谱空间连同其间的谱映射构成范畴 SpecSpc. 可以证明谱空间之间的连续映射
f : X → Y 是谱映射当且仅当任何拟紧开子集 V ⊂ Y 的原像 f−1(V ) 皆拟紧, 见 [5,
Tag 0G1J].

例 A.7.10 设 R为环,赋素谱 Spec(R)以 Zariski拓扑 (定义–命题 1.10.7),则命题 2.5.1
和 2.5.9 说明 Spec(R) 是谱空间. 设 ϕ : R → S 为环同态, 考虑 Spec(ϕ) : Spec(S) →
Spec(R), 则根据引理 3.8.2 对素谱中可构造子集的描述以及命题 1.10.10, 立见 Spec(ϕ)
是谱映射.

因此 R 7→ Spec(R) 给出函子 CRingop → SpecSpc; Hochster [4] 证明了这是范畴
等价, 本书不需此结论.

A.8 Jacobson空间
约定 A.8.1 对所有拓扑空间 X, 记 X ′ 为 X 的闭点所成的子集.

定义 A.8.2 设 X 为拓扑空间. 如果

Z ⊂ X 为闭子集 =⇒ Z = Z ∩X ′,

则称 X 为 Jacobson 空间.

空集显然是 Jacobson 空间.

命题 A.8.3 设 X 为 Jacobson 空间, 而 X ′ 有限. 此时 X 是离散空间, 亦即 X 的每个
点都既开又闭.

证明 Jacobson 性质蕴涵 X ′ = X. 然而 X ′ 由有限多个闭点构成, 故 X ′ 闭, 故
X = X ′ 有限且每个点都是闭点, 因而每个点也都构成开子集.

引理 A.8.4 设 X 为 Jacobson 空间, 非空子集 E 是局部闭子集的并, 则 E ∩X ′ 6= ∅.

证明 处理 E 是局部闭子集的情形即可. 表 E 为开交闭 U ∩ Z. Jacobson 空间的定义
蕴涵存在 z ∈ U ∩ (Z ∩X ′) = E ∩X ′.
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引理 A.8.5 设 X 为 Jacobson 空间, 子集 E 是局部闭子集的并, 则 E 相对于子空间具
有的诱导拓扑仍是 Jacobson 空间, 而且 E′ = E ∩X ′.

证明 在 X 之中, 能表作局部闭子集之并的所有子集构成一个集合 B. 注意到若
E ∈ B, 则 E 和任意局部闭子集的交仍属于 B.

注意到 E′ ⊃ E ∩X ′ 对所有子集 E ⊂ X 皆成立; 另一方面, 引理 A.8.4 说明所有
非空局部闭子集 E ⊂ X 皆有 E ∩X ′ 6= ∅, 因而此性质对非空之 E ∈ B 依然成立.

以下选定非空之 E ∈ B. 对于 E 的所有闭子集 W (或开子集 V ), 存在 X 的闭子
集 Z (或开子集 U) 使得 W = Z ∩ E (或 V = U ∩ E); 若 V ∩W 6= ∅, 则

V ∩ (W ∩ E′) ⊃ U ∩ Z ∩ E
∈B∖{∅}

∩X ′ 6= ∅,

由此可知 E 是 Jacobson 空间.
最后说明 E′ = E ∩ X ′; 证 ⊂ 即可. 设 z ∈ E′, 因此存在 X 的闭子集 Z 使得

Z ∩ E = {z}, 然而 Z ∩ E ∈ B, 故它交 X ′, 从而 z ∈ E ∩X ′. 证毕.

命题 A.8.6 若拓扑空间 X 有开覆盖 X =
⋃
i∈I Ui, 则 X 是 Jacobson 空间当且仅当每

个开子集 Ui 皆然, 而且此时 X ′ =
⋃
i∈I U

′
i .

证明 “仅当” 方向和 X ′ =
⋃
i∈I X

′ ∩ Ui =
⋃
i∈I U

′
i 来自引理 A.8.5.

为了处理 “当” 的方向, 先说明 U ′i = X ′ ∩ Ui 对所有 i 成立. 说明包含关系 ⊂ 即
可. 设 x ∈ U ′i . 问题归结为对所有满足 x ∈ Uj 的 j ∈ I 论证 x ∈ U ′j . 留意到 Ui ∩ Uj
是 Ui 的开子集, 故 x ∈ (Ui ∩Uj)′, 再由 Uj 是 Jacobson 空间这一前提和引理 A.8.5 推
得 x ∈ U ′j .

接着考虑 X 的闭子集 Z. 由于每个 Ui 都是 Jacobson 空间, 基于上一段, (Z ∩
X ′) ∩ Ui = U ′i ∩ Z 在 Ui ∩ Z 中稠密, 故 Z ∩X ′ 在 Z 中稠密. 证毕.

赋予 X ′ 来自 X 的诱导拓扑. 以下几则结论表明 X 的许多性质完全反映在闭点
上, 包括: 拟紧性, 局部闭子集的有限并, 可构造子集, 以及这些子集的包含关系.

引理 A.8.7 设 X 为 Jacobson 空间, 则 X 拟紧当且仅当 X ′ 拟紧.

证明 通过和 X ′ 取交, X 的开覆盖总能给出 X ′ 的开覆盖. 反之给定开覆盖 X ′ =⋃
i∈I Vi, 则 X 有一族开子集 Ui 使得 Vi = Ui ∩X ′ = U ′i . 这般的 {Ui}i∈I 皆满足(

X r
⋃
i∈I

Ui

)
∩X ′ = X ′ r

⋃
i∈I

Vi = ∅;

基于 Jacobson 空间的定义, 闭子集 X r
⋃
i∈I Ui 为空, 故 X =

⋃
i∈I Ui.

由此易见 X 拟紧等价于 X ′ 拟紧.
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命题 A.8.8 设 X 为 Jacobson 空间, 则 E 7→ E ∩X ′ 给出保序双射

{X 的局部闭子集的有限并} {X ′ 的局部闭子集的有限并} ,

{X 的可构造子集} {X ′ 的可构造子集} ,

1:1

1:1

⊂ ⊂

此处的偏序取为子集的包含关系 ⊂.

证明 易见图表第一行的映射良定义: E 7→ E ∩X ′ 保集合的交与并, 映局部闭子集为
局部闭子集. 兹说明第一行的映射为单. 设 E1 和 E2 是局部闭子集的有限并, E1 6= E2,
则不妨设 E1 rE2 6= ∅. 易证 E := E1 rE2 也是局部闭子集的有限并. 于是引理 A.8.4
给出

(E1 ∩X ′)r (E2 ∩X ′) = E ∩X ′ 6= ∅.

为说明第一行的映射满, 考虑 X ′ 的局部闭子集即可. 这种子集表作 (U ∩ X ′) ∩
(Z ∩X ′) = (U ∩ Z) ∩X ′, 其中 U 和 Z 分别是 X 的开子集和闭子集. 满性得证.
关于映射保序的断言是显然的.
可构造子集也是局部闭子集的有限并. 为了处理第二行的映射, 先来说明 E ⊂ X

可构造蕴涵 E ∩ X ′ ⊂ X ′ 可构造, 因而此映射良定义, 然后再说明该映射满. 回顾
定义 A.7.1 和之前的论证, 两者都归结为论证开子集 U ⊂ X 回紧当且仅当开子集
U ′ = U ∩X ′ ⊂ X ′ 回紧.

选定 X 的开子集 U . 基于引理 A.8.5 和 A.8.7 可见:

� X ′ 的拟紧开子集恰是形如 K ∩X ′ 的子集, 其中 K 是 X 的拟紧开子集;

� 若 K 是 X 的拟紧开子集, 则 U ∩ K 拟紧当且仅当 (U ∩ X ′) ∩ (K ∩ X ′) =

U ∩K ∩X ′ = (U ∩K)′ 拟紧.

由此易得 U ⊂ X 回紧等价于 U ′ ⊂ X ′ 回紧. 证毕.

A.9 Krull维数
本节的 X 为选定的拓扑空间.

定义 A.9.1 (Krull维数和余维数) 对于拓扑空间 X 中的子集链

Z0 ( · · · ( Zn,

将之简记为 Z, 并称 n 为 Z 的长度.

� 若 X 非空, 定义 X 的 Krull 维数为

dimX := sup{n ∈ Z≥0 : X 有长度 n 的不可约闭子集链 Z}
∈ Z≥0 t {∞};
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另外规定 dim∅ := −∞.

� 若 Y ⊂ X 是不可约闭子集, 定义其 Krull 余维数为

codim(Y,X) := sup{m ∈ Z≥0 : X 有长度 m 的不可约闭子集链 Z, Z0 = Y }
∈ Z≥0 t {∞}.

� 推而广之, 定义非空闭子集 Z 的 Krull 余维数为

codim(Z,X) := inf {codim(Y,X) : Y ⊂ Z 为不可约闭子集} .

不致混淆时, 这些概念简称维数和余维数.

因此当 X 非空时

dimX = sup
Y :不可约闭子集

codim(Y,X). (A.9.1)

引理 A.9.2 设 Z 为 X 的闭子集, 则 dimZ ≤ dimX.
设 U 为 X 的开子集, 则 dimU ≤ dimX; 若不可约闭子集 Y 与 U 有交, 则

codim(Y,X) = codim(Y ∩ U,U).

证明 由定义 A.9.1 立得闭子集情形.
对于开子集情形. 考虑 codim(Y,X) 和 codim(Y ∩U,U) 定义中涉及的所有闭子集

链; 命题 A.4.9 给出其间的保长双射.

命题 A.9.3 若有 X 的闭子集 W1, . . . ,Wm 使得 X =
⋃m
i=1Wi, 其中 m ∈ Z≥1, 则

dimX = sup1≤i≤m dimWi.

证明 不妨设 m = 2. 鉴于引理 A.9.2, 证 dimX ≤ sup{dimW1, dimW2} 即可. 设有
X 的不可约闭子集链 Z, 长度为 n, 则引理 A.4.2 蕴涵有 i ∈ {0, 1} 使得 Zn ⊂ Wi; 由
此可得 n ≤ dimWi.

命题 A.9.4 若有开覆盖 X =
⋃
i∈I Ui, 则 dimX = supi∈I dimUi.

证明 结合命题 A.4.9 和引理 A.9.2 可得
dimX = sup

Y⊂X
不可约闭

codim(Y,X) = sup
Y⊂X
不可约闭

sup
i∈I

Y ∩Ui 6=∅

codim(Y ∩ Ui, Ui)

= sup
i∈I

sup
Yi⊂Ui

不可约闭

codim(Yi, Ui) = sup
i∈I

dimUi.

证毕.

定义–命题 A.9.5 (局部 Krull维数) 对所有 x ∈ X, 定义 dimxX := infU3x dimU , 其
中 U 遍历 x 的开邻域, 则有 dimX = supx∈X dimxX.
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证明 引理 A.9.2 蕴涵 supx dimxX ≤ dimX. 反之设 dimX ≥ n, 则存在不可约闭子
集 Y 使得 codim(Y,X) ≥ n; 取 y ∈ Y , 引理 A.9.2 蕴涵任意开邻域 U 3 y 皆满足

dimU ≥ codim(Y ∩ U,U) = codim(Y,X) ≥ n,

故 dimyX ≥ n. 因此 supx dimxX ≥ dimX.

命题 A.9.6 设 x ∈ X 有开邻域 U0 使得 U0 是其闭子集 X1, . . . , Xn 的并, 而且
x ∈ X1 ∩ · · · ∩Xn. 此时

dimxX = sup
1≤i≤n

dimxXi.

证明 不妨设 U0 = X. 按命题 A.9.3 和定义, dimxX = infU3x sup1≤i≤n dimU ∩ Xi

而 dimxXi = infU3x dimU ∩Xi. 若存在 i 使得 dimxXi =∞, 则断言显然成立. 设若
不然, 存在 x 的开邻域 V 使得当 x ∈ U ⊂ V 时 dimxXi = dimU ∩Xi 对所有 i 成立,
此时断言仍成立.

命题 A.9.7 若 X 非空则 dimX = supC dimC, 其中 C 遍历 X 的不可约分支 (定义
A.4.4).

证明 根据引理 A.4.5, 不可约分支皆闭, 而且任何不可约闭子集链 Z 的末项 Zn 总是
包含于 X 的某个不可约分支 C.

定义 A.9.8 (等维空间) 若 X 的所有不可约分支都有相同的维数, 其值有限, 则称 X

等维.

定义 A.9.9 (悬链空间) 如果对于 X 的所有不可约闭子集 Z ⊂ Z ′, 皆有

� codim(Z,Z ′) <∞,

� 所有极长 (亦即无法再插项) 的不可约闭子集链

Z = Z0 ( · · · ( Zm = Z ′

都有相同长度 m,

则称 X 为悬链的, 此时条件中的 m 即 codim(Z,Z ′).

引理 A.9.10 设 X 为拓扑空间.

(i) 若 X 是悬链空间, 则 X 的局部闭子集亦然.

(ii) 若存在开覆盖 X =
⋃
i∈I Ui, 每个 Ui 都是悬链的, 则 X 是悬链的.

证明 结合命题 A.4.9, 引理 A.9.2 和悬链空间的定义可得 (i) 的开子集情形和 (ii).
若 Y 是悬链空间 X 的闭子集, 则将定义 A.9.9 的条件限制到 Z ′ ⊂ Y 的特例便知

Y 也是悬链的, 故 (i) 对闭子集成立. 由此推得局部闭的情形.
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悬链空间中的余维数能分段计算, 体现为以下等价描述.

命题 A.9.11 拓扑空间 X 是悬链的当且仅当以下性质成立:

� 对任何不可约闭子集 Z ⊂ Z ′ 皆有 codim(Z,Z ′) <∞;

� 对任何不可约闭子集 Z ⊂ Z ′ ⊂ Z ′′ 皆有

codim(Z,Z ′′) = codim(Z,Z ′) + codim(Z ′, Z ′′).

证明 设 X 为悬链空间, 则当然有第一则性质. 对于第二则性质, 分别取以 Z, Z ′

为首项, Z ′, Z ′′ 为末项的极长不可约闭子集链, 头尾接合即是以 Z 为首项而 Z ′′ 为
末项的极长不可约闭子集链; 根据悬链性质, 这表明 codim(Z,Z ′′) = codim(Z,Z ′) +

codim(Z ′, Z ′′).
反之设断言中的两则性质成立. 给定不可约闭子集 Z ⊂ Z ′, 第一则性质确保

codim(Z,Z ′) <∞. 对于极长不可约闭子集链

Z = Z0 ( · · · ( Zm = Z ′,

极长条件蕴涵 codim(Zi, Zi+1) = 1 对所有 0 ≤ i < m 成立; 反复应用第二则性质可得

codim(Z,Z ′) = codim(Z0, Z1) + · · ·+ codim(Zm−1, Zm) = m.

因此长度 m 只和 Z ⊂ Z ′ 相关.
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附录 B 分次交换环论

B.1 加法幺半群基本性质
本节的 Γ 默认为交换幺半群, 二元运算写作 +, 幺元记为 0; 这种结构也简称为加

法幺半群.

定义 B.1.1 设 Γ 为加法幺半群.

� 若存在 γ1, . . . , γn ∈ Γ 使得 Γ 的所有元素均能表成 m1γ1 + · · · + mnγn, 其中
mi ∈ Z≥0, 则称 Γ 有限生成.

� 若 mγ = mη =⇒ γ = η 对所有 γ, η ∈ Γ 和 m ∈ Z≥1 成立, 则称 Γ 无挠.

� 若 γ + η = γ + δ =⇒ η = δ 对所有 γ, η, δ ∈ Γ 成立, 则称 Γ 具消去律.

� 记 Γ 中的可逆元群为 Γ×. 若 Γ× = {0}, 则称 Γ 为正的.

加法幺半群的典型例子是 Zn 对加法构成的幺半群; 它有限生成, 无挠而且具有消
去律. 其子幺半群 Zn≥0 除了有上述性质, 还是正的. 注意到无挠性, 消去律和正性都能
由子幺半群继承, 但有限生成性质则未必.

从交换群到交换幺半群的忘却函子有左伴随, 称为群化函子 Γ 7→ Γgrp. 群化 Γgrp

的元素能表作 Γ× Γ 相对于等价关系

(γ, η) ∼ (γ′, η′) ⇐⇒ ∃ξ ∈ Γ, γ + η′ + ξ = γ′ + η + ξ

的等价类 Jγ, ηK, 或设想为 Γ 的元素 γ, η ∈ Γ 的 “形式差” γ − η, 加法是逐分量相加, 而
典范同态 Γ→ Γgrp (伴随对的单位态射) 表作 γ 7→ Jγ, 0K. 详见 [9, 例 B.5.12].
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举例明之, Z≥0 的群化是 Z, 这正是整数环的构造方式. 推而广之, Zn≥0 的群化是
Zn. 如果 Γ 已是群, 则 Γ

∼→ Γgrp.

引理 B.1.2 加法幺半群 Γ 具消去律当且仅当 Γ→ Γgrp 是单射.

证明 我们有 Jγ1, 0K = Jγ2, 0K 当且仅当存在 ξ ∈ Γ 使得 γ1 + ξ = γ2 + ξ.

以下涉及序结构的一些术语, 详见 [7, §1.2].

定义 B.1.3 设 Γ 为加法幺半群, 而 ≤ 是 Γ 上的偏序 (或全序), 满足以下性质:

γ < γ′ =⇒ ∀η ∈ Γ, γ + η < γ′ + η.

此时称 (Γ,≤) 为偏序 (或全序) 加法幺半群.

可以证明 [7, 定义 10.2.3] 的全序交换群是上述定义的特例.

例 B.1.4 全序加法幺半群的直接例子是带有标准序结构的 Z. 推而广之, Zn 对字典序
也成为全序加法幺半群.

若 Γ 对 ≤ 成为偏序 (或全序) 加法幺半群, 则它对由 γ1 ≤op γ2 ⇐⇒ γ1 ≥ γ2 确
定的相反序 ≤op 亦然.

引理 B.1.5 设 (Γ,≤) 为全序加法幺半群.

(i) 若 Γ 非平凡, 则 Γ 无极大元和极小元.

(ii) Γ 无挠且具消去律.

证明 对于 (i), 首先说明 0 不能是极大元, 否则对所有 γ 6= 0 皆有 0 = γ + (−γ) <
0 + 0 = 0, 矛盾. 设 η ∈ Γ 极大, 则 η > 0; 然而 2η = η + η > η + 0 = η, 矛盾. 极小元
的情况类似.

对于 (ii), 设有 mγ = 0, 其中 m ∈ Z≥1. 若 γ > 0 则 mγ = γ + · · ·+ γ

m 项
> 0; 若

γ < 0 则同理有 mγ < 0. 唯一可能是 γ = 0, 故 Γ 无挠.
设有 γ, η, δ ∈ Γ. 若 η > δ (或 η < δ) 则 γ + η > γ + δ (或 γ + η < γ + δ), 故 Γ 具

消去律.
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B.2 加法幺半群的嵌入及其应用
本节先说明如何在适当条件下将加法幺半群 Γ 嵌入更为具体的 Zn 或 Zn≥0, 然后

定义形式幺半群代数及其局部化.

命题 B.2.1 对于有限生成加法幺半群 Γ, 以下陈述等价:

(i) 存在 n ∈ Z≥1 和幺半群的嵌入 Γ ↪→ Zn;

(ii) Γ 无挠而且具有消去律.

以上任一条件成立时, 陈述 (i) 中的嵌入可以取为 Γ → Γgrp 和某个同构 Γgrp ' Zn 之
合成.

证明 (i) =⇒ (ii): 显然.
(ii) =⇒ (i): 由于加法幺半群 Γ 有限生成, 观构造可知加法群 Γgrp 亦然. 消去律

确保典范同态 Γ→ Γgrp 为单. 此外, Γ 无挠确保加法群 Γgrp 也无挠. 然而有限生成无
挠加法群总同构于某个 Zn, 于是 Γ ↪→ Γgrp ' Zn.

以下结论的证明涉及凸多面锥的理论, 见 [9, §14.9].

命题 B.2.2 对于有限生成加法幺半群 Γ, 以下陈述等价:

(i) 存在幺半群的嵌入 ι : Γ ↪→ Zn 以及 λ ∈ HomZ(Zn,Z), 使得

� im(ι) ⊂ {v ∈ Zn : λ(v) ≥ 0},

� λ(v) = 0 ⇐⇒ v = 0 对所有 v ∈ im(ι) 成立,

� 对所有 N ∈ Z≥0, 集合 {v ∈ im(ι) : λ(v) ≤ N} 有限;

(ii) Γ 无挠, 具消去律, 且为正.

证明 (i) =⇒ (ii): 无挠性质和消去律继承自 Zn, 至于正性, 设有 γ, γ′ ∈ Γ 满足
γ + γ′ = 0, 则 λι(γ) + λι(γ′) = 0 蕴涵 λι(γ) = 0 = λι(γ′), 继而蕴涵 γ = 0.

(ii) =⇒ (i): 鉴于命题 B.2.1,不妨设 Γ是 Zn 的有限生成子幺半群. 取 Γ的生成元
f1, . . . , fm,则 Γ在 Rn中张成凸多面锥 C =

∑m
i=1 R≥0fi. 兹说明 C∩(−C) = {0}. 根据

[9,定理 14.9.4],存在 λ1, . . . , λk ∈ HomR(Rn,R)使得 C 是不等式组 λ1 ≥ 0, . . . , λk ≥ 0

的解集, 故 C ∩ (−C) 是 λ1 = · · · = λk = 0 的解集.
由于 fi ∈ Zn, 细观该处证明可见 λi 可取为 HomQ(Qn,Q) 的元素. 若 C ∩ (−C)

非零, 则相应的方程组在 Qn 中有非零解 v. 兹考察关于 a1, . . . , am 的 Q-系数方程组∑m
i=1 aifi = v. 既然 v ∈ C, 它在 Rm≥0 中有解, 由此不难推得它在 Qk≥0 中有解. 将 v 和

解 a1, . . . , ak 同乘以适当的正整数, 遂可假设 v ∈ Γr {0}. 同理可要求 −v ∈ Γr {0},
与 Γ 的正性矛盾.

未定稿: 2026-03-18



304 附录 B 分次交换环论

从 C ∩ (−C) = {0} 和严格凸多面锥的刻画 [9, 定义–命题 14.9.8] 立得 λ 使得
λ|C ≥ 0, 而且 λ(v) = 0 ⇐⇒ v = 0 对所有 v ∈ C 成立. 此条件相当于要求 λ 在 C 的
每条端射线 [9, 定义 14.6.7, 定理 14.9.11] 上均为正. 这是关于 λ 的开条件, 微扰后可
设 λ 定义在 Q 上; 伸缩后可设 λ(Zn) ⊂ Z.

此外易见 C ∩{v : λ(v) ≤ N}对所有 N 都是 Rm 的紧子集 (可用 [9, 引理 10.4.1]),
故其中格点数量有限. 综上即得 (i).

以下构造用于 §4.4.

定义 B.2.3 设 Γ 有限生成, 无挠, 具消去律, 且为正. 选定交换环 k.

� 对每个 γ ∈ Γ 引入符号 Xγ , 然后定义 k-代数

kJΓK :=
形式和∑

γ∈Γ
cγXγ : ∀γ, cγ ∈ k

 ,

其加法是逐项的, 乘法则由 k-双线性和 Xγ+η = XγXη 确定.

� 命 k((Γ)) 为 kJΓK 对乘性子集 {Xγ : γ ∈ Γ} 的局部化; 由于此乘性子集不
含零因子, 故 kJΓK ↪→ k((Γ)), 而 k((Γ)) 的元素等同于满足以下条件的形式和∑
γ∈Γgrp cγXγ :

∃γ0 ∈ Γ, {γ ∈ Γgrp : cγ 6= 0} ⊂ Γ− γ0.

称 kJΓK 为 Γ 在 k 上给出的形式幺半群代数, 称 k((Γ)) 为形式 Laurent 级数代数.

尽管 kJΓK 的元素容许为无穷和, 乘法仍能按

∑
γ

cγXγ ·
∑
γ

dγXγ =
∑
γ∈Γ

 ∑
γ1,γ2∈Γ
γ1+γ2=γ

cγ1dγ2

Xγ

来描述, 这是因为 γ1 + γ2 = γ 蕴涵 0 ≤ λ(γ1) + λ(γ2) ≤ λ(γ), 其中 λ : Γ→ Z≥0 取如
命题 B.2.2 (i), 因而 ∑

γ1+γ2=γ
对每个 γ 都是有限和.

例 B.2.4 取 Γ = Zn≥0, 则 Γgrp = Zn 而

k[Γ] = k[X1, . . . , Xn], k[Γgrp] = k[X±11 , . . . , X±1n ],

使得在 γ = (a1, . . . , an)时 Xγ 对应 Xa1
1 · · ·Xan

n . 相应地, kJΓK等同于形式幂级数 k-代
数 kJX1, . . . , XnK, 而 k((Γ)) 等同于形式 Laurent 级数 k-代数 k((X1, . . . , Xn)).

引理 B.2.5 设 Γ 如定义 B.2.3, 而 I 是 k 的有限生成理想, 则有 k-代数的典范同构
kJΓK/IkJΓK ' (k/I)JΓK.
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证明 由 kJΓK → (k/I)JΓK 诱导满同态 kJΓK/IkJΓK → (k/I)JΓK. 选定 I 的生成元
t1, . . . , tk, 则 c =

∑
γ cγXγ 在 (k/I)JΓK 中的像为零当且仅当对每个 γ ∈ Γ 皆存在

dγ,1, . . . , dγ,k ∈ k 使得 cγ =
∑k
i=1 tidγ,i, 当且仅当存在 di =

∑
γ dγ,iXγ ∈ kJΓK, 其中

i = 1, . . . , k, 使得 c =
∑k
i=1 tidi.

引理 B.2.6 设 Γ 如定义 B.2.3, 则群代数 k[Γgrp] 按照 Xγ 7→ Xγ 嵌入 kJΓK.
证明 要点是证对于 Γgrp 中的任意有限多个元素 γ1, . . . , γm, 存在 γ0 ∈ Γ 使得 γi ∈
Γ−γ0 ⊂ Γgrp 对所有 i成立. 将 γi 表作 δi−ηi, 其中 δi, ηi ∈ Γ, 再取 γ0 = η1+ · · ·+ηm
即可.

引理 B.2.7 设 Γ 有限生成, 无挠, 具消去律, 且为正. 若 f =
∑
γ cγXγ ∈ kJΓK 满足

c0 = 1, 则 f 可逆. 作为推论, 若 k 为域, 命

m :=

{∑
γ

cγXγ ∈ kJΓK : c0 = 0

}
,

则 (kJΓK,m) 此时是局部环 (定义 1.11.1).

证明 为了说明 (kJΓK,m) 是局部环, 证明满足 c0 = 1 的元素在 kJΓK 中可逆即可. 论
证基于形式的等式

(1− a)−1 = 1 + a+ a2 + · · · ;

相较于与形式幂级数环的特例, 此处的要点在于善用之前取的 λ : Γ→ Z≥0.

B.3 素理想和局部化
本节将关于环和模的若干基本事实推及 Γ-分次场景, 其中 Γ 是加法幺半群; 最常

用的是 Γ = Z≥0 的情形, 但也可以在更广泛的框架下操作.

定义 B.3.1 (分次素理想) 设 R 为 Γ-分次环. 如果 R 的素理想 p 同是也是分次理想
(定义 4.1.1), 则称 p 为分次素理想.

为了得到更丰富的理论, 需要进一步对 Γ 施加 §B.1 中涉及的消去律条件; 根据引
理 B.1.2, 这蕴涵 Γ 典范地嵌入其群化 Γgrp, 后者是加法群.

定义–命题 B.3.2 设加法幺半群 Γ 具消去律, R 是 Γ-分次环, U ⊂ R 是所有元素皆齐
次的乘性子集.

(i) 局部化 R[U−1] 具有以下 Γgrp-分次结构:

R[U−1]γ =


r

u
r 6= 0齐次, γ + degu = deg r,

或者 r = 0.

 , γ ∈ Γgrp.
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(ii) 若 M 是 Γ-分次 R-模, 则 M [U−1] 具有以下 Γgrp-分次 R[U−1]-模结构:

M [U−1]γ =


x

u
x 6= 0齐次, γ + degu = degx,

或者 x = 0.

 , γ ∈ Γgrp.

我们称子环 R[U−1]0 (或 R[U−1]0-子模 M [U−1]0) 为 R (或 M) 对 U 的齐次局部
化.

证明 以 R[U−1] 的版本为例, 要点仅在于说明当 γ 给定, 条件 γ + degu = deg r 仅
和 r

u ∈ R[U−1] 相关, 不依赖 r 和 u 的选法. 诚然, 若 r
u = r′

u′ 则存在 v ∈ U 使得
vu′r = vur′. 两边都是齐次元的乘积, 故

deg v + degu′ + deg r = deg v + degu+ deg r′.

应用消去律得到 degu′ + deg r = degu+ deg r′, 从而
γ + degu = deg r =⇒ γ + degu+ degu′ = deg r + degu′

⇐⇒ γ + degu+ degu′ = degu+ deg r′

消去律
=⇒ γ + degu′ = deg r′.

其余验证是例行公事.

定义 B.3.3 设 Γ 具消去律. 给定 Γ-分次环 R 的分次素理想 p 和 Γ-分次 R-模 M , 将
对 U := {u ∈ Rr p :齐次元} 的齐次局部化记为

R(p) := R[U−1]0, M(p) :=M [U−1]0.

注记 B.3.4 在定义–命题 B.3.2 的场景中, 有保序互逆双射{
p : R的分次素理想, p ∩ U = ∅

} {
q : R[U−1]的分次素理想}

p pR[U−1] = p[U−1]

q ∩R q,

这是因为命题 1.7.6 的保序互逆双射保持分次素理想.
特别地, 若 p 是分次素理想, U :=

{
u ∈ Rr p :齐次元}, 则对于 R 的任意分次素

理想 p′ 皆有
p′ ∩ U = ∅ ⇐⇒ ∀γ ∈ Γ, p′γ ⊂ pγ ⇐⇒ p′ ⊂ p,

故此时 pR[U−1] 是 R[U−1] 的唯一极大分次素理想.

引理 B.3.5 设 Γ 无挠而且具有消去律 (定义 B.1.1). 对于 Γ-分次环 R 的分次真理想
p ( R, 以下陈述等价:
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(i) p 是素理想;

(ii) 对所有齐次元 x, y ∈ R, 若 xy ∈ p 则 x ∈ p 或 y ∈ p.

证明 (i) =⇒ (ii) 来自素理想的定义.
至于 (ii) =⇒ (i), 对给定的 x, y ∈ R 取至多有限项非零的展开 x =

∑
γ xγ 和

y =
∑
γ yγ , 则条件 xy ∈ p 相当于说

∀γ,
∑

η+δ=γ

xηyδ ∈ p.

我们的目标是证明此时 x ∈ p 或 y ∈ p 必有一者成立.
考虑有限子集 Γ1 := {γ : xγ 6= 0} 和 Γ2 := {γ : yγ 6= 0}. 命题 B.2.1 说明由

Γ1 ∪ Γ2 生成的子幺半群 Γ′ 可嵌入某个 Zn. 将 Zn 上的字典序拉回 Γ′, 仍记为 ≤, 则
(Γ′,≤) 成为全序加法幺半群 (定义 B.1.3).

采用反证法: 设若 x, y /∈ p, 则可取

α := max {γ ∈ Γ1 : xγ /∈ p} , β := max {γ ∈ Γ2 : yγ /∈ p} .

在 x 和 y 的展开式中分别删去 > α 和 > β 的项, 原条件仍成立, 故以下不妨设 α 和 β

分别是 x 和 y 的展开式中的最高项. 但此时 (xy)α+β = xαyβ /∈ p. 矛盾.

B.4 基本工具
承继 §B.3 的讨论, 继续选定加法幺半群 Γ.

定义–命题 B.4.1 设 Γ 无挠而且具有消去律. 考虑 Γ-分次环 R 的素理想 p.

(i) 记 p∗ 为由 p 的所有齐次元生成的理想, 则 p∗ ⊂ p 而 p∗ 是分次素理想.

(ii) 考虑 Γ-分次 R-模 M .

� 若 p ∈ Supp(M) (定义 2.4.2), 则 p∗ ∈ Supp(M).

� 若 p ∈ Ass(M) (定义 3.4.1), 则存在 M 的齐次元 x∗ 使得 p = p∗ = ann(x∗).

特别地, Ass(M) 的元素都是分次素理想.

证明 对于 (i), 首先由引理 4.1.3 可知 p∗ 为分次理想. 显然 p∗ ⊂ p. 给定满足 ab ∈ p∗

的齐次元 a, b ∈ R, 必有 a ∈ p 或 b ∈ p, 从而必有 a ∈ p∗ 或 b ∈ p∗; 根据引理 B.3.5, 这
确保 p∗ 是素理想.

兹对 (ii) 的第一条证其逆否命题. 设 p∗ /∈ Supp(M), 亦即 Mp∗ = 0. 设 x ∈ M 是
齐次元, 则存在 a ∈ R r p∗ 使得 ax = 0. 作展开 a =

∑
γ aγ , 则从 Γ 的消去律与 x 齐
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次可见 aγx = 0 对所有 γ 成立. 从 a /∈ p∗ 可知存在 γ 使得 aγ /∈ p, 故 x 在 Mp 中的像
为零. 既然 M 由齐次元生成, 故 Mp = 0 而 p /∈ Supp(M).
对于 (ii) 的第二条, 取 x =

∑
γ xγ ∈ M 使得 p = ann(x). 先证 p = p∗. 设

a =
∑
γ aγ ∈ p. 沿用引理 B.3.5 的论证, 考虑 Γ 的有限子集 Γ1 := {γ : aγ 6= 0} 和

Γ2 := {γ : xγ 6= 0} 生成的子幺半群 Γ′, 然后赋予 Γ′ 全序 ≤. 以下采用反证法, 设
a /∈ p∗. 命

α := max {γ ∈ Γ1 : aγ /∈ p} .

在 a 的展开式中删去 > α 的项仍有 ax = 0, 故不妨设 α 是展开式中的最高项. 兹断言

∃k ∈ Z≥1, akαx = 0.

可设 x 6= 0. 取 β 为 x 的展开式中的最高项. 由此立得 aαxβ = 0. 若 aαx = 0 则
构造停止. 设若不然, 则 aαx 的展开式只涉及 Γ′ 中的项, 且非零项个数 < |Γ2|; 由于
aaαx = aαax = 0, 可对 aαx, a

2
αx, . . . 重复此操作, 它们的齐次项下标均在 Γ′ 中, 项数

递减, 最终可获得 k ≥ 1 使得 akαx = 0.
因此断言得证. 然而 p = ann(x) 是素理想, 断言蕴涵 aα ∈ p, 与 α 取法矛盾.
综上可见 p = p∗. 基于此, p 零化每个 xγ , 亦即 p ⊂ Iγ := ann(xγ). 另一方面,∏

γ∈Γ2

Iγ ⊂
⋂
γ∈Γ2

Iγ ⊂ p,

引理 1.1.1 蕴涵存在 γ ∈ Γ2 使得 p ⊃ Iγ , 故 p = Iγ . 取 x∗ = xγ 即得 (ii).

推论 B.4.2 设 Γ 无挠而且具有消去律, R 为 Γ-分次环, 则:

(i) nil(R) (定义 2.1.1) 是分次理想, 等于 R 的所有分次素理想之交;

(ii) 若 I 是 R 的分次理想, 则
√
I 也是分次理想, 等于所有包含 I 的分次素理想之交.

证明 两者都是命题 2.1.5 和定义–命题 B.4.1 (i) 的结合.

推论 B.4.3 设 Γ 无挠而且具有消去律, R 为 Γ-分次环, I 为 R 的分次理想, 则
(V (I),⊂) 中的极小元都是分次素理想.

证明 以 Γ-分次环 R/I 代 R, 问题化到 I = 0 的特例. 若 p 是 R 的极小素理想, 则定
义–命题 B.4.1 中的分次素理想 p∗ 必等于 p.

以下是命题 3.4.8 的 Γ-分次版本.

命题 B.4.4 设 Γ 无挠而且具有消去律, R 为 Γ-分次 Noether 环, M 为有限生成 Γ-分
次 R-模, 则存在分次子模的升链 0 =M0 ⊂ · · · ⊂Mn =M 使得

(i) 每个 1 ≤ i ≤ n 都存在分次素理想 pi 使得 Mi/Mi−1 ' R/pi;
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(ii) Ass(M) ⊂ {p1, . . . , pn}.

证明 类似命题 3.4.8 的证明. 当 M 6= 0 时, 要旨在于对所有 p ∈ Ass(M) (必为分次
素理想) 运用定义–命题 B.4.1 (ii) 取 M 的齐次元 x∗, 使得 p = ann(x∗), 从而得到分次
子模 M1 ⊂M 使得 M1 ' R/p, 然后对 M/M1 递归地操作.

在定义–命题 B.4.1 和 B.4.4 的基础上, 准素分解的定义 3.5.5 及关于存在性的
Lasker–Noether 定理 3.5.9 (要求 R 是 Noether 环) 都有 Γ-分次版本.
最后介绍中山引理 (定理 2.3.4) 的两种分次版本.

命题 B.4.5 以下要求 Γ 具有消去律, R 为 Γ-分次环, M 为 Γ-分次 R-模.

(i) 设 R 有唯一极大分次理想 m; 换言之 m 6= R, 而且所有分次真理想皆包含于 m.
若 M 有限生成, 并且 M = mM , 则 M = 0.

(ii) 设 R0 的理想 I0 满足 I0 ⊂ rad(R0). 若 Mγ 对所有 γ ∈ Γ 都是有限生成 R0-模,
并且 M = I0M , 则 M = 0.

证明 对于 (i), 证以下断言即可: 存在 a ∈ m0 使得 (1+ a)M = 0. 如此则齐次元 1+ a

生成不包含于 m 的分次理想, 故 1 + a 可逆而 M = 0.
为此,取M 的非零齐次生成元 x1, . . . , xn,取 aij ∈ m使得 xi =

∑n
j=1 aijxj 对所有

1 ≤ i ≤ n成立. 记矩阵 A = (aij)1≤i,j≤n 的特征多项式为 Xn+an−1X
n−1+ · · ·+a0 ∈

R[X], 照搬引理 2.3.3 (代入 ϕ = idM ) 的证法可见

(1 + an−1 + · · ·+ a0)M = 0.

取 a = an−1 + · · ·+ a0. 断言归结为证 ai ∈ m0 对所有 0 ≤ i < n 成立.
然而 ±an−k 是所有 detA

(
I
I

) 之和, 其中 I 遍历 {1, . . . , n} 的 k 元子集, 而 A
(
I
I

)
代表属于 I 的行和列给出的 k × k 子矩阵, 见 [9, 引理 5.11.3]. 问题又归结为对所有 I

和其上的置换 σ 说明 ∏
i∈I ai,σ(i) ∈ m0: 诚然, 记 γi := degxi, 则因为 aij ∈ mγj−γi 而∑

i(γi − γσ(i)) = 0 (减法取在群化 Γgrp 中), 确有 ∏
i ai,σ(i) ∈ m0.

对于 (ii), M = I0M 蕴涵对所有 γ ∈ Γ 皆有 Mγ = I0Mγ . 施定理 2.3.4 于环 R0

即有 Mγ = 0.

在此基础上, 中山引理的推论 2.3.5 也相应地推及分次情形: 仅须对该处的模和同
态施加分次条件, 对该处的元素施加齐次条件, 然后将理想 I 换成命题 B.4.5 (i) 或 (ii)
中的版本即可.
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B.5 同调性质
选定加法群 Γ 和 Γ-分次环 R. 命题 4.1.4 业已说明 R-ModΓ 是 Abel 范畴, 本节给

出其细化.

引理 B.5.1 对任何分次 R-模 M , 存在 Γ 的一族元素 (ηi)i∈I 和分次模之间的满同态⊕
i∈I R(ηi)↠M , 此处符号如定义 4.4.2; 若 M 有限生成, 则 I 可取为有限集.

证明 取 M 的一族齐次生成元 {xi}i∈I , 满足 xi ∈ Mηi , 再取
⊕

i∈I R(ηi) ↠ M 使之
映标准基的第 i 个元素为 xi.

引理 B.5.2 给定 Γ-分次 R-模 L, M , N 和 R-Mod 中的交换图表

L M.

N

h

f g

若 f 和 g (或 f 和 h) 是分次同态, 则可调整 h 为分次同态 h′ (或调整 g 为分次同态
g′) 使得图表仍交换.

证明 对于 f 和 g 分次的情形, 定义 h′ 使它在每个 Lγ 上等于 h 与投影 M →Mγ 的
合成即可. 同理可证 f 和 h 分次的情形.

命题 B.5.3 设 M 为 Γ-分次 R-模:

(i) M 是投射 R-模当且仅当 M 是 R-ModΓ 的投射对象;

(ii) 若 M 是内射 R-模, 则 M 是 R-ModΓ 的内射对象.

证明 对于 (i) 的 “仅当” 方向和 (ii), 运用引理 B.5.2 将 M 在 R-Mod 中满足的投射
(或内射) 条件改进到 R-ModΓ 层次即可.

对于 (i) 的 “当” 方向, 取⊕
i∈I R(ηi)↠M 如引理 B.5.1, 则 R-ModΓ 中的投射条

件蕴涵 M 是⊕
i∈I R(ηi) 的直和项, 但后者作为 R-模自由.

命题 B.5.4 范畴 R-ModΓ 是 Grothendieck 范畴 [8, 定义 2.10.1], 它有足够的内射对象
和投射对象 [8, 定义 2.8.16].

证明 命题 4.1.4 表明 R-ModΓ 具备小 lim−→ 和小 lim←−, 而且用忘却函子化到 R-Mod 可
见滤过 lim−→ 皆正合. 为了证明 R-ModΓ 是 Grothendieck 范畴, 因而有足够的内射对象
[8, 定理 2.10.14], 说明它有生成元即可.
从引理 B.5.1易见 {R(η)}η∈Γ 是 R-ModΓ 的生成系 [8,定义 1.11.8],故⊕

η∈ΓR(η)

是生成元. 另一方面, 引理 B.5.3 (i) 表明 R(η) 是投射对象, 故 R-ModΓ 有足够的投射
对象.
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定义 B.5.5 对所有 Γ-分次 R-模 M 和 M ′, 定义

HomR(M,M ′)γ :=
{
f ∈ HomR(M,M ′) : ∀η ∈ Γ, f(Mη) ⊂M ′η+γ

}
,

∗HomR(M,M ′) :=
⊕
γ∈Γ

HomR(M,M ′)γ ;

HomR(M,M ′)γ 对所有 γ 都是 R-模, 而 ∗HomR(M,M ′) 是 Γ-分次 R-模. 此构造对
M 和 M ′ 有函子性.

注意到 ∗HomR(M,M ′) 是 HomR(M,M ′) 的 R-子模.
容易看出 ∗HomR 具有和非分次情形的 Hom 函子相同的正合条件. 基于命题

B.5.4, 以下定义是合理的.

定义 B.5.6 将 ∗HomR 的导出双函子记为 ∗ Ext•R, 它取值在 R-ModΓ, 可通过对第一
个 (或第二个) 变元在 R-ModΓ 中作投射 (或内射) 解消来计算.

关于 Ext•R 的长正合列等性质对 ∗ Ext•R 仍成立.

引理 B.5.7 设 M 和 M ′ 为 Γ-分次 R-模. 若 M 有限生成, 则有 R-模的等式

∗HomR(M,M ′) = HomR(M,M ′).

证明 取满同态 F :=
⊕n

i=1R(ηi) → M , 记其核为 K, 则有 R-Mod 中的行正合交
换图表

0 ∗HomR(M,M ′) ∗HomR(F,M
′) ∗HomR(K,M

′)

0 HomR(M,M ′) HomR(F,M
′) HomR(K,M

′),

α β γ

竖直同态皆单, 而且第一行实则是 R-ModΓ 中的正合列. 命 e1, . . . , en 为 F 作为自由
R-模的标准基,则指定 g ∈ HomR(F,M

′)相当于指定 y1, . . . , yn ∈M ′,其中 yi := g(fi);
将每个 yi 分解为齐次元之和, 即知 ϕ ∈ ∗HomR(F,M

′). 因此 β 是同构.
现在给定 f ∈ HomR(M,M ′), 记它在 HomR(F,M

′) ' ∗HomR(F,M
′) 中的像为

g. 因 ∗HomR(F,M
′)→ ∗HomR(K,M

′) 的核是分次模, g|K = 0 蕴涵 g 的每个齐次部
分在 K 上为零, 故都通过 M 分解; 这蕴涵 f ∈ ∗HomR(M,M ′).

命题 B.5.8 设 R 为 Γ-分次 Noether 环, M 为有限生成分次 R-模, 则有典范同态
∗ Ext•R(M, ·) ' Ext•R(M, ·).

证明 取 M 在 R-ModΓ 中的投射解消 P• → M → 0, 引理 B.5.3 (i) 表明这也是
R-Mod 中的投射解消. 以此计算 ∗ Ext•R(M, ·) 和 Ext•R(M, ·) 并应用引理 B.5.7.

未定稿: 2026-03-18



312 附录 B 分次交换环论

B.6 齐次素谱
齐次素谱是代数几何学中研究射影代数簇的基本工具. 本节仅论 Γ = Z≥0 的常用

情形.

约定 B.6.1 本节的分次环默认为 Z≥0-分次的, 相应的分次模则默认为 Z-分次的.

回忆定义 B.3.1 所谓的分次素理想.

定义 B.6.2 (齐次素谱) 对于分次环 R, 定义其分次理想 R+ :=
⊕

k≥1Rk 以及

Proj+(R) := {p ⊂ R :分次素理想} ,
Proj(R) :=

{
p ∈ Proj+(R) : p 6⊃ R+

}
;

以上两者都是 Spec(R) 的子集, 按此赋予由 Zariski 拓扑所确定的子空间拓扑. 称
Proj(R) 为 R 的齐次素谱.

如果 R = R0 则 Proj(R) = Proj+(R) = Spec(R). 我们主要关心 Proj(R), 以下先
来探讨 Proj(R) 的拓扑.

设 I 是 R 的分次理想, f ∈ R 是齐次元. 仿照 (1.10.1) 来定义
V+(I) := {p ∈ Proj(S) : p ⊃ I} ,
D+(f) := {p ∈ Proj(S) : f /∈ p} .

(B.6.1)

对任一族齐次元 f1, . . . , fk 记 V+(f1, . . . , fk) := V+((f1, . . . , fk)). 观察到

V+(I) = V (I) ∩ Proj(R), D+(f) = D(f) ∩ Proj(R).

引理 B.6.3 以上赋予 Proj(R) 的拓扑满足以下性质.

(i) 闭子集恰是形如 V+(I) 的子集.

(ii) 设 f = f0 + · · ·+ fm ∈ R, 其中 fi ∈ Ri, 则

D(f) ∩ Proj(R) = D+(f0) ∪ · · · ∪D+(fm).

(iii) 形如 D+(f) 的子集构成拓扑空间 Proj(R) 的一组基.

证明 先料理 (i). 对于所有齐次理想 I, 从 V+(I) = Proj(R) ∩ V (I) 可见 V+(I) 闭. 反
之设 E ⊂ Proj(E) 为闭子集, 表作 E = V (J) ∩ Proj(R), 其中 J 是 R 的理想. 将任意
g ∈ J 分解为 g0 + · · ·+ gm 使得 gi ∈ Ri, 则对所有 p ∈ E 皆有 g0, . . . , gm ∈ p, 因此若
定义 I 为由所有 g0, . . . , gm 生成的分次理想,其中 g 遍历 J ,便有 I ⊃ J 和 E = V+(I).
对于 (ii), 设 p 是 R 的任意分次理想, 则 f /∈ p 当且仅当存在 0 ≤ i ≤ m 使得

fi /∈ p.
断言 (iii) 是 (ii) 的直接结论.

未定稿: 2026-03-18



§B.6 齐次素谱 313

作为推论, 如果齐次元构成的子集 Σ ⊂ R+ 生成 R+, 则有开覆盖

Proj(R) =
⋃
f∈Σ

D+(f);

这是因为分次素理想 p 包含 R+ 当且仅当它包含每个 f ∈ Σ.

例 B.6.4 不同于 Spec 的情形 (命题 2.5.1), 分次环的 Proj 未必是拟紧的. 取无穷元多
项式环 R := Z[X1, X2, . . .] 为例, 赋予标准分次结构, 使得 degXi = 1 对所有 i 成立.
相应的开覆盖 Proj(R) =

⋃∞
i=1D+(Xi) 不含有限子覆盖, 这是由于对任意 n ∈ Z≥1, 分

次素理想 (X1, . . . , Xn) 属于 Proj(R) 但不属于 D+(X1) ∪ · · · ∪D+(Xn).

引理 B.6.5 以上定义的 V+(I) 满足以下性质:

(i) V+(0) = Proj(R) 而 V (R+) = ∅;

(ii) 若 I ⊂ J 则 V+(I) ⊃ V+(J);

(iii) 设 (Iα)α 为一族分次理想, 则 V+(
∑
α Iα) =

⋂
α V+(Iα);

(iv) 设 I, J 为分次理想, 则 V+(I) ∪ V+(J) = V+(I ∩ J) = V+(IJ);

(v) 对于 Proj(R) 的任意子集 S, 其闭包 S 等于 V+

(⋂
p∈S p

)
.

证明 与引理 1.10.2 与引理 1.10.8 全同, 以 V+ 代 V 便是; 注意到 (v) 的论证需要引
理 B.6.3 (i) 的性质.

引理 B.6.6 以上定义的 D+(f) 满足下述性质:

(i) D+(0) = ∅;

(ii) D+(fg) = D+(f) ∩D+(g);

(iii) 若 I 是 R 的理想, 由齐次元所构成的子集 Σ 生成, 则 Proj(R) r V+(I) =⋃
f∈ΣD+(f);

(iv) Proj(R)rD+(f) = V+(f);

证明 与引理 1.10.3 全同.

引理 B.6.3–B.6.6 的证明未用 p 6⊃ R+ 的条件, 故同样适用于 Proj+. 此外,
Proj+ 的构造具有较好的函子性. 精确地说, 设 ϕ : R → R′ 为分次环的同态; 观察
到分次素理想 p′ ⊂ R′ 的原像 ϕ−1(p′) 仍是分次的, 故命题 1.10.10 中的连续映射
Spec(ϕ) : Spec(R′)→ Spec(R) 限制为 Proj+(ϕ) : Proj+(R′)→ Proj+(R).
作为特例, R0 → R 诱导 Proj+(R)→ Proj+(R0) = Spec(R0), 映 p 为 p ∩R0.
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引理 B.6.7 设 S 是分次环. 若存在可逆齐次元 f ∈ S+, 则上述映射对 S 给出同胚
Proj+(S) ∼→ Spec(S0).

证明 选定 f 并且记 d := deg f ≥ 1. 以下说明 Proj+(S) → Spec(S0) 的逆可以取为
p0 7→

√
p0S, 其中 p0 表 S0 的素理想.

首先由次数考量可见 √p0S ∩ S0 =
√
p0 = p0; 特别地, p0S 是 S 的真理想. 由推论

B.4.2 知 p0S 为分次真理想.
其次设非零齐次元 a, b ∈ S 满足 ab ∈

√
p0S, 则

adbd

fdeg afdeg b ∈
√
p0S ∩ S0 = p0.

因此必有 ad

fdeg a ∈ p0 或 bd

fdeg b ∈ p0, 从而 a ∈
√
p0S 或 b ∈

√
p0S. 代入引理 B.3.5 可推

得 √p0S 为素理想.
综上得到映射 Spec(S0) → Proj+(S), 而且 Spec(S0) → Proj+(S) → Spec(S0) 合

成为恒等.
兹考虑另一方向的合成. 给定 p ∈ Proj+(S), 由 (p ∩ S0)S ⊂ p 知 √

(p ∩ S0)S ⊂ p.
另一方面所有非零齐次元 a ∈ p 都满足

ad

fdeg a ∈ p ∩ S0,

从而 ad ∈ (p ∩ S0)S, 继而 a ∈
√

(p ∩ S0)S. 这给出反向包含, 故 √
(p ∩ S0)S = p.

综上, Proj+(S) → Spec(S0) 是连续双射, 现证其为开. 设 g = g0 + · · · + gm ∈ S.
以下证明 D(g) ∩ Proj+(S) 的像等于 ⋃m

i=0D(gdi /f
i).

� 设 p ∈ Proj+(S) 的像是 p0, 而 g /∈ p, 则存在 0 ≤ i ≤ m 使得 gi /∈ p, 从而
gdi /f

i ∈ S0 r p0. 故 D(g) ∩ Proj+(S) 的像包含于 ⋃m
i=0D(gdi /f

i).

� 为了证明反向包含, 给定 0 ≤ i ≤ m. 对所有 p0 ∈ Spec(S0) 皆有

gi ∈
√

p0S =⇒ gdi /f
i ∈
√

p0S ∩ S0 = p0;

取逆否命题即知 p0 ∈ D(gdi /f
i) =⇒

√
p0S ∈ D(gi); 然而引理 B.6.3 (ii) 的

Proj+ 版本蕴涵 D(gi) ∩ Proj+(S) ⊂ D(g) ∩ Proj+(S).

由于 g 是任意的, 开性得证.

对分次环 R 的所有齐次元 f 和分次 R-模 M , 按照 (1.7.2) 与定义–命题 B.3.2 的
符号, 考虑齐次局部化

R(f) := R[f−1]0,

M(f) :=M [f−1]0;
(B.6.2)

注意到 M(f) 是 R(f)-模, 两者都不带分次. 在 f ∈ R+ r {0} 的前提下, 引理 B.6.7 给
出 Proj+(R[f−1]) ' SpecR(f). 以下将比较 R (或 M) 和 R(f) (或 M(f)) 的性质.
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命题 B.6.8 设 k 为交换环, 赋予平凡分次结构, 而 R 是分次 k-代数, 且作为 k-代数有
限生成. 考虑非零齐次元 f ∈ R+ 和分次 R-模 M .

(i) 齐次局部化 R(f) 是有限生成 k-代数.

(ii) 若 M 是有限生成分次 R-模, 则 M(f) 是有限生成 R(f)-模.

证明 取定 R 作为 k-代数的非零齐次生成元 a1, . . . , an. 于是 R(f) 的元素总是形如

ad11 · · · adnn
fd

, d1, . . . , dn ∈ Z≥0,
∑
i

di deg ai = d deg f

之乘积的 k-线性组合. 若有 1 ≤ i ≤ n 使得 di > deg f , 则 d > deg ai, 而上式也等于
R(f) 中的乘积

adeg f
i

fdeg ai
·
adi−deg f
i

∏
j 6=i a

dj
j

fd−deg ai
;

如是反复, 可见 k-代数 R(f) 由所有 adeg f
i

fdeg ai
连同满足 0 ≤ di ≤ deg f 的乘积 a

d1
1 ···a

dn
n

fd 生
成, 其中 ∑

i di deg ai = d deg f , 由此得到 (i).
对于 (ii), 取定 M 的非零齐次生成元 x1, . . . , xm. 类似论证表明 M(f) 可由形如

a
d1
1 ···a

dn
n xj

fd 的元素生成, 其中 0 ≤ di ≤ deg f 而
n∑
i=1

di deg ai + degxj = d deg f .

推论 B.6.9 若 I 是 R 的分次理想, 则商同态 R→ R/I 诱导以 V+(I) 为像的闭嵌入

iI : Proj(R/I)→ Proj(R);

事实上, iI
(
V+(J̄)

)
= V+(J), 其中 J̄ 是 R/I 的任意分次理想, J ⊂ R 为其原像.

若 f ∈ R+ r {0} 是齐次元, 则典范同态 R→ R[f−1] 诱导以 D+(f) 为像的开嵌入

jf : Proj+(R[f−1])→ Proj(R),

而按照 (B.6.2) 的符号, R(f) ↪→ R[f−1] 诱导同胚

Spec
(
R(f)

) ∼← Proj+(R[f−1]).

证明 分次环同态一般仅诱导 Proj+(· · · ) 之间的连续映射. 对于第一部分, 对所有
p̄ ∈ Proj+(R/I) 记其原像为 p ∈ Proj+(R) ∩ V (I), 则由于 R+ ↠ (R/I)+, 我们有

p ⊃ R+ ⇐⇒ p̄ ⊃ (R/I)+,

故商同态确实诱导 Proj(R/I)→ Proj(R).
对于第二部分, 将任意 q ∈ Proj+(R[f−1]) 表作 p[f−1] ∈, 其中 p ∈ Proj+(R) 满足

f /∈ p (见注记 B.3.4), 则 p 正是 q 的像. 由 f ∈ R+ 可知 p 6⊃ R+, 故 R → R[f−1] 确
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实诱导 Proj+(R[f−1]) → Proj(R). 另一方面, 引理 B.6.7 给出同胚 Proj+(R[f−1]) '
Spec

(
R(f)

)
.

鉴于引理 B.6.3 对拓扑的描述, 其余断言都是将推论 1.10.11 从 Spec 限制到 Proj
或 Proj+ 的产物.

继续沿用定义–命题 B.3.2 与 (B.6.2) 的符号, 局部化满足以下传递性.

命题 B.6.10 设 p ∈ Proj(R) 而齐次元 f ∈ R+ r {0} 满足 p ∈ D+(f). 按照注记 B.3.4
(代入 U := {1, f, f2, . . .}) 和推论 B.6.9 的方式, 取

p′ := p[f−1] ∩R(f) ∈ SpecR(f),

则有典范同构
R(p) '

(
R(f)

)
p′ , M(p) '

(
M(f)

)
p′ .

证明 取乘性子集 V := {v ∈ R r p : 齐次元} ⊃ U , 命 V 为 V 在 R[f−1] 中的像. 命
题 1.6.5 给出

R[f−1][V −1] ' R[V −1].

回忆到 R[f−1] 是 Z-分次环. 照搬命题 1.7.6 (iii) 的论证, 可见 V 精确到可逆元也等于
W :=

{
w ∈ R[f−1]r p[U−1] :齐次元} .

由此知 R[f−1][W−1] ' R[V −1], 其具体映法是 r/fn

w/fm
=
rfm/fn

w/1
7→ rfm

wfn ; 这是
Z-分次环同构. 两边同取 0 次部分即得第一个同构. 第二个同构类此.

B.7 分次 Noether正规化
选定域 k. 本节旨在说明如何将正规化定理 7.7.3 推及有限生成分次 k-代数. 本节

所谓的分次结构均为 Z≥0-分次的; 对于分次 k-代数, 我们要求 k 映入其零次部分.
推论 B.4.3 说明分次环的极小素理想总是分次素理想.

引理 B.7.1 在引理 7.7.1 的表述中, 设 k[X1, . . . , Xe] 有分次结构, 使得每个 Xi 都是次
数非零的齐次元; 如果 t 是齐次的, 则 t1, . . . , te−1 也可以取为齐次的, 并且不属于 k.

证明 注意到 (X1, . . . , Xe) 是 k[X1, . . . , Xe] 的极大分次理想: 它包含所有分次真理
想. 此外 t ∈ (X1, . . . , Xe) r {0}. 定理 7.3.1 蕴涵 ht((t)) = 1. 递归地设 i ∈ Z≥0 且
有齐次元 t1, . . . , ti /∈ k 使得 ht((t1, . . . , ti, t)) = i+ 1; 在素避性质 (命题 1.1.3) 中代入
I = (X1, . . . , Xe) 以及 V ((t1, . . . , ti, t)) 的所有极小元 p1, . . . , pr (有限多个, 皆为分次
素理想), 可知若 (X1, . . . , Xe) 不是 V ((t1, . . . , ti, t)) 的极小元, 则存在

ti+1 ∈ (X1, . . . , Xe)r
r⋃
j=1

pj ,
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而且易见 ti+1 可取为齐次的. 这使 ht((t1, . . . , ti+1, t)) = i+ 2.
另一方面, 若 (X1, . . . , Xe) 是 V ((t1, . . . , ti, t)) 的极小元, 则它是唯一极小元, 这

是因为极小元必为分次素理想; 此时 i + 1 = ht((X1, . . . , Xe)) = e. 综上, 构造止步于
i = e− 1.

代入定理 3.3.3 可见分次 k-代数 A := k[X1, . . . , Xe]/(t1, . . . , te−1, t) 是 Artin 环;
记 m 为 (X1, . . . , Xe) 的像, 则 m = rad(A) 而定理 3.3.1 导致 k � 0 =⇒ mk = 0. 特
别地, k � 0 =⇒ Ak = 0, 故 A 是有限维 k-向量空间.

考虑多项式代数 S′ := k[Y1, . . . , Ye], 赋予分次结构使得 Yi 7→ ti (当 i < e) 和
Ye 7→ t 让 S := k[t1, . . . , te−1, t] 成为其分次商代数, 则 S′ 的唯一极大分次理想
(Y1, . . . , Ye) 被映为 (t1, . . . , te−1, t). 让 k[X1, . . . , Xe] 通过 S′ ↠ S 成为分次 S′-模, 则
有

k[X1, . . . , Xe]
/
(Y1, . . . , Ye)k[X1, . . . , Xe] ' A.

应用分次中山引理 (命题 B.4.5 及其下讨论) 可得 k[X1, . . . , Xe] 是有限生成 S′-模, 换
言之它是有限生成 S-模. 明所欲证.

定理 B.7.2 在定理 7.7.3 的场景中, 如要求 S 是分次 k-代数, 由次数非零的齐次元生
成, 而且每个 Ij 都是分次理想, 则可取到分次子代数 R 和相应的同构, 使得每个 Xi 的
像 xi 都是齐次元.

证明 在该处的论证中, 第一步仍是化到 S = k[Y1, . . . , Yn] 的情形, 带有分次结构使得
每个 Yi 都是次数 > 0 的齐次元. 对于后续步骤, 在 x1, . . . , xn 的构造中以引理 B.7.1
补充引理 7.7.1 即可.

最后补充一则关于 Noether 分次环的维数性质, 将用于 §B.8.

命题 B.7.3 设 R =
⊕

k≥0Rk 为 Noether Z≥0-分次环, 则 dimR = supm ht(m), 其中
m 遍历 R 的分次极大理想 (亦即 m 既是 R 的极大理想, 又是 R 的分次理想).

若进一步要求 R0 是域, R 作为 R0-代数由 R1 生成, 则 dimR = 1+ degHR; 此处
HR 是分次环 R 的 Hilbert–Samuel 多项式 (定义 4.4.10).

证明 目标是对 R 的所有极大理想 m′ 证存在分次极大理想 m 使得 ht(m) ≥ ht(m′).
命 p′0 := m′ ∩R0. 对乘性子集 R0 r p′0 取局部化, 可设 (R0, p

′
0) 为局部环. 考虑包含于

m′ 的极小素理想, 定义–命题 B.4.1 表明它必为分次的, 对之取商便可进一步要求 R 是
整环. 以下对 dimR0 <∞ 递归地论证.

若 dimR0 = 0, 则 R0 是域而 R 是有限生成 R0-代数, 同时也是整环. 定理 7.7.8
蕴涵 R 的所有极大理想都有相同高度. 特别地, m′ 和分次极大理想 m :=

⊕
k>0Rk 的

高度相同.
若 dimR0 > 0, 则存在 f ∈ p′0 r {0}. 分别对 f 在 R0 和 R 中生成的理想取商, 可

将问题化到 dimR0 严格较低的情形; 见引理 7.7.2. 第一部分得证.
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对于第二部分, 注意到此时 m :=
⊕

k>0Rk 是 R 的唯一分次极大理想, R/m ' R0,
故定理 7.2.8 说明 dimR = dimRm = 1 + degHmRm,Rm

, 其中 HmRm,Rm
刻画为

p� 0 =⇒ dimR0

(
mpRm/m

p+1Rm

)
= HmRm,Rm

(p).

然而有 R0-向量空间的同构 mpRm/m
p+1Rm ' mp/mp+1 (命题 1.7.10); 又因为 R 作为

R0-代数由 R1 生成, mp/mp+1 ' Rp. 综上, HmRm,Rm
= HR.

B.8 分次泛自由和上半连续性质
本节承接 §7.8 和 §7.11. 先来陈述定义 7.8.1 的分次版本.

定义 B.8.1 设 R 为整环. 给定环同态 R → S, 设 S 是 Z≥0-分次环, 使得 R 映入 S0,
而 M 是分次 S-模. 若存在 f ∈ R r {0} 使得每个 M [f−1]n 都是自由 R-模, 则称分次
泛自由性质成立.

我们总赋予 R 平凡分次结构 (集中于零次项), 因此 R0 映入 S 相当于说 R → S

是分次环同态. 至于 M [f−1] 上的分次结构, 请见定义–命题 B.3.2.

引理 B.8.2 设 R 为任意环, 而分次 R-模 M 带有滤过 0 = M0 ( · · · ( Mk = M 使得
每个 Mi 皆为分次子模, 而且 (Mi/Mi−1)n 对所有 i, n 皆为自由 R-模, 则 Mn 对每个
n 皆为自由 R-模.

证明 与非分次版本的引理 7.8.2 无异.

引理 B.8.3 设 R 是 Noether 整环, S 是 Z≥0-分次环. 设环同态 R → S0 使 S 成为由
有限多个次数非零的齐次元生成之 R-代数. 若 M 是有限生成分次 S-模, 则定义 7.8.1
的分次泛自由性质成立.

证明 沿用引理 7.8.3 的论证及其符号. 在分次情形, 起点仍是 S ⊗
R
K 为零环的情形:

此时存在 f ∈ Rr {0} 使得 f 零化 1S , 故 f 也零化 M 而 M [f−1] = 0. 此时分次泛自
由性质平凡地成立.
下设 S ⊗

R
K 非零, 继续沿用非分次情形的论证. 基于分次正规化定理 B.7.2 可见该

处的 xi, yj , cj , fi 皆可取为齐次元, 命题 B.4.4 确保该处的 M ♭
i 和 qi 皆可取为分次的;

此时 (S♭/qi)[f
−1
i ] 的每个分次部分都是自由 R-模. 代入引理 B.8.2 以完成证明.

定理 B.8.4 设 R 是整环, 而 S 是 Z≥0-分次环. 设环同态 R → S0 使 S 成为有限展示
R-代数, 由次数非零的齐次元生成, 而 M 是分次 S-模, 也是有限展示 S-模. 此时定义
B.8.1 的泛自由性质成立.
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证明 沿用定理 7.8.4 的证明及其符号. 该处的化约方式也适用于分次情形. 差别在于
第一步须取 S 的非零齐次生成元 x1, . . . , xn, 其中 di := degxi > 0, 依此化到

S = R[X1, . . . , Xn]/(g1, . . . , gm) (作为分次 R-代数),

其中 R[X1, . . . , Xn] 带有以下分次结构: R 为零次, degXi = di, 而 g1, . . . , gm 皆为齐
次元. 取 M 的有限展示时须取齐次生成元, 相应地考虑分次 S-模的正合列

q⊕
j=1

S(nj)
ϕ

p⊕
i=1

S(mi)→M → 0,

其中 S(· · · ) 代表平移分次结构, 见定义 4.4.2, 而每个 gij 都应取为齐次的.

兹提供纤维维数的上半连续性 (定理 7.11.4) 的一则分次版本.

定理 B.8.5 设 S =
⊕

i≥0 Si 为 Z≥0-分次环, 作为 S0-代数由有限多个 1 次齐次元生
成, 并且设 R := S0 为 Noether 环. 对于所有 n ∈ Z≥0, 集合

Gn(S|R) :=
{
p ∈ Spec(R) : dimS ⊗

R
κ(p) ≥ n

}
是 Spec(R) 的闭子集.

证明 基于问题的拓扑诠释, 不妨设 R 既约. 注意到每个 Si 都是有限生成 R-
模. 设 p1, . . . , pm 为 R 的极小素理想, 以纤维维数解释 Gn(S|R), 立见 Gn(S|R) =⋃
j Gn(Sj |Rj), 其中 Rj = R/pj 而 Sj = S/pjS, 仍带分次. 因此可进一步设 R 为整环.
记 K = Frac(R).

应用命题 B.7.3 第二部分于分次 κ(p)-代数 S ⊗
R
κ(p) 和分次 K-代数 S ⊗

R
K, 得

dimS ⊗
R
κ(p) = 1 + degH1, dimS ⊗

R
K = 1 + degH2,

其中 H1,H2 ∈ Q[X] 的刻画是当 i� 0 时

H1(i) = dimκ(p) Si ⊗
R
κ(p), H2(i) = dimK Si ⊗

R
K.

推论 2.3.5说明 dimκ(p) Si⊗
R
κ(p)是 Rp-模 (Si)p的最小生成元个数,故 dimκ(p) Si⊗

R

κ(p) ≥ dimK Si ⊗
R
K. 因此 dimS ⊗

R
κ(p) ≥ dimS ⊗

R
K =: e.

于是 n ≤ e =⇒ Gn(S|R) = Spec(R). 以下可设 n > e. 取命题 7.8.4 第二部分的
f . 若 f /∈ p, 则因为 Si ⊗

R
R[f−1] 对所有 i 皆自由, 上一段论证的不等式实为等式, 故

Gn(S|R) ⊂ V (f) ( Spec(R). 后续和定理 7.11.4 证明最后一段类似, 都基于 Noether
递归.
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B.9 分次情形的维数和深度
本节的分次环和分次模均默认为 Z-分次的.
对于分次环 R, 定义–命题 B.4.1 对所有素理想 p 定义了分次素理想 p∗ ⊂ p.

引理 B.9.1 对于非零 Z-分次环 R, 以下陈述等价:

(i) R 的非零齐次元均为可逆元;

(ii) R0 是域, 而且或者 R = R0, 或者 R 同构于以 T 为变元的 Laurent 多项式环
R0[T, T

−1], 要求 T 是其中次数为正的齐次元.

证明 说明 (i) =⇒ (ii) 即可. 非零环 R0 的非零元皆可逆, 因此 R0 是域. 以下不
妨设 R 6= R0, 此时存在次数为正的非零齐次元; 取其中次数尽可能小者, 记为 t, 命
d = deg(t). 相应地有分次 R0-代数的同态 ϕ : R0[T, T

−1]→ R.
首先说明 ϕ 单. 设 ϕ(

∑
i aiT

i) = 0, 考虑次数知 ait
i = 0 对所有 i ∈ Z 成立, 因而

t 可逆蕴涵 ai = 0. 至于 ϕ 的满性, 设 a ∈ Rh. 若 h = 0 则 a ∈ im(ϕ). 设 h 6= 0, 将
其写成 h = dq + r, 其中 0 ≤ r < d, 则 at−q ∈ Rr, 故 t 和 d 的选法蕴涵 r = 0. 因此
a = (at−q)tq ∈ R0t

q ⊂ im(ϕ). 证毕.

定理 B.9.2 设 R 为 Z≥0-分次 Noether 环, M 是有限生成分次 R-模. 给定 p ∈
Supp(M), 命 n = dimMp.

(i) 若 p 是分次素理想, 则存在分次素理想链 p0 ( · · · ( pn = p 使得 p0 ∈ Supp(M);

(ii) 若 p 非分次素理想, 则 n = dimMp∗ + 1.

证明 先对 M = R 的特例证明 (ii): 若 R 的素理想 p 非分次, 则 ht(p/p∗) = 1. 为此,
不妨以 R/p∗ 代 R, 化到 p∗ = 0 的情形; 此时 R 是整环. 命 U 为所有非零齐次元构成
的乘性子集, 则条件 p∗ = 0 等价于 U ∩ p = ∅. 按定义–命题 B.3.2 赋 R[U−1] 以 Z-分
次结构, 则 p[U−1] 是其非零分次素理想, 引理 B.9.1 遂给出 R[U−1] ' F [T, T−1], 其中
F 是域. 综上, ht(p) = ht(p[U−1]) = 1.
现在考虑一般情形. 给定 p ∈ Supp(M). 在 R 中存在满足 p0 ∈ Supp(M) 的素理

想升链
p0 ( · · · ( pn = p;

如能取到升链使得 p0, . . . , pn−1 皆为分次的, 则当然有 (i), 而且从 pn−1 ⊂ p∗ 也能推得
(ii).

以下对 n 递归地证明. 对于满足 p0 ∈ Supp(M) 的素理想升链 p0 ( · · · ( pn = p,
由于 p0 必为 (Supp(M),⊂) 的极小元, 定义–命题 B.4.1 (ii) 确保 p0 为分次的; 这涵盖
了 n ∈ {0, 1} 的情形.
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对于 n ≥ 2, 递归条件表明可修改 p0, . . . , pn−2 使之皆为分次的. 若 p 非分次, 则
可用 p∗ 代替 pn−1 得到所求素理想链, 这是因为 pn−2 ⊂ p∗ ( p, 而且第一段证明的
ht(p/p∗) = 1 蕴涵 pn−2 6= p∗.
若 p 为分次的, 则可取齐次元 a ∈ pr pn−2, 然后取 p′n−1 为包含 pn−2 + (a) 且包

含于 p 的极小素理想, pn−2 ( p′n−1. 定义–命题 B.4.1 (ii) 确保 p′n−1 为分次的; 此外,
ht(p/pn−2) = 2 以及 Krull 主理想定理 7.3.1 蕴涵 p′n−1 ( p. 综上, 以 p′n−1 代 pn−1 给
出所求的素理想链.

定义 B.9.3 设 R 为 Noether 局部环, 记其剩余类域为 κ. 设 M 为有限生成非零 R-模,
d := depthmM ∈ Z≥0, 定义

r(M) = dimκ ExtdR(κ,M).

以上应与定义 9.7.1 和命题 10.4.2 对勘.

引理 B.9.4 设 R0 为域, 考虑 Laurent 多项式 R0-代数 R = R0[T, T
−1], 赋 R 以分次

结构使得 R0 为零次部分而 degT 6= 0, 则分次 R-模皆为自由 R-模.

证明 不妨设 n := degT > 0. 命 M[h] =
⊕

k≡h mod nMk, 则 M[h] 是分次子模而
M =

⊕
0≤h<nM[h]. 注意到 R 是 nZ-分次环, M[h](−h) 是 nZ-分次 R-模而 nZ ' Z,

问题遂简化到 n = 1 的情形.
选定 M0 作为 R0-向量空间的一组基 {xi}i∈I , 则考量次数易见它给出 M 作为

R-模的基, 因此 M 是自由 R-模.

定理 B.9.5 设 R 为 Z≥0-分次 Noether 环, M 是有限生成分次 R-模. 若 p ∈ Supp(M)

非分次素理想, 则

depthpRp
Mp = depthp∗Rp∗ Mp∗ + 1, r(Mp) = r(Mp∗).

证明 不妨将 R 和 M 对 R r p 中的所有齐次元作局部化, 从而可要求 R/p∗ 的非零
齐次元皆可逆. 这蕴涵 R/p∗ 或者是域, 或者同构于 F [T, T±], 其中 F 是域; 前者与
p ) p∗ 矛盾, 故后者必成立. 因此存在 a ∈ Rr p∗ 使得

p = (a) + p∗.

采用定义 B.5.6的符号,短正合列 0→ R/p∗
a
R/p∗ → R/p→ 0给出 Ext•R(·,M)

的长正合列. 引理 B.9.4 蕴涵分次 R/p∗-模必自由, 故 a 非 ∗ Ext•R(R/p∗,M) '
Ext•R(R/p∗,M) 的零因子, 由此知

Exti+1
R (R/p,M) ' ∗ ExtiR(R/p∗,M)

/
a · ∗ ExtiR(R/p∗,M), i ∈ Z.

上式蕴涵 Exti+1
R (R/p,M) 是自由 R/p-模, 与 ∗ ExtiR(R/p∗,M) 同秩. 综上,

dimκ(p) Exti+1
R (κ(p),M) = rkR/p Exti+1

R (R/p,M)

= rkR/p∗
∗ ExtiR(R/p∗,M) = dimκ(p∗) ExtiR(κ(p∗),M)
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对所有 i 成立. 这足以推得断言.

B.10 分次 Cohen–Macaulay模
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