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1 前言

本文基于作者 2017年 9月 6日在中国科学院数学与系统科学研究院数学所讲座上所做
的同名报告. 同年 11月 24日也在哈尔滨工业大学做过相同的报告. 少部分内容和参考
文献经过增补.
文章的目的是尽量扼要地介绍 Langlands纲领的源头,基本思路和若干新方向. 选取

的材料难免偏颇,视角难免陈旧,内容即便在报告当时也算不上前沿. 敬请读者谅解.
感谢万昕对本文的指正.

2 自守形式

2.1 起源: 上半平面
Langlands纲领是关于自守形式和自守表示的一系列猜想. 为了阐明何谓自守形式,有
必要从最初也是最简单的例子,即模形式来入手. 模形式的详细介绍可见 [11].
一切始于 H. Poincaré的上半平面. 以 √−1表示虚数单位. 定义

H := {τ ∈ C : ℑ(τ) > 0} .

矩阵 Lie群 GL2(R)+ := {g ∈Mat2×2(R) : det g > 0}在H上有左作用

(
a b
c d

)
· τ =

aτ + b

cτ + d
, τ = x+ y

√
−1 ∈ H.
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此作用将H实现为 SL2(R)左作用下的齐性空间,标准的实现方式为

SL2(R)
/SO2(R)

∼−→ H
γSO2(R) 7→ γ

√
−1.

相对于度量 dx2+dy2
y2

, 上半平面 H 具有常曲率 −1; 它是双曲几何的模型. 可以证明
SL2(R)

/
{±1}等于H的全纯自同构群,也等于H的保距保向自同构群.

上半平面 H既是 SL2(R)的齐性空间,又带有复结构. 所以在这些初步定义中,我们
已经瞥见群论,复变函数论和几何学的初次聚首. 不过这些学科在 Langlands纲领中的
交汇发生在更深刻的层次,诸位看倌且往下看.

Poincaré考虑 SL2(R)的离散子群 Γ,和具备对称性

f(γτ) = f(τ), τ ∈ H, γ ∈ Γ

的全纯函数 f : H → C. 他称这类 Γ 为 Fuchs 群, f 为 Fuchs 函数, 并且用现称为
Poincaré级数的方法来构造 f .
更广的概念则是权 k ∈ Z≥1,级 Γ的模形式,相应的对称性是

f

(
aτ + b

cτ + d

)
= (cτ + d)kf(τ),

(
a b
c d

)
∈ Γ.

并且 f 要求在 Γ的所有尖点处全纯. 为了说清这一全纯条件,首先得阐明何谓 Γ的尖点;
尖点可以设想为商空间 Γ\H的某些 “无穷远”方向. 它的一般定义需要一些群论和平面
双曲几何的预备工作,本文仅对若干特例加以阐释.

2.2 复环面的模空间

离散子群的初步例子是 SL2(Z) := SL2(R) ∩Mat2×2(Z). 简单起见,以下仅考虑同余子群:
我们称 Γ ⊂ SL2(R)是同余子群,如果存在 N ∈ Z≥1使得

Γ ⊃ Γ(N) :=
{
γ ∈ SL2(Z) : γ ≡

(
1
1

)
(mod N)

}
.

越 “可除” 的 N 对应越小的群 Γ1(N), 或者说模形式的级便越深. 让 SL2(Z) 透过
τ 7→ aτ+b

cτ+d
的方式作用在射影直线的有理点集

P1(Q) ≃ Q ⊔ {∞}

上. 可以设想这是上半平面在某种意义下的边界. 对于同余子群 Γ,其尖点定义为 P1(Q)

在 Γ作用下的轨道,数量有限.
对于一些特定的同余子群 Γ ⊂ SL2(R),商空间 Γ\H可视为某类几何对象的模空间,
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换言之,它参数化这些几何对象. 作为一则典型例子,我们来考察

Γ1(N) :=
{SL2(Z) ∋ γ ≡

(
1 ∗
1

)
(mod N)

}
,

其中 N ∈ Z≥1. 这是所谓同余子群之一例;显然 SL2(Z) = Γ1(1) = Γ(1).
所谓的一维复环面,是形如 C/Λ的复 Lie群,其中 Λ ⊂ C是格;换言之, Λ ⊂ C是离

散加法子群,而且 Λ是秩 2自由 Z-模. 推而广之,同构于某个 C/Λ的复 Lie群也称为一
维复环面;它们作为拓扑群都同胚于 S1 × S1,从而得名. 一维复环面中的群运算交换,今
后写作加法. 对于一维复环面中的任意挠元 P ,记其阶数为 ord(P ).
精确到同构,一维复环面总可以表作

Eτ := C
/
(Zτ ⊕ Z)

的形式,其中 τ ∈ H. 进一步,

Eτ ≃ Eτ ′ ⇐⇒ τ ′ ∈ SL(2,Z) · τ.

这相当于说 Y1(1) := SL2(Z)\H是一维复环面的模空间.
推而广之,对于所有 N ≥ 1皆有

Y1(N) := Γ1(N)\H
{
(E , P ) : E :一维复环面,

P ∈ E , ord(P ) = N

}/
≃

τ
(

C
Zτ⊕Z ,

aτ+b
N

mod Zτ ⊕ Z
)
.

1:1

∈ ∈

越深的 Γ1(N)其群论性质似乎越加复杂,但相应的 Y1(N)却越容易处理. 对于 SL2(Z)

之类的群,挠元的存在反而对商空间的构造带来麻烦. 例如 SL2(Z)\H赋有典范的复结
构,使得它同构于复仿射直线 A1

C;但挠元

γ =
(

1
−1

)
∈ SL2(Z), γ4 = 1

对 H的作用 τ 7→ −1/τ 有不动点
√
−1;这提示我们 SL2(Z)\H应该视为 “叠”,而 A1

C 仅
是它的粗模空间. 取 N ≥ 4足以确保 Γ1(N)无挠.
最后,向 X1(N) := Y1(N) ⊔ {尖点}具有自然的连通紧 Riemann曲面结构,这对一般

的同余子群也同样成立. 紧 Riemann曲面的几何当然比非紧情形有更多的工具和视角,
比如说, X1(N)可以实现为复代数曲线.
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2.3 一般理论

模形式的一般理论始于 E. Hecke的工作. 以下仅考虑 Γ = Γ1(N)情形.

1. 在 Γ1(N)作用下, H可由一个基本区域铺砌;添入尖点将 Y1(N)紧化为 X1(N). 级
Γ1(N)的模形式和紧 Riemann曲面X1(N)的几何密切相关. 下图: Γ1(7)有 6个尖
点,由 0, 1

4
, 2
7
, 2
5
, 3
7
和虚轴方向的 +∞代表, X1(7)的亏格为 0.

2. 模形式的一般定义里要求 f 在每个尖点处全纯;在尖点附近趋近 0者称为尖点形
式. 具有代表性的特例是∞ ∈ P1(Q)确定的尖点,因为其它尖点总能用 SL2(Z)作
用搬运过来: 在∞处的全纯条件相当于说 f 有 Fourier展开

f(τ) =
∑

n≥0

an(f)q
n, q = e2πiτ , τ ∈ H.

系数 an(f)常蕴藏微妙的算术信息. 例如 Ramanujan的 τ(n)便是模判别式 ∆的
系数.

定义Mk(Γ)为权 k,级 Γ的模形式构成的 C-向量空间, Sk(Γ)为尖点形式构成的子空
间. 对于源于算术的 Γ,这些空间具有一族称为 Hecke算子的自同态.
另一方面,对应于模形式 f 的 L-函数定义为

L(s, f) =
∑

n≥0

an(f)n
−s, ℜ(s)≫f 0.

Hecke证明了在适当条件下, L(s, f)有亚纯延拓和相对于 s↔ k − s的函数方程.
回忆到 Y1(N)是带有 Γ1(N)-级结构的一维复环面的模空间. 根据代数几何的视角,

一维复环面总可以嵌入为仿射部分由形如

Y 2 = X3 + aX + b

的方程定义的平面射影代数曲线, 复环面的加法零元对应到此曲线的 “无穷远点”
(0 : 0 : 1),而复环面的加法则可以代数地刻画. 代数几何的长处在于它不仅能在复系数
上操作,还可以施于任何的域,甚至是交换环. 由此可以说明模空间 Y1(N)实际是定义在
Z上的代数–几何对象,其紧化 X1(N)则是适当地添入广义椭圆曲线及其级结构得到的
模空间. 这是Mk(Γ1(N))和 Sk(Γ1(N))的许多算术性质的源头.
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例 2.1 取 Γ = SL2(Z). 相应的模形式是熟知的经典对象.

• Eisenstein级数

G2k(τ) =
∑

(a,b)∈Z2r{0⃗}

(aτ + b)−2k ∈M2k(SL2(Z)),

其中 k ∈ Z≥2;

• 模判别式函数
∆(τ) = q

∏

n≥1

(1− qn)24 ∈ S12(SL2(Z)).

以上讨论的模形式也称为整权椭圆模形式. 除此之外,模形式理论还能进一步纳入半
整权 k ∈ 1

2
+ Z的情形, Hilbert和 Siegel模形式 (具有多个复变元),或非全纯的 f 等等.

3 表示理论的观点

3.1 过渡

以上采取的视角仍然基于复变函数论. 现在逐步引入群论的表述. 仍然设 Γ = Γ1(N). 对
于 γ =

(
a b
c d

)
∈ GL2(R)+,定义

(
f
∣∣
k
γ
)
(τ) = (det γ) k

2 (cτ + d)−kf(γτ).

可以验证
Mk(Γ) C∞ (Γ\SL2(R),C)

f
[
Φ : γ 7→ (f

∣∣
k
γ)(
√
−1)

]
.

此嵌入的像有完整的刻画,此处且略去.
这启发我们研究 Γ\SL2(R)上的某些光滑函数—自守函数,作为模形式的延伸.
群 SL2(R)透过 gΦ(x) = Φ(xg)左作用于 Γ\SL2(R)上的函数空间 (譬如 L2). 由此就

引向半单 Lie群 SL2(R)的表示理论. 这一方向的研究是许多数学家的合力;其中特别突
出的贡献者有

• H. Weyl: 建立紧 Lie群的表示理论.

• Gelfand/苏联学派,和 Godement等人: 用 Lie群的表示理论来诠释特殊函数.

• Harish-Chandra: 从 1950年代起深入地研究了半单 Lie群的无穷维表示.
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Harish-Chandra (1923—1983) Roger Godement (1921—2016)
来源: The Digital Mathematics Archive 来源: Oberwolfach Photo Collection

3.2 谱分解

一般情形下,我们研究G(R)在 L2(Γ\G(R))上的平移表示,及其不可约分解 (所谓 “谱分
解”),其中

• G(R)由定义在 Q上的半单线性群 G的 R-点构成,带 Haar测度;

• Γ ⊂ G(R)是算术子群, 亦即基本上来自 G的 Z-结构的离散子群, 例如 Γ1(N) ⊂
SL2(R).

且来考虑加法群 R及其离散子群 Z;这相当于在上述框架中取 G为加法群 Ga;它是
幂幺线性群,并非半单,但不失为一个有益的类比. 这时紧环面 R/Z上的 Fourier分析给
出 Hilbert空间的离散分解

L2(R/Z) =
⊕̂

n∈Z

Cξn, ξn(x) := e2πinx,

此处的
⊕̂
代表对 Hilbert空间取直和,再取完备化.

回到一般的 G. 当 Γ\G(R) 非紧时, 连续谱将造成很大的困难. 酉表示的抽象理
论给出

L2(Γ\G(R)) =
⊕∫

π:不可约酉表示

π⊕m(π,Γ) dµ(π) = L2
disc ⊕ L2

cont.

这只是抽象的分解,它对连续谱 L2
cont,重数m(π,Γ)和测度 dµ(π)所言甚少. 但实践表明

即便是为了描述离散谱 L2
disc,也必须对连续谱 L2

cont 有精密的了解. 为了描述此一分解.
Selberg和 Langlands为此引进了 Eisenstein级数的一般理论.
迄今,一切看似是群论和泛函分析的舞台. 如何勾连模形式的经典理论? 一则事实是:

权 k ≥ 2,级 Γ的尖点模形式无非是 L2
disc(Γ\SL2(R))的不可约子表示 (所谓离散系表示)

里的光滑 SO2(R)-最高权向量,此权对应到 k.
从表示论的观点, 初步目标因而是对 G(R) 的任何不可约酉表示 π 研究它在

L2
disc(Γ\G(R)) 中的重数 m(π,Γ) ∈ Z≥0, 并进一步探究其算术或几何的内涵. 先贤们

7
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为此建立了大量的工具,例如迹公式等等.

3.3 间奏: 赋值和 adèle环
数论上感兴趣的是整体域,分成两类:

• 数域,亦即 Q的有限扩张域;

• (正特征)函数域,亦即 Fq(t)的有限扩张,其中 q是某素数 p的幂.

整体域带有一系列的 “绝对值”. 在 Q的情形,我们有数学分析中熟知标准绝对值,对相
应的度量作完备化,得到实数域 R. 此外对每个素数 p还有 p-进绝对值 | · |p,定义为

|x|p = p−vp(x), vp

(
pau

v

)
= a, u, v ∈ Z, v 6= 0, p ∤ u, v.

按惯例, vp(0) := +∞. 相应的完备化是所谓的 p-进数域 Qp.
至于 Fq(t),可将其设想为 Fq 上的射影直线 P1

Fq
上的有理函数构成的域;对 P1

Fq
的每

个点 p,可以探讨有理函数 f 在 p处的消没次数 vp(f) ∈ Z≥0 ⊔ {+∞};由此定义相应的
绝对值

|f |p = q−vp(f).

这是 Q上的 p-进绝对值的自然类比. 若 p对应到 t = 0,对 | · |p作完备化给出域 Fq((t)).
推而广之,对整体域 F 的每个 “绝对值” v都可以作完备化,得到局部域 Fv,它们是局

部紧拓扑域. 形象地勾勒为

Fv = R

F = Q

Fv = Qp = Zp

[
1
p

]
=
(
lim←−r

Z/prZ
) [

1
p

]

F = Fq(t) Fv = Fq((t)) = FqJtK
[
1
t

]
.

v:标准绝对值

v: p-进绝对值

v↔(t=0)

一般而言,局部域 (记为E)分成Archimedes (仅有R,C)和非Archimedes两类 (如
Qp,Fq((t))及其有限扩张). 非 Archimedes局部域 E 有紧开子环 oE ,称为赋值环;例如
上图的 Zp和 FqJtK便是赋值环.
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对于整体域 F ,定义其 adèle环为限制直积

A = AF :=
′∏

v:绝对值

Fv

=



(xv)v ∈

∏

v:绝对值

Fv :对几乎所有 v 都有 xv ∈ oFv



 ,

此处 “几乎所有” v意谓剔除有限多个 v,特别地要剔除所有 Archimedes的 v,这是限制
直积的具体意涵.
按构造, adèle环 A总是局部紧环,对角嵌入 F →֒ A给出其离散子环. 这一构造是 C.

Chevalley的创发.

3.4 回到谱分解

现在容许 G为数域或更一般的整体域 F 上的约化群,如 GLn, SLn, Sp2n, E8 等等;记其
中心子群为 ZG. 和先前类似地构造限制直积

G(A) =
′∏

v

G(Fv),

这里对 g = (gv)v ∈ G(A)的要求是对几乎所有的 v,对应的 gv 属于 G的 oFv
-值点. 譬如

SL2(Qp)的 Zp-值点无非是 SL2(Zp) = SL2(Qp) ∩Mat2×2(Zp)的元素. 在一般情形下,想
说清这点就需要一些代数几何的语言.
无论如何, G(A)是局部紧群,可赋予 Haar测度,而 G(F )对角嵌入为离散子群.
此外,存在无挠闭子群 Ξ ⊂ ZG(F )\ZG(A)使得 vol(G(F )\G(A)/Ξ) < +∞;在数域情

形 Ξ有标准的选法,这是经典文献中所谓的化约理论.
借由 adèle环的语言,我们的任务化为研究

L2(G(F )\G(A)/Ξ)在 G(A)作用 gΦ(x) = Φ(xg)下的谱分解.

在经典框架下 (取 F = Q), 使用 A 相当于同时考虑 G(R) 的所有的算术子群 Γ.
而所谓的 Hecke 算子反映为 G(F∞) :=

∏
v∤∞G(Fv) 的作用; 这里 v | ∞ 意谓 Fv 是

Archimedes域,否则写作 v ∤ ∞. Adèle环的优点之一在于 G(R)的表示理论和 G(Fv)

(其中 v ∤∞)的表示理论可以等量齐观. 因此,我们转向形如 G(E)的局部紧群的表示理
论,其中 E 是局部域.

定义 3.1 所谓 L2-自守形式,是指光滑函数 f : G(F )\G(A)/Ξ → C,要求它平方可积,并
且满足于

• 在 G(A) =
∏′

v G(Fv)作用下光滑,
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• 在包络代数的中心 Z(U(g∞))作用下张成有限维空间, g∞ =
∏

v|∞ g⊗F Fv.

• 某种意义下 “缓增”.

何谓光滑? 对于 Lie群作用下的情形,定义多少是直观的,它指的是群在空间上的作
用无穷可微. 对于非 Archimedes局部域上的群或它们的限制直积,光滑意谓函数或向
量在某个紧开子群作用下不变—请注意: 非 Archimedes局部域上的群有充分多的紧
开子群.
留意到:

• 函数域的情形不再有 Archimedes赋值∞,而且 Ξ的选取不唯一;

• 数域情形常要求 f 在 G(F∞)的一个极大紧子群 K∞作用下有限.

3.5 光滑表示

谱分解原是关于酉表示的问题. 对于定义在局部域 E 上的约化群 G, 实用中经常
以 G(E) 的光滑表示取代酉表示. 当 E = R,C 时涉及一些技术性细节: 一般考虑
Harish-Chandra模或 Casselman–Wallach表示.
整体情形同样可探讨 G(A)的不可约光滑表示 π,它们有唯一分解 π =

⊗′
v πv.

定义 3.2 如果 π 出现在 L2(G(F )\G(A)/Ξ) 中, 则称 π 是 L2-自守表示. 自守形式落在
其中.

尽管上述定义涉及拓扑和测度,非 Archimedes局部域上的光滑表示论本质上是代
数的. 函数域上的自守形式理论亦然.
自守表示的研究化为:

1. 分类局部域上约化群的不可约光滑表示,这可以归为调和分析的一支;

2. 对于 G(A)的表示 π =
⊗′

v πv,研究它在 L2
disc(G(F )\G(A)/Ξ)中的重数—这里涉

入了算术.

4 Langlands纲领

4.1 Langlands对偶群
设 G 是局部或整体域 F 上的约化群. 记 F 的可分闭包为 F sep, 其绝对 Galois 群为
GalF := Gal(F sep|F ),带有 Krull拓扑,因而 GalF 成为紧 Hausdorff群;记 F 的Weil群
为WF → GalF . 所谓 Langlands对偶群 Ǧ是一个拟分裂 C-约化群 (事实上能定义在 Z

上),按以下步骤定义.
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1. 第一, F 上的约化群的结构定理对 G给出根资料 (X∗,∆, X∗, ∆̌),其中

• X∗ = X∗(T )是对选定之极大子环面 T ⊂ G定义的权格,所谓的权是指同态
T → Gm,它们构成加法群;

• ∆ ⊂ X∗是对于选定的 Borel子群 B ⊃ T 定义的单根集;
• X∗ = Hom(X∗,Z),而 ∆̌ ⊂ X∗由单余根构成;
• 上述之 T,B, 权, 根等等都是定义在 F sep 上的, GalF 典范地作用在这些资
料上.

2. 约化群的根资料由一些组合–代数条件刻画, 不涉及域 F . 上述资料的对偶
(X∗, ∆̌, X

∗,∆)仍是根资料. 对此应用 C上的约化群结构定理,给出 C上的约化群
Ǧ: 它带有 Borel子群 B̌ 和极大子环面 Ť ,使得其根资料为 (X∗, ∆̌, X

∗,∆). 进一步,
GalF 作用于对偶根资料,从而在 Ǧ上通过约化群的自同构来作用,保持给定的 B̌

和 Ť 不变.

事实上,只要取充分大的有限 Galois扩张K|F 使得 G在K 上分裂,则 GalF 在 Ǧ上
的作用透过有限商群 GalK|F 分解.
定义 L-群的 Weil 形式为 LG := Ǧ ⋊ WF ; 其 Galois 形式定义为 Ǧ ⋊ GalF ; 对于

Galois形式,我们也不妨取 Ǧ ⋊ GalK|F . 最近的研究表明,某种称为 C-群的典范群扩张
1→ LG→ CG→ Gm → 1可能是更自然的对象,详见 [3],恕不细说.
另外, Ǧ也可以看作 Spec(F )ét上取值在约化群的局部常值层.

R. P. Langlands, Euler Products (1967).

R. P. Langlands在计算 Eisenstein级数的常数项时体认到 LG的角色. 同年一月,他
在一封给 A. Weil的信中提出了所谓的 Langlands纲领.
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4.2 非分歧表示

设 E 是非 Archimedes局部域,设群 G有 “好”的 oE-模型,K := G(oE). 这时 G在 E 的
某个非分歧扩张上分裂. 以 Fr记 Frobenius自同构在 GalE 中的某个提升.

定义 4.1 若 G(E)的不可约光滑表示 π满足 πK 6= {0},则 π称为非分歧表示.

让 Ǧ透过共轭作用在代数簇 Ǧ⋊ Fr ⊂ LG上作用. 相应的几何商 (或称为范畴商)有
意义,记为 (Ǧ⋊ Fr)//Ǧ,这是 C上的代数簇.

定理 4.2 (佐武一郎对应) 精确到同构, 非分歧表示一一对应于 (Ǧ ⋊ Fr)//Ǧ的点, 记为
π ↔ cπ.

注记 4.3 设 G是整体域 F 上的约化群, π =
⊗′

v πv 是 G(A)的自守表示,则对几乎所有
的 v,分解中的 πv 都是非分歧的. 所以分类非分歧表示是理解自守表示的第一步.

继续考虑整体域 F 上的情形. 取充分大的有限集 S ⊃ {v : v | ∞},使得 v /∈ S 时 π在
Fv 上非分歧,相应的 Frobenius自同构的提升记为 Frv;此时我们称 π在 S 外非分岐. 定
义

CS(G) =
∏

v/∈S

(
(Ǧ⋊ Frv

)
//Ǧ).

与 π对应之 (cπ,v)v ∈ CS(G)称为 π的佐武参数,这是自守表示的重要不变量;有限集
S 的选取依赖于 π,但可以任意扩大,故佐武参数的自然归宿是

C(G) := lim−→
S

CS(G).

4.3 L-函数
承上,当 Fv 是非 Archimedes局部域时,以 qv 记 Fv 的剩余类域的基数. 取充分大的有限
集 S 如上.

定义 4.4 (部分 L-函数) 设 π =
⊗′

v πv 是 G(A)的酉表示,且当 v /∈ S 时 πv 非分歧. 设
ρ : LG→ GLN(C)为线性表示,对满足 ℜ(s)≫π 0的复数 s定义

LS(s, π, ρ) :=
∏

v/∈S

L(s, πv, ρ),

L(s, πv, ρ) := det (1− ρ(cπ,v)q−s
v

)−1
.

这是 π的解析不变量,由表示的佐武参数确定;无穷乘积分解

LS(s, π, ρ) =
∏

v/∈S

L(s, π,v , ρ)
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称为L-函数的Euler乘积. 借助对酉表示的一些初等估计,可证明LS(s, π, ρ)在ℜ(s)≫ 0

时收敛且对 s全纯.
如果假设 π是自守表示,则我们预期 π的 L-函数将有特殊的解析性质,进一步,我们

还有理由预期它蕴藏重要的算术信息.

猜想 4.5 (R. P. Langlands) 函数 LS(s, π, ρ) 具有到整个复平面的亚纯延拓, 和相对于
s↔ 1− s的函数方程.

例 4.6 取 G = GLn,则 Ǧ = GLn(C),带平凡的 GalF 作用. 取 ρ为 GLn的标准 n维表示.
此时 LS(s, π, ρ)无非是 π的 Godement–Jacquet标准 L-函数的 S-部分.

4.4 Langlands函子性
仍然选定整体域 F 上的约化群 G,取 S 充分大以确保 G在 S 之外有好的模型,具如上
述. 若 G(A)的自守表示 π 在 S 外非分岐,则其佐武参数记为 cSπ ∈ CS(G);它在 C(G)中
的像记为 cπ. 表示的自守性质对可能的佐武参数施加了严格的限制. 定义

CSaut(G) :=
{
cSπ ∈ CS(G) : π 是 G(A)的自守表示,在 S 外非分岐

}
,

Caut(G) :=
{
cπ ∈ CS(G) : π 是 G(A)的自守表示

}
.

Langlands洞察到随着 G变化,这些佐武参数构成的空间具有紧凑的结构,线索来自
L-群.
首先需要一些定义. 设 H , G为 F 上的约化群,而同态 f : LH → LG与向WF 的投影

交换. 按照佐武参数的定义,它诱导 f∗ : CS(H) → CS(G). 以下不妨假设 G拟分裂,换言
之,它有定义在 F 上的 Borel子群.

猜想 4.7 (Langlands函子性) 上述之 f∗诱导 CSaut(H)→ CSaut(G).

• 如果 ρ : LG→ GLN(C),而 H(A)和 G(A)的自守表示 σ, π如此联系,按定义立见

LS(s, σ, ρ ◦ f) = LS(s, π, ρ).

• 进一步猜想: 应当可以将 H 的自守表示通过 f 提升到 G的自守表示,或更精确地
说,提升为自守表示的 “包”.

Langlands 演示了如何从 f 为对称幂 Symk : GLn → GL(n+k−1

k
) 时的函子性推导

Ramanujan猜想.
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4.5 Langlands对应
对局部域 E,定义Weil–Deligne群为

WDE :=




WE, E = R,C

WE × SL2(C), 其它情形.
.

在局部域 E 上,定义

Π(G) := {G(E)的不可约光滑表示}
/
≃ .

定义 L-参数集为

Φ(G) :=





WDE
LG

WE

ϕ

+连续等条件





/
Ǧ-共轭.

猜想 4.8 (局部 Langlands对应) 存在满足种种相容性的满射 Π(G) ↠ Φ(G),其纤维 Πϕ

称为 L-包;这些有限集的结构猜想可由 CentǦ(im(φ))来描述.
对于 G和 π非分歧的情形,这一对于应当回归佐武一郎对应.

猜想 4.9 (整体 Langlands对应的初步版本) 在整体域 F 上,自守表示同样用 φ : LF →
LG的共轭类来描述,此处涉及的 Langlands群 LF 理当是WF 的某个扩张.

在数域情形, LF 的存在性或是 Langlands纲领最深的内容之一.

• Arthur (1989, 1990)对局部–整体的关系和自守表示的重数有更精细的猜想,他还
提出了 Arthur包的概念.

• 如果只考虑 G = GL1 = Gm,一切归结为局部和整体类域论. 这时 LF 的角色可用
WF 代替.

• 对于一般的 GLn, Langlands对应可以视作一种非交换互反律. 这将是初等数论中
的二次互反律的深远推广.
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4.6 几何,算术与分析
设 ℓ为素数. 取定 Qℓ的代数闭包 Qℓ和 ι : Qℓ

∼→ C. 极其粗略地说

几何对象 (“原相”)/F

Galois表示 自守表示
平展
上同
调

模性Fontaine–Mazur猜想

自守提升

L-参数

几何对象和 Galois表示这两部分涉及系数在 Qℓ (而非 C)中的构造. 这些箭头应当和三
边的各种结构相容;最低限度,至少要使各种 L-函数相对应:

• 原相1的 L-函数,这是 Hasse–Weil ζ-函数的推广;

• Galois表示的 Artin L-函数;

• 自守表示的种种 L-函数.

往细处说,这里还涉及对应的 ℓ-无关性, p-进 Langlands纲领,局部–整体兼容性等等
面向,可谓千头万绪.
以下举一个特定的几何对象为例,说明三者如何互动. 设 E 为 Q上椭圆曲线,其 “原

相”分解为 E = h0⊕ h1⊕ h2. 对应 h1的 ℓ-进 Galois表示来自 Tate模 Tℓ(E) = lim←−r
E [ℓr].

适当地选取 E 的方程, 可确保方程是整系数的, 并且满足某种极小性质. 如果此方程
mod 素数 p之后仍然定义 Fp上的椭圆曲线,记为 EFp

,则称 E 在 p处有好约化.
由此定义 E 的 Hasse–Weil ζ-函数为

ζ(E , s) :=
∏

p:有好约化

Z
(
EFp

, p−s
)
· (其它有限多项), ℜ(s)≫ 0,

logZ(EFp
, t) =

∑

r≥1

|E(Fpr)| ·
tr

r
;

ζ(E , s) = ζ(s)

h0

L(E , s)
h1

−1
ζ(s− 1)

h2

.

好约化之外的项其定义稍微棘手,按下不表.
今考虑带复乘的椭圆曲线 E/Q : Y 2 = X3 −X ,则 L(E , s) =∑n≥1 ann

−s 等于下述模

1此处采取黎景辉老师建议的译名.
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形式的 L-函数
∑

n≥1

anq
n = q

∏

n≥1

(1− q4n)2(1− q8n)2

= (η(4τ)η(8τ))2 ∈ S2(Γ0(32)),

其中 q = e2πiτ , τ ∈ H,

Γ0(N) :=
{
γ ∈ SL2(Z) : γ ≡

(
∗ ∗
∗

)
(mod N)

}
,

而 η(τ)是 Dedekind η-函数

η(τ) = e2πiτ/24
∞∏

n=1

(1− qn) .

注意到 η24 = ∆ ∈ S12(SL2(Z)),即模判别式函数.
Langlands函子性猜想提出已有半个世纪,相关的技巧和思想屡有突破. 尽管如此,

离猜想的完整形式即便对 G = GLn也还有一大段距离. 在近来涌现的许多新成果中,我
们且举出一则与几何,表示和数论都直接相关的例子 (2017).

• 作者群: Allen, Calegari, Caraiani, Gee, Helm, Le Hung, Newton, Scholze, Taylor,
Throne.

• 成果: 复乘域 F ⊃ Q上满足若干条件的 n维 Galois表示的模性 (涵摄来自椭圆曲
线 E/F 的 Galois表示),不需要表示的自对偶条件.

• 若干应用

– 非复乘椭圆曲线 E/F 的佐藤–Tate猜想;
– GL2(AF )的上同调 (平凡系数)尖点自守表示的 Ramanujan猜想,其手法是
证明 Galois表示的对称幂具有 “潜在自守性”.

5 函数域情形: Weil的见解

5.1 Dedekind–Kronecker–Weil的洞见
以下所谓的 “曲线”默认为几何连通的光滑射影代数曲线.
从 19世纪以来, Dedekind, Kronecker等人就已经察觉数域里的代数整数环和曲线

的几何有许多性质相通. 然而,直到 A. Weil才明确指出有限域 Fq 上的曲线理论可以充
当两者的中介.
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A. Weil以古埃及留下的 Rosetta石碑来解释数论与几何之间的类比. 一如 Rosetta
石碑铭刻有希腊文,象形文字,和埃及草书三种文字, Weil的类比也包括三种语言:

数域

函数域/Fq
函数域/C

曲线 C/Fq
曲线 C/C

所谓的函数域,指的是该曲线上的有理函数构成的域. 对于复数域 C,其上的曲线无
非是连通紧 Riemann曲面,而函数域无非是亚纯函数域. 曲线 C/Fq

的函数域是之前介
绍的正特征整体域.
另有一种思路是将数域和三维流形的几何作类比,本文不讨论.
相较于数域情形,曲线上有更多的几何结构,譬如正特征函数域上的 Frobenius自同

构,以及 Riemann曲面上的微分算子. 举例言之, Riemann假设在函数域上的类比已经
被由几何方法证明了,这是 A. Weil, P. Deligne等人的深刻工作.
许多数学家的梦想是发展一套绝对几何学,它涉及所谓 “只有一个元素的域” F1及其

上的几何;人们还期望 Z上的算术–几何对象能下降到 F1 上,或者说期望某种自然态射
Spec(Z) → Spec(F1). 这一切猜想的目的在于用类似的几何论证来处理数域上的问题,
例如经典版本的 Riemann假设. 截至目前,此套理论尚不能自圆其说.

5.2 挠子的模空间

取定有限域 Fq 并考虑 Fq 上的曲线 C 及其函数域 F := Fq(C). 定义 F 的 adèle环的紧
开子环

A◦ :=
∏

v

oFv
⊂ A = AF .

Weil注意到

GLn(F )\GLn(A)/GLn(A
◦)

1:1←→ {C 上的秩 n向量丛}
/
≃ .

• 秩 n向量丛相当于 GLn-挠子,亦即 GLn-主丛,此对应由 V 7→ Isom(O⊕n
C , V )确定.

• 对一般的分裂约化群 G,曲线 C 上的 G-挠子的模空间 BunG 是 Fq 上的一个光滑
代数叠. 双射的右式无非 BunGLn

(Fq),在此简单地视为由 GLn-挠子的同构类组成
的集合.
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• 更进一步,给定 C 的有限闭子概型 N ,对挠子加入 N 结构,亦即挠子限制在 N 上
的平凡化,便得到模空间 BunG,N ;作为特例, BunG,∅ = BunG.

在处理这类和挠子有关问题的当代进路中,最基本的工具是 Beauville–Laszlo 下降
法.

注记 5.1 分裂群的好处在于它自动 “摊开”为曲线 C 上的群概型,在每一点都有好约化.
然而数论中涉及许多非分裂约化群,例如整体域上的酉群,对于这些 G,对应的几何构造
应取为 C 上的 Bruhat–Tits群概型.

考虑 Galois上同调 H1(F,G)及其在每个 Fv 上的局部版本. 对 Shafarevich群

ker1(F,G) := {α ∈ H1(F,G) : ∀v, α在 H1(Fv, G)中的像平凡
}
.

里的每个 α,选定代表元 a ∈ Z1(F,G)以构作一个和 G在许多方面都非常相似的约化群
Gα,称为 α给出的纯内形式;再对每个 v取

b ∈ G (F sep
v ) , 使得 ∀σ ∈ GalFv

, aσ = b−1σ(b).

由此可以推得同构 Gα(A) ≃ G(A),尽管 G和 Gα在 F 上未必同构.

定理 5.2 令 KN ⊂ G(A◦)为 N ⊂ C 对应的同余子群,则

BunG,N(Fq)

只看同构类,或取 π0

1:1←→
⊔

α∈ker1(F,G)

Gα(F )\Gα(A)/KN .

对应到平凡 α的恰好是 Zariski局部平凡的 G-挠子. 若 G分裂或 G的导出子群单连通,
则 ker1(F,G)平凡. 双射对 Ξ的自然作用等变.

关于 Ξ,请回顾定义 3.1及其上的论述.
当 N 扩大时 KN 收缩至 {1},这说明在函数域上,自守形式所居的 G(F )\G(A)/Ξ是

几何对象 (模空间)的某种影子. 注意到纯内形式 Gα 在经典框架下同样出现,这是 R. P.
Langlands和 D. Vogan等人早有的观察.

5.3 数域上的一种类比

以下类比是 U. Stuhler提出的. 定义

Vectn :=

{
V = (L, b)

∣∣∣∣∣
L : 秩 n自由 Z-模,
b : L⊗Z R上的内积

}
+自明的同构概念.
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取 GLn(A)的极大紧子群 K = On(R)×
∏

p GLn(Zp),则

GLn(Q)\GLn(A)/K ≃ GLn(Z)\
(GLn(R)

/On(R)
)

≃ Vectn
/
≃ .

在此语境下,如约定 V 的 “子丛”为配备诱导内积的无挠 Z-子模,并且命

deg(V) := − log vol (L⊗Z R
/
L
)
, µ(V) := degV

rk(L)

则在 GLn(Q)\GLn(A)/K 上可以开展类似于 Harder–Narasimhan滤过的理论.

5.4 函数域上实现整体 Langlands对应的思路
以下选定函数域 F ⊃ Fq,其中 q是某素数的幂.

1. 函数域上的表示理论和 Langlands对应本质上是代数的: 它们可以适当地表述,使
得一切只依赖表示的系数域 (先前取为 C)的代数结构,而不涉及其拓扑. 为了引
入几何工具,我们另取素数 ℓ ∤ q. 以 Qℓ表示 ℓ-进数域;选定代数闭包 Qℓ. 代数中的
一则事实是存在域的同构 Qℓ ≃ C. 因此我们可以考虑系数域为 Qℓ 的表示或自守
形式.

2. 取定系数域 Qℓ 如上. 来自函数域 (或其完备化)上的自守形式理论 (或群表示论)
的另一则事实是: 所有自守形式 (或不可约表示)实际上都能够定义在 Qℓ 的某个
有限扩张上,而不必用到整个 Qℓ.

3. 综上,在表示和对偶群 Ǧ的定义中可用 Qℓ或 Qℓ的有限扩张来取代 C.

4. 在 ℓ-进情形,进一步定义 L-参数为连续同态 σ : WF → LG,其中 LG被赋予来自Qℓ

的拓扑,并且要求 σ透过 LG(E)分解,其中 E 是 Qℓ的某个有限扩张.

以 G = GLn 为例, Ǧ = GLn(Qℓ). 此时 L-参数转译为 n维的 ℓ-进 Galois 表示,或更
确切地说是Weil群的表示. 它们对应到曲线 C 的开集上的秩为 n的 ℓ-进光滑Weil层,
相关的理论框架可见 [4, §1.1]的说明.

注记 5.3 来自几何,亦即 ℓ-进平展上同调的表示也遵从类似的哲学: 它们取值在 Qℓ或其
有限域扩张上.

一个经典想法是寻觅合适的几何对象 X 使得H•(XF̄ ;Qℓ)带有 GalF ×G(A)-作用,透
过作为 GalF ×G(A)-表示的不可约分解 (假设存在!)

H•(XF̄ ,Qℓ) =
⊕

σ,π

σ ⊠ π
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在 GalF 和 G(A)的表示之间建立某种对应. 在数域情形,相对照的几何对象是志村簇.
运用初等的表示论论证,可说明对于 G = GL2 此路不通,但可考虑 GalF × GalF ×

G(A)的作用来实现之. 这是 Drinfeld的功绩.

定义 5.4 称自守形式 f 是尖点形式,如果对任意抛物子群 P =MU ( G和 x ∈ G(A),积
分

∫

U(F )\U(A)

f(xu)du = 0. 由尖点形式生成的自守表示称为尖点表示.

尖点表示是离散自守谱的基本构件: 我们有 L2
cusp ⊂ L2

disc,而一般的离散谱则由 Levi
子群的尖点表示先作 Eisenstein级数,再取留数而得. 对于函数域上的情形, V. Lafforgue
对尖点形式给出了代数的刻画: f 是尖点形式当且仅当它在所有 Hecke算子作用下张成
有限维空间.
迄今为止,对函数域上的 Langlands对应的重要突破包括但不限于:

• Drinfeld (1978) 对 GL2 证明了 Langlands 猜想. 这里起作用的 X 是所谓两爪
(r = 2)的 shtuka的模空间.

• L. Lafforgue (2002)发展了这一思路,结合分析学工具证明了 GLn 的整体 Lang-
lands对应.

• 阿部知行 [1]用等晶体 (不妨设想为代数簇的 p-进上同调的系数)取代 ℓ-进Galois
表示.

• 对一般 G的情形, V. Lafforgue [10]对尖点表示得到了 Langlands猜想的自守→
Galois方向. 他考虑了具有 r 个爪的 shtuka. 此方法也可以给出局部 Langlands
对应在正特征情形的部分结果.

6 Lafforgue工作的概述

6.1 Hecke叠和 shtuka
考虑函数域 F = Fq(C),其中 C 是 Fq 上的曲线. 考虑以下资料:

• G: 在 F 上的分裂约化群,

• I = I1 ⊔ · · · ⊔ Ik: 有限集,

• N ⊂ C: 有限子概型.
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定义 Hecke叠为 ind-代数叠

Hecke(I1,...,Ik)N,I =





(xi)i∈I ∈ (C rN)I :

((Gj, ψj) ∈ BunG,N)
k

j=0

φj : Gj−1 −→ Gj
仅定义在 Cr

∪
i∈Ij

xi 上

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

φj 保级结构 ψj−1, ψj




.

更确切地说,我们对每个概型 S/Fq
,我们在 C × S 和 C × S r

⋃
i∈Ij

Γxi
上指定上述资料,

其中 Γxj
是 xj : S → (C rN)的态射图像. 所有这些资料构成一个广群. 当 S 变动,这赋

予 Hecke(I1,...,Ik)N,I 叠的结构.
如在 N = ∅情形另加平凡化 θ : Gk ∼→ G × C 作为资料的一部分,便得到 ind-概型

Gr(I1,...,Ik)I ,称为 Beilinson–Drinfeld仿射 Grassmann空间.
再用叠的拉回图表定义叠 Cht(I1,...,Ik)N,I :

Cht(I1,...,Ik)N,I Hecke(I1,...,Ik)N,I

BunG,N BunG,N × BunG,N

□ (G0,Gk)

(id,Fr)

这就是带 N 级结构的 shtuka的模空间.

• 施加 G0 的稳定性条件 µ (类似 Harder–Narasimhan)和每个 φj 的 “相对位置” ω,
可以截出子叠 Cht(I1,...,Ik),≤µ

N,I,ω 和 Gr(I1,...,Ik)I,ω 等等.

• 自然态射 Cht(I1,...,Ik)N,I → (C rN)I 给出所谓的 r := |I|只 “爪”.

• 和经典的化约理论类似,若G非半单群,在此还应当考虑某些格Ξ ⊂ ZG(F )\ZG(A)

的作用.

6.2 上同调

V. Lafforgue在其工作中的观点是改用W ∈ Rep(ǦI)替代 ω来作截断. 此处以 Rep(ǦI)

代表代数群 ǦI 的有限维代数表示构成的范畴.
我们有光滑态射

ǫ : Cht(I1,...)N,I,W −→ Gr(I1,...)I,W

/
G∑

i ∞xi
.

几何佐武一郎对应对W 给出反常层 SW ,对 (C rN)I 适当地归一化后将 SW 用 ǫ拉
回Cht/Ξ,得到FW . 限制到≤ µ部分,再作 !-推出到 (CrN)I ,得到H≤µ

W ∈ Db
c((CrN)I).

另一方面,我们有对角态射 ∆ : C → CI . 取 C 的

η : 泛点, η̄ 7→ η :几何点

21



以及几何点 ηI 7→ ηI ;注意到 ∆(η) ∈ {ηI},选定 “特殊化” sp : ηI → ∆(η̄) (以及相应的严
格 Hensel化之间的态射). 我们遂有

HI,W :=

(
lim−→
µ

H0,≤µ
W

∣∣∣∣
∆(η̄)

)Hecke有限
sp∗−→
∼

(
lim−→
µ

H0,≤µ
W

∣∣∣∣
ηI

)Hecke有限

.

上标 0代表取相对于寻常 t-结构的上同调 H0.
以下是 (I,W ) 7→ HI,W 的一些性质.

• HI,W 带有 GalIF = π1(η, η̄)
I 作用,它无关 sp∗, ηI 的选取.

• 任意映射 ζ : I → J 诱导 ǦJ → ǦI ,从而有拉回 W 7→ W ζ ∈ Rep(ǦJ);存在自然
同构 χζ : HI,W

∼→ HJ,W ζ . 这里起实质作用的是 BD-Grassmann空间理论里的融合
积.

• HI,W 对W ∈ Rep(ǦI)具有函子性.

• 记 1为平凡表示, ζ : ∅ → {0},则

H∅,1 = Ccusp
c (BunG,N(Fq)/Ξ)

∼−→
χζ

H{0},1.

细节需要较深的知识. 粗略地说,基本要素包括

1. 用 Drinfeld引理制造 π1(η, η̄)
I-作用;

2. 透过 Varshavsky的结果将此联系到 Cc(BunG,N(Fq)/Ξ),从而接上经典理论;

3. 某种 Eichler–志村关系式 (导致有限性), 这是 Lafforgue的工作中技术性较强的
部分.

6.3 巡游算子或 S-算子
设W ∈ Rep(ǦI), x ∈ W Ǧ−inv, ξ ∈ W ∗

Ǧ−coinv, ~γ ∈ GalIF . 上标 inv (或下标 coinv)代表取
相应的不变量 (或余不变量).
引入符号 0以考虑独点集 {0}. 记 ζI : I → {0};相应地 Ǧ = Ǧ{0} → ǦI 是对角嵌入.
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定义算子 SI,W,x,ξ,γ⃗ 为合成

H{0},1 H{0},W ζI HI,W

H{0},1 H{0},W ζI HI,W

x

张爪

χ−1

ζI

∼

γ⃗:沿爪 “巡游”

ξ χζI

∼

收爪

巡游算子也称为 S-算子. 它包含 Hecke算子作为特例.

例 6.1 取 I = {1, 2},不可约表示 V ∈ Rep(Ǧ),自明的

x : 1→ V ⊠ V ∗, ξ : V ⊠ V ∗ → 1,

以及 ~γ = (γ, 1),其中 γ ∈ GalFv
满足 deg(γ) = 1. 相应的巡游算子即是经典 Hecke算子

hV,v;这里用经典版本的佐武一郎同构来定义 V 7→ hV,v.

巡游算子可进一步改编成 SI,f,γ⃗ ,其中 f 是 ǦI 上的双边 Ǧ-不变正则函数.

• 此诸算子构成 End (Ccusp
c (BunG,N(Fq)/Ξ)

)
的一个有限维交换子代数, 其作用和

Cc(KN\G(A)/KN)的卷积作用交换. 因而

Ccusp
c (BunG,N(Fq)/Ξ) =

⊕

ν:Bred 的特征标

(Hν :广义特征子空间) .

• 运用一些几何不变量理论,主要依赖 Richardson的结果, V. Lafforgue证明 ν 对应
到 L-参数 σ : GalF → Ǧ,满足种种相容性条件. 从而给出了 Langlands对应的一
个方向.

• 对于 G = GLn,巡游算子归结为 Hecke算子,而 ν 和 σ 的对应归结为伪特征标理
论 (Taylor);上述结果化为 L. Lafforgue早先结果的弱版本.

正特征情形下的局部 Langlands对应能由受限 shtuka的模空间得到部分的实现,这
是 Genestier–Lafforgue的工作.
此外,几何方法也能处理零特征情形的局部 Langlands对应,这是 Fargues–Scholze

纲领的内容, 它是局部 Langlands 纲领近年来的热点方向之一. 除了延续 Genestier–
Lafforgue的思想,此纲领主要基于 p-进 Hodge理论的技术.

23



7 几何 Langlands纲领

7.1 几何化的线索

几何 Langlands纲领的起源可以上溯至 Deligne, Drinfeld, Laumon等人在 1970–80年
代的工作. 考虑有限域 Fq 上的曲线 C (特征 p)或连通紧 Riemann曲面 C (特征零). 取
F 为相应的函数域. 设 G为分裂约化群. 为了简化,我们仅考察非分歧的情形.
几何化的总体图像如下.

BunG(Fq)上自守函数
⊔

α Gα(F )\Gα(A)/Gα(A◦)
f−→ Qℓ

BunG上的 “自守 ℓ-进层” (特征 p)

BunG上的 D-模 (特征零)

层–函数字典

类比

非分歧 Galois表示 + Ǧ-结构 Ǧ-局部系统
对应?

欲知详情,可选的参考材料是 D. Gaitsgory的 Bourbaki报告 [7]. 注意到 D-模和层
的类比是透过 Riemann–Hilbert对应来实现的.

7.2 范畴化

以上猜测的还只是一个简单而粗暴的双射. 现代数学的一个重要思想是范畴化,相当于
用范畴,甚至是高阶范畴之间的等价来替代双射,意在探明更丰富的结构. 出于技术细节
的考虑,今后仅论特征零的情形.

• C 上的全体 Ǧ-局部系统构成一个导出代数叠 LocSys
Ǧ
.

• BunG上的全体 D-模给出 DG-范畴 (即: 微分分次范畴) D(BunG).

现在可以勾勒范畴化的几何 Langlands对应的大致形式.

猜想 7.1 存在典范的 DG-范畴等价 LG

IndCohN

(LocSys
Ǧ

) D (BunG)

QCoh (LocSys
Ǧ

) {
Ǧ−局部系统

}

LG

子范畴
作为对象

(摩天大厦层)

它必须服从于种种相容性条件. 特别地, LG保持 Hecke作用.
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Hecke作用的相容性是通过几何佐武一郎对应来表述的,后者是 Lusztig–Drinfeld–
Ginzburg–Mirković–Vilonen–朱歆文–Richarz等人的工作. 几何 Langlands纲领的其
它基本陈述莫不如是. 理解几何佐武一郎对应应当是学习几何 Langlands 纲领的第
一步.

8 量子 Langlands纲领概述
一些学者认为, Weil的 Rosetta石碑上应当还有第四种语言—量子场论. 奠基性质的文
献包括:

• Kapustin–Witten [9]: 量子场论中的 S-对偶性可以由几何 Langlands纲领诠释.

• 较近的工作则有 Aganagic–Frenkel–Okounkov [2].

• 亦可参考 E. Frenkel关于几何 Langlands纲领与共形场论的讲义 [5].

以下大致按照 [7],但只能作极粗略的勾勒. 我们在复数域 C上操作. 首先,记 G的
Lie代数为 g,取 Cartan子代数 h ⊂ g.

• 量子 Langlands对应涉及一个形变参数,这是 h上的非退化Weyl-不变二次型 κ;
它对应到 Ǧ上一组类似的资料,记为 −κ−1.

• 在量子框架下, G和 Ǧ的地位是对等的. 下为 Gaitsgory在 [6]提出的 Conjecture
4.2:

Dκ (BunG)
?≃ D−κ−1 (BunǦ) ;

上式两边都是自守的,分别由被 κ和 −κ−1所 “扭曲”的 D-模组成.

• 当二次型 κ→ 0时,量子 Langlands对应退化到范畴化的几何 Langlands对应.

Gaitsgory 认为这样一族形变解释了 Langlands对应如何可能, 它应当比 LG 更为
根本.
量子 Langlands 纲领还可以和约化群 G 的某些覆叠群搭上线, 详见 Gaitsgory–

Lysenko最近的工作 [8].
值得指出的是高阶范畴和导出代数几何已经逐渐成为此方向的标准语言. 不熟悉这

一思维工具,对几何 Langlands纲领便难以入门.

参考文献

[1] Tomoyuki Abe, Langlands correspondence for isocrystals and the existence of
crystalline companions for curves. J. Amer. Math. Soc. 31 (2018), no. 4, 921-1057.

25



[2] M. Aganagic, E. Frenkel, A. Okounkov, Quantum q-Langlands correspondence.
Trans. Moscow Math. Soc. 79 (2018)

[3] K. Buzzard, T. Gee, The conjectural connections between automorphic represen-
tations and Galois representations. Automorphic forms and Galois representations.
Vol. 1, 135–187, London Math. Soc. Lecture Note Ser., 414, Cambridge Univ. Press,
Cambridge, (2014)

[4] P. Deligne, La conjecture de Weil. II. Inst. Hautes Études Sci. Publ. Math. No. 52
(1980), 137–252.

[5] Edward Frenkel, Lectures on the Langlands Program and Conformal Field The-
ory. arXiv:hep-th/0512172

[6] Dennis Gaitsgory, Quantum Langlands Correspondence. arXiv:1601.05279

[7] Dennis Gaitsgory, Progrès récents dans la théorie de Langlands géométrique.
Séminaire Bourbaki. Vol. 2015/2016. Exposés 1104–1119. Astérisque No. 390 (2017)

[8] D. Gaitsgory, S. Lysenko, Parameters and duality for the metaplectic geometric
Langlands theory. Selecta Math. (N.S.) 24 (2018), no. 1, 227–301.

[9] Anton Kapustin, Edward Witten, Electric-magnetic duality and the geometric
Langlands program. Commun. Number Theory Phys. 1 (2007), no. 1, 1–236.

[10] Vincent Lafforgue, Chtoucas pour les groupes réductifs et paramétrisation de
Langlands globale. J. Amer. Math. Soc. 31 (2018), no. 3, 719-891.

[11] 李文威.模形式初步.北京: 科学出版社, 2020年 6月. ISBN: 978-7-03-064531-9.

26


	1 前言
	2 自守形式
	2.1 起源: 上半平面
	2.2 复环面的模空间
	2.3 一般理论

	3 表示理论的观点
	3.1 过渡
	3.2 谱分解
	3.3 间奏: 赋值和 adèle 环
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